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Pouzité znaceni

V celé préci je pouzito nasledovné standardni znaceni:

R
R+

C

N

R

[a, ]
C(J,R")
C'(J,R")

L'(J,R")

L2(J,R")

<'7'>

Pri formulaci problémii budeme v celé praci pouzivat zkratku ,.s. v.“ pro ,,skoro v§echna*.

mnoZzina vSech redlnych Cisel

mnoZina vSech nezdpornych redlnych ¢isel

mnozina vSech komplexnich ¢isel

mnozina vSech pfirozenych cisel

m-rozmérny redlny euklidovsky prostor

uzavreny interval s krajnimi body a, b

mnozina funkci spojitych na intervalu J s hodnotami v R”
mnozina funkci se spojitou prvni derivaci na intervalu J

s hodnotami v R”

mnozina funkci lebesgueovsky integrovatelnych na intervalu J
s hodnotami v R”

prostor méfitelnych funkci na intervalu J s hodnotami v R”
integrovatelnych s druhou mocninou, tj. [, |f[>du < o

oznaceni pro skaldrni soucin

[3

Propozicemi budeme znacit pomocné véty. Oznaceni Véta vyhradime pouze pro nové

vysledky.
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1 Predmluva

Tato disertaCni prace je zaméfena na existenci a lokalizaci feSeni diferencidlnich rovnic
s nespojitostmi v prostorové proménné, resp. diferencidlnich inkluzi, a vztahem mezi
feSenimi ,,polospojitych* dloh (tj. tloh s polospojitymi pravymi stranami) a prislus-

nych diskrétnich dloh. Préice je rozdélena do dvou C4sti.

V Casti I je nejprve studovdna existence a lokalizace Filippovova feSeni vektorového

Dirichletova okrajového problému druhého fadu ve tvaru

X'(t)+ax'(t)+bx(t) € P(t)+ fi(x(r)) + fo(x' (1)), pro s.v.t € [O,T],} (L)
x(0) = x0, x(T) = xr, )

kde a,b a T > 0 jsou redlné konstanty, xo,x7 € R", P je vektorové aumannovsky (po
slozkach) integrovatelné mnohoznacné zobrazeni a f1, f> jsou méfitelna a lokalné ome-
zend jednoznacnd vektorova zobrazeni. Probereme uZiti jednoclenného versus tiplného
linearniho diferencidlniho operétoru pro souvisejici Greenovy funkce. Konkrétné roz-
lisime mezi jednoclennym linedrnim operatorem Lx := x” (zbyvajici vyrazy ax’ +bx
pak bude moZno chdpat jako soucast mnohoznacné perturbace pravé strany inkluze
v (L.1)) a dplnym linedrnim diferencidlnim operdtorem Lx := x” + ax’ + bx. JelikoZ
jsou a, b redlné konstanty, ne matice, miZzeme s vyhodou vyuZit explicitni tvary Gre-
enovych funkci. S vyuZzitim vyhradné ristovych podminek obdrzime postacujici pod-
minky feSitelnosti a explicitni odhady feseni pro jednotlivé alternativy. Tato Cast prace
vychdazi z ¢lanku [3].

Dale bude v této ¢asti uvazovan skalarni mnohoznacny Dirichletiiv problém zahr-

nujici kombinaci viskdzniho a suchého tfeni:

X'(t) 4+ ax'(t) +bx(t) € P(t) + Fy (x(t)) + Fo (X' (£)) — csgnx/ (1), (12)
x(0) = xp, x(T) =xr, pro s.v.t € [0,T] '

kde a, b, ¢, xo, x7 a T > 0 jsou redlné konstanty, P je aumannovsky integrovatelné

mnohoznacné zobrazeni, Fi, F, jsou shora polospojitd mnohoznacnd zobrazeni s kom-
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paktnimi a konvexnimi hodnotami. Tento problém je motivovan rovnici kyvadla se
suchym tfenim.

Opét rozli§ime mezi jedno€lennym a tplnym linedrnim diferencidlnim operatorem
a stanovime explicitni odhady feSeni a podminky feSitelnosti. Tyto vysledky jsou pub-

likovany v [1].

Cast II prezentuje vysledky z [2], kde se zam&Fime na systém diskrétnich okrajovych
uloh zahrnujicich diferen¢ni inkluze druhého fadu a homogenni Dirichletovy okrajové

podminky, tj.

AZx. Ax;
;; L e F(t,-,th’), i=1,...n—1, (1.3)
x0 =0, x,=0, (1.4)

kde F je shora polospojité mnohoznacné zobrazeni s kompaktnimi a konvexnimi hod-

notami, velikost kroku je oznacena h = %, kde T je kladnd konstanta a n > 2, a body
sité¢ jsout; =ihproi=0,...,n.

Nejprve opét vysSetiime existenci a ur¢ime odhad feseni, a to stejnomérné vzhle-
dem k velikosti kroku. Déle stanovime podminky, za nichZ feSeni jednoparametrické
tiidy numerickych diskrétnich mnohoznacnych Dirichletovych problémi konverguji

k feSeni odpovidajiciho polospojitého problému

x'(t) € F(t,x(t),x' (1)), pros.v.1€[0,T], (1.5)
x(0) =0, x(T)=0. (1.6)

1.1. Prehled aktualniho stavu

Dirichletiv problém je pravdépodobné nejvice studovany okrajovy problém pro
diferencidlni rovnice. Pro obycejné diferencidlni rovnice byly prvni vysledky ziskany
pomoci varia¢nich metod diky Hamelovi, Hammersteinovi a Lichtensteinovi (viz napf.
prehledovy Clanek J. Mawhina [435], kde jsou také systematicky popsany pozdé€jsi vy-

sledky stanovené timto zplisobem). Po zvefejnéni Schauderovy véty o pevném bodé
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v roce 1930, zacaly byt alternativné uzivany topologické metody, zaloZené na vySet-
rovani existence pevného bodu, také pro vektorové rovnice (viz napt. [12, 17, 28} 30,
33,135,136, 1377, 144,149, 158, 159]). Od 30. let 20. stoleti je dobfe zndmo, Ze je, vzhledem
ke Scorza-Dragoniho vété pro vektorové obycejné diferencidlni rovnice druhého tadu
s omezenou spojitou pravou stranou, Dirichletiv problém vZzdy fesitelny (viz [58,59]).

Konkrétné, Dirichletliv problém pro rovnici buzeného matematického kyvadla, tj.
x"(t) +bsinx(t) = p(t), x(0) =xo, x(T) = xr,

kde b, xp, x7 a T > 0 jsou redlné konstanty, m4 fesent, pro libovolna b a p € C([0,T],R).

Stali vsak, aby, p: [0,7] — R byla jen lebesgueovsky integrovatelnd, tj. méfitelna
T

a fo |p(t)

popisujici viskozni tent, tj.

dr < oo, a, pro stejny vysledek, milize rovnice kyvadla zahrnovat rovnéz ¢len

x"(t) +ax (t) +bsinx(t) = p(t), a€R,

(viz napft. [33]).
Na druhé strané, Dirichletiiv problém pro buzeny linedrni oscildtor s viskoznim
trenim, t.
X (t) +ax (t) +bx(t) = p(t), x(0)=x, x(T) = xr,

ma jediné feSeni za predpokladu, Ze opét fOT |p(t)]|dt < e a homogenni problém, tj.
x"(t) +ax (t)+bx(t) =0, x(0)=0, x(T)=0,

ma pouze trividlni feSeni. Pokud homogenni problém neni trividlné feSitelny, tj. pokud
nastava rezonance, pak fesenf tlohy vyZaduje odligny piistup. Ulohou v rezonanci se
v nas$i praci zabyvat nebudeme.

Za pritomnosti suchého tfeni, je pojem Carathéodoryova reseni, tj. s absolutn€ spo-
jitou prvni derivaci, nedostatecny. Vhodnym typem je Filippovovo resenti, coz je Ca-
rathéodoryovo feSeni, ale diferencidlni inkluze s filippovovsky regularizovanou pravou
stranou ptivodniho problému, (viz napft. [8,131]]). Pro historii a fenomenologii problémi
se suchym tfenim obecné, viz napt. [40, 46, 53,163, [75].

Pro kombinaci viskézniho a suchého tfeni, tj. pro tlohu

K" () +ax'(t) + bsinx(t) + csgnx'(¢t) = p(t), x(0) =xo, x(T) = xr, (1.7)
13



budeme Filippovovo feSeni rovnice ve vyrazu (1.7 chdpat v ndsledujicim smyslu. Bu-

deme uvazovat mnohoznacnou ulohu
x"(t) +ax'(t) + bsinx(t) € p(t) —cSgnx'(¢), x(0) = xo, x(T) = xr, (1.8)

kde
-1,  proz€ (—o,0),
Sgnz=14¢ [-1,1], proz=0, (1.9)
I, proze (0,00)
je zminénd Filippovova regularizace funkce sgnz. Filippovovym feSenim ulohy (1.7)

pak rozumime Carathéodoryovo feseni tlohy (1.8).

V piipadé buzeného ,,lineérnﬂlo‘ﬂ oscildtoru budeme kromé ulohy
X" (t) +ax' (t) +bx(t) +csgnx'(t) = p(t), x(0) =xp, x(T) = xr (1.10)
uvazovat mnohoznacnou tlohu
x"(t) +ax'(t) +bx(t) € p(t) —cSgnx/(¢), x(0) =xo, x(T) = xr. (1.11)

Pomoci Kakutaniho—Ky Fanovy véty o pevném bodé (viz Propozice [2.2)), zfor-
mulovali Lasota a Opial [42, Véta 3] v roce 1965 vétu pro vektorovy problém prv-
niho fadu. Tato véta fesi dlohu (I.8)), resp. (I.7), pro libovolnd a, b, c, jen za pred-
pokladu fOT |p(¢)|dt < oo, stejné jako tlohu resp. (I.10), opét za predpokladu
fOT |p(t)|df < oo, a pfidanim poZadavku, Ze bud’ |b|T je dostatecné malé nebo homo-
genni tloha

x(t) +ax (t) +bx(t) =0, x(0)=xo, x(T) = xr
je trividlné reSitelna.

Na druhé strané, odhady feSeni a derivaci nejsou v [42] odvozeny explicitné.

Existuji také souvisejici vysledky dal§ich autorti, tykajici se uloh a (L.11),
obdrZenych hlavné pomoci techniky stupné zobrazeni (viz napft. [9, 10, 11} 24} 134} 138,
43,148,151} 152, 154,164, 165, [76l]).

'A¢ nejsou ¢leny csgnx’'(t) resp. cSgnx'(t), souvisejicich rovnic resp. inkluzi linedrni, pouZijeme
pro jednoduchost tento nazev i pro né.
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Napriklad, vzhledem k [34, Véta 6.1] stejné jako [65, Véta 2], kde byly vyu-
zZity kombinace znaménkovych a rdstovych omezeni, jsou obé tlohy a
feSitelné pouze bez viskézniho tfeni, tj. a = 0, za predpokladu fOT |p(t)|dt < oo pro
(L.8), a fOT |p(1)|dt < oo spolené s b < 0 pro (I.T1)). Navic, odhady feseni opét nejsou
v [34}165]] ukdzany exiplicitné .

Podobné, v [38, Véta 4.1], [51, Véta 4.1] a [52, Véta 3.1], ¢len viskdézniho tfeni
ax’ autofi neuvazuji, ale, za vice omezujicich pozadavki nez téch v [34] [63]], jsou zde
dostupné odhady feSeni.

Uzitim podminek Hartmanova typu (ve smyslu napt. [36]), jsou jako v [[11, Disle-
dek 4.1], souvisejici vhodné podminky feSitelnosti tlohy znovu vice omezujici
nez podminky v [42, Véta 3],ato b <0, p je spojitdna [0,T] (= |p(t)| < P,t €[0,T)),

a

P k
#Ssin(%—l@), kzgg, (1.12)

kde

:M P:= max |p(1)].

k> := max{|xo|, |x7|}, k3: ,
2 {Ixol, [xr[}, ks 7 max,

Konstanta a tentokrat mtize byt rtizna od nuly, tj. a # 0.

Pro teSitelnost dlohy podle [11} Disledek 4.1] ziskdvame podminky jen b <
0 a p je spojitd na [0, T].

Za nepritomnosti viskézniho tfeni, tj. kdyZ a = 0, mtze byt, podle [11, Disledek
4.3] a 52, Véta 3], budici Clen p lebesgueovsky méfitelny a esencidlné omezeny, pro
obg ulohy (1.8) a (I.11)). UvaZujme pro tuto chvili ptipad, kdy » = 0. Abychom mohly
aplikovat [11, Dusledky 4.1 a 4.3] a [52, Véta 3] na (1.8) a (I.11)), musi byt bud’ ¢ =0,
p(t) =0aks =0nebo a =0, coz se redukuje na trividln{ fesitelnost tloh (I.8) a (I.TT).

Na druhou stranu, za vySe uvedenych predpokladli s b < 0, mizou byt odhady
feseni x(-) pro a podle [11] vyjadieny explicitné jako

P+ ‘C| + k3

1) < i
|x(¢)| < arcsin ( >

)—kzég—kz, (1.13)
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respektive

< P+ |c| + k3

(@) < ——— +k- (1.14)

Jestlize jsou dal$i mozné nespojité nelinearity nebo mnohoznacna zobrazeni vlo-
Zena do pravych stran danych diferencialnich rovnic nebo inkluzi, jejichZ rist ma, na-
priklad, superlinedrni charakter dostate¢né daleko od pocatku, pak véta Lasoty a Opi-
ala z [42], Véta 3] nemiZe byt naddle pouZzita. Mame-li nicméné k dispozici explicitn{
odhady feSeni jako nebo a jejich derivaci, miZeme formulovat kritéria
takova, Ze se nové implementované ¢leny mohou chovat libovolné vné oblasti charak-
terizované témito odhady. Timto zpisobem mohou byt vSechny vysledky podle nasi
Uvahy pfirozené rozsiteny.

Matematické vypocty jsou Casto zaloZeny na rovnicich, které vedou k vypoctu hod-
noty funkce rekurzivné z dané mnoZiny hodnot. Tyto rovnice se nazyvaji diferencni.
Diskrétni problém, ktery vznikne diskretizaci spojitého problému s diskretiza¢nim kro-
kem £, a jeho vztah k tomuto spojitému problému, je jednim z hlavnich zdroji konstuk-
tivni studie. Agarwal v ivodu své prace [4] zduiraznuje dileZitost studia jednak tohoto
vztahu, dile také otdzky existence, jednoznacnosti, atd. diskrétniho problému. V pfi-
padg, kdy je spojity okrajovy problém diskretizovan, se povaha feSeni miZe zménit.

Toto své tvrzeni dokldda na jednoduchych prikladech:

e spojity problém y’ + (7%/n?)y =0, y(0) = y(n) = 0 mé4 nekoneén& mnoho
feSeni tvaru y(r) = ksin(x/n)t, kde k je libovolné, avSak diskrétni analogie

AVy(t) + (7?2 /n?)y(t) =0, y(0) = y(n) = 0 m4 jediné feSeni y(t) = 0,

e spojity problém y”’ + (72 /4n?)y =0, y(0) =0, y(n) = 1 m4 jediné feseni y(¢) =
sin (7r/2n)t, diskrétni problém AVy(¢) + (2 /4n?)y(t) =0, y(0) =0, y(n) =1

ma také jediné fesent,

e spojity problém y” +4 sin’(n/2n)y =0, y(0) =0, y(n) = £( 0) ma jediné
feSeni y(¢) = €sin|[(2 sinzw/2n)t] /sin[(2sin 7w /2n)n], zatimco AVy(r) +
4sin®(m/2n)y(t) =0, y(0) =0, y(n) = &( 0) nemé feseni.
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Vyzkum zabyvajici se otdzkou za jakych podminek ma skaldrni diferencni rov-
nice feSeni a jaky je vztah mezi feSenimi diskrétni a spojité tlohy zapocal R. Gaines.
Vysledky tykajici se skaldrnitho problému druhého fadu s linearnimi okrajovymi pod-
minkami publikoval ve své praci [32]]. Tento ¢lanek je v této oblasti stéZejni. Je Casto
citovan v pracech zabyvajicich se touto tématikou, zvlasté se autofi odvoldvaji na kon-
vergenéni vysledek, napt. [6], [S3)], [S6], [67], [68], [69]. Dalsimi vystupy z téchto
¢lankt jsou formulace podminek, za kterych spliuji vSechna feseni nelinearniho dis-
krétniho Dirichletova okrajového problému druhého fadu urcitd apriorni omezeni ne-
zavisla na velikosti diskretiza¢niho kroku. V piipadé skalarniho problému jsou tyto
podminky v [55] a [41] ristové a pro existenci feSeni je zde pouZita technika Brou-
werova stupné zobrazeni. V [56] a [6] (zde jsou uvaZovany nelinearni okrajové pod-
minky) je pouZita diskrétni Nagumova podminka a diskrétni varianta metody horniho
a dolniho feSeni. Navic jednoznacnosti feSeni bylo v [55] a [41] dosaZeno pridanim
Lipschitzovy podminky na pravou stranu uvazované rovnice. Vektorovym problémem
se zabyvali napt. Thompson a Tisdell, kde v [67], [68]], [69] byly Gainesovy vysledky
rozSifeny na systémy rovnic. Diferencni problémy s periodickymi podminkami jsou fe-
Seny v [19]], zatimco v [20] jsou uvazovany Neumannovy okrajové podminky. V knize
[39] miiZeme najit standardni techniky pro feSeni diferencnich rovnic.

Problematika diferencnich inkluzi je prozatim feSena jen v malém mnoZstvi praci.
Pripad pocétecni ulohy pro obycejné diferencidlni inkluze je studovan v [26]], kde jsou
predloZeny diferencni metody pro feSeni této ulohy.

Okrajové mnohoznacné tulohy jsou studovany napt. v [S] a [62], kde jsou uva-
Zovéany okrajové dlohy pro systémy diskrétnich inkluzi druhého fadu zahrnujici Di-
richletovy podminky. Pro urcitou tfidu pravych stran uvazovanych inkluzi (shora po-
lospojitych) ukazuji, Ze vSechna feSeni diskrétni Glohy spliiuji apriorni omezeni a tyto
omezeni jsou uZity ve spojeni s vhodnou mnohoznacnou verzi véty o pevném bodé
k ovéfeni existence feSeni. V [3] je aplikovdna stejnd véta o pevném bod¢, jako bude
pouzita v této praci a autofi zde uzivaji diskrétni verzi metody horniho a dolniho fe-
Seni. V [62] jsou uvazovany ristové podminky a diskrétni principy maxima. Neni mi

zndmo, Ze by v nékteré praci byl feSen vztah mezi feSenimi diskrétni a prislusné spojité
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ulohy.

1.2. Cile prace

Tato disertacni prace mé nékolik cili. Vzhledem k tomu, Ze literatura odpovidajici
tématu diferencnich inkluzi existuje jen Castecné, a to v Casopisecké podobg, je jednim
z Gcell prace vytvorit teoreticky zaklad pro zkoumani dané problematiky.

Cilem Cisti I je stanovit efektivni odhady feSeni a jejich derivaci dlohy , tj.
vektorového Dirichletova okrajového problému druhého fadu, na zakladé studovéni
daného problému ze dvou Ghlti pohledu. Prvnim z nich je uvazovani pouze jednoclen-
ného diferencidlniho operdtoru na levé strané v inkluzi (I.1)). Jeho zbyvajici vyrazy
zahrnout do pravé strany inkluze v (I.I) jako souc¢dst mnohoznacné perturbace. Dru-
hym zptisobem je opét stanovit existencni a lokalizacni vysledky pro tlohu tento-
krit formdlné zapsané tak, Ze na levé strané bude figurovat Gplny linedrni diferencidln{
operator.

Dalsim tkolem je oba tyto pohledy aplikovat na skaldrni dlohu (I.2) za tcelem
opét stanovit explicitni odhady feSeni a podminky feSitelnosti.

V Casti 11 je cilem urdit vztah mezi feSenimi polospojité dlohy , a jeji pri-
slu§né diskretizované ulohy , . Dile aplikovat podobné principy jako v Casti
I, a tedy prenést teorii diferencidlnich inkluzi na diferen¢ni inkluze, a vySetfit tak, za
jakych podminek feseni diskrétni dlohy (I.3)), (I.4) existuje a ziskat jeho odhad neza-

visly na velikosti diskretiza¢niho kroku.

1.3. Teoreticka vychodiska prace

V této podkapitole predstavime teoretickd vychodiska préace, kterd pouzijeme pro
pozd&jii analyzu. V Cisti I. budeme vychdzet z tloh , resp. || a budeme je
zkoumat ze dvou dhli pohledu. Nejprve ponechame na levé stran€ inkluze pouze je-
den Clen, a to ten, ktery odpovida druhé derivaci. Zbyvajici ¢leny zahrneme do pravé
strany jako soucdst mnohoznacné perturbace. Poté budeme studovat dané stejné dlohy,

avSak formélné zapsané tak, Ze na levé strané inkluzi budeme uvazovat Gplny linearni
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diferenciélni operator.

V celé préci pak budeme vyuZzivat alternativné prepis danych dloh do jejich opera-
torovych podob, a nasledné vétu o pevném bod€. Konkrétné se bude jednat, v naSem
mnohoznacném piipadée, o Kakutaniho—Ky Fanovu vétu o pevném bodé, kterou ve své
praci pouzili také Lasota a Opial [42], ktefi vSak vychdzeli z vektorového problému
prvniho fadu, zatimco v této praci bude aplikovdna na problém druhého fadu.

Konecné efektivni riistové podminky ndm umozni urcit lokalizaci feSeni a jejich

derivaci uvazovanych uloh.

1.4. Uzité metody

Existuje nékolik piistupl k feSeni tloh s nespojitostmi v prostorové proménné.
V této praci vyuzijeme princip Filippovovy regularizace, kdy je vytvoren konvexni
obal danych nespojitych zobrazeni. Vznikne tak konvexni mnoZina a dloha s nespoji-
tostmi je tak nahrazena mnohoznacnou tlohou.

Dile, v Casti tykajici se diferencidlnich inkluzi, vyuzijeme apriorni odhady feSent,
zalozené vyhradné na rdstovych podminkach na pravou stranu, k tomu, abychom, bez
ztraty na obecnosti, definovali ,,ofezand“ zobrazeni k zobrazenim na pravé stran¢ uva-
Zovanych inkluzi. Tato zobrazeni jsou identicka s pivodnimi uvnitf oblasti definované
témito apriornimi odhady, avSak vné této oblasti mohou byt zcela libovolna.

V obou ptipadech, jak diferencidlnich, tak diferen¢nich inkluzi uvaZujeme neline-
arni dlohu, proto uZijeme princip Schauderovy linearizace, pomoci niZ ziskdme plné
linearizované ulohy, resp. systém linedrnich uloh. Fredholmova alternativa ndm pak
zaruci existenci néjakého feSeni takto linearizované dlohy a jeho tvar, v némz se vysky-
tuje Greenova funkce. Pfi odhadech feSeni vyuZijeme v piipadé€ diferencidlnich inkluzi
ruzné exlicitni tvary Greenovych funkci, které 1ze jednodusSe napocitat v zavislosti na
formaln€ zapsaném tvaru uvazované dlohy (resp. na ¢lenech, které budeme uvazovat
jako soucast pravé strany, resp. linearniho diferencidlniho operétoru).

Veéty o pevném bod¢ hraji dileZitou roli pfi ovéfovani existence feseni diferenci-

alnich 1 diferen¢nich dloh. Také v této préci je vyuZzit piistup transformace problému
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existence reSeni na problém existence pevného bodu. Preformulujeme tedy dané ulohy
do jejich opratorové podoby a aplikujeme mnohoznacnou verzi Schauderovy véty
o pevném bodé, tj. Kakutaniho—Ky Fanovu, spole¢né s Arzela—Ascoli lemmatem, po-
moci néhoZ obdrzime kompaktnost operdtoru. Shora polospojitost operdtoru dokdaZzeme
na zdklade uzavienosti jeho grafu.

V posledni Casti, kde se zabyvame stejnomérnou konvergenci feSeni jednopara-
metrické tiidy diskrétnich inkluzi k feSeni odpovidajici polospojité dlohy, vyuzijeme
znamé véty funkciondlni analyzy opét spolecné s apriornimi odhady feSeni a jejich prv-
nich diferenci nezdvislych na velikosti diskretizacniho kroku. K ziskani stejnomérné
konvergence jednotlivych posloupnosti uZijeme opakované Arzela—Ascoli lemma, a né-
sledné Mazurovu vétu k obdrZeni podposloupnosti konvergujici skoro vSude ze slabé
konvergujici posloupnosti. Ddle s vyhodou vyuZijeme vlastnosti stejnomérné konver-
gence Greenovych funkci. K dokonceni ditkazu pouZijeme k identifikaci prvnich a dru-

hych derivaci feSeni Dominantni vétu o konvergenci.

1.5. Originalni vysledky

Ulohy, studované v této praci, jsou motivovany rovnicemi kyvadla, resp. oscildtoru,
se suchym tienim, které odpovida nespojitému zobrazeni. Jsou tu prezentovany exis-
tenéni vysledky feSeni nejprve obecnéjsiho vektorového diferencidlniho mnohoznac-
ného Dirichletova problému druhého fadu (1.1) zahrnujici obecnéj$i mnohoznacné
Cleny, poté jeho skalarni analogie obsahujici ¢len odpovidajici suchému treni
a diskrétnich Dirichletovych inkluzi druhého fadu (I.3), (I.4), zaloZenych na aprior-
nich odhadech téchto feSeni. Explicitni odhady feSenf a jejich derivaci jsou napocitany
a v pripadé¢ diskrétni verze uvedeny nezdvisle na velikosti diskretizacniho kroku. Dale
je dokdzano, v jakém smyslu konverguji feSeni jednoparametrické tfidy diskrétnich
tloh (I.3)), (I.4) k feseni odpovidajici polospojité tlohy (1.5), (1.6). Tato prace je zalo-
Zena na vysledcich publikovanych ve dvou ¢lancich vzniklych ve spoluprici s panem
profesorem Andresem [1] a panem profesorem Feckanem [2] a zejména také na autor-

¢in€ ¢lanku [3]).
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Hlavnimi vysledky Césti I jsou existence a lokalizace Filippovova feseni jednak tdlohy
(1.1)), kde jsou vedle jejich dikazu v Kapitole 4| uvedeny také explicitni odhady feSeni
a jejich derivaci a jsou publikovany v [3]], jednak dlohy (I.2) v Kapitole[5] publikované
v [

I. 1) Existen¢ni a lokalizaéni vysledky dlohy (L.I)) tykajici se Filippovova feseni jsou

dokazany na zdklad€ nésledujicich podminek pro fi, f> a P:

o fi:R" - R"a fp: R" — R" jsou jednoznacnd, vektorovd, méfitelnd a lokdlné

omezena zobrazeni,

P: J — R je aumannovsky (po slozkdch) integrovatelné mnohoznacné zob-

T
razeni, tj. &2 := sup { Jllp(@)||dz | p C P je lebesgueovsky integrovatelna
(PP) pcP L0

selekce zobrazeni P }

JelikoZ vyuZzivame apriorni odhady feSeni, sta¢i se pro zobrazeni fi, f> omezit na
uzavienou kouli Bp := {z € R" | |[z]| < D}, tedy
filg,: Bp — R%a falg,: Bp — R"jsou vektorovd, méfitelna a lokdlné omeze-
na zobrazeni, takova, ze

(B A1) <Mi(Do), pro ||x|[ <D,

|20l <Ma(Do), pro |]yl| <D,
kde D = Dy + k; + k3 je vhodna konstanta.

Zobrazeni fi, f> nejsou spojitd, nelze tedy dlohu (I.T)) fesit pfimo. Je vyuZit princip
Filippovovy regularizace za tcelem ziskat v né¢jakém smyslu spojitd zobrazeni. Timto
pristupem se podafi ziskat shora polospojitd mnohoznacnd zobrazeni, kterd jsou lo-
kalné omezena a maji neprazdné kompaktni a konvexni hodnoty. Dohromady tak zis-

kame pravou stranu diferencialni inkluze, ktera je shora carathéodoryovska.

A) Hlavni vysledek existence Filippovova feSeni x(-) tlohy (1.1) a odhady jeho
x(t)||+|1x'(t)]| < D prot € [0,T] jsou dokdzény ve VE&[4.1]
za podminek (PP), (Pf) a implicitnich podminek (PT) pro koncovy bod intervalu,

a prvnich derivaci

na némz reSeni hleddme a (PD) pro omezujici kontantu D takovou, Zze D = D +
ko + k3 s oznaCenim (OK):
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®T) { ity > max{lal ]},

(PD) DO 2 AI (D27
D M> (D, alks+|blky)|(T+4
A1(Do) = (2T OND0) e Do) Halkrt Plo) (T+4)

(OK) {kl :=max{|al,|b|}, ko :=max{||xo||,||x7||}, kz:= HXT—;X"H

B) Stejného vysledku jsme také doséhli ve VEt€ [.2) za podminek (PP), (Pf) a im-

plicitnich podminek pouze pro Dy s oznacenim (OK)
e Dy >Aj(Dg), j=2,3,4 (vzivislosti nakonstantich a a b), kde

1) proa? —4b >0 (j=2)

(M—=A)T

Ty 1l 1]

AZ(D()) = a2 —

X [P+ T (M)(Do) + My (Do) + |alks + |b|k2)],
kde A; = @’M _ @’
2) proa® —4b=0 (j=3)

A3(D0) = eliZ‘T {1—}—% (1+2|a|)}

X [P +T (Mi(Do) +M> (Do) + |alks + |blk2)] ,

2 2wk i
3) proa —4b<OaT7ém,keN(]_4)

T 2+ ]+ Vab =]
Vab— &2 (sin(§\/4b —a2)‘

X [P +T (My(Do) +Ma (Do) + |alks + |b|k2)] .

A4(Do) =
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C) Za podminky (Pf) a esencidlni omezenosti pro mnohoznacné zobrazeni P, t].

o P :=ess sup ||[P(t)]],
t€[0,T]

jsme obdrzeli v Pozndmce [{.1] nasledujici opét implicitni podminky feSitelnosti pro

ulohu li proT a D= 50 + ko 4+ k3 s oznaCenim (OK):

o > max{|al, |b|},

(T+4)

e Dy > Al (Dy),

[214M (Do) +Ma(Do)+|alks +[blka] T (T+4)

° A (DO) Sk T(T+4)

I. 2) Existence feSeni x(+) ulohy (1.2) takové, ze

,2}3’}}{’)6( )|+ ¥ (1)} <D,

kde D = Dy + ky + k3, s oznaCenim (OK) a Dy > 0, je zarucena

A) Vétou [5.1] za podminek (PF) a (PPskal) pro zobrazeni Fi, F> a P a implicitnich
podminek (PT) pro T a (PDskal) pro Dg s oznacenim (OK):

( Filg,: Bp — R, F|g, : Bp — R jsou shora polospojitd mnohoznacna
(PF) zobrazeni s konvexnimi a kompaktnimi hodnotami takova, Ze
M] (DQ) = max |F1( )‘, Mz(DO) = max |F2(Z)|,

. |z|<Do+ka+ks |2|<Do+ky++k3
( P: J —o R je aumannovsky integrovatelné mnohoznacné zobrazeni, tj.

(PPskal) = ls)lép { [ |p()|dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelna selekce

zobrazeni P} ,
\
(PDskal) Do ZAl(DO},;
T(M(D M> (D, alk bk cHI(T+4
Ay (Dy) 1= OO OBl it (),
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B) nebo v Pozndmce s omezujici konstantou D za podminky (PF), esencidlni

omezenosti P, t.
o ) :=esssupp [P(1)]
a za podminek (s oznacenim (OK))

7o > max{lal.b]}

° 50 > A’l (50)

[214M\ (Do) +M; (Do) +alks +[blky+|c|] T (T+4)
8—k T (T+4)

[} A/] (50) =

C) V prvni ¢asti Poznamky [5.3]je uvedeno, Ze jestlize plati (PF) a (PPskal) a jestlize

je navic mnohoznaéné zobrazeni F> omezené, tj. M, := max |F2(z)], aa =0,
z€
dostdvame podminku pro T
4
L T2 > |b|,

a jestlize existuje kladnd konstanta D takov4, Ze

T[P+ (M, (Dy)+Mo+|blky+|c|)T
o D > HZHM( i)_Tzé‘l |ka+|c]) ]7

pak md tloha (1.2) feSeni x(-) (s ozna¢enim (OK)) takové, ze

max |x(t)| < Dy +ko,
1€[0,T]

nfg);] W (1)| < P+T[M(D1)+ M+ |b|(Dy +k2) + |c[] + ks,
relo,

kde M;(D;) := max |Fi(z)|
|z|<D1+ka

D) Podobné je v druhé ¢asti Poznamky [5.3| za podminek (PF), (PPskal) a pfidanim
predpokladu, Ze je mnohoznacné zobrazeni F; omezené, tj. M| := max |F1(z)], a
z€
b = 0, uvedena podminka pro T
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)

o%>|a

a jestliZe existuje kladné konstanta D, takovd, Ze

o D,> ,93+T(M1+1:/IE(TD|2|)+\a\k3+|C|)7

kde M,(D») := | |max |F>(z)|, pak ma tloha (I.2)) feSeni x(-) (s oznalenim (OK))
Z[<Dr+k3

takové, Ze

[~

max |x(7)] <

o (P +T (My +Ma(Ds) + a| (D2 +ks) +|c])] + ez,

O =~

max |¥'(¢)| <

>+ k3.
t€[0,T]

E) Za stejnych pozadavki na zobrazeni Fy, F> a P jako ve Vé&té tj. (PF) a (PP-
skal), ziskdme pomoci Véty podminky feSitelnosti pro ulohu (1.2]) v nésle-

dujicim implicitnim tvaru (s oznacenim (OK))
e Dy>Aj(Dy), j=2,3,4 (vzavislosti nakonstantich aab), kde

1) proa? —4b > 0: (j =2)

M—2A)T

K
- [T+ ]+ |A2]]

Az(D()) = >
a —_—

X [(@ +T (M] (D()) —I—Mz(D()) + |C| + |a|k3 + |b|k2)] ,
kde ;Ll — fa+\/2m, )LZ — 7a7\/2m’

2) proa’—4b=0(j=3)

la| T
A3(Dg) :=e2 T I+ 7 (1+42a])

X [9 +T (Ml (D()) +M2(D0) + |C| + |a|k3 -+ |b|k2)] ,
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3) proa® —4b < 0aT # 2B keN(j=4)

e T [2+ |a| +\/m}
A4(D) =
Vab—asin(5Vab—a?)

X [@ + T (M, (Do) ‘I’MZ(DO) + ‘C‘ + |a\k3 + ‘b‘kz)]

I. 3) Poslednim vysledkem z Casti tykajici se diferencidlnich dloh, jsou explicitni od-
hady Filippovovych feSeni a jejich prvnich derivaci skaldrni tlohy
xX"(t) 4+ bx(t) + csgnx/(¢t) + dsinx(¢) = p(t), pros. v.1 € [0,T],
x(0) = xo, x(T) = xr,

ktera se pro b = 0 zredukuje na Dirichletiv problém pro buzené kyvadlo se suchym
trenim, a pro d = 0 na Dirichletdv problém pro buzeny ,,linedrni* oscilator se suchym

trenim, a to za podminky

e p:[0,T] — R je lebesgueovsky integrovatelné zobrazeni, kde
2= [T |p(r) dr < o.

Pak existuje Filippovovo feeni x(-) této dlohy takové, Ze pro 0 < b # (%”)2, k€N,

ma () < 2T blkat lel +1d]
r[0.7] VB|sin(v/bT)|

/

T _
max [¢(0)] < 2Tl tlel+1dl] | Jar —xo]
7] ‘sin(\/ET)’ T

Pro b < 0 a b =0, obdrzime prislusné odhady

ezHT
max |x(7)] <

t€[0,T] 2/ —b

max ()] < &V (24T (blly + e + Ja])] + 22—
t€[0,7) T

[ +T (|blka+ [c| +|d])] + k2,
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T[9+Ti|c| D)

<
max, x(2)] <

max X' ()| < ZZ+T(|c|+|d +M,
max [V(0)] € P+ (el +ld])+ L

kde k2 = max{ ’X()‘, ‘)CT|}.

Hlavnim vysledkem Césti II je konvergence feseni jednoparametrické t¥idy diskrétnich

tloh (1.3)), (T.4) k feSeni piislusné polospojité tlohy (I.5)), (I.6) v Kapitole
Konvergenc¢ni vysledky jsou pro jednoznacné okrajové ulohy uvedeny napt. v [32],

pro mnohoznaéné pocatecni ulohy napt. v [26]]. Pro mnohoznacné okrajové dlohy byl

problém konvergence poprvé fesen az v autor¢iné ¢lanku [2]].

A) Nejprve je ve VEét&[7.Tjuveden existen¢ni a lokalizaéni vysledek pro feseni tilohy

(1.3)), (1.4) a jeho prvni diference, a to za predpokladi:

o F:[0,T] x R" x R™ — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodnotami takové, Ze

F(t,-,-) je shora polospojité pro kazdé ¢ € [0,T],

o [yl <dallul[ +blPl[+e, V(ruv)€[0,T]xR>™, ¥y € F(t,u,v). kde a,b,c €
RT,

e 8>T(T+4)M, kde M = max{a,b}.
Pak ma diskrétni uloha (1.3)), (1.4) feSeni (xo,...,x,) takové, Ze

|| Axi|| T(T+4)c
max ||x;||+ max < :
i€{0,...,n} i€{0,..n—1} h 8—T(T+4)M

Vv s

B) Pomoci Véty[7.2] dostdvame za vice sofistikovanéjsich podminek neZ je linedrni

ristova existenci a odhad feseni za poZadavku:
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o F:[0,T] x R" x R™ — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodnotami je takové,

7e F(t,-,-) je shora polospojité pro kazdé t € [0,T],

o ||yl ga(2<u,y> + ||v|]2) +c, Y(t,u,v)€l0,T] x R2™m. Vy€e F(t,u,v),kdea,ce€
R+

e 2a(TE41) <1,

Pak md diskrétni dloha (1.3)), (1.4) feSenf (xo,...,x,) takové, Ze

2

T-c
max ||x|| < —+1
i€{0,....,n} 8
a existuje konstanta R takova, Ze
Ax;
max u <R.
i€{0,.n—1} h

C) Konecné, Véta[7.3|prezentuje, v jakém smyslu konverguji feSeni jednoparamet-

rické tfidy diskrétnich tloh k feSeni prislusné polospojité tlohy, za predpokladii:

o F:[0,T] x R" x R" — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodnotami je shora

polospojité

o VIl <allul|+blv]|+e, V(t,u,v)€[0,T] xR, Yy € F(t,u,v), kde a,b,c €
R+

e tloha , md feSenf (x)),... ,xi,l) pro [ > [, takové, Ze

maxfoH gl%, max||vﬂ| gl%prOZZIo, K>0
l l

e (xp,...,x,) je feSeni dlohy (1.3), (1.4) s i < hg, hg > 0.

Pak
l|lxi|| <K, i=0,1,...,n,
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Xi — Xi—1

N <K, i=1,2...,n,

K > 0. Pro n&jaké € > 0 existuje h(€) takové, Ze jestlize h < h(€) a (xg,...,x,) je

feSeni dlohy (1.3), (1.4), pak existuje FeSeni x(¢) dlohy (1.5)), (1.6) takové, Ze

max ||x(¢,X) —x(¢)|| < &

0.7]
a

r[ggf\\V(t,f) X (1)]| <&,
kde

(Xip1 —x;)(t —1;)
W ;

x(t,X) =xi+ ti<t<ty;, 1=0,....n—1,
Xip1 — X (Xig2 —2xi41 +x) (1 — ;)

_ 2
v(t’x) - Xn _hxn—l h

h Y

i<t <ti11,0<i<n-2,

ty-1 <t < T.

Tato disertacni prace prezentuje vysledky dosazené autorkou béhem PhD studia Mate-

matické analyzy na Univerzité Palackého v Olomouci ve spolupréci s

e prof. RNDr. dr hab. Jan Andres, DSc., katedra Matematické analyzy a aplikaci
matematiky, Pfirodovédecka fakulta Univerzity Palackého v Olomouci, Kapitola

Bl viz [1].

e prof. RNDr. Michal Feckan, DrSc., Matematicky ustav Slovenské akademie véd,
Kapitola[7} viz [2].

Nékteré vysledky byly prezentovany na mezindrodni konferenci a publikovany
v nékolika recenzovanych Casopisech. Seznam autorCinych publikaci je uveden na

konci préce.
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1.6. Struktura prace

Tato préce je rozdélena do dvou ¢dsti, kterym piedchdzi Kapitola 2] obsahujici z4-
kladni teoretické pojmy a véty, ze kterych budeme v celé praci vychazet. Dalsi ¢asti
jsou pak organizovany nasledujicim zptisobem:

Cist I se zabyv4 diferencialnimi inkluzemi, kde jsou ve dvou kapitoldch studovany
existence a lokalizace feSeni danych tloh. PficemZz Kapitola [] pojednava o vektoro-
vém Dirichletové mnohozna¢ném problému a jsou stanoveny véty zarucujici existenci
Filippovova feSeni daného problému a také explicitni odhady téchto feSeni. Kapitola 5]
je motivovana rovnici kyvadla se suchym tfenim, a zabyv4 se tak specidlnim piipadem
pfedchozi kapitoly, a to jeho skaldrni analogii zahrnujici ¢len odpovidajici suchému
tieni.

V Cisti II se zamé&iime na diferenéni inkluze. V Podkapitole je uvedena véta
zaruCujici existenci feSeni ulohy (I1.3), (1.4). Nejprve je linedrni riistovd podminka
na pravou stranu vyuZzita k ziskdni apriornich omezeni feseni diskrétni dlohy a jejich
prvnich diferenci nezavislych na velikosti kroku 4. Tyto odhady ve spojeni s Kakuta-
niho vétou o pevném bod¢ jsou uZity k ziskani existence feSeni diskrétni ulohy. Navic,
vyuzitim [62} 68]], také diskutujeme existencni vysledky pro obecnéjsi riistové predpo-
klady na F.

V Podkapitole je dokdzano, na zdklade stejnomérné konvergence Greenovych
funkci, Ze feSeni jednoparametrické tfidy diskrétnich tloh konverguji stejnomérné k fe-
Seni polospojité dlohy. Tento konvergencni vysledek je novosti této prace. Vysledky
z Podkapitoly [7.1]a Podkapitoly [7.2] jsou ilustrovédny na piikladech.

Tato prace je dopln€na seznamem autorcinych publikaci, seznamem pouZité litera-

tury a autor¢inym Zivotopisem.
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2 Teoreticky zaklad

V této kapitole pripomeneme nékterd témata matematické analyzy, kterd nejsou

pfimo obsahem této prace, ale tzce s nim souviseji.

2.1. Mnohoznacna analyza

Definice 2.1. Necht X a Y jsou metrické prostory. Rekneme, 7e ¢ je mnohoznacné
zobrazeni z X do Y (zapisujeme ¢@: X —o Y), jestlize pro kazdé x € X existuje ne-
prazdnd uzaviend podmnozina ¢ (x) prostoru Y.

Mnohozna¢né zobrazeni ¢ miZeme charakterizovat jeho grafem I', jakoZto pod-

mnoZzinu mnoziny X X Y, kterd je definovéna jako

Lp:={(x,y) eXxY|yec o)}

Necht ¢: X — Y je mnohoznacné zobrazeni a f: X — Y je jednoznacné zobra-
zeni. Rekneme, Ze f je selekce @ (psdno f C @), jestlize f(x) € @(x) pro kazdé x € X.
Jestlize X CY a ¢: X —o Y, pak bod x € X se nazyva pevny bod zobrazeni ¢,

jestlize x € @(x). Dostdvame tak mnoZinu pevnych boda

Fix(¢): ={xeX|xeo(x)}.
Definice 2.2. Necht' X a Y jsou metrické prostory. Mnohoznaéné zobrazeni ¢: X — Y
je uzavrené, jestlize jeho graf je uzavreny.

Definice 2.3. Necht’ X a Y jsou metrické prostory. Mnohoznaéné zobrazeni ¢: X — Y
je shora polospojité, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu U C Y je mnoZina {x €

X|o(x) CU} oteviend v X.

Lemma 2.1. (viz napft. [8, Propozice 1.3.15]) JestliZe ¢: X —o Y je shora polospojité,
pak jeho graf 'y je uzaviend podmnoZina mnoZiny X x'Y.
Poznamka 2.1. Obracené tvrzeni Lemmatu plati pfi pfiddni pfedpokladu kom-
paktnosti, viz. Lemma[2.2]
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Lemma 2.2. (viz napf. [8, Propozice 1.3.16]) Predpoklddejme, Ze ¢: X — Y je mno-
hoznacné zobrazeni takové, Ze ¢(X) C K, kde K C Y je kompaktni mnoZina, a Ze graf

I'y zobrazeni @ je uzavieny. Pak zobrazeni @ je shora polospojité.

Definice 2.4. Necht' Y je separabilni metricky prostor a (Q, %/, i) je méfitelny prostor,
t.j. mnozina Q vybavena o- algebrou %/ podmnoZin a spocetnou aditivni mirou y na
% . Mnohoznacné zobrazeni ¢: Q —o Y je méFitelné, jestlize pro kazdou otevienou

mnoZinu V C Y plati {w € Q|o(w) CV}e % .

Poznamka 2.2. Pro nase potfeby bude Q omezen4 oblast v R* vybaven4 lebesgueovou

mirou.

Definice 2.5. Mnohoznac¢né zobrazeni ¢: J x R” —o R™ s kompaktnimi a konvex-
nimi hodnotami, kde J C R je kompaktni interval, se nazyva shora carathéodoryovské
(zkracené, z anglického upper-Carathéodory, u-carathéodoryovské) zobrazent, jestlize

spliuje
(i) t — @(t,x) je méfitelnd pro kazdé x € R",
(ii) x —o ¢(t,x) je shora polospojitd pro skoro vSechna t € J,

i) |[y|] < r()(141[x]|), pro kazdé (z,x) € J x R", Yy € ¢(t,x), kde r: J — [0,0)

je lebesgueovsky integrovatelna funkce.

Propozice 2.1. (Castaingova reprezentace, viz [21, Véta II1.7.]) Necht’ X je separa-
bilni metricky prostor, (Q, % , 1) je méFitelny prostor a @ : Q —o X je méfitelné mno-
hoznacné zobrazeni. Pak existuje posloupnost {f,} méfitelnych selekci zobrazeni ¢

takovd, Ze

o(x) = {fu(x) [n €N} = [ fulv),

neN

pro kazdé x, kde symbol ,, = “ oznacuje uzdvér v prostoru X.

Lemma 2.3. (viz napt. [13, Lemma 7.1]) Necht’ ¢: J x R" — R" je u-carathéodo-
ryovské mnohoznacné zobrazeni. Pak kompozice ¢(t,q(t)) obsahuje, pro kazZdé q €

C(J,R"), jednoznacnou méfitelnou selekci.
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Nasledujici dvé Lemmata budeme pouZivat k dikazu uzavienosti grafu mnohoznac-

ného zobrazeni.

Lemma 2.4. (viz napt. [14, Véta 0.3.4])Predpokldadejme, Ze posloupnost absolutné

spojitych funkci xi. : J — R", kde J je kompaktni interval, splituje ndsledujici podminky:
o mnozina {x;(t) | k € N} je omezend V't € J,

e existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce o.: J — R takovd, Ze

% (t)]| < a(t), pro skoro viechnat € J, Vk € N.

Pak existuje podposloupnost {x;} (pro jednoduchost oznacena stejné) konvergujici

k absolutné spojité funkci x: J — R" v ndsledujicim smyslu:
i) {xx} stejnomérné konverguje k x,
ii) {x}} slabé konverguje v L' (J,R") k x'.

Lemma 2.5. (viz [[72, str. 88]) Necht’ J C R je kompaktni interval a F: J x R" — R"
je u-carathéodoryovské zobrazeni. Necht’ Nr: C(J,R") — L' (J,R") je Némyckého

operdtor definovdn ndsledovné:
Np(x):={f¢€ LY(J,R") | f(tr) € F(t,x(¢)), pro skoro viechna t € J},

pro kazdé x € C(J,R"). Jestlize posloupnosti {x;} C C(J,R") a {f;} C L'(J,R"), f; €
Nr(x;), i € N, jsou takové, Ze x; — x v C(J,R") a f; — f slabé v L'(J,R"), pak f €
Nr(x).

Definice 2.6. Necht' X a Y jsou metrické prostory. Mnohoznaéné zobrazeni ¢: X — Y
se nazyva kompaktni, jestlize jeho obraz ¢(X) = U{¢@(x) | x € X} je obsaZen v kom-

paktni podmnoziné mnoZiny Y.

Poznamka 2.3. Vzhledem k Definici[2.6lmiZeme spolené pfepsat Lemmata[2.1]a[2.2]
nasledovné: Kompaktni mnohoznacné zobrazeni ¢ : X —o Y je shora polospojité prdavé

tehdy, kdy? je jeho graf ' uzaviend podmnoZina mnoZiny X x Y.
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Definice 2.7. Necht’ X a Y jsou podmnoziny normovanych linearnich prostort, ¢ : X —o
Y je mnohoznacné zobrazeni. Jestlize Y je konvexni, pak ¢ je Kakutaniho zobrazeni
za pfedpokladu, Ze @ je shora polospojité s (neprazdnymi) kompaktnimi a konvexnimi

hodnotami.

Nésledujici tvrzeni je obvykle nazyvano Kakutaniho—Ky Fanova véta o pevném
bodé a je mnohoznacnou verzi Schauderovy véty o pevném bodé pro kompaktni Ka-

kutaniho zobrazeni.

Propozice 2.2. (viz napt. [27, Véta 11.8.4]) Necht’ C je konvexni (ne nutné uzaviend)
podmnoZina normovaného linedrniho prostoru, a necht’ ¢: C —o C je kompaktni Ka-

kutaniho zobrazeni. Pak zobrazeni ¢ md pevny bod v C.

Nebo jeji verze v konecné dimenzi (mnohoznacnd verze Brouwerovy véty o pev-

ném bod¢):

Propozice 2.3. (viz napr. [60, Véta 9.1.6]) Necht’ C C R" je neprdzdnd, kompaktni
a konvexni mnozina, ¢: C —o C je uzaviené (viz Lemma [2.2) nebo shora polospojité

s neprdzdnymi, konvexnimi a kompaktnimi hodnotami. Pak md ¢ pevny bod.

Nasledujici definice ndim napovida, jakym zptisobem budeme v dalsich kapitolach

prace pristupovat k feSeni diferencidlnich, resp. diferenénich rovnic, resp. inkluzi.

Definice 2.8. Necht ¢: Q — R” je jednoznacné zobrazeni z oteviené mnoZiny Q C R"

do R", které je lokdlné omezené a méfitelné na Q. Pak se zobrazeni

e)=() () ©me((Bx8)NQ)\N)

6>0u(N)=0

nazyva Filippovova regularizace zobrazeni ¢, kde | predstavuje Lebesgueovu miru
v R", N C R", a conv predstavuje uzavieny konvexni obal dané mnoziny. B(x,d) je

oteviena koule o poloméru 0 > 0 se sttedem v bod¢ x.
Propozice 2.4. [I4) Propozice 1]Necht’ ¢ a ® jsou jako v Definici Pak

i) zobrazeni x — ®(x) je shora polospojité s neprdzdnymi a konvexnimi hodnotami,
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ii) pokud je @ spojitd v x, tak ®(x) = {@(x)},
iii) @(x) patii do ®(x) pro skoro kaZdé x 7 Q.

Podobné miZzeme definovat Filippovovu regularizaci i pro mnohoznacné zobra-

zeni:

Definice 2.9. Necht' ¢: J x R” — R" je omezené a méfitelné zobrazeni s konvexnimi

hodnotami. Pak se zobrazeni

®(t.0)= () () comve(B((.0),8)\V)

nazyva Filippovova regularizace zobrazeni @.

Priklad 2.1. Prikladem nespojité funkce, kterd miiZe byt regularizovana dle Filippova,
je funkce signum, tj.
-1, pro x € (—e0,0),
sgnx=<¢ 0, prox =0,
1, prox € (0,00).
Filippovovou regularizaci nespojité funkce signum dostaneme zobrazeni, které je
ve spojitych bodech identické s pivodnim, v nespojitych bodech, v nasem piipadé

pocitku, je ddno dle vztahu z Definice [2.8|ndsledovné:

Y

Mnohoznacné zobrazeni Signum
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Obdrzime tedy mnohoznacné zobrazeni Signum takové, Ze
-1,  prox € (—e,0),

Sgnx=«¢ [-1,1], prox=0,
I, proxe (0,).

Dile také budeme potiebovat néjakou definici integrdlu z mnohozna¢ného zobrazeni

(viz napft. [15]).

Definice 2.10. Necht' P: J — R”" je zobrazeni, které m4 neprdzdnou mnozinu lebes-
gueovsky integrovatelnych selekci. Pak Aumannitv integrdl zobrazeni P je definovan

nasledovné:

/ P(t)dr := { / p(r)dt | p C Plebesgueovsky integrovatelna selekce zobrazenl’P}.
J J

2.2. Teorie retraktu

V této praci budeme také potifebovat pojem retraktu. Uvedeme zde nékteré zakladni

pojmy, se kterymi budeme pozdéji pracovat. Vice informaci Ize nalézt napt. v [18].

Definice 2.11. Necht' X je metricky prostor. PodmnoZina A C X se nazyva retrakt

prostoru X, jestliZe existuje (spojitd) retrakce r: X — A, tj. r(x) = x, pro kazdé x € A.

Poznamka 2.4. Je zfejmé, Ze jestlize A je retraktem X, pak A je uzaviend podmnoZina

prostoru X.

Definice 2.12. Metricky prostor X je absolutni retrakt, jestlize je, pro kazdy metricky
prostor Y a kaZzdou uzavienou mnoZinu A C Y, kazdé spojité zobrazeni f: A — X

prodlouZitelné na Y.
Nékteré dulezité vlastnosti mizeme shrnout nasledovné
e JestliZze je X absolutni retrakt a A je retrakt prostoru X, pak je A absolutni retrakt.

e X je absolutni retrakt pravé tehdy, kdyZ je retrakt né¢jakého normovaného pro-

storu.

36



e Jestlize X; a X, jsou uzaviené absolutni retrakty takové, zZe X; N X, je absolutni

retrakt, pak X; UX> je absolutni retrakt.

e KaZdy absolutni retrakt X je kontraktibilni.

2.3. Greenova funkce

V této Casti budeme uvazovat nasledujici okrajovou ulohu v R:
Lu(t)=f(t), a<t<b, a,beR, (2.1)

kde L je obycejny linedrni diferencidlni operator druhého fadu s konstantnimi koefici-
enty a f: [a,b] — R" je lebesgueovsky méfitelnd funkce v a <t < b, s homogennimi
okrajovymi podminkami

u(a)=0, u(b)=0. (2.2)
Dale uvazujme homogenni tlohu pfislu$nou uloze , tj. pro f(z) = 0:
Lu(t)=0, a<t<b, abeR, (2.3)
Definice 2.13. Funkce G: (a,b) x (a,b) — R je Greenovou funkci dlohy (2.3)), (2.2),
jestlize
(i) G €C({a,b) x {(a,b)),

(ii) %—?(t,s) je spojitd na trojihelnicicha <t <s<b,a<s<t<ba

o 9G(s) L 9G()

t—st ot s~ ot

=1,Vs € (a,b),

(iii) G(-,s) je pro kazdé s € (a,b) feSeni (2.3)), (2.2) na (a,s) a (s,b).
Uvedeme nyni tvrzeni zndmé jako Fredholmova alternativa:

Propozice 2.5. (viz napt. [22], [70])Jestlize homogenni okrajovd iiloha prislusnd uiloze

2.1), 2.2, t. vloha (2.3), 2.2) , md pouze trividlni FeSeni, pak (2.1)), (2.2) md prdvé

jedno teSent, které je ddno vztahem

b
u(t) = / G(t,5)f(s)ds,
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kde G: [a,b] x [a,b] — R je Greenova funkce okrajové iilohy (2.3)), (2.2).

2.4. Pouzité standardni vé€ty z matematické analyzy

V této podkapitole pfipomeneme nékteré véty matematické analyzy, které budeme

pozdéji v této praci pouZivat.

Lemma 2.6 (Arzela-Ascoli). (viz napr. [57, str. 394], [66, Véta 2.18]) MnoZina K C
C! (J,R") je relativné kompaktni prdavé tehdy, kdyz je stejnomérné omezend a funkce

v K a jejich derivace jsou stejné spojité.

Propozice 2.6 (Mazurova véta). (viz napt. [57, Véta 3.13]) Necht’ X je normovany

prostor a posloupnost {x,} C X slabé konverguje k x € X. Pak existuje posloupnost

m m
linedrnich kombinaci y, = Y, am, Xk, kde ap, >0, prok =1,2,...m, a Y, ap, =1,
k=1 k=1

kterd je silné konvergentni.

Propozice 2.7 (Lebesgueova dominantni véta o konvergenci). (viz napr. [66) Véta
9.13], [61, str. 40]) Predpoklddejme, Ze {f,} je posloupnost méfitelnych funkci tako-
vych, Ze f, — f bodové téméF vSude, kdyZ n — oo, a Ze |f,| < g pro vSechna n, kde g je

integrovatelnd. Pak je f integrovatelnd a

[ fau=tim [ fuan.
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Cast I

Diferencialni inkluze
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3 Uvod

V pripadé, kdy je pravd strana dané tulohy spojitd, miizeme uvazovat klasické
hladké feSeni. V piipadé€, Ze je prava strana spojitd v prostorové proménné a nespo-
jitd v Casové proménné, je vhodnym pojmem feseni Carathéodoryovo (tj. absolutné
spojité) feSeni. Na druhé strané, pojem klasické ani Carathéodoryovo feSeni neni do-
staCujici za predpokladu, kdy se nespojitosti objevi v prostorové (stavové) promeénné.
Existuje nékolik pristupd k feSeni pravé takovychto nespojitych diferencidlnich rov-
nic. Jednim z nich je spojitd aproximace nespojitosti za ucelem ziskdni standardnich
diferencidlnich rovnic. Tento pristup je pouZzit napt. v [16]. Jind z cest spociva ve vy-
uziti Filippovovy teorie, kdy je tloha s nespojitostmi preformulovdna na diferencidlni
inkluzi (viz napt. [31]]), kterou i my v této préaci pouZzijeme. Vice teorie diferencidlnich
inkluzi Ize nalézt napt. v [14], [25]].

V pripadé, kdy je prava strana dlohy nespojita v prostorové proménné, je tedy po-
jem Carathéodoryova feSeni nedostacujici. Vhodnym typem je Filippovovo feSeni,
coz je Carathédoryovo feseni, ale ptislusné diferencidlni inkluze s filippovovsky regu-
larizovanou pravou stranou (napt. [8], [31], [65], [76]).

PouZijeme-li Kakutaniho-Ky Fanovu vétu o pevném bodé (napft. [27, Véta I1.8.4]),
obdrZime v na$i prici vedle existence také explicitni odhady feSeni a jejich derivaci.
Kritéria existence mohou byt zaloZena na rdstovych nebo znaménkovych podminkach
na pravou stranou dané dlohy, nebo na jejich kombinaci. My se striktné zaméiime
na ristové podminky. MiZzeme formulovat kritéria takova, Ze se nespojité Cleny pravé
strany mohou chovat libovolné vné oblasti, které jsou charakterizovany témito odhady.
Proto miiZzeme také definovat ofezana zobrazeni téchto nespojitych ¢lent, kterd jsou
s nimi identickd uvnitf téchto oblasti. Ve vektorovém piipad¢ je toto ofezdni nejndzor-
néjsi za pouziti rektrakti.

V prvni ¢asti této prace se zamefime na vektorovy piipad, kdy nespojitosti mohou
byt komplikovanéjsi, v dalsi kapitole se pak omezime na skaldrni mnohoznacny Di-

richletdv problém, jehoZ typickou motivaci jsou problémy se suchym tfenim (~ sgnx’).
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4 Filippovovo reSeni Dirichletovych

vektorovych problémiu

Uvazujme tedy vektorovy Dirichlettiv problém (1.1), kde a,b a T > 0 jsou redlné
konstanty, xg,x7 € R", P: J — R" je aumannovsky (po sloZkach) integrovatelné zob-
razeni, J = [0, T] je kompaktni interval, vektorové funkce f1: R" — R", f,: R" — R"

jsou méftitelné a lokdlné omezené.

Zménou proménnych y(r) = x(¢) —v(t), kde v(t) = XT — X0

t +x0, homogenizujeme

okrajové podminky. Mizeme tak ihned vidét, Ze x(¢) je feSenim dlohy (I.1)) pravé
tehdy, kdyZ y(¢) spliuje

Y'(0) +a(y(0) +V (@) +b (1) +v(1) € P(t) + fi(y(1) +v(1))+
+12(y(r)+V/(r)), pro skoro vSechnat € J, 4.1)

¥(0) =0,y(T)=0.

Kazdy také miZze snadno zkontrolovat, Ze ||v(t)|| < ky := max{||xo||, ||xr||}, pro

_ P —xof|
T
Nasim cilem je dokdzat existencni a lokaliza¢ni véty pro tlohu (I.I). Vzhledem

vSechnaz € J, a ||V (t)|| = ks : , pro viechnar € J.

k tomu, Ze poZadované postacujici podminky maji sklon ke tvaru rstovych ome-
zeni, zaCneme s ulohou zahrnujici ofezand zobrazeni k zobrazenim fi, f>. Nejprve
tato ofezend zobrazeni definujeme. Za timto ucelem, vzhledem k tomu, Ze je uzaviena
koule Bp := {z € R" | ||z]| < D} absolutni rektrakt, kde je konstanta D takovd, Ze
D = Do+ ky + k3, Do > 0 je vhodna konstanta, kterd bude pozdéji stanovena a ky, k3
jsou definovény vyse, existuje spojitd retrakce r: R" — Bp takovd, Ze r(x) = x, pro
kazdé x € Bp (viz Kapitola [2, nebo pro vice detaild viz nap¥. [8, Kapitola 1.2]). Ore-

zand zobrazeni f", f5 k f1, f2 jsou pak definovdna ndsledovné (i = 1,2):

<. ) filz), prollz|]| <D,
fi@)= {fi<r<z>>, pro |12 > D.
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Zjevné, filg, : Bp > R" a Lz, Bp — R”" jsou méfitelné a lokdlné omezené.
TudiZ, totéZ plati i pro zobrazeni f', f; : R" — R", kterd jsou uvedena vySe.

Poznamenejme, Ze v tom piipadé, f{(z+v(t)) = fi(z+v(t)), pro ||z|| < Do, a
£ 24V (0) = oz +9/(1)), pro |lz]l < Do.

Vzhledem k vySe uvedenym zobrazenim f, f5, formulujme nyni ilohu zahrnujici

ofezana zobrazeni:

Y'(#) +ay' (1) +by(t) € P(t) —av'(t) —bv(t) + £ (y(t) +v(1))+
+f5(/(t)+V'(r)), pro skoro viechnar € J, 4.2)
¥(0) =0,y(T) =0.

JelikoZ jsou funkce f{(-), f5 (-) nespojité v prostorové proménné, tloha (4.2) ne-
musi mit Carathéodoryovo Fesent, tj. funkci y: J — R" s absolutné spojitou prvni de-
rivaci na J, spliiujici (@.2)), pro skoro viechna 7 € J. Z tohoto diivodu potfebujeme jiny
pojem vhodného feSeni, a to feSeni ve Filippovové smyslu. Za timto tcelem uZijeme
pojeti Filippovovy regularizace (viz [31]) prostorové nespojitych zobrazeni. Pfesnéji,
aplikaci Definice [2.8|na pravou stranu zahrnujici prostorové nespojitosti, miZeme ho-
vorit o FeSeni ve Filippovové smyslu puivodni dlohy, za predpokladu, Ze je to Carathé-
odoryovo feseni mnohoznacné tlohy s filippovovsky regularizovanou pravou stranou.

V nadf situaci, funkce, které maji byt regularizovany, jsou funkce f;(-), f5(-). Na
zaklad¢ Filippovovy regularizace zobrazeni f; (), f; (-) obdrZime mnohozna¢nd zob-

razeni Fi(-), F>(+) definovana nésledujicim zptisobem:

Fw= () () comfi(Bx6)\W).

81>01(N)=0

By)= () () convf5(B(y,8)\M).

6,>0 u(M)=0

Poznamenejme, Ze F; a F, jsou lokdlné omezend shora polospojitd zobrazeni s ne-

prazdnymi, kompaktnimi a konvexnimi hodnotami.
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Tudiz, uzitim Filippovovy teorie, je tloha (4.2)) pfeformulovéina na dlohu

Y'(t) +ay (1) +by(t) € P(t) —aV/'(t) = bv(t) + F (y(t) +v(1))+
+F>(y'(t)+V/'(¢)), pro skoro vSechnar € J, 4.3)
¥(0) =0, y(T) =0.
Filippovovym Fe§enim Glohy (4.2) rozumime funkci y(-): J — R" s absolutné spo-

jitou prvni derivaci na J, spliujici Glohu (#.3)) skoro vude na J.

Proto pojd’me najit vhodné podminky feSitelnosti dlohy (.3)). RozlisSime dva pfi-
pady, takové, Ze formalné oddélime linedrni diferencidlni operdtor (Podkapitola 4.1)

a mnohoznacnou perturbaci (Podkapitola 4.2).

4.1. Pripad jednoclenného linearniho diferencialniho

operatoru

Nejprve se budeme zabyvat ilohou formélné zapsanou ndsledovné:

y'(t) € F(t,y(t),y'(t)), pros. V.tEJ,} (4.4)

¥(0) =0, ¥(T) =y0,

kde F(z,y(t),Y' (1)) := P(t) + FL(y(1) +v(1)) + F2(5" (1) + V(1)) —a (3'(1) + V(1)) —

b(y(t)+v(t)), §j. F: J x R" x R" — R”" je u-carathéodoryovské mnohoznané zob-
razeni a Ly(t) :=y"(1).

Pro feSitelnost mnohozna¢né nelinedrni dlohy uZzijeme princip Schauderovy

linearizace. TudiZ parametrizujeme pravou stranu F, abychom ziskali jednoparamet-

rickou tfidu linearnich tloh. Necht’

Q:={uecC"(J,R"),||ul|c < Do}

2,0 ¥ v

je mnozina kandidatd feSent, kde ||u||1 := sup{||u(t)|| + ||« (¢)||,t € J} a Dy > 0 je
vhodn4 konstanta.

Pak dostdvame, pro kazdé g € Q, Gplné linearizovanou tlohu

y'(t) € Fy(t), pros.v.tel, } 4.5)

y(O) = an(T) =0,
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kde (1) = P(1)+ Fi (q(t)+v(1)) + Falq (1) 4V (1)) —a (1) +/ (1)) = b (q(t) +v(1)).
Zjevné, Fy,: J — R" je, pro kazdé g € Q, aumannovsky integrovatelnd funkce pro-
ménné ?.

Z Lemmatu [2.3] plyne existence alespofi jedné méfitelné selekce f; C F; mno-
hozna¢né kompozice F;(t). TudiZ miizeme uvazovat jednoznacny linearni Dirichletiv

problém

Y'(t) = fy(t), pros.v.telJ,
¥(0) = O,qy(T) =0. } (4.6)

Homogenni tloha pfislusejici tloze (4.6)

¥(0) =0, y(T) =0.
ma jediné (trividlni) feSeni. Proto plyne z Fredholmovy alternativy (viz Propozice

existence jediného Carathéodoryova feSeni y(-) dlohy (4.6), které m4 tvar

/! _
y'(t) =0, pros.v.tGJ,} @7

T
Y0 = [ G109 44(5)ds
kde Gy je Greenova funkce tlohy (4.7), kterou nyni odvodime:

1) Greenova funkce je podle Definice (iii) feSenim (4.7)). Jestlize t # s, pak

obecné fesent je tvaru Gy (z,s) = ¢ + cat.

Pro ¢t < s z okrajové podminky v r = O plyne

G](O,S) =c1+c-0=0,tedy c;=0.

Pro ¢t > s z okrajové podminky v = T plyne

Gl(T,S) =c3+cy4-T=0, tedy c3=—c4T.

Shrnutim dosavadnich vysledkii mame

Gi(t,s) = e, provSechna0 <r <s<T,
s cy(t—T), provsechna0<s<t<T.
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2) Nyni uréime ¢, a c4. Ze spojitosti G vt = s:
cos=cq(s—T).
Vyuzitim druhé podminky z (ii) Definice 2.13}
cs—cr=1.

Vyfesenim téchto dvou rovnic vzhledem k ¢, ¢4 obdrZzime

s—T Ky
¢ = T c4 = —.

Tedy Greenova funkce dlohy (4.7) m4 tvar

@, pro viechna0 <t <s<T,

Gi(t,s) = (4.8)
s(t=T)

=, pro vSechna 0 <s<r<T.
e oy v T y
Kazdy mize snadno zkontrolovat, Ze |G (t,s)| < 2 Pro vSechnat,s € [0,T].

Ve skutecnosti, jelikoZ je mnohozna¢na kompozice Fy(t), pro kazdé g € Q, zjevné

méfitelna, vzhledem k Propozici miizeme dokonce psat

T -
Wi) € / Gi(t,5) | fug(s) ds.
0
neN
kde { fnq(r) C Fy(r) }n < Je posloupnost méfitelnych selekei kompozice Fy a integral
je chapin v Aumannové smyslu.

Poznamenejme, Ze jelikoz

G, (S’TT), pro viechna0 <t <s< T,
W(I,S) _ 4.9)
s, pro viechna0 < s <t < T,
mame také
T 9G, T1 » 7~
y/(t) € A W(Ias) U Jnq(s)ds,

neN
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kde integrdl je opét rozumnén v Aumannové smyslu. Navic, <1, pro

0G
W(I,S)

vSechnat,s € [0,7T].
Proto, oznaenim @ : Q —o C'(J,R") operitoru feeni dlohy (4.5), kde

o= [ G FE= [ 669U fra)ds

neN

muiZeme misto existence feSeni diferencidlniho problému (4.5) ekvivalentné vysetio-
vat existenci pevného bodu mnohoznacného operatoru ¢. Za timto tcelem pouZijeme
Kakutaniho—KyFanovu vétu o pevném bodé (Propozice [2.2)). Timto zpisobem doka-

Zeme nasledujici vetu.

Véta 4.1. Necht’ a,b a T > 0 jsou redlné konstanty takové, Ze

m >max{\a!,]b[}, (410)

x0,x7 € R" a J = [0,T] je kompakini interval. Predpokiddejme, Ze P: J — R" je au-
mannovsky integrovatelné mnohoznacné zobrazeni, f I‘EDZ Bp - R'a fZIED: Bp —

R” jsou méritelnd a lokdlné omezend zobrazeni takovd, Ze
1A <Mi(Do), pro |[|x|| <D,

20| < Ma(Dyo),  pro ||yl <D,

kde Bp := {z € R" | ||z|]| < D}, My = M (Do) a My = Ma(Dy) jsou vhodné konstanty,
D = Dy + ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Do > A1 (Dy), (4.11)
kde
_ [9 +T (Ml (D()) —|—M2(D0) + |a|k3 + |b’k2)] (T+4)
A1(Do) = 4— kT (T +4) (4.12)
a
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_ ey =l

ki := max{lal,|b|}, ky:=max{||xol|,|lx7||}, k3: T ,

T
P = sup { / ||lp(2)||dz | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd selekce
pCP 0

zobrazeni P} .

Pak md iiloha Filippovovo FeSeni x(+) takové, Ze ||x(t)||+ |2/ (¢)|| < D prot € J.

Diikaz. Ovéfime, Ze jsou splnény vSechny piedpoklady Propozice [2.2]

YoM v

(i) Jelikoz je tloha (4.6) jednoznacné feSitelnd, je mnozina ¢ (Q) neprazdna.

(ii) DokaZme, Ze je mnozina ¢(Q), tj. mnoZina feSeni dlohy (4.5)), relativné kom-
paktni. Vzhledem k dobfe zndamému Arzeld—Ascoli lemmatu, je mnoZina fe-
Senf relativné kompaktni v C!(J,R") pravé tehdy, kdyZ je stejnomérn& omezend

a stejné spojitd, oboji v C!-normé.

a) UkazZme, Ze je mnoZina feSeni ulohy 1i stejnomérné omezend v C' (J,R").
Necht’ u(-) je feSeni dlohy (4.5) a f, C F, je méfitelna selekce kompozice
F,. Existence méfitelné selekce je zarucena Lemmatem [2.3[a poté u(-) md

tvar
T
ut) = [ Giles) fo)ds.

Je zfejmé, Ze pro ||z|| < Dy plati

i@y = 117 (2 +vO)]] = [[Fi(z+v(@))]] < Mi (Do),
12 +V O =Ifs @+ O] = lIF2(z+ (1) < Ma(Do),

kde v(r) = =21 +x aV/ (1) = 220,

Pomoci Lemmatu [2.3] a vzhledem k (5.8), (5.9) obdrzime, pro libovolné
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b)

t € J, nésledujici odhad:

T oG
+H/O a—tl(t,s)fq(s)ds

ol + 10l =|| [ 616546510

< (5+1) [ Iatoas

g(§+047mwm@+wmwwmwwbﬂvww

+la(q'(s)+ V()1 + 115 (g(s) +v(s))I| + [lp(s)]]ds

< (%H) [T (M1 (Do) +Ma(Do) + |alks + |b|k2)

T
+ [ llal1+ g ()llds+ 2

T
< (Z + 1) [P 4+ T (M (Do) + My (Do) + |alks + |blky + k1Dy)]

kde fi set C F1, f2,5¢1 C F2 a p C P jsou prislu$né méfiteln€ selekce.
JelikoZ je tento odhad splnén stejnym zpisobem pro vSechna g € Q,
znamend to, Ze feSeni u(-) dlohy (4.3), tj. mnoZina ¢(Q), je stejnom&rné
omezend v C'-normé.
Navic, vzhledem k (#.10), (4.12)), jestlize existuje kladna konstanta Dy
takova, Ze

Dy > Ai(Dy),

pak mnoZina @(Q) spliiuje, Ze ¢(Q) C Q.

Nyni ukazme, Ze prvky mnoZiny ¢(Q), tj. feSeni u(-) dlohy (4.9), jsou

stejné spojitd v C I_normé&. Pro libovolnd 7, ,ip € J takova, Ze t; < tp, dosta-
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neme pomoci Lemmatu 2.3]a vzhledem k (5.9), Ze

e

9dGy
t S

n T 8G1

h

lute) — u(wl| = S (s)dsdr

SIWAE

< (b—1) [P +T (Mi(Dg) +Mr(Do) + k1 Do + |alks + |b|k2)] .

rm<mmw</'/\m )lldsde

Navic déle plati

|wm>—wmm=\

h iz
/ u'(t)de
n

:H/Z:qu(;)dz g/:}lfq(t)de

< (tp —11) [M1(Do) +M>(Do) + k1D + |alks + |b|k2]

+AMmmw.

Proto jsou feeni u(-) tlohy (4.5) stejné spojitd v C'-normé. Shrnutim a) a b)

jsou prvky mnoziny ¢(Q) relativné kompaktni v C'-normé, jak bylo tvrzeno.

(i11) Déle ukdZeme, Ze operator @ je shora polospojity. Vzhledem k Lemmatu

a jelikoz bylo ukdzano, Ze ¢ je kompaktni, je dostaCujici ukazat, Ze je graf

"y uzavieny. Necht' {(gx,ux)} C 'y je posloupnost takovd, Ze {(gk,q,,ux)} —

(q,4,u), kde g € Q. Pro viechna k € N a skoro vSechna ¢ € J, je posloupnost
{1} omezend a [|u (t)|| < [|p(1)|| + M1 (Do) + Ma(Do) + k1 Do + |alks + [blko,

pro skoro viechna ¢ € J. Posloupnost {wy := u; } tak spliluje vSechny predpo-

klady Lemmatu [2.4]

Tudiz aplikaci Lemmatu na posloupnost {wy := u; } dostaneme, Ze exis-

tuje podposloupnost {u} }, pro jednoduchost oznacena stejné jako posloupnost,

kterd konverguje stejnomérné k ' na J a takovd, Ze {u)} konverguje slabé k "

v L'(J,R").
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(iv)

JestliZe polozime zx := (ug, wi), pak zj, = (u),w}) = (up,uy) — (u',u’"), slabé

v L'(J,R?"). Uvazujme systém
2.(t) € H(t,qi(t),q,(t)), pro skoro viechna 1€ J,
kde 7 (1) = (up (1), wi (1)) a H(t,qk(t), g () = (wi, Fy (1))
Uzitim Lemmatu pro fi ==z, f:= (u',u"), xi :== (qx. q}.), plati, Ze
(u'(t),u"(t)) € H(t,q(t),q'(t)), pro skoro vSechna t € J,
g.
u" (1) € Fy(t), pro skoro viechna ¢ € J.

MnoZina ¢(Q) je relativné kompaktni a graf I'y je uzavieny. Proto je ¢ shora

polospojité, kompaktni a, konkrétné, s kompaktnimi hodnotami.

Nakonec ukdzeme, Ze zobrazeni ¢ ma konvexni hodnoty.

Necht’ uy, uy jsou dvé rtiznd feseni tlohy (4.5) sdruzend s méfitelnymi selekcemi

f1,4> 2,4 C Fy. Pak, pro vSechna t € J, dostdvdme
T
()= [ Gi(t.9) fi4(s)ds,

(1) = /0 " G(t,5) g (5)ds.

Necht’ je A € [0, 1] libovolné. Jelikoz F ma konvexni hodnoty, plati to i pro F,

a nasledné
fq(t) = )Lfl,q(t) + (1 _A)fZ,q(t)

musi byt méfitelnd selekce Fy, tj. f, C Fy. Dale plati
u(t) = Au(t)+ (1 —2A) up(t)

_ ;L/OTGI(t,s)qu(s)ds+(1—z)/()Tc;l(r,s)fz,q(s)ds

T T
:/0 Gi(1,5) Mfl,q(s)‘l'(l_)“)fZ,q(S)]dSZ/O Gi1(1,5) f4(s)ds.
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Tedy u(-) musi byt také feSeni dlohy (4.5), z ¢ehoZz vyplyvd, Ze ¢ ma konvexni
hodnoty.

Konec¢né, uzitim Propozice [2.2] obdrZzime existenci pevného bodu mnohoznacného
zobrazeni ¢, které reprezentuje feSeni dlohy (4.3). Nicméné, vzhledem k definicich

Filippovova feSeni a ofezanych zobrazeni f}', f5, musi byt toto feSeni také feSenim

dloh @2), @) jakoz i (T1). 0

Poznamka 4.1. JestliZze je navic mnohoznacné zobrazeni P esencidlné omezené, pak

muze byt podminka (4.10]) nahrazena

8
— > b
a(@.11) s Aj(Do) v (4.12) miZe byt nahrazena
Dy > A (Do)

P14+ My (Do) + M (Do) + |alks + |b|k2} T (T +4)
8—k T (T +4) ’

A\ (Dyo) :=

T T
kde &) := esssup||P(t)||, protoze [ |G(t,s)|ds < %2 af ‘%(t,s)‘ds < T. Pak plati
tel 0 0
stejny zaver pro Ib s D nahrazenym D =Dy +ky + ks.

Poznamka 4.2. Netrivialni piipady splnéni implicitnich podminek (4.11)), (4.12)), resp.
jejich analogii v Pozndmce 4. 1| budou uvedeny v Podkapitole

4.2. Pripad dplného linearniho diferencialniho operatoru

V této C4sti prace budeme znovu vySetfovat existenci feSeni tlohy (1.1), ale ten-
tokrat budeme uvazovat uplny linedrni diferencidlni operétor na levé strané daného

problému, tj.
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Y'(t) +ay () +by(t) € F(t,y(1),y'(t)), pros.v.t€J, } (4.13)

¥(0) =0,y(T) =0,
kde F(2,y(t),y'(t)) = P(t) + Fy (y(1) +v(1)) + F2 (' (1) +V/(2)) —av'(t) = bv(1), 4. F
J X R" x R" —o R" je u-carathéodoryovské mnohozna¢né zobrazeni a Ly(t) := y" (¢) +

ay (1) +by(t).

N

V nasi dloze jsou a a b redlné konstanty, ne matice, miZeme tedy s vyhodou vyuzit
explicitni tvary Greenovych funkci. Nyni pfipomeneme tvary pfisluSnych Greenovych
funkci. RozliSime tfi pfipady, kdy charakteristickd rovnice vztahujici se k uplnému
linearnimu diferencidlnimu operatoru ma dva rizné redlné koteny, jeden dvojnasobny

redlny kofen, nebo dva komplexni kofreny.

1) Jestlize a*—4b >0, pak ma charakteristickd rovnice dva rtizné redlné koreny
_ 2_ L 2_
ll _ a+\/2a 4b’ AQ _ —a \/za 4b

. Piimym vypoctem dostaneme, Ze Greenova

funkce ma tvar

ell t e—lgs[l _e(lz—ll)t} [e(lz—kl)s_e(}a—/ll)T}
(Ao—21) [1—e2 =T

, proviechna0 <t <s<T,
GQ(Z,S) =
ellte—lzs[l_e(lz—ll)s} [e(lz—ll)t_e(lz—ll)T}
(Ao—21) [1—el2 =T

, proviechna0 <s <t <T.

(4.14)

2) Jestlize a®> —4b = 0, pak md charakteristickd rovnice jeden dvojnasobny kofen

A = —% a Greenova funkce je

t(s;T) e* (=) pro viechna0 <1 <s<T,
Galts) = (4.15)
@el (t=s), pro vSechna 0 < s <t <T.

3) Jestlize a> —4b < 0, pak mé charakteristick4 rovnice dva komplexné sdruzené

—a+ivV4b—d> ;LZ _ —a—ivV4b—d>
2 ’ - 2

kofeny A = . Oznacime jejich redlnou Cast jako
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. . s s e . Abh—g2 v, v ,
o a imagindrni ¢4st jako 8. Proto je o := —5, B := #. V tomto ptipadé ma

Greenova funkce tvar

e® (=) sin (B1)sin (B (s—T))

Bsin(BT) , proviechna0 <t <s<T,
Galt,s) = (4.16)
ety Sig (f:ggl;gﬁ =T))  bro viechna0 < s <t < T.

V piipadech 1) a 2) ma homogenni jednozna¢na tloha piislusnd dloze (.13)), ;.
pro F =0, pravé jedno trividlni feSeni pro vSechna 7" > 0. Ve tfetim piipadé je situace

komplikované;jsi: problém md pouze trividlni feSeni pravé tehdy, kdyz je determinant

0 1

e®T sin(BT) e*T cos(BT)| —e*"sin(BT)

nenulovy, tj. T %”, pro vSechna k € Z.

Jako v Podkapitole 4.1 miiZzeme misto existence feSeni diferencidlniho problému
|| vySetfovat existenci pevnych bodi mnohoznacnych operdtort ¢;: Q — C LI,RM),
kde Q := {u € C'(J,R"), ||u||c1 < Do}, Do je vhodna konstanta,

T
0= [ Gilts) Fy(s)ds, j=2.34,
0

a F,(t) opét oznaCuje kompozici zobrazeni F s g € Q.

Uzitim odhadu

(21| + | 2] e~ 2T

(M—=2)T 9G
€ 2
|G (t,s)| < T ‘ 3, (t,s)‘ < Y , 4.17)
T ld G a lal
Ga(1.5)| < 28T, a—;a,s);g[l#r}w,
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|al
2e2T

Ga(t,5)] < ,
Vab—a ‘sin (g 4b—a2>’

| ld
,s)| < :
ot Vab—a |sin(3Vab—a),

jsme schopni podobné jako ve Vété [4.1] dostat ndsledujici existencni a lokalizacni

vysledek.

Véta 4.2. Necht’ a,b a T > 0 jsou redlné konstanty, xo,xy € R" a J = [0,T] je kom-
paktni interval. Predpoklddejme, Ze P: J — R" je aumannovsky integrovatelné mno-
hoznacné zobrazent, fi|g, : Bp —R'a flg,: Bp — R" jsou mé¥itelnd a lokdlné ome-

zend zobrazeni takovd, Ze
1/1(x)[| <Mi(Do), pro ||x|| <D,

120l <Ma(Do),  pro [yl <D,

kde Bp := {z € R" | ||z|]| < D}, My = M(Dy) a My = M;(Dy) jsou vhodné konstanty,
D = Dy + ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Do > Aj(Dy), Jj=2,3,4 (vzdvislosti na konstantich a a b)
kde

1) proa®>—4b>0 (j=2)

eli—A)T
A2 (D()) =

var—4b

X [P +T (M1 (Do) +Ma (Do) + |alks + |blk2)],

[+ [A1] =+ [A2]]

_ 2_ o 2_
kde 7L] — a+\/2a 4b,)Lz: a \/2a 4b,

2) proa*—4b=0 (j=3)
ld 7 T
A3(Dy) = €2 I+ (1+2]al)

X [e@ +T (M] (D()) +M2(D0) + |a]k3 + |b’k2)] ,
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2 27k .
3) proa 4b<0aT7ém,kEN(]—4)

AT [2+ la] + \/4b—a2}
Vab— &2 ‘sin(% 4b—a2)’

X [32 +T (M] (Do) +M2(D0) + |a|k3 -+ |b’k2)] ,

A4(D()) =

_Jkr— ol

ki := max{lal,|b|}, ky:=max{||xol|,|lx7||}, k3: 7 ,

T
P = sup { / l|lp(2)||dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd selekce
pcpP LJO

zobrazeni P} .

Pak md iiloha Filippovovo FeSeni x(+) takové, Ze ||x(t)|| +||x'(¢)|| < D prot € J.

Diikaz. MiZeme argumentovat podobné jako v dikaze Véty Proto se pouze ome-
zime na odvozeni tvaru Ay(Dy).

Necht' @ —4b > 0, u(-) je feSeni tGlohy

¥(0) = 0,y(T) = 0 (-18)

a fy C F, je méfitelna selekce kompozice Fy (viz Lemmal[2.1). Pak mé u(-) tvar

V'(t)+ay (t)+by(t) € Fy(t), pro skoro viechnat € J, }

u(t) = /0 * Galt,5)/, (5)ds.

Pomoci Lemmatu [2.1| a vzhledem k dostaneme pro libovolné ¢ € J nasledujic{
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odhad:

T oG
@] + 10 ||—H/ Ga(1.5) fy(5)ds H/ 292 1,5 4fs)s
(=T T
< =g 1l el [ [1£(0) as
e(/ll_)LZ)T

< ) " PO+ 1 ser(a(s) - v(s)]

HIfaser(q' () +V ()| + llav' ()] | + [|bv(s) l|ds

e(/ll_)LZ)T

< = 1+l Rl [Z 4T (M1(Do) +Ma (Do) + lalks + [blke)

7

-~

A (Dy)

kde fi se1 C F1, f2,5¢1 C F2 a p C P jsou piislusné méfiteln€ selekce.

Ve zbyvajici ¢asti diikazu miZzeme postupovat analogicky jako ve Vét& O

4.3. Tlustrativni priklady

V této ¢asti demonstrujeme na piikladech vyhody a nevyhody uziti Véty[d.Tja Véty
4.2l
Nyni ukdZeme ptiklad Dirichletova problému, ktery splituje podminky (4.10)-(4.12)).

Piiklad 4.1. UvaZujme tlohu (1.1) pro n = 2 (tj. v R?), kde
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Pak
la| = |b| =

[lxo[| = max{|xoy |, [x02[} = 0, [ber || =

Konstanta 7’ muze byt takov4, Ze ﬁ > zlt =k (viz(@.10)),4.T € <0,2 (\/3 - 1) )

V tomto piipadé maji podminky @.11), @.12) pro T =2 a Dy = % (pak D = 6)

§+ lMl <§) + My (é)} <2 =0.4167. (4.19)

tvar:

4 4 12
Jestlize konkrétné M, (%) + M, (%) = 24—3 (M| + M>), pak se podminka (4.19) zjed-
nodussi na 6.2 + 69 (M) + M;) < 5. Tato nerovnost je splnéna naptiklad, kdyz &2 < %

aMy+M, < %
Kone¢né, za téchto predpokladii ma dloha (1.1) feSeni x(-) takové, Ze

@I+ @Ol <6 pro r€[0,2].

Poznidmka 4.3. Jestlize aplikujeme Vétu na dlohu z Pfikladu neobdrZime
74dné omezeni na koncovy bod T intervalu, na némzZ feSeni hledame.

Na druhou stranu, necht’ je T = 2 jako v Prikladu 4.1} Pak maji podminky z Véty
pripad 2), opét pro Do = %, tvar:

i 23 23\] _46(17—4V17)e*7 —1
=z — — < =0. .
() o (2)] T

=

Na prvni pohled je vidét, Ze je tato podminka hor$i nez v Pfikladu ale 7 muzZe byt

libovolné.

Véta miZe byt aplikovana na problém se suchym tfenim (tj. v jednoznacném
skalarnim pripadé). UkdZeme si jeden priklad a vice se tomuto tématu budeme vénovat

v Kapitole [3
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Priklad 4.2. UvaZzujme tdlohu

V(0 +(0)+ 55(0) = § (50 — & (V1) — Bsen (1),
(4.20)
x(0)=0,x(3) =0, pro skoro viechnat € [0,3].

Na zdkladé Filippovovy regularizace funkce signum (pro vice detaild, viz Kapitola

5] nebo [31]]), obdrzime mnohozna¢né zobrazeni Signum definované jako

-1,  proze€ (—e,0),
Sgnz=1< [-1,1], proz=0,
I, prozée (0,00).

Je snadné zkontrolovat, Ze je podminka (.10) splnéna.

Podminky @.11)) a (4.12)) majf tvar

9 7 9 14\ 2
2 DDyt <0e = (Dy— ) <
280 0+9_0®28<0 9) =0

s feSenim Dy = %.

Proto md uloha (4.20) Filippovovo feseni x(-) takové, Ze
, 14
max {[x(t)]+ ¥ ()]} < -
<o 9
Pozniamka 4.4. Uzitim podminek z Véty piipad 3), na tlohu (#.20) obdrzime
nerovnost

1
D(Z)— 98e4

=

e
2 sin ()|

ktera v§ak nemd feSeni v prostoru redlnych Cisel. Jinymi slovy, Véta[d.2] v tomto pii-

Tatfsin (5]~

padé neni pouZiteln4.
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5 Dirichletav okrajovy problém pro
diferencialni rovnice se suchym
trenim

5.1. Historicka poznamka k problému suchého treni

V této podkapitole shrneme, jakou roli hrali pfi objeveni zdkona suchého tfeni da
Vinci, Amontons, Euler, Coulomb, Morin, aj. Nasledujici text je zkrdcenym, téméf
doslovnym prepisem ¢lanku [75]], o kterém se domnivam, Ze by mohl byt pro Ctenare
zajimavy.

Historicky poprvé se pokusil zdkon tfeni stanovit experimentdlné Leonardo da
Vinci (1452-1519). Byl prvni, kdo urcil, Ze tfeni je imérné tlaku s koeficientem tfeni
rovnym %. Dile zjistil, Ze tfeni je nezdvislé na ploSe kontaktni oblasti mezi vzdjemné
pusobicimi povrchy. Tyto poznatky mizeme najit v [[71]].

O témét 200 let pozdéji zopakoval vysledky obdrzené Leonardem da Vincim fran-
couzsky fyzik Guillaume Amontons (1663—1705). Ve své praci [7]] vyuZil neddvno ob-
jevenou Newtonovu mechaniku (Isaac Newton, 1643-1727). Jeho diikkaz skutecnosti,
Ze je tfeni nezdvislé na kontaktni oblasti je peclivejsi, avsak jeho koeficient tieni rovny
% byl vzdalené;si skute¢né hodnoté neZ ten obdrZzeny Leonardem da Vincim.

Francouzsky vojensky inzenyr a fyzik Charles Augustin de Coulomb (1736—1806)
provedl v letech 1779-1781 védecky experiment pro stanoveni koeficientu suchého
tieni. Zjistil, Ze tfeci sila je nezdvisla na rychlosti. Tento pokus zopakoval pro rizné
materidly, tlakové sily 1 rozméry dotycného télesa. V kazdém tomto experimentu byl
uréen pomér tlakové sily k tfeci sile, jehoZ prevracend hodnota zacala byt nazyvana
koeficient suchého tieni. Suché tfeni je proto také nékdy v literatufe nazyvano Cou-
lombovo tfeni. Této praci byla v roce 1781 udélena cena Akademie véd a byla zve-
fejnéna jako série publikaci - nejvyznamnéjsi z nich [23]]. Coulombiiv zdkon tak zni:

,,Odpor ptisobici na téleso pomoci rovinného povrchu podél néhoz téleso klouze, je
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umérny tlakové sile télesa na povrch; odpor nezdvisi ani na oblasti kontaktu, ani na

klouzavé rychlosti., a mize byt reprezentovan nasledujici formuli:

[N pro v #0,
N [—F,F,] (F,>fN), prov=0,

kde f je koeficient tfeni, N je tlakov4 sila a v je relativni klouzava rychlost. Jestlize
je v # 0, je tieci sila nazyvana klouzava tieci sila. Pokud je v = 0, pak leZi tfeci sila
v intervalu uvedeném v hranatych zavorkach a je nazyvana staticka trect sila.

V literatufe 1ze tento zakon nalézt také pod nazvem Amontontiv—Coulombiv za-
kon. Ackoliv, jesté jeden védec si zaslouZi, aby 1 po ném byl tento zdkon pojmenovan.
Je jim Leonard Euler (1707-1783), ktery své vysledky publikoval jiz v roce 1748 (kdy
bylo Coulombovi 12 let) ve své préci [29], kde je uvedeno: ,,ZkuSenost ukazuje, Ze
tieci sila je vZdy rovna ¢4sti tlaku plisobiciho na stlacené téleso do roviny, podél které
klouZe tak, Ze tfeni nezdvisi ani na kontaktni ploSe, ani na velikosti rychlosti; vliv tfen{
v riznych strojich miize byt jednoduse brano v tvahu jako konstantni sila opacnd ke
sméru pohybu a leZici v roviné dotyku vzajemné ptlisobicich subjektd. Euler zaméfil
svou pozornost na do t€ doby neobvykly tvar zdkona suchého tieni, ktery obsahoval
nespojitost prvniho druhu v zdvislosti sily na rychlosti pii rychlosti rovné nule. Tato
nespojitost vyZaduje pridani definice v bod€ nespojitosti z podminky rovnovahy télesa.
Na rozdil od Coulomba se Euler nezabyval fyzikélni podstatou nové sily, ale spiS upl-
nym analytickym popisem nového objektu potfebného ke konstrukci mechanickych
rovnic.

Oba védci, jak Euler, tak Coulomb, jsou tedy povaZovani za zakladatele védy
o tfeni, pfiCemz Euler zapocal matematicky piistup k problému, zatimco Coulomb
jeho fyzikalni pristup. Euleriv-Coulombiv zdkon suchého tfeni vesSel do historie in-
Zenyrstvi jako jeden z jeho nejpotiebnéjsich kalkuli. Matematickym piistupem se za-
byvali védci G. Coriolis, H. Resal, E. Routh, J. Jellet, P. Painlevé, N. H. Zhukovskii,
E. A. Bolotov, P. Contensou a mnoho dalSich. Oblasti zdjmu jsou zde problémy exis-
tence a jednoznacnosti feSeni pohybovych rovnic a rovnovaznych systému se suchym
trenim, probémy feSitelnosti téchto rovnic pro zrychleni, problémy integrace rovnic
S nespojitymi pravymi stranami, atd.
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S druhym smérem, fyzikdlnim pfistupem, je spjato mnohem vice jmen, protoZe
fyzika procesu tieni zlstava stale nedostateCné vyjasnéna. MiZzeme zde zminit jména
jako V. D. Kuznetsov, A. Morin, F. P. Bowden, P. Conti, M. Merchant, L. Brillouin,
V. Hardy, B. V. Deryagin, 1. V. Kraselskii, a dal$i. Tady jsou oblasti zdjmu problémy
opotiebeni a ohfivani materidld, které se tfou, rozloZeni normalovych a tecnych napéti
v kontaktni oblasti, plastické deformace a fyzikdlni povaha tfecich sil (molekularni
adheze, ztraty hystereze, ztraty v pripadé poskozeni povrchové vrstvy, atd.)

Coulombiiv experiment byl jeho ndstupci mnohokrat zopakovan, za ticelem pies-
néjsiho stanoveni nejriiznéjsich podrobnosti. Nejvice pokusi bylo provedeno v letech
1831-1833 v mésté Metz francouzskym védcem Arthurem Morinem (1795-1880) (viz
[47]). Morin sice ni¢im zdsadnim ¢1 novym do Coulombova experimentu neprispél,
avSak jeho presnéji méfené vysledky jsou obsaZzeny ve formé tabulek koeficient tfen{
v riznych pfiru¢kach o inZenyrstvi.

V roce 1895 podrobil vyznamny francouzsky matematik P. Painlevé zdkon suchého
tieni kritice. V [50] uvazoval nékolik pfikladi feSeni problémi se suchym tfenim,
a poté, co narazil na nékolik nesndzi, doSel k zavéru, Ze je zdkon suchého tfeni nekon-
zistentni se zdkladnimi zdkony klasické mechaniky. Tyto rozpory, které objevil, jsou
znamy jako Painlevého paradoxy. Painlevého prace vedla k Zivym diskusim, do kte-
rych se zapojili francouzsti a némecti védci (L. Lecornu, F. de Sparre, F. Klein, R. von
Mises, G. Hamel a L. Prandtl), ktefi predlozili rizné metody feSeni téchto paradoxd.

Coulombiv zakon suchého tfeni byl Eulerem uveden a ovéfen Eulerem a Coulom-
bem experimentalné pouze pro téleso pohybujici se po roviné posuvnym klouzavym
pohybem. V komplikovanéjsim pripadé, kdy se napt. k posuvnému pohybu télesa prida
jeho otaceni, Coulombiv zdkon, ve tvaru, v jakém jsme jej uvedli, neplati. Jednou
z moznosti, jak pfistoupit k zobecnéni Coulombova zdkona v piipadé pfidani rotac-
niho pohybu, je pouZzit jej v lokdlni (diferencidlni) formé. Tento vypocet byl proveden
ruskym védcem Nikolayem Zhukovskii (1847—-1921) v roce 1894, viz. [73]], [[74]. Pii-
stup, ktery zapocal Zhukovskii, ddvd odpovéd’ na otdzku, jak ma byt chapan zdkon
suchého tfeni v piipadé bodového kontaktu.

Formule z Coulombova zdkona suchého tieni uvedena vyse pro posuvny pohyb se
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v literatufe také objevuje v diferencidlnim tvaru dF = osgnvdsS, resp. po integraci ve
tvaru

F = fNsgnv,

kde N = [ [(0dS, o je hustota normalové sily plisobici v kontaktnim misté a S je

piima oblast kontaktu.

5.2. Oscilator se suchym trenim

Jak jsme se jiz zminili, motivaci této prace jsou problémy se suchym tfenim. Pojd’'me
se podivat podrobnéji na oscilator se suchym tfenim. Tento model uvadé;i ve svych
pracech také napf. Deimling v [25] a Kunze v [40]. Méjme tedy oscildtor sklddajici
se z hmotného bodu o hmotnosti m pfipojeného k pruziné, ktery je sinusoidné buzeny
a pohybujici se rovné v trubici naplnéné tekutinou a majici kontakt se st€nou trubice.
V zavislosti na velikosti suchého tfeni mezi hmotnym bodem a sténou a v zavislosti
na intenzité sily, se hmotny bod pohybuje nahoru nebo dold, nebo se zadrhava o sténu,

viz nésledujici ndkres:

x=0

suché tfeni suché tieni
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Pro urceni rovnice oscildtoru vezmeme v tvahu Ctyfi rizné druhy sil:
1. sila buzeni, kterd je zvolena ysin(n¢) s asem ¢ a parametry ¥, 1 > 0,

2. obnovujici sila pruziny, ktera je (z Hookova zdkona) imérna —kx(t), kde veli-

kost konstanty k > 0 odpovida tuhosti pruziny,
3. viskézni tlumeni, vznikajici diky kapaliné v trubici, Gmérné —rx’ (1), kde r >0,

4. tfeci sila vzhledem k suchému tfeni mezi hmotnym bodem a trubici. Z Coulom-
bova zdkona plyne, Ze je toto tieni rovno zdporné normalové sile ke sténé (ktera
je konstantni), vynasobené koeficientem tfeni a signem rychlosti x’ hmotného

bodu a tedy odpovidajici —csgnx’, kde ¢ > 0.

Z rovnovahy sil (a Druhého Newtonova zdkona) a vhodnym Skdlovanim Casu ¢ pak
ziskdme standardni tvar rovnice sinusoidné buzeného oscildtoru se suchym a visk6z-
nim tfenim ve tvaru

_ ysin(nvt)

X'(¢) +2DX (1) + x(t) + psgnx/ (1) P

m

kde2D = £ p=%v="/T.

Poznamka 5.1. Zobecnéni této rovnice je rovnice kyvadla se suchym a visk6znim
tienim:
ysin(nvt)

x"(t) +2Dx (t) +sin x(¢) + psgnx/(¢) —

5.3. Existence a lokalizace reseni

V této podkapitole se budeme zabyvat specidlnim skaldrnim pfipadem tulohy z Ka-
pitoly (4] tj. skaldarnim mnohoznacnym Dirichletovym problémem ([1.2)) zahrnujicim
kombinaci visk6zniho a suchého tieni, kde a, b, ¢, xo, x7 a T > 0 jsou redlné konstanty,
Fi: R—R, F,: R —o R jsou shora polospojitd zobrazeni s kompaktnimi a konvexnimi

hodnotami, P: J — R je aumannovsky (po slozkdch) integrovatelné zobrazeni.
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Exlicitni odhady feSeni a jejich derivaci ndm umozZni se opét omezit na dostatecné
velké okoli po¢étku, pfi formulovéni téchto efektivnich kritérii. Timto zpiisobem, miiZe
byt chovani nelinearit vné tohoto okoli zcela libovolné. Kviili obdrZeni optimalnich
kritérii feSitelnosti budou opét dlohy s jednoclennym a tplnym linedrnim diferencidl-
nim operdtorem, stejné jako v Kapitole 4} uvazovany oddélené prostiednictvim riz-
nych Greenovych funkci. Ziskané vysledky budou porovnany s nékterymi jejich ana-
logiemi jinych autort.

Jednoznacné nespojité zobrazeni signum

-1, pro z € (—o0,0),
sgnz=«¢ 0, proz=0,
1, proz € (0,00)

z ulohy (I.2)) aproximujeme ve smyslu Filippovovy regularizace a ziskdme tak mno-
hoznacné zobrazeni Signum, které je ve spojitych bodech identické se zobrazenim sig-

num, v bodé nespojitosti pocdtku je v§ak nahrazeno nejmensi konvexni mnoZinou dle

Definice

-1, proz € (—oo,0),
Sgnz=«¢ [-1, 1], proz=0,
1, proze (0,00).
Dile se tak budeme zabyvat tlohu, kterou ziskdme z tlohy (1.2)) pomoci Filippovovy

regularizace jeho pravé strany, tj. ilohou

X'(t) +ax (t) +bx(t) € P(t) + Fi (x(1)) + Fa(x' (1)) — ¢ Sgnx'(¢), } (5.1)

x(0) = xo, x(T) =xr, pro s.v.t € [0,T],

pficemz Filippovovym feSenim tlohy (I.2)) budeme rozumnét Carathéodoryovo feseni

tlohy (5.1).
Budeme postupovat podobné jako v Kapitole 4, Zménou proménnych y(¢) = x(¢) —

v(t), kde v(r) = =221 4 xo, miZzeme ihned vid&t, Ze x(r) je Carathéodoryovo feSeni
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tlohy (5.1) pravé tehdy, kdyz y(r) spliiuje

Y'(t)+a(y' (1) +V (1) +b(y(t) +v(1)) € P(t) + Fi(y(1) +v(r))
+BEO () +V () —cSgn(y (1) +V/'(t)), pros.v.teJ, (5.2)

Opét plati, Ze |v(¢)| < ky := max{|xo|,|x7|}, pro vSechna ¢ € J, a |V/(¢)| = k3 :=

XT —Xi v
w, pro vSechna r € J.
V tomto okamziku je znovu naSim cilem dokdzat existencni a lokalizacni véty pro

tlohu (5.1). Opét zacnéme s dlohou zahrnujici ofezand zobrazeni k zobrazenim Fj, F>,

4.
Y'(t)+ay (1) +by(t) € P(t) —aV' (1) —bv(t) + F; (y(t) + (1))
+F (Y (t)+V' () —cSgn(y(r) +V/'(¢)), pros.v.t€J, (5.3)
¥(0)=0,y(T) =0,
kde

F*(Z) — FI(Z)a pro ’Z’ < D7
P L Fi(Dsgn(z)), pro |z] > D,

Fi(z) = P (2), pro [z <D,
237 | Fa(Dsgn(2)), pro|z| > D.

Toto ofezéni je ve skaldrnim pfipadé znacné jednodussi neZ ve vektorovém piipadeé,
kde jsme pro nejveétsi ndzornost zvolili ofezani pomoci rektrakta.

Zjevné F |§D :Bp—oRa F2|§D : Bp —o R jsou shora polospojitd zobrazeni s kom-
paktnimi a konvexnimi hodnotami, kde Bp := {z € R | |z| < D} je uzavien4 koule,
konstanta D je takova, Zze D = Dg + ky + k3, kde Dy > 0 je vhodnd konstanta, kterd
bude stanovena pozdé€ji, a k», k3 jsou vySe definovany. Tudiz, to stejné plati i pro
FFy: R —R.

Poznamenejme, Ze timto zpiisobem, F;'(z+ v(t)) = Fi(z+ v(t)), pro |z| < Dy,
a F3 (z+V(1)) = Fa(a+V (1)), pro [2] < Dy,

Z tohoto divodu, hledejme postaCujici podminky FeSitelnosti tlohy (5.3). Rozli-
Sime dva piipady za uicelem formdlné odlisit linedarni diferencidlni operdtor a mno-

hoznacnou perturbaci.
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Zaméiime se tedy nyni na tlohu formélné zapsanou v nasledujcim tvaru:

y'(t) € F(t,y(2),y'(t)), pros.v.t€J, }
¥(0) =0, (T) =0,

kde F(1,y(1),y' (1)) := P(t) + Fy (1) +v(1)) + F5 (' () +V' (1)) —a(y'(1) + V(1)) —
b(y(t)+v()) —cSgn(y (1) +V' (1)), tj. F: J x R x R — R je u-carathéodoryovské

(5.4)

mnohoznacné zobrazeni a Ly(t) := y"(1).
Pro feSitelnost mnohoznacné nelinedrni dlohy (5.4), uZijeme Schauderovu linea-
rizaci. TudiZ, parametrizujeme pravou stranu F za tcelem ziskat jednoparametrickou

tfidu linearnich uloh. Necht’

Q:={ueC'(J,R),||ul|c1 < Do}

vvvvv

je mnozina kandidétd feSeni, kde ||u||c1 := sup{|u(?)| + [/ (¢)|,t € J} a Dy > 0 je
vhodna konstanta.

Pak dostavame, pro kazdé g € Q, pIné€ linearizovanou tlohu

y'(t) € Fy(t), pros. V.tGJ,} (5.5)
¥(0) =0, ¥(T) =0,
kde F,(t) =P(t)+F{ (q(t)+v(t))+F (¢ (t)+V'(t)) —aq' (t) —aV (t) —bg(t) —bv(t) —
cSgn(q' (1) +V/'(t)). Zjevné, F;: J — R je, pro kazdé g € Q, aumannovsky integrova-
telna funkce proménné 7.
Z Lemmatu [2.3 plyne existence alespoii jedné méfitelné selekce f; C F, mno-
hozna¢né kompozice F,(t). TudiZ, miZeme uvazovat jednoznacny linedrni Dirichlettiv

problém

¥(0) =0, (T) = 0.

Homogenn{ tiloha pfislusejici dloze (5.6)), tj.

y'(t) = fy(t), pros.v.rel, } (5.6)

/! —
Y'(t)=0, pros.v.t€J, } (5.7)

¥(0) =0, ¥(T) =0,
m4 pouze trividln{ feSeni. Proto plyne z Fredholmovy alternativy (viz Propozice [2.5)),

Ze md uloha (5.6) jediné Carathéodoryovo feseni y(-), které m4 tvar

o= [ " G1(1,5) £ (s) ds,
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kde G, je Greenova funkce ulohy (5.7)), tj.

ts-T) Sechna0 <t <s<T
Gl(l,s):{ —, proviechna0 <t <s<T,

@, provSechna0 <s <t <T.

(5.8)

Kazdy mtize snadno zkontrolovat, Ze |G (t,s)| < %, pro vSechnaz,s € [0,T].
Ve skutecnosti jelikoZ je mnohozna¢nd kompozice Fy(t), pro kazdé g € Q, zfejmé

méfitelnd, vzhledem k Propozici muZeme dokonce psét

T .
)’(t) € / Gl(l,S) U fmq(s) ds,
0
neN
kde { f,4(t) C F,(t) }n < Je posloupnost méfitelnych selekei zobrazeni Fy a interval je
chdpan v Aumannové smyslu.

Poznamenejme, Ze kvili

—
©

aGl(t s)—{ _TT), pro viechna 0 <t <s < T,

ot proviechna0 <s <t <T,

) (5.9)
T

mame také
T oG T
y(t) € A _(9t1 (t,s) U Jngq(s)ds,

neN

G

kde integral je opét chapdn v Aumannové smyslu. Navic, a—tl(t,s)‘ < 1, pro vSechna

t,s €10,T].
Proto, oznacenim @ : Q —o C!(J,R) jako operdtor fesenf dlohy (5.3)), kde

T T JE—
0:= | Gt F(s)ds= [ Gi(t.5) fuglo)ds
0 0
neN
muiZeme misto existence feSeni deferencidlniho problému (5.5)) ekvivalentné vySetfo-
vat existenci pevného bodu mnohozna¢ného operitoru ¢. Za timto tcelem uZijeme
Kakutaniho—Ky Fananovu vétu o pevném bod¢ (Propozice [2.2)). Timto zptisobem mii-

Zeme dokdzat nésledujici vétu:

67



Véta 5.1. Necht’ a, b, ¢, xo, xy a T > 0 jsou redlné konstanty takové, Ze

———— > max{|al, |b|}. 5.10
Predpoklddejme, Ze P: J — R je aumannovsky integrovatelné mnohoznacné zobra-
zeni, J = [0,T] je kompakmi interval a Fi|g,: Bp — R, Fs|g : Bp — R jsou shora
polospojitd mnohoznacnd zobrazeni s konvexnimi a kompaktnimi hodnotami, kde D =

Do+ ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Dy > Al(Do), (5.11)
kde
T (M, (Do) + M (D ks + |bk T +4
A (Do) 1= (2 +T(M (Do) + Ms(Do) +|alks + bllo +[e)](T+4) 5 15
4~ T(T +4)
a
Mi(Dy) = max Fi(z)|, M>y(Dy) := max F(z)|,
1< 0) ‘Z|SDO+k2+k3| 1< )| 2< 0) |Z|SD0+k2+k3’ 2( )’
XT — X
to o= max{lal. b}, ko= max{(xol Jor), ks o= BT

T
P = sup { / |p(t)|dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd
pcP (/O

selekce zobrazeni P}.
Pak md iiloha (1.2) FeSeni x(-) takové, Ze
max{|x(r)| + [x'(r)[} < D.
teJ

Diikaz. Dikaz této véty provedeme stejnym zptisobem jako dikaz Véty Kvili
ovéreni vSech predpokladd Propozice budeme postupovat ve Ctyfech krocich.

(i) JelikoZ je tloha (5.6) jednoznacné feSitelnd, je mnoZina ¢(Q) neprazdnd.
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(ii) Dokazme, Ze je mnoZzina ¢(Q), tj. mnoZina feSeni dlohy (5.3)), relativné kom-
paktni. Podle Arzeld—Ascoli lemmatu, je mnoZina feSeni relativné kompaktni
v C!(J,R) pravé tehdy, kdy? je stejnomérné omezend a stejné spojitd, oboji v C'-

norme.

a) UkaZme, Ze je mnoZina feSent dlohy (5.5) stejnomérné omezend v C! (J,R).
Necht' je u(-) feSeni (5.3) a f, C F, je méfitelnd selekce kompozice F.

Takova méfitelna selekce dle Lemmatu 2.3 existuje a u(-) tak ma tvar

T
u(t) = [ G109 4(s)ds.
Je ztejmé, Ze

max |Fi(z+v(1))| = max [Fy'(z+v(1))| < M1(Do),
|z]<Dg |z]<Dy

max |F(z+V' (1)) = max |E (z+V(1))| < Ma(Dy),
|Z|§Do| 2(z+v'(1))] ‘Z‘SDO! > (V1)) < M (Do)

kde V(Z) = X—T;xol +Xxpa V/(l) = X—TY_,XO .
Podle Lemmatu 2.3]a vzhledem k (5.8)), (5.9), pro libovolné ¢ € J, obdrzime

nasledujici odhad:

)+ 0 = [ 6109 £,6) 8

TG
+ ‘/0 E(1,5) fy(s)ds

< (5) [laolass (5an) [ oo

+fi (a(s) + ()] + 115 (' () + ()] + lal(g () + V()]

+1b(q(s) + v(s)) + |cSgng, (4 (s) +v'(s))] ds

IN

(% 4 1) [92 +T (M1 (Do) +Ma (Do) + |alks + [b] k2 + |c])

ol + o)1,

IN

T
(Z + 1) [Z2 +T(M(Do) +M>(Dy) + |alks + |blka + |c| + k1 Do),
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kde f{ C F{, f5 C F;, p C P a Sgng,; C Sgn jsou piislusné méfitelné se-
lekce.
JelikoZ plati tento odhad stejnym zptisobem pro vSechny g € Q, znamena
to, Ze feSeni u(+) dlohy (5.3)), tj. mnozina ¢(Q), jsou stejnomérné omezend
v C!-normé.
Navic, podle (5.10), (5.12)), jestlize existuje kladnd konstanta Dy takova, Ze
Dy > A{(Dy), pak mnozina ¢(Q) spliiuje ¢(Q) C Q.

b) Nyni ukazme, Ze jsou prvky mnoZiny ¢(Q), tj. feseni u(-) tdlohy (5.5)),
stejné spojitd v C L_normé. Pro libovolnd 1,1, € J takov, Ze f; < t,, mame

pomoci Lemmatu [2.3|a vzhledem k (5.9), ze

15}
/u’(t)dt =
1

(s)|dsdt| <

15)

(1) — u(er)| = ' ?(r,sm(s) dsd

T

< (t2 —tl) [r@—i_ (M] (D()) —|—M2(D()) + k1Do+ |a|k3 + |b’k2—|— |C|)T] .

8G1

Navic, stejné¢ mame

2
"(t)dt| =

W () — /' (11)| = /ttzfq(t)dt <

< (h—1) [Ml (Do) +M>(Dg) + ki1 Do + |alks + |blky + |C|]

£y (0] dr

15}
+ |p(r)|dr.
n
Proto jsou feseni u(-) dlohy (5.5) stejné spojitd v C'-normé&. Shrnutim a) a b)
dostaneme, Ze jsou prvky mnoZziny ¢(Q) relativné kompaktni v C'-normg, jak

bylo pozadovéno.

(iii) UkédZeme, Ze je operator ¢ shora polospojity. Vzhledem k Lemmatu 2.2] a je-
likoZ bylo ukdzdno, Ze ¢ je kompakini, je dostaCujici ukdzat, Ze je graf I'y
uzavieny. Necht’ {(qx,ux)} C I'y je posloupnost takovd, Ze {(qk,q,ur)} —
(¢,4,u), kde g € Q. Pro vSechna k € N a skoro vSechna ¢ € J, je posloupnost
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(iv)

{u)} omezend a |u)/(t)| < |p(t)|+ My (Do) +Ma (Do) + kDo + |c| + |alks + |b|ka,
pro skoro vSechna ¢ € J. Posloupnost {wy := u; } spliiuje v§echny pfedpoklady
Lemmatu 2.4

Tudiz, aplikujeme-li Lemmana posloupnost {wy := u; } dostaneme, Ze exis-
tuje podposloupnost posloupnosti {u} }, pro jednoduchost oznacena stejné jako
posloupnost, kterd konverguje stejnomérné k «' na J, a takovd, Ze {u} } konver-

guje slabé k u” v L' (J,R).
Jestlize polozime zx = (ug,wk), pak z = (u,w)) = (up,uy) — (u',u”), slabé
v L'(J,R?). Uvazujme systém

7.(t) € H(t,qi(t),q,(t)), pro skoro vSechnat € J,

kde 7. (1) = (up (1), w (1)) a H(t,qi(t), q; (1)) = (wi, Fy, (1)).

Aplikaci Lemmatu 2.3] pro f; 1=z, f 1= (u/,u”), x; :== (qx.q}). plyne, Ze
(W' (t),u"(t)) € H(t,q(t),q'(t)), pro skoro vSechnat € J,

tj. u” (1) € F,(t), pro skoro vSechnar € J.

MnoZina ¢(Q) je relativné kompaktni a graf I'y je uzavieny. Proto je zobrazeni
¢ shora polospojité, kompaktni, a konkrétné s kompaktnimi hodnotami.
Nakonec ukdZeme, Ze ma zobrazeni ¢ konvexni hodnoty.

Necht’ u;, up jsou dvé riznd feSeni problému (5.5) sdruzend s méfitelnymi se-

lekcemi fi 4, f2,4 C Fy. Pak mame, pro vSechnat € J,

wle) = [ G169 ig05) s

() = /O " G(1,5) g (5) ds.

Necht’ je A € [0, 1] libovolné. Jelikoz ma F konvexni hodnoty, plati to i pro F,

a nasledné

fq(t) = Afl,q(t) +(1 _)L)f2,q(t)
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musi byt méfitelnd selekce kompozice Fy, tj. f, C F,. Mame, Ze
u(t) = Aup(t)+ (1 —2A2)ux(¢)

= A/OTGl(t,s)qu(s) ds+(1 —QL)/OTGI(Ls)qu(s) ds
T T
- /0 Gi(6,5)[A f1.4(5)+ (1= A) fag(s)]ds = /0 Gi(t.,5) f,(s) ds.

TudiZ, u(-) musi byt také feSeni dlohy (5.5)), pomoci ¢ehoZz dostavame, Ze zobra-

zeni @ mé konvexni hodnoty.

Konecné uzitim Propozice obdrZime existenci pevného bodu mnohoznacného
zobrazeni @, které predstavuje feseni dlohy (5.3). Nicméné, vzhledem k definicim zob-
razeni F}', F;', musi byt takové feSen{ také feSenim tlohy (3.2)), (5.1)) stejné jako tlohy

(L.2). 0

Priklad 5.1. Jako ilustrativni piiklad Dirichletova problému spliiujici spiSe implicitni

podminky (5.10)—(5.12), mizeme uvazovat (1.2), kde

d=lbl =3 = k=1,
)C():)CT:1 :>k2:1,k3:0,
4 4
T=2(v2-1) = LA (viz (B-10)).
T(T +4) 4

V tomto pifpadé maji podminky (5.11), (5.12), pro Do = 1, tvar:

RO

Vezmeme-li navic & < ff—gl a |c| = 75, dostaneme pro Fi(z) := fiz" a Fy(z) := fpz"

" 1\" 1
al(3) +al(3) <6
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Proto jestlize |f1],|f2| < 1—16 a m,n > 1, pak dosp&jeme k (5.11), (5.12)), protoze pro

1Al =112 :% am = n, mame

coZ je splnéno pro vSechna m > 1.

Konecéné, za splnéni téchto pfedpokladi md dloha (1.2) feSeni x(-) takové, Ze

tg[l(i);]ﬂx(tﬂ + |x'(t)|} <

| =

Ve skuteCnosti je to také pravda pro dlohu (I.2), kde Fy, F> jsou uvedeny vyse pro

z € [-1, 1], akteré mohou byt libovolné vng intervalu [—3, 1.

Poznamka 5.2. JestliZze je navic mnohoznacné zobrazeni P esencidlné omezené, pak

miZe byt podminka (5.10) pfepsana, za stejného zavéru pro (1.2)), pomoci

—_— b

a 1) sAj(Dg) v 1) miZe byt nahrazena Dy > A} (Do), kde

[% + M, (Do) +M> (Do) + |alks + |blks + |c|] T(T +4)

A (D) :=
1(Do) 8—kiT (T +4) ’

) = esssup |P(t)], protoze

te]
T T2 T
/yGl(r,s)msg— a /
0 8 0

TudiZ stejny zavér plati pro (1.2)) s D nahrazenym D = Do+ ky + ks.

dG;

7(%3)

T
ds < —.
=5

Poznamka 5.3. JestliZe je navic mnohoznacné zobrazeni F> omezené, tj.

M, = max |F2(z)], a a = 0, miZeme odhad pro feSeni (1.2) jesté vylepsit. Podminka
z€
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(5.10) muze byt pak prepsdna pomoci % > |b|, za pfedpokladu, Ze jesté existuje kladnd

konstanta D; takova, Ze

T[Z + (M (D) + M+ |blkr + |c\)T]

D
! 4—T2|b|

v

Za téchto predpokladii ma dloha (1.2)) feSen{ x(-) takové, Ze

max |x(1)| < Dy +ky,
te

max X' (1)] < Dy+k3:=P+T[M(D1)+My+ |b|(Dy +ka) + |c|] + k3,

kde My (D) := max |Fi(2)|, k := max{|xo|, per|}, k3 := 2L 20l
|z| <D1+ky
Podobné pfiddnim pfedpokladu, Ze je mnohoznacné zobrazeni F; omezené, tj.

M, = m%éqF] (z)], a b = 0, pak miZe byt podminka (5.10) nahrazena + > |a|, za
z€

predpokladu, Ze jesté existuje kladnd konstanta D, takova, Ze

P+T (Ml +M2(D2) + \a|k3 + \c|)
D2 Z )
1 —Tld|

kde M>(Dy) := max |F(z)|. Tady md tloha (I.2)) feSeni x(-) takové, Ze
|z|[<Dy+k3

max |x(1)| < Dy +ky =

na [ +T (M +Ma(D2) + |a| (D2 +k3) + |c|)] + k2,

B

max |x'(t)| < Dy +ks.
teJ
Nyni se budeme stejné jako v Podkapitole 4.2 zabyvat existenci feSent tlohy (5.1)), ale
tentokrat formalné zapsaném ve tvaru:
X'(t)+ax (t)+bx(t) € F(t,x(¢),x'(t)), pro skoro viechnarz € J,
x(0) = xg, x(T) = xr,
kde F(t,x(t),x'(t)) := P(t) + Fy (x(¢)) + F>(x'(¢)) — ¢Sgnx/(¢) je u-carathéodoryovské
mnohoznalné zobrazeni a Lx(t) := x(¢) + ax'(t) + bx(t). Toto ndm umoZni uvazo-
vat riizné Greenovy funkce sdruZenych s iplnym linearnim diferencidlnim opratorem,

jejichz jednotlivé tvary jsou uvedeny v Podkapitole 4.2.
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JelikoZ se podminky feSitelnosti odvozuji stejnym zplsobem jako v predchozi

&asti, resp. jako v Kapitole 4] uvedeme tato kritéria bez diikazu:

Véta 5.2. Necht’ a, b, ¢, xo, x a T > 0 jsou redlné konstanty. Predpoklddejme, Ze
P: J — R je aumannovsky integrovatelné mnohoznacné zobrazeni, J = [0,T] je kom-
paktni interval a F |§D : Bp—oR,F |§D : Bp —o R jsou shora polospojitd mnohoznacnd

zobrazeni s konvexnimi a kompaktnimi hodnotami, takovd, Ze

M (Dyg) = max Fi(z)|, My(Dgy):= max (z)],
1(Do) |z|§D0+k2+k3| 1) 2(Do) |z\§D0+k2+k3| 2(2)]

kde Bp := {z € R" | ||z|]| < D}, My = M1(Dy) a My = My(Dy) jsou vhodné konstanty,
D = Dy + ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Do > A;j(Dy), j=2,3,4 (vzdvislosti na konstantdch a a b),

kde 1) pro a*> —4b > 0: (j =2)

oAi—)T

N7y [T+ 141+ [ A2]]
X [P 4T (My(Do) +Ma (Do) + |c| + |alks + |b|k2)]

Ay (Do) :=

kde Ay = —a+\/2a2—4b’ Ay = —a—\/2a2—4b

)

2)proa®> —4b=0(j=3)

lal
A3(Do) = e? 1+4(1+2|a|)

X [P +T (Mi(Do) +Ma(Do) + [c[ +|alks + |blk2)]

2 21k L
3)proa 4b<OaT7ém,k€N(]—4)

la|
es T [2+|a|+\/4b a}
\/4b—a2‘sin(% 4b—a2)‘

x [P +T (M(Do) +Mz(Do) + |c| + |alks + [b]k2)]

A4 (D) =
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[ler = xo|

o = max{lal, [bl}, ko i= max ol [Jarll}, ks = O

T
P = sup { / l|p(¢)||dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd selekce
pcP (JO

zobrazeni P} .

Pak md iiloha Filippovovo Feseni x(+) takové, Ze

max{|x(1)| + ()|} < D.

S ohledem na Poznamku (5.3|a vyse uvedené odhady, miZeme ihned formulovat na-

sledujici dasledek pro lebesgueovsky integrovatelnou selekci p C P a Fj(x) := dsinx.

Disledek 5.1. Necht' b, ¢, d, xo, xp a T > 0 jsou redlné konstanty, a p: [0,T] —
T

R je lebesgueovsky integrovatelné zobrazeni, kde &2 := [ |p(r)|dr < oo. Pak existuje
0

Filippovovo feseni x(-) ulohy

x(t) +bx(t) +csgnx'(t) + dsinx(t) = p(t), pros. v.1 € [0,T], } (5.13)

x(0) =xo, x(T) = xr,

takové, Ze pro 0 < b # (kT”)Z, k€N,

P +T||blka + |c| +|d|]

max [x()] < t o,
rel0T] Vb ‘sin(\/ET) ’
P +T||blk d _
max |x/(t)| S + [| | 2+|C|+| H + |XT _XO|'
1€[0,T] sin(\/ET)‘ T
Pro b < 0 a b = 0, obdrzime piislusné odhady
o2V—bT
max |x(t)| < P +T (|blky + |c| +|d])] + ka,
16[07T]|()’_ 2\/__17[ (Iblkz +[c[ +-|d|)] + k2
max [V(0)] < T (24T (bl + e + )]+ 2T,
t€[0,7) T
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T[9+Ti|c| D)

<
max, x(2)] <

max X' ()| < ZZ+T(|c|+|d +M,
max [V(0)] < 2+ T(el +ld])+

kde k2 = max{ ’X()‘, ‘)CT|}.

Poznamka 5.4. Poznamenejme, Ze pro b = 0, se zavér Dusledku zredukuje na
Dirichletiv problém pro buzené kyvadlo se suchym tfenim, zatimco pro d = 0, se vy-

sledek tyka Dirichletova problému pro buzeny ,.linedrni* oscildtor se suchym tfenim.

Navic, podminka nerezonance b # (]‘T”)2 k € N, rozlisena v Dusledku |5.1|ve tfech pri-
padech (b > 0, b < 0, b = 0), je oCividné optimélni, kdyZ ji srovndme se vSemi jejimi

analogiemi diskutovanymi vyse (porovnej s (5.10), Pozndmka[5.2]a Poznamka [5.3)).

Konec¢n¢, miiZzeme také uvazovat piipad s ¢ = 0 Dirichletova problému ve
vektorové formé v R”, tj. necht’ a,b, (c = 0) a T > 0 jsou stdle redlné konstanty,
ale xo,xr € R", F1: R" o R", F;: R" — R" jsou shora polospojitd mnohozna¢na
zobrazeni s konvexnimi a kompaktnimi hodnotami a P: J — R" je aumannovsky (po
slozkach) integrovatelné zobrazeni. Timto zpisobem mohou byt ¢leny suchého tfen{

zahrnuty, po jejich Filippovové regularizaci, do nékteré slozky zobrazeni F;.
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Cast II

Diferencni inkluze
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6 Uvod

V této Casti prace se budeme zabyvat vztahem mezi feSenimi Dirichletovych okra-
jovych problémi pro systém diferencidlnich inkluzi druhého fadu se shora polospoji-
tymi pravymi stranami a piislu$nych numerickych diskrétnich Dirichletovych okrajo-
vych problému pro diferen¢ni inkluze druhého fadu. Nejprve bude diskutovana exis-
tence a odhad feseni diskrétni okrajové dlohy stejnomérné vzhledem k diskrétni ve-
likosti kroku. Ddle je studovana konvergence feSeni numerického diskrétniho okrajo-
vého problému a odpovidajiciho polospojitého okrajového problému: ukdzeme, v ja-
kém smyslu konverguji feSeni diskrétniho problému k feSeni polospojitého problému.
K tomu budeme potfebovat pozadavek omezenosti feSeni a jejich prvnich diferenci
nezdavislych na velikosti diskretizacniho kroku, cemuZz se budeme nejprve vénovat.

Budeme tedy vySetfovat systém diskrétnich okrajovych tloh (I.3) zahrnujici dife-
renén{ inkluze druhého fadu a Dirichletovy okrajové podminky (I.4)), kde F je shora

polospojité mnohoznaéné zobrazeni s kompaktnimi a konvexnimi hodnotami, velikost
T . . . .

kroku h = —, kde T je kladna konstanta a n > 2, a t; = ih jsou pro i = 0,...,n body
n

sité.

Diference jsou ddny vztahy

Axi = Xj4+1 — Xi, pro i:O,...,I’L—l,

Azxi_l = Xj+1 —2x;i+xj—1,pro i=1,...,n—1.

Vedle diskrétnich dloh budeme také uvaZovat odpovidajici mnohoznacnou tlohu (1.5)),
(T.6).

Resenim tlohy , je kone&na posloupnost, vektor (xo, ...,x,) € R7"+1),
kde x; e R™,i=0,1,...,n, spliujici (I.3) proi=1,...,n—1 a (L.4).

Resenim tilohy , rozumime funkci x: [0,7] — R™ s absolutné spojitou
prvni derivaci spliiujici (1.5), (1.6).
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7 Diskrétni Dirichletovy okrajové pro-
blémy se shora polospojitou pravou
stranou

7.1. Existence reSeni a jeho odhad

V této podkapitole nejprve ukdZeme, Ze existuje feSeni tlohy (L.3)), (T.4), jestlize
F(t,u,v) spliiuje linedrni ristovou podminku vzhledem k u a v. Existen¢ni véta bude
zaloZena na Kakutaniho vété o pevném bod¢€. Vedle existence bude také obdrZen loka-

liza¢ni vysledek pro feSeni a jeho prvni diference.

Véta 7.1. Necht’ je F: [0,T] x R" x R™ — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodno-
tami takové, Ze F(t,-,-) je shora polospojité pro kazdé t € [0,T]. Necht’ a, b, ¢ jsou

nezdporné redlné konstanty takové, Ze
VIl < allul|+blIv][+¢, V(t,u,v) € [0,T]xR™, ¥y € F(tu,v)  (7.1)

a plati
8>T(T+4)M, (7.2)

kde M = max{a,b}. Pak md diskrétni iiloha (I.3), FeSeni (xo, ... ,x,) takové, Ze

|| Ax]| T(T+4)c
max ||x]|+ max < :
i€{0,...,n} i€{0,..n—1}  h 8—T(T+4)M

Diikaz. Pro fesitelnost mnohoznacné ulohy (1.3), (I.4), uZijeme Schauderovu lineari-

zaci jako [53] 62]. Definujeme mnozinu Q C R”("1) tak, 7e

0={ger"":|jq| <K},

kde ||q|| :{ max ||gi||+ max ATqi'} a K > 0 je vhodna konstanta, kterd bude
i€{0,....n} ic n—1}

pozdéji specifikovéna.
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Pro kazdé g € Q uvazujme linearizovanou ulohu

Ax;_ Ag; _
- eF(ti,qi,%>, i=1,...n—1, (7.3)
x0 =0, x,=0. (7.4)
Jelikoz, pro v8echna i € {1,...,n— 1}, existuje f; € F (ti, qi, %), miZeme uvazo-
vat jednoznacny Dirichlettiv problém
AZX'_l .
hé =fi, i=1,...,n—1, (7.5)
xo = O7 X}’l = O. (7.6)

Uloha (7.5), (7.6) je ekvivalentni se sumaéni rovnici (viz napf. [39])

n—1
xi=hY Gtit))fj, i=0,....n, (7.7)
j=1

kde G(t;,t;) je Greenova funkce pro ndsledujici diskrétni okrajovou tlohu

a je explicitné dana vztahem

ST o0 <i<j<n,

G(l‘,’,tj) = (7.8)
(T*l‘,')l‘j

—T,prOOSjgign.

Vice vysledki Greenovych funkci pro diferencni rovnice Ize nalézt napt. v [19, 20, 32]].

Timto zpisobem muiZeme psat

n—1 Ag .
xieﬁ(i,q) = {hZG([i,tj)fj, ijF(tj,qj,%) ) 1207---7”7 (7-9)
=1

]:

jako apriorni tvar feSeni dlohy (7.3)), (7.4).
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n+1)

Uvazujme operdtor 4 : Q —o R takovy, Ze

G (x):=(Z(0,x),#(1,x),...,.7(n—1,x),F(n,x)).

Pak je existence feSeni ulohy (7.3)), (7.4) ekvivalentni existenci pevného bodu mno-
hoznac¢ného operatoru ¢. Za timto icelem uzijeme Kakutaniho vétu o pevném bodé

(Propozice [2.3)) - ovéifime vSechny jeho predpoklady:

(i) JelikoZ je uloha (7.5)), (7.6) jednoznacné feSitelnd, je mnozina ¢ (q) neprazdnd
pro kazdé g € Q.
(ii) Ukazme, Ze ¥: Q — Q. Necht g € Q a g(i,q) € Z(i,q). Pak existuje f; €

F <t,,q,, ) pro viechna i € {0,...,n} takovd, ze

n—1

gli,q) =Y G(ti,1))f;

=

pro v8echna i € {0,...,n}. Uzitim normy a pfedpokladu (7.1) obdrzime

llg(i,q)|| ghril|G(ti,tj)\ [quJ-H—l—bM —|—c} , i=0,...,n, (7.10)
j=1
a
MSEMG(Q,QN [a||qj||+b|’AQj|’ c], i=0,....n—1. (7.11)
h = h
Navic mame (viz napt.[S3]])
hnZl|G(t,-,tj)|:@§%2, i=0,...,n, (7.12)
j=1
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(111)

Proto pomoci (7.12)), (7.13) a jestlize vezmeme maximum v (7.10)), (7.11)) (pfipo-

mefime, Ze M = max{a,b}), dostaneme

, |Ag(i, @)l _ T(T+4)
max , + max <
iE{O,...,n}Hg(l all i{0,...n—1} h 8

MK +c]. (7.14)

Jelikoz je tento odhad splnén pro vSechna g € Q a pro vSechna f; € F (t,-, qi, %) ,

i=0,...,n, je mnoZina ¥ (Q) omezena.

T(T+4
Navic podle ll jestlize K := - ; (T—l——}— ZLC)M je nahrazena v pravé strané po-

sledni nerovnosti (7.14)), dostaneme, Ze mnohozna¢ny operator ¢ spliiuje 4 : Q —o

0.

UkaZzeme, Ze je operator ¢ shora polospojity. Vzhledem k Lemmatu je do-
stacujici ukdzat, Ze je graf I'y = {(x,z) | x € O,z € ¥(x)} uzavieny. Necht

{(x!,z)}1en € Ty je posloupnost takovd, ze x! = (xf), cooxy = x = (x0,...,x)

az =(z,...,24) = 2= (z20,...,2x). Podle definice plati

n—1 Axl,
dey()eg=nY Glt)f], fi€F (q%,#) . i=0,...,n.
=

JelikoZ je posloupnost { f]l. }eny omezend pro vSechna j = 1,...,n— 1, existuje
podposloupnost posloupnosti { f]l-}leN, pro jednoduchost oznacena stejné jako

posloupnost, ktera konverguje k f; pro viechna j=1,...,n—1.

A X X x o —xi Ax;
Protoze TJ = th L Jﬂh ! — TJ a F je shora polospojité v druhé

a tfeti proménné (a tedy graf FF(,W,) je uzavieny), pak f; € F (tj,xj, A%)

Tudiz,
n—1 Ax
i=hY G(t))fj, f;€F (fjaxja#) , 1=0,...,nez€9(x),
j=1

tj. graf 'y je uzavieny. Navic, jelikoZ je mnozina ¢(Q) omezena a uzaviend, je
tato mnozina také kompaktni. Tedy zobrazeni ¢ je shora polospojité s kompakt-

nimi hodnotami.
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(iv) Nakonec ukdZeme, Ze md zobrazeni ¢ konvexni hodnoty tj. mnoZina ¥ (x) je

konvexni, pro viechna x € Q. Necht z!,72 € 4(x). Pak pro k = 1,2,

k_ (k k koo kY.
2= (20,21 2y 2n)

e (Z(0,x), Z#(1,x),...,.7(n—1,x), % (n,x)),

zf‘ € Z(i,x),i=0,...,n,
n—1 Ax:
& =hY Glt))ff, ff€F <tj>xj; 7’) :
j=1

Necht’ je A € [0, 1] libovolné. Pak
A+ (1= = Ah+ (1 =), Azp+(1—-2)Z2).

Pro i-tou slozku mame

n—1 n—l
A+ (1-2)2 =AY Gltt)) 1+ (1= )R Y Gli1))f?
j=1 J=1

n—1
= hY. Gltt)) [Aff +(1=2)f7].

J=1

Jelikoz F' ma konvexni hodnoty,

Ax.
1 2
Afj +(1 —)L)fj el (l‘j,Xj,#) .
Proto,
Azt 4+ (1-2)2% € Z(i,x).

Stejny vysledek plati pro vSechna i € {0,...,n}. Z tohoto divodu je mnoZina
% (x) konvexni. JelikoZ stejny zdvér plati pro vSechna x € Q, ma zobrazeni ¥

konvexni hodnoty.

Nakonec, uZitim Propozice[2.3|obdrZime existenci pevného bodu mnohozna¢ného zob-

razeni ¢, ktery reprezentuje feSeni ulohy (1.3)), (1.4). O]
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Priklad 7.1. Uvazujme diskrétni okrajovou tlohu

A%x;_ Ax;
;; be aln) =t bt xie(t), =l n-1, (7.15)
X0 =0, x=0, (7.16)

kde a, b jsou omezené funkce na [0,1] ac: [0,1] — [0, 1]:

[0,1], pro t# %,

=

[O, %] , pro t=

Jestlize

Smax{ sup |a(z)|, sup |b(r)|} <8,
t€[0,1] t€[0,1]

pak podle Véty [7.1)m4 dloha (7.15)), (7.16) feSent (xo, . ..,x,) pro kazdé n > 2.
Klicovym bodem vyse uvedeného diikazu je vysledek apriorni omezenosti v ¢asti

(i1). VyuZzijeme-li vysledky [62] 68]], miZeme uvazovat sofistikovanéjsi podminky, nez

jsou linedrni ristové.

Véta7.2. Necht’ je F: [0,T] x R™ x R™ —o R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodnotami

takové, Ze F (t,-,-) je shora polospojité pro kazdé t € [0,T]. Necht’ {-,-) je euklidovsky

skaldrni souc¢in na R™ s euklidovskou normou || - ||. Necht’ a a ¢ jsou nezdporné redlné

konstanty takové, Ze
IVl < a(20,y) +VIP) +e, V(t,uv) € [0,T] xR, Yy € F(t,u,v).  (7.17)

Pak md diskrétni iiloha , FeSeni (xo,...,x,) takové, Ze

2

T-c
max ||x;|| < —+1. 7.18
i€{0,....n} bl < 8 (7.18)
JestliZe navic
T2

2a (?‘#1) <1, (7.19)

pak existuje konstanta R takovd, Ze

Ax;

1A <R. (7.20)

max
i€{0,..n—1} h
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Diikaz. mad tvar
A’x;i_y € Fy (ti,xi,Axi), i=1,....n—1, (7.21)
pro Fy(t,u,v) := h*F (t,u, 7). Pak je ekvivalentni k
IVl < a(2(u,y) +|v]|?) +ch?, Y(t,u,v) € [0,T] x R¥™, Wy € Fy(t,u,v). (7.22)

Jelikoz (7.22)) dava [62, (2.2)], mGZeme pouzit [62, Lemma 2.1, Véta 4.1] pro (7.21))

k ziskdni feSeni (xo, ...,x,) dlohy (1.3)), (1.4) spltiujici (7.18)) (viz [62} (2.4)]).
Dale mame (viz 68, str. 764])

A |F ||)Ci+1||2—2||xi||2-i-||Xi71||2Jr
Cl—hz = da hz C

A%xiy |Axi| > [[Axi— ]|
:a(2<xl~, 2 >+ 2 + 2 +c

12 2.
>0 4 (2 i + 185 ) ey - 12

+c

h? h?

Uzitim (7.18)) a (7.19)), odhad (7.20) plyne z [68, Lemma 1]. A tim je diikaz dokoncen.
O

7.2. Konvergence reSeni

V této podkapitole dokdZeme vétu o stejnomerné konvergenci feSeni jednoparame-
trické tfidy diskrétnich problému k feseni polospojitého problému. Pfedpoklad apriorni
omezenosti feSeni a prvnich diferenci nezavislych na velikosti diskretizaéniho kroku

bude v nasledujicim lemmatu klicovy.

T
Budeme potiebovat nésledujici notaci. Necht’ n; — +oo, kdyZ [ — +oo, i) = —

n
a tl.l =ih;proi=0,1,...,n;. Ptedpoklddejme, Ze
Ale'fl | Axl )
h—lé EF(ti,xi,h_ll>, lzl,...,l’ll—l7 (723)
x=0, x, =0, (7.24)



ma feSeni (x(l), . ,xfl]) pro [ > Iy. Definujme spojitou funkci x/(z) pomoci linedrn{ in-
l
1

terpolace tak, Ze x’ (1) = xf, tj.

(xips —xi) (1)

! ! ! ! :
x<t):xi+ hl ) tiSISIH_I, l:O,...,I/ll—l,

!
Definujme v\ = —, i =0,...,n; — 1 a v/(¢) pomoci linedrn{ interpolace na [0, T] n4-

l
sledovné

/ / l
;o Vi —v)e—1) !
Vl(l')_ Vl_l— : hl o L StétH»l? 1_07 y N 27

Lemma 7.1. Necht’ je F: [0,T] x R™ x R™ — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hod-

notami shora polospojité a spliujici (1.1)) pro nezdporné konstanty a,b a c. Pfedpo-

kladejme, Ze tiloha , md reSent (xlo, e ,xﬁll) pro l > |y takové, Ze

max ||xj|| < K, max|[vi|| <K prol >y
1 1

pro konstantu K > 0. Pak existuje podposloupnost {l;}1>1 a FeSeni x(t) ilohy ,
(1.6) takové, ze

max ||x (1) — x(r)|| + max |V*(z) =xX'(£)]| = 0 kdyZ k — +oo. (7.25)
1€[0.7] 1€[0.7]

Diikaz. Jelikoz ||x!(1)|| < K a [|x'(t) —x'(s)|| < K|t — 5| pro libovolné ¢,s € [0, T], uZi-
tim Arzela—Ascoliho lemmatu plati, Ze existuje podposloupnost {x ()}, kter4 konver-

guje stejnomérné na [0, T'] ke spojité funkci x(z).

Definujme w! = ;;2"*1 ,i=1,...,ny—1aw!(t) na[0,T] pomoci
wh, 0<r<i
1 — v ="
! [ ! P
wt)=<w, ti<t<ty, i=Ll..n-1,
w! t=T.

n—1°

Z ([71) a (7.23) dostavame ||wl|| < (a+b)K+c:=U,proi=1,....n— 1, a tedy

|[w!()|| < U pro libovolné ¢ € [0,T]. Poznamenejme, Ze LA Y
— ’ hl

e iy1 Proi=
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Ll <y proi=0,...,m—2. Tudiz [ (1) ]| < Ra |l (1) — v (s)]| <

0,.. —2, tedy
Ult — s| pro libovolné ¢,s € [0,T]. Znovu uzitim Arzela—Ascoliho lemmatu existuje
podposloupnost {v(¢)}, kterd konverguje stejnomérné na [0, T] ke spojité funkci v(t).

Uvazujme Hilbertdv prostor L?([0,T],R™). Pak fOT (w! (t))zdt < U?T. Tedy po-
sloupnost {w'(t)} je omezend v L*([0, T],R™), a tedy existuje slabé konvergentni pod-
posloupnost, tj. je mozné predpokladat, ze w' — w v L>([0,T],R™).

Z dobfe zndmé Mazurovy véty plyne existence posloupnosti w) € conv[{w0}; /]
takové, ze wh — w v L?([0,T],R¥), a tedy existuje podposloupnost w' (¢) — w(t) pro
skoro v8echna ¢ € [0, 7], kde conv|[S] je konvexni obal podmnoZiny S C X.

Vezméme ¢ € (0,T) takové, Ze wh(t) — w(t). Pak existuje podposloupnost {i;},
i € {1,...,my, — 1} takovd, Ze £} — 1 kdyz k — 0o a wh (1) = wh (1), tedy 1 € [1}*, 1} +

1). JelikoZ x (1) = x(¢) a v/ (1) = v(¢) stejnomérné na [0, T], dostdvame

L (41 l Lo (41 )
[ (23) = x (@GO + [V (1) = vzl = 0

kdyZz k — oo. AvSak x(¢) a v(r) jsou spojité na [0, T], tedy

) l
[le(t5) =X (@] + [[v(z;) =v(@)]] =0
kdyZ k — oo. TudiZ dostdvame

(el = x(r), v (El) — v(r)

kdyZ k — oo. UZitim
I !
wh(r) = wh(eff) € F (1t xb (1) i 11 )
a shora polospojitosti zobrazeni F dospéjeme k
w(t) € F(t,x(t),v(t)) pro skoro vechna ¢ € [0,T].

Nyni ukdZeme, Ze w(t) = x”(¢) pro skoro viechna ¢ € [0, T]. Definujme funkci G’
takovou, ze

l l

t; t
(s i+1 I
G'(t,t;) = G(tl,t]) —I—G(ti+1,tj) —, th<r<t |,

=1 liv1 =1

G'(t,s) = G'(1,1h), ti<s<ity,.
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Pak podle (7.9) dostaneme

nl—l n—l

T
=m Y Gt i)fi=n Z G'(1,1}) :/ G'(t,5)w! (s)ds, (7.26)
j=1 0

jelikoz
T nj—1 nj—1
/ Gl (t,5)w' (s)d / Gl s)w(s)ds = Z/ G'(t,th)whds
0
£ ! ! K=
=Y G't.tw j<tj+1 —t]-> =h Y G'(t, 15w
J=0 j=0

UkdZeme, Ze funkce G’ konverguje stejnomérné ke G. JelikoZ je G stejnomérné spojitd
na [0,7] x [0,T], pro libovolné € > 0 existuje & > 0 takové, Ze |G(t,s) — G(¢',s")| < €
pro libovolné [t —1'| < & a|s—s'| < 8. Necht Is > I je takové, Ze h; < & pro libovolné
[ > ls. Vezméme s,t € [0,T], | > ls a necht’ i, jsou indexy takové, Ze t € [tll,tllH]

ase [J’ H—l] g. [t —tf| <y, !S—tj-\ < hy. Pak
! tll—H t l ! t—t~l
G(t,s)—G'(t,5) = G(t,5) — G(t] . 1}) -"=— — G(t], |, 15) —
H—] _ti ti+1 _ti
- [G(t’s) _G<t ! )} —l+ [G(tvs) _G(ti+1,l‘j)} T
o —1f i 1!

Z toho duvodu

! t—1t!
G(1,5) ~ G'(1,5)| < |Gl1,9) — Gleleh)| = ,+\G 1,5) = Gl 1,1)) |
. til+1_’+ t—t! ]:8
o=ttt
atedy |G(r,s) —Gl(t,s)‘ <eg&Vts)€[0,T|x[0,T]al>ls.
Déle mame
T T T
/ G (1, 5)w (s)ds — / G(t,s)w(s)ds| < / G(t,5) = G'(2,5)][w(s)lds
0 0 0
—|—/ |Glts|‘w )|ds <eUT+ max G\/ ‘w ‘ s.
[0,7]x[0.,7]
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Jelikoz {wl (s)— w(s){ < 2U VI, plyne z Lebesgueovy dominantni véty o konvergenci,

Ze llim I [w(s) —w(s)|ds = 0. Proto
—>00

T T
/ G (t,5)w' (s)ds — / G(t,s)w(s)ds pro [ — oo
0 0
a uzitim (7.26) a x!(¢) — x(¢) dostdvame
/ G(t,s)w(s)ds = x"(t) =w(t) pro skoro vSechna ¢ € [0,T].

Posledni véc, kterou je potfeba ukézat je, Ze v(r) = x'(r) pro viechna 7 € [0,T]:
pomoci ||x'(t) — x!(s)|| < K|t — s| pro libovolné ¢,s € [0,T], tedy funkce x/(¢) jsou

absolutné spojité, dostaneme

JelikoZ rotl<s<t 0 <i<n; —2 mame
p l

i+1°

[xl<s>}/—vl<s>H . W <un,

dostavame [x/(s)]" —v/(s) — 0 pro skoro vSechna s € [0,T]. Na druhou stranu

<2K.

Tedy Lebesgueova dominantni véta o konvergenci dava

/OT [xl(s)}/—vl(s) ds —0

kdy? [ — oo. Pak

x(t) — /) "w(s)ds|| < [x(e) — ()] + || () - /0 "(s)ds

< |x(2)

ds+/ [ = v(s)||ds =0
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/

kdyZ [ — oo, jelikoz x' — x a v/ — v stejnomérné na [0, T]. Proto

a tim je dikaz dokoncen. O

Véta 7.3. Predpoklddejme, Ze jsou splnény predpoklady Lemmatu a Ze existuji
konstanty hg > 0 a K > 0 takové, Ze jestliZe (xg,...,x,) je FeSeni iilohy ,
s h < hg, pak

llxi|| <K, i=0,1,...,n,

Xi — Xi—1

Pro libovolné € > 0 existuje h(€) takové, Ze jestlie h < h(€) a (xo,...,X,) je FeSeni

ilohy , , pak existuje FeSeni x(t) tilohy , (IE) takové, Ze

X) — <
max|[x(r.5) —x(0)]| < ¢

I[YOI%HV(M?) —X (1)l <e,

kde

(Xip1 —xi)(t —1;)

X(Z,X) :Xi+ A )

ti<t<tiy;, 1=0,....n—1,

Xip1 — X (Xig2 —2xi41 +x) (1 — 1)

h Y

i<t <tiy1,0<i<n-2,

ty-1 <t < T.

Diikaz. Budeme postupovat jako v [32]. Pfredpokladejme, Ze je zavér nespravny. Pak

T
n

iloha (1.3), feseni (x),...,x}, ) takové, Ze je pro kaZdé feSenf x(¢) tlohy (1.5),

(L.6) splnéna jedna z nerovnosti

existuje pro néjaké € > 0 posloupnost {/;} takovd, ze h; — 0 apro h=h; = = md
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r[gfgfllxl(t)—X(t)|| > g,
r[gfg}illvl(l)—X'(t)|l > €.

(7.27)

Navic, pro [ dostatecné velké plati

/ /
xt—xt
max ||x}|| <K a maXH’h—IIH <K.
i i i

UzZitim Lemmatu obdrzime podposloupnost posloupnosti {/} a feSeni x(¢) dlohy
(L.5), (1.6), které zajisti opak k nerovnostem (7.27). O

Priklad 7.2. Necht' je T = 1 a uvazujme diskrétni okrajovou tlohu

A%x; Ax; .
h—gl € [ti,l]xi+c<71), i=1,...,n—1, (7.28)
x0 =0, x,=0, (7.29)
kde
—1,pro y<0,
c(y) =X [-1,1], pro y=0,
I, pro y>0.

Pak, jelikoZ jsou splnény predpoklady Véty[7.1| mé dloha (7.28), (7.29) fesent (x2,...,x"
pro kazdé n > 2 takové, ze

_— lagy _s
ax ||x!||+ max <.
i€{0,...,n} i€{0,..n—1} h 3
Z Véty[7.3|dostdvame existenci feseni x(-) k piislusné dloze
e l]x+c(¥), te(o,1], (7.30)
x(0) =0, x(1)=0, (7.31)

takovému, Ze 1D plati pro néjakou posloupnost (xg", e ,xﬁiﬁ) reSeni ulohy 1'
(7.29).
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Poznamka 7.1. Mnohoznacné zobrazeni F z Véty|7.1|splnujici pouze (7.1]) neni shora
polospojité, ale existuje shora polospojité mnohoznaéné zobrazeni F takové, ze F(-,-,-) C

F(-,+,+). Ve skute¢nosti, miZzeme vzit
F(tu,v) ={y e R":[|yl| < allul| +b[v|[+c}.

Toto zobrazeni F je samoziejmé& velmi hrubé. Potfebujeme nejmensi takové. Toho
miZe byt dosazeno, kdyz ptfiddme ptredpoklad, Ze je F méfitelné. Pak miZeme pou-
zit Filippovovu regularizaci F' (viz Podkapitola 2.1, nebo napf. [8], strana 300) k zis-
kani nejmensiho F. V tomto piipadé, feseni ve V&t& bude konvergovat k feSeni
diferencialni inkluze s pravou stranou F. Uk4Zeme to na nisledujicim piikladé:

Necht jeT =1a

V2
0, prot € [O, 7) ,

F(t,u,v) =
A >0, prot € [g,l] .

Prot; = %, i=0,...,n, jefeSeni ve Véte jediné a podle |l ma tvar

I ..
Ai(tin—l)(l—tiﬁl), pro0<i<i,= L—@”J,
X, = 1_

A< 2 )(tl tintin+l)7pr0in+1§i§na

~.5

kde |x]| je nejveétsi celé Cislo ne vEétsi neZ x. Poznamenejme, Ze t;, < @ <tj4+1 a

lim, oo ti, = iMoot 41 = \[ . Pfislu$né linedrn{ interpolace x"(¢) fe ( X )
stejnomérné konverguji na [0, 1] k feSen{ diferencidlni inkluze x’ "eF(t ( ,V) S ( )=

x(1) = 0, kde F je Filippovova regularizace zobrazeni F, tj.

F=F pro t#g, a F(?,u,v)z[O,A].

Poznamenejme, Ze je toto feSeni nasledovné

2V2 —
Agt, protE[O,@},
x<t): 22

4
t“—3t+1
AT+, prot € [@,1}.

Tedy je snadno vidét, Ze (x,...,x") stejnomé&rn& konverguje na [0, 1] k x(¢).
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Zaver

Ukolem této disertaéni prace bylo stanovit explicitni odhady feSeni Dirichletovych
mnohoznacnych polospojitych problému za pouziti vyhradné riistovych podminek na
pravé strany uvazovanych problémi a urcit, za jakych podminek konverguje feSeni
diskrétniho problému k feseni prislusného polospojitého problému. Déle také aplikovat
techniky pouzité pfi vysetiovani existence feSeni diferencidlnich inkluzi na diferencni
inkluze. V neposledni fad¢ také ziskané vysledky ilustrovat na ptikladech.

Tato priace byla motivovdna problémy se suchym tfenim, které maji historické
1 fyzikdlni opodstanéni. Byly zde vySetfoviny existence a lokalizace feSeni diferen-
cidlnich rovnic s nespojitosti v prostorové proménné, diferencidlnich a diferencnich
inkluzi s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, a také vztah mezi feSenimi polo-
spojité a prislusné diskrétni dlohy.

V Cisti I byla studovéna existence a lokalizace Filippovova feSeni vektorového
Dirichletova okrajového problému druhého fadu ve tvaru

x(t)+ax' (t)+bx(t) € P(t) + f1(x(2)) + f(X'(¢)), pro s.v.t € [0,T], }

x(0) = xg, x(T) = xr.
Tuto ulohu jsme fesili ze dvou thli pohledu, abychom mohli napoditat odpovidajici
Greenovy funkce, a stanovit tak optimalni podminky feSitelnosti. RozliSili jsme tak
mezi jednoClennym linedrnim operatorem Lx := x” (zbyvajici vyrazy ax’ + b x pak byly
brany jako soucdst mnohoznacné perturbace pravé strany uvazované inkluze) a iplnym
linedrnim diferencidlnim operdtorem Lx := x” + ax’ + bx. JelikoZ jsme uvazovali a,b
jako redlné konstanty, ne matice, s vyhodou jsme vyuZili explicitni tvary Greenovych
funkci. Za pouziti vyhradné ristovych podminek jsme ve Vété a Véte obdr-
zeli postacujici podminky feSitelnosti a explicitni odhady feSeni a jeho derivace pro
jednotlivé alternativy.

Diéle byla vySetfovana existence feseni tilohy

X'(t)+ax' (t) +bx(t) € P(t) + Fi(x(2)) + F> (¥ (1)) — csgnx/ (1), }
x(0) = xp, x(T) = xr, pro s.v.t € [0,T],
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jakoZto specidlni skaldrni pripad tlohy uvedené vySe. Tato uloha je motivovédna pro-
blémy se suchym tfenim. Efektivni podminky feSitelnosti a explicitni odhady feSeni
a jeho derivace byly uvedeny ve Vété[5.1ja Véte[5.2] V Poznamce|[5.2]a Poznamce [5.3]
pak byly diskutovany podminky feSitelnosti dané dlohy pfi pfidani nékterych dalSich
predpokladi. Disledek zarucil existenci Filippovova feSeni a explicitni odhad fe-
Seni a derivace feseni pro Dirichletiiv problém pro buzené kyvadlo se suchym tfenim
a pro Dirichletiiv problém pro buzeny ,.linedrni* oscildtor se suchym tfenim.

Porovnanim vysledkd a interpretaci na prikladech lze konstatovat, ze kazdy z pfi-
stupti ma své vyhody i nevyhody, jinymi slovy, Zadny z nich nelze upfednostnit pred
druhym.

Optimalni podminky, stanovené v této préci, jsou dosti technické, nicméné umoz-
fuji velmi presnou lokalizaci feSeni, narozdil od vysledki jinych autord, napf. Sen-
kyfika a Guenthera, ktefi se zaméfuji pouze na existenci feSeni. Navic, jelikoZ jsou
zde vyuZzivany vyhradné rastové podminky, jsou autorciny vysledky neporovnatelné
s nékterymi jinymi autory, napt. Pavlackovou, kterd pouZiva podminky rtstové i zna-
ménkové.

V pracech, ve kterych je studovéan Dirichletiv problém, a které jsou uvedeny v Se-
znamu literatury, autofi zkoumaji tento problém vyhradné ve tvaru s jednoclennym
linearnim operatorem, odpovidajicim druhé derivaci. Neni mi zndmo, Ze by se nékdo
dalsi zabyval timto problémem v podobé tplného linearniho diferencidlniho operétoru.

Cist I byla zam&Fena na diferencni inkluze. Byly sem preneseny techniky z Césti I
a ve Vété a Vété dokazan existencni a lokalizacni vysledek pro feSeni a jeho

prvni diferenci nezdvisly na velikosti diskretizacniho kroku tlohy

Pomoci Lemmatu a za vyuZziti stejnomérné konvergence Greenovych funkci

bylo ve Vété ukazano, v jakém smyslu konverguji feseni vyse uvedeného diskrét-
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niho problému k feSeni odpovidajictho polospojitého problému

x'(t) € F(t,x(t),x' (1)), pros.v.r€[0,T],
x(0) =0, x(T)=0.

Vsechny uvedené poznatky byly ilustrovany na piikladech.
Vysledky obsazené v této préaci byly publikovéany ve tfech recenzovanych ¢lancich.

Domnivam se tedy, Ze cile prace byly splnény.
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Pouzité znaceni

V celé préci je pouzito nasledovné standardni znacent:

R
R+

C

N

R

[a,b]
C(J,R")
C'(J,R")

L'(J,R")

L2(J,R")

<'7'>

Pri formulaci problémii budeme v celé praci pouzivat zkratku ,,s. v.* pro ,,skoro v§echna*.

mnoZzina vSech redlnych Cisel

mnoZzina vSech nezapornych redlnych cisel

mnozina vSech komplexnich ¢isel

mnoZzina vSech pfirozenych Cisel

m-rozmérny redlny euklidovsky prostor

uzavreny interval s krajnimi body a, b

mnozina funkci spojitych na intervalu J s hodnotami v R”
mnozina funkcfi se spojitou prvni derivaci na intervalu J

s hodnotami v R”

mnozina funkci lebesgueovsky integrovatelnych na intervalu J
s hodnotami v R”

prostor méfitelnych funkci na intervalu J s hodnotami v R"
integrovatelnych s druhou mocninou, j. [, |f]*dp < o

oznaceni pro skaldrni soucin

3

Propozicemi budeme znacit pomocné véty. Oznaceni Véta vyhradime pouze pro nové

vysledky.



1 Abstrakt

Existuje spousta fyzikalnich systémil, ve kterych matematické modelovani vede
k nespojitym tlohdm. Napf. tato prace je motivovana rovnici kyvadla se suchym tfe-
nim. Pohyb tohoto kyvadla je modelovén diferencidlni rovnici s nespojitosti v prosto-
rové proménné. Jestlize se na pravé strané danych diferencidlnich rovnic vyskytnou
nespojitosti v prostorovych proménnych, pak je pfirozenym pojmem feseni ve smyslu
Filippova. Tj. pouZzitim Filippovovy teorie je iloha s nespojitostmi preformulovédna na
diferenciélni inkluzi, tedy na mnohoznacnou tlohu. Tato prace je rozdélena do dvou
hlavnich ¢asti. Prvni ¢4st se zabyva vySetfovanim existence a lokalizace Filippovovych
feSeni diferencidlnich rovnic druhého fadu s nespojitostmi v prostorovych proménnych
(buzenych nelinearnich diferencidlnich rovnic zahrnujici kombinaci viskézniho a su-
chého treni) a diferencidlnich inkluzi druhého fadu se shora polospojitymi pravymi
stranami, a Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Pro feSitelnost téchto tloh jsou
stanoveny postacujici podminky ve tvarech ristovych omezeni. Pfi formulovani téchto
efektivnich podminek ndm explicitni odhady feseni a jejich derivaci umozni se ome-
zit na dostate¢né velké okoli pocatku. Timto zplisobem muze byt chovani nelinearit
vné tohoto okoli zcela libovolné. Kviili obdrZeni optimalnich kritérii feSitelnosti jsou
v této praci ulohy s jednoClennymi (zbyvajici ¢leny jsou pak uvaZzovany jako soucdst
mnohoznacné perturbace pravych stran inkluzi) a Gdplnymi linedrnimi diferencidlnimi
operatory na levych stranich uvazovanych inkluzi brany oddélené prostiednictvim riz-
nych Greenovych funkci. Pfeformulovanim uloh do jejich operdtorové podoby zis-
kame aplikaci mnohoznacné verze Schauderovy véty o pevném bodé¢ (Kakutaniho-Ky
Fanovy véty o pevném bodé) existenci Filippovova feSeni danych dloh. V druhé Casti
aplikujeme techniky z prvni ¢asti na diskrétni ilohu a obdrZime tak existenci jejiho fe-
Seni a odhad feSeni a jeho prvni diference nezavisly na velikosti diskretiza¢niho kroku.
Je také studovan vztah mezi feSenimi Dirichletovych okrajovych problémi pro systém
diferencidlnich inkluzi druhého fadu se shora polospojitymi pravymi stranami a pfi-
slusnych numerickych diskrétnich Dirichletovych okrajovych problémi pro diferenén{
inkluze druhého fadu.

Klicova slova: Dirichlettiv problém, diskrétni mnohoznacné Dirichletovy problémy,
Filippovovo feSeni, Greenovy funkce, Kakutaniho—Ky Fanova véta o pevném bodé,
konvergence feSeni, odhady feSeni, ristovd omezeni, shora polospojité problémy, su-
ché treni.



2 Abstract in English

There are many physical systems in which the mathematical modeling leads to dis-
continuous problems. For example, this thesis is motivated by the equation of a pen-
dulum with a dry friction. The move of this pendulum is modeled by a differential
equation with discontinuity in the state variable. If in the right-hand sides of given
differential equations occure discontinuities in the state variables, then the natural no-
tion of a solution is the one in the sense of Filippov. L.e. using Filippov’s theory the
problem with discontinuities is reformulated as a differential inclusion, thus as a mul-
tivalued problem. This thesis is divided to the two main parts. The first part deals with
the investigation of the existence and localization of a Filippov’s solution to the second
order differential equations with the discontinuities in the state variables (forced non-
linear differential equations involving the combination of viscous and dry frictions)
and second order differential inclusions with upper semicontinuous right-hand sides,
and Dirichlet boundary conditions. Sufficient conditions in terms of growth restrictions
are given for the solvability of this problems. Explicit extimates of solutions and their
derivatives allow us to restrict ourselves to a sufficiently large neighbourhood of the
origin, when formulating these effective conditions. In this way, the behaviour of non-
linearities outside of this neighbourhood can be quite arbitrary. In order to get optimal
solvability criteria, the problems with one-term (then the remaining terms are consi-
dered as a part of a multivalued perturbation of the right-hand sides of the inclusions)
and complete linear differential operators on the left-hand sides of the inclusions are
treated separately by means of various Green’s functions. The existence of Filippov’s
solutions are obtained by using of the multivalued version of the Schauder fixed point
theorem (Kakutani—Ky Fan fixed point theorem) when the problems are reformulated
to their operator forms. In the second part, the technique from the first part is applied to
the discrete problem. The existence of its solution and the estimates of its solution and
its first difference independent of the step size are given. It is also studied the relati-
onship between the solutions of the Dirichlet boundary value problems for the system
of the second order differential inclusions with upper semicontinuous right-hand sides
and the associated numerical discrete Dirichlet boundary value problems for second
order diference inclusions.

Key words: convergence of solutions, Dirichlet problem, discrete multivalued Di-
richlet problems, dry friction, Filippov solution, Green’s functions, growth restrictions,
Kakutani—Ky Fan fixed point theorem, solution estimates, upper semicontinuous pro-
blems.



3 Uvod

Tato disertaCni prace je zaméfena na existenci a lokalizaci feSeni diferencidlnich rovnic
s nespojitostmi v prostorové proménné, resp. diferencidlnich inkluzi, a vztahem mezi
feSenimi ,,polospojitych* dloh (tj. tloh s polospojitymi pravymi stranami) a prislus-
nych diskrétnich dloh. Préce je rozdélena do dvou C4sti.

V Cisti I je nejprve studovéna existence a lokalizace Filippovova feeni vektorového
Dirichletova okrajového problému druhého fadu ve tvaru

X () +ax (t)+bx(t) € P(t) + fi(x(t)) + f(¥'(¢)), pro s.v.t € [0,T], } n
x(0) = x0, x(T) = xr,

kde a,b a T > 0 jsou redlné konstanty, xo,x7 € R", P je vektorové aumannovsky (po
sloZzkach) integrovatelné mnohoznacné zobrazeni a f1, f> jsou méfitelnd a lokdlné ome-
zend jednoznacnd vektorova zobrazeni. Probereme uZiti jednoclenného versus tiplného
linearniho diferencidlniho operatoru pro souvisejici Greenovy funkce. Konkrétné roz-
lisfme mezi jednoclennym linedrnim operatorem Lx := x” (zbyvajici vyrazy ax’ +bx
pak bude moZno chdpat jako soucast mnohoznacné perturbace pravé strany inkluze
v (1)) a Gplnym linedrnim diferencidlnim operdtorem Lx := x” +ax’ + bx. JelikoZ jsou
a, b redlné konstanty, ne matice, miiZzeme s vyhodou vyuZit explicitni tvary Greenovych
funkci. S vyuZzitim vyhradné ristovych podminek obdrzime postacujici podminky fe-
Sitelnosti a explicitni odhady feSeni pro jednotlivé alternativy. Tato ¢ést prace vychazi
z Clanku [J3]].

Dile je v této ¢asti uvaZovan skaldarni mnohoznacny Dirichletiiv problém zahrnujici
kombinaci viskézniho a suchého tfent:

X' (t) +ax' (t) +bx(t) € P(t) + Fi (x(¢)) + F> (¥ (1)) — csgnx/' (1), }

x(0) = xo, x(T) = x7, pro s.v.t € [0,7] (2)

kde a, b, ¢, xo, x7 a T > 0 jsou redlné konstanty, P je aumannovsky integrovatelné
mnohoznacné zobrazeni, Fi, F> jsou shora polospojitd mnohoznac¢na zobrazeni s kom-
paktnimi a konvexnimi hodnotami. Tento problém je motivovan rovnici kyvadla se
suchym tienim. Opét rozliSime mezi jednoClennym a Uplnym linedrnim diferencidl-
nim operdtorem a stanovime explicitni odhady feSeni a podminky feSitelnosti. Tyto
vysledky jsou publikovany v [1]].

YV,

Cist II prezentuje vysledky z [2], kde se zam&Fime na systém diskrétnich okrajovych
uloh zahrnujicich diferen¢ni inkluze druhého fadu a homogenni Dirichletovy okrajové
podminky, tj.

Ay Ax;
;; L ¢ F(ti,xi,Tl), i=1,....n—1, (3)
x0 =0, x,=0, “4)



kde F je shora polospojité mnohoznacné zobrazeni s kompaktnimi a konvexnimi hod-

T
notami, velikost kroku je oznacena h = —, kde T je kladné konstanta a n > 2, a body
n

sité€ jsou t; = ih proi =0, ...,n. Diference jsou dany vztahy

Axi:xi+1—xi, pro i:O,...,n—l,
2 .
A°xi—1 = Xj+1 —2xi+xj—1, pro i=1,...,n—1.

Nejprve opét vySetiime existenci a ur¢ime odhad feSeni, a to stejnomérné vzhle-
dem k velikosti kroku. Déle stanovime podminky, za nichZ feSeni jednoparametrické
tfidy numerickych diskrétnich mnohozna¢nych Dirichletovych problémi konverguji
k feSeni odpovidajictho polospojitého problému

x'(t) € F(t,x(t),x' (1)), pros.v.r€[0,T], (5)
x(0) =0, x(T)=0. (6)

4 Prehled aktualniho stavu

Dirichletiv problém je pravdépodobné nejvice studovany okrajovy problém pro
diferencidlni rovnice. Pro obycejné diferencidlni rovnice byly prvni vysledky ziskdny
pomoci variacnich metod diky Hamelovi, Hammersteinovi a Lichtensteinovi (viz napf.
prehledovy Clanek J. Mawhina [45], kde jsou také systematicky popsany pozdé&jsi vy-
sledky stanovené timto zptisobem). Po zvefejnéni Schauderovy véty o pevném bodé
v roce 1930, zacaly byt alternativné uzivany topologické metody, zaloZené na vySet-
fovéni existence pevného bodu, také pro vektorové rovnice (viz napft. [12, 17, 28, 30,
33,135,136, 137, 144, 149, 158, 159]). Od 30. let 20. stoleti je dobfe zndmo, Ze je, vzhledem
ke Scorza-Dragoniho vété pro vektorové obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu
s omezenou spojitou pravou stranou, Dirichletdv problém vzdy feSitelny (viz [58,59]).
Konkrétné, Dirichletliv problém pro rovnici buzeného matematického kyvadla, tj.

x"(t) +bsinx(t) = p(t), x(0) =xo, x(T) = xr,

kde b, xp, x7 a T > 0 jsou redlné konstanty, m4 feSent, pro libovolnd b a p € C([0,T],R).
Stali vsak, aby, p: [0,T] — R byla jen lebesgueovsky integrovatelnd, tj. méfitelnd
a fOT |p(t)|dt < oo, a, pro stejny vysledek, miZe rovnice kyvadla zahrnovat rovnéz ¢len
popisujici viskozni tient, tj.

x"(t) +ax (t) +bsinx(t) = p(t), a€R,

(viz napt. [33]]).
Na druhé stran€, Dirichletiiv problém pro buzeny linedrni oscildtor s viskoznim
trenim, tj.
X'(t) +ax (1) +bx(t) = p(t), x(0) = xo, x(T) = xr,

8



ma jediné feSeni za predpokladu, Ze opét fOT |p(2)|dt < e a homogenni problém, tj.
K (t)+ax'(t) +bx(t) =0, x(0)=0, x(T) =0,

ma pouze trividlni feSeni. Pokud homogenni problém neni trividlné feSitelny, tj. pokud
nastdvé rezonance, pak feSent tilohy vyZaduje odligny piistup. Ulohou v rezonanci se
v nasi préci zabyvat nebudeme.

Za pritomnosti suchého tfeni, je pojem Carathéodoryova resenti, tj. s absolutné spo-
jitou prvni derivaci, nedostatecny. Vhodnym typem je Filippovovo resenti, coz je Ca-
rathéodoryovo feSeni, ale diferencidlni inkluze s filippovovsky regularizovanou pravou
stranou pivodniho problému, (viz napt. [8,31]). Pro historii a fenomenologii problémui
se suchym tfenim obecné, viz napt. [40, 46, 53,163, [75].

Pro kombinaci viskézniho a suchého tfeni, tj. pro tlohu

X" (t) +ax'(t) + bsinx(t) + csgnx’(t) = p(t), x(0) = xo, x(T) = xr, (7

budeme Filippovovo feSeni rovnice ve vyrazu chdpat v nasledujicim smyslu. Bu-
deme uvazovat mnohoznacnou tlohu

X" (t) +ax'(t) + bsinx(t) € p(t) —cSgnx'(¢), x(0) =xo, x(T) = xr, (8)

-1,  prozé€ (—o,0),
Sgnz=1 [-1,1], proz=0, ©)
I, proze (0,)
je zminéna Filippovova regularizace funkce sgn z. Filippovovym feSenim ulohy (/) pak
rozumime Carathéodoryovo feseni tlohy (8).
V piipadé buzeného ,,lineérnﬂlo‘ﬂ oscildtoru budeme kromé ulohy

X (t) +ax'(t) +bx(t) +csgnx/ (1) = p(t), x(0) =xo, x(T) = x7 (10)
uvazovat mnohoznacnou ulohu
x"(t) +ax' (t) +bx(t) € p(t) —cSgnx'(¢), x(0) =xo, x(T) = x7. (11)

Pomoci Kakutaniho—Ky Fanovy véty o pevném bodé (viz Propozice [8.1)), zfor-
mulovali Lasota a Opial [42, Véta 3] v roce 1965 vétu pro vektorovy problém prv-
niho fadu. Tato véta fesi dlohu (8)), resp. (7)), pro libovolna a, b, c, jen za pfedpokladu
| p(r)]dt < oo, stejné jako tlohu resp. (T0), opét za predpokladu [ |p(r)|dr < oo,
a pridanim pozadavku, Ze bud’ |b|T je dostate¢né malé nebo homogenni dloha

K'(t)+ax' (t) +bx(t) =0, x(0)=xg, x(T) =xr

'A¢ nejsou &leny csgnx’(¢) resp. ¢Sgnx’(t), souvisejicich rovnic resp. inkluzi linedrni, pouZijeme
pro jednoduchost tento nazev i pro né.



je trividlné reSiteln4.

Na druhé strané, odhady feSeni a derivaci nejsou v [42]] odvozeny explicitné.

Existuji také souvisejici vysledky dalsich autord, tykajici se tloh (8) a (11)), obdrze-
nych hlavné pomoci techniky stupné zobrazeni (viz napf. [9, 10} 11, 24,134} 38, 43|48,
51,152, 54,164,165, [761]).

Napriklad, vzhledem k [34, Véta 6.1] stejné jako [65, Véta 2], kde byly vyu-
zZity kombinace znaménkovych a rdstovych omezeni, jsou obé tlohy a fe-
Sitelné pouze bez viskzniho tfeni, tj. a = 0, za predpokladu [y |p(z)|dt < e pro (8),
a fOT |p(2)|df < e spole¢né s b < 0 pro (TT)). Navic, odhady feSeni opét nejsou v [34}[65]]
ukazany exiplicitné .

Podobné, v [38, Véta 4.1], 51, Véta 4.1] a [52, Véta 3.1], Clen viskézniho treni
ax’ autofi neuvazuji, ale, za vice omezujicich pozadavki nez téch v [34] [63]], jsou zde
dostupné odhady feSeni.

Uzitim podminek Hartmanova typu (ve smyslu napt. [36]), jsou jako v [[11, Disle-
dek 4.1], souvisejici vhodné podminky feSitelnosti tlohy (§)) znovu vice omezujici nez
podminky v [42, Véta 3],ato b <0, p je spojitina [0,T] (= |p(t)| < P,t €[0,T]), a

P k /4 /4
PHAYE cn (P k). o< (12)
kde | |
XT — X0
kr := max , , ky:=———  P:= max |p(t)|.
2 {Ixol, [xr[}, ks T max p(1)]

Konstanta a tentokrat miize byt rizna od nuly, tj. a # 0.

Pro fesitelnost dlohy (T1)) podle [[11, Dusledek 4.1] ziskdvame podminky jen b < 0
a p je spojitd na [0, T].

Za nepritomnosti viskézniho tieni, tj. kdyZ a = 0, mize byt, podle [11, Disledek
4.3] a [52, Véta 3], budici Clen p lebesgueovsky méfitelny a esencidlné omezeny, pro
obé ulohy (B) a (IT)). Uvazujme pro tuto chvili pfipad, kdy b = 0. Abychom mohly
aplikovat [11, Diasledky 4.1 a 4.3] a [52, Véta 3] na (§) a (TI)), musi byt bud’ ¢ =0,
p(t) =0 aks =0nebo a =0, coz se redukuje na trividlni fesitelnost dloh (8) a (TT).

Na druhou stranu, za vySe uvedenych predpokladi s » < 0, mizou byt odhady
feSeni x(+) pro (8)) a podle [11]] vyjadfeny explicitn& jako

P k
x(1)] < arcsin <#) —b<i-k, (13)
respektive
P+c|+k
o)) < LR gy (14)

Jestlize jsou dal$i mozné nespojité nelinearity nebo mnohoznacnd zobrazeni vlo-
Zena do pravych stran danych diferencialnich rovnic nebo inkluzi, jejichZ rist ma, na-
priklad, superlinearni charakter dostatecné daleko od pocatku, pak véta Lasoty a Opi-
ala z [42, Véta 3] nemiZe byt nadéle pouzita. Mame-li nicméné k dispozici explicitni

10



odhady feSeni jako nebo (14) a jejich derivaci, miZeme formulovat kritéria ta-
kov4, Ze se nové implementované ¢leny mohou chovat libovolné vné oblasti charak-
terizované témito odhady. Timto zpisobem mohou byt vSechny vysledky podle nasi
uvahy prirozené rozsifeny.

Matematické vypocty jsou Casto zaloZeny na rovnicich, které vedou k vypoctu hod-
noty funkce rekurzivné z dané mnoZiny hodnot. Tyto rovnice se nazyvaji diferencni.
Diskrétni problém, ktery vznikne diskretizaci spojitého problému s diskretiza¢nim kro-
kem £, a jeho vztah k tomuto spojitému problému, je jednim z hlavnich zdrojt konstuk-
tivni studie. Agarwal v Gvodu své prace [4] zduraznuje dileZitost studia jednak tohoto
vztahu, dile také otazky existence, jednoznacnosti, atd. diskrétniho problému. V pfi-
pade, kdy je spojity okrajovy problém diskretizovan, se povaha feSeni miZe zménit.
Toto své tvrzeni dokldda na jednoduchych prikladech:

e spojity problém y” + (7%/n?)y =0, ¥(0) = y(n) = 0 mé nekoneén& mnoho
feSeni tvaru y(r) = ksin(x/n)t, kde k je libovolné, avsak diskrétni analogie
AVy(t) + (72 /n*)y(t) =0, y(0) = y(n) = 0 m4 jediné feSeni y(t) = 0,

e spojity problém y" + (72 /4n?)y =0, y(0) =0, y(n) = 1 m4 jediné feseni y(¢) =
sin (7 /2n)t, diskrétni problém AVy(t) + (% /4n*)y(t) =0, y(0) =0, y(n) =1
ma také jediné feSent,

e spojity problém y” + 4 sin®(n/2n)y =0, y(0) =0, y(n) = £(# 0) m4 jediné
feseni y(r) = €sin[(2 sinxw/2n)t| /sin[(2sin 7w /2n)n|, zatimco AVy(t) +
4sin®(m/2n)y(t) =0, y(0) =0, y(n) = &( 0) nem4 feSeni.

Vyzkum zabyvajici se otdzkou za jakych podminek ma skaldrni diferencni rov-
nice feSeni a jaky je vztah mezi feSenimi diskrétni a spojité ulohy zapocal R. Gaines.
Vysledky tykajici se skalarniho problému druhého fadu s linedrnimi okrajovymi pod-
minkami publikoval ve své praci [32]]. Tento ¢lanek je v této oblasti stéZejni. Je Casto
citovan v pracech zabyvajicich se touto tématikou, zvlasté se autofi odvolavaji na kon-
vergenéni vysledek, napt. [6], [S3), [S6], [67], [68], [69]. Dal§imi vystupy z téchto
¢lankd jsou formulace podminek, za kterych spliiuji vSechna feSeni nelinedrniho dis-
krétniho Dirichletova okrajového problému druhého fadu urcitd apriorni omezeni ne-
zéavisla na velikosti diskretiza¢niho kroku. V pfipadé skaldrniho problému jsou tyto
podminky v [55] a [41] ristové a pro existenci feSeni je zde pouZita technika Brou-
werova stupné zobrazeni. V [56] a [6] (zde jsou uvaZovany nelinearni okrajové pod-
minky) je pouZzita diskrétni Nagumova podminka a diskrétni varianta metody horniho
a dolniho feSeni. Navic jednoznacnosti feSeni bylo v [55] a [41] dosazeno pfiddnim
Lipschitzovy podminky na pravou stranu uvazované rovnice. Vektorovym problémem
se zabyvali napt. Thompson a Tisdell, kde v [67], [68]], [69] byly Gainesovy vysledky
rozSifeny na systémy rovnic. Diferencni problémy s periodickymi podminkami jsou fe-
Seny v [19]], zatimco v [20] jsou uvazovany Neumannovy okrajové podminky. V knize
[39] miZeme najit standardni techniky pro feSeni diferencnich rovnic.
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Problematika diferencnich inkluzi je prozatim feSena jen v malém mnoZstvi praci.
Pripad pocdtecni tulohy pro obycejné diferencidlni inkluze je studovan v [26], kde jsou
predloZeny diferencni metody pro feSeni této dlohy.

Okrajové mnohoznacné ulohy jsou studovany napt. v [S)] a [62], kde jsou uva-
Zovany okrajové dlohy pro systémy diskrétnich inkluzi druhého fadu zahrnujici Di-
richletovy podminky. Pro urcitou tfidu pravych stran uvazovanych inkluzi (shora po-
lospojitych) ukazuji, Ze vSechna feSeni diskrétni tlohy spliuji apriorni omezeni a tyto
omezeni jsou uZity ve spojeni s vhodnou mnohoznacnou verzi véty o pevném bodé
k ovéfeni existence feSeni. V [3] je aplikovdna stejnd véta o pevném bod¢, jako bude
pouzita v této praci a autofi zde uzivaji diskrétni verzi metody horniho a dolniho fe-
Seni. V [62] jsou uvaZzovany rastové podminky a diskrétni principy maxima. Neni mi
znamo, Ze by v nékteré prici byl feSen vztah mezi feSenimi diskrétni a pfislu§né spojité
ulohy.

5 Cile prace

Tato disertacni prace mé nékolik cili. Vzhledem k tomu, Ze literatura odpovidajici
tématu diferencnich inkluzi existuje jen Castecné, a to v ¢asopisecké podobg, je jednim
z Gcell prace vytvorit teoreticky zaklad pro zkoumani dané problematiky.

Cilem Cisti I je stanovit efektivni odhady feSeni a jejich derivaci tlohy , tj.
vektorového Dirichletova okrajového problému druhého fadu, na zdkladé studovéani
daného problému ze dvou uhli pohledu. Prvnim z nich je uvazovani pouze jedno-
¢lenného diferencidlniho operdtoru na levé strané v inkluzi (T)). Jeho zbyvajici vyrazy
zahrnout do pravé strany inkluze v (1)) jako soucdst mnohoznacné perturbace. Druhym
zpusobem je opét stanovit existencni a lokalizacni vysledky pro dlohu tentokrat
formdlné zapsané tak, Ze na levé strané bude figurovat uplny linedrni diferencidlni
operator.

Dalsim tikolem je oba tyto pohledy aplikovat na skalarni dlohu (2)) za G¢elem opét
stanovit explicitni odhady feSeni a podminky feSitelnosti.

V Cisti II je cilem uréit vztah mezi feSenimi polospojité tlohy (5 . @) a Je]l pri-
sluSné diskretizované ulohy (3 . . Dile aplikovat podobné principy jako v Césti I,
a tedy prenést teorii diferencidlnich inkluzi na diferencni inkluze, a vySetfit tak, za ja-
kych podminek feSeni diskrétni dlohy (3)), (4) existuje a ziskat jeho odhad nezavisly na
velikosti diskretiza¢niho kroku.

6 Teoreticka vychodiska prace

V této podkapitole predstavime teoretickd vychodiska prace, kterd pouZijeme pro
pozdgjii analyzu. V Cisti 1. budeme vychézet z tloh , resp. a budeme je zkou-
mat ze dvou thli pohledu. Nejprve ponechdme na levé strané inkluze pouze jeden
Clen, a to ten, ktery odpovida druhé derivaci. Zbyvajici Cleny zahrneme do pravé strany
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jako soucast mnohoznacné perturbace. Poté budeme studovat dané stejné ulohy, avSak
formdlné zapsané tak, Ze na levé stran€ inkluzi budeme uvazovat tiplny linedrni dife-
rencidlni operator.

V celé préci pak budeme vyuzivat alternativné prepis danych tloh do jejich opera-
torovych podob, a nasledné vétu o pevném bodé. Konkrétné se bude jednat, v nasem
mnohoznacném piipadée, o Kakutaniho—Ky Fanovu vétu o pevném bodé, kterou ve své
praci pouzili také Lasota a Opial [42], kteti vSak vychézeli z vektorového problému
prvniho fadu, zatimco v této praci bude aplikovdna na problém druhého fadu.

Konecné efektivni riistové podminky ndm umozni urcit lokalizaci feSeni a jejich
derivaci uvaZzovanych uloh.

7 Uzité metody

Existuje nékolik pristupl k feSeni tloh s nespojitostmi v prostorové proménné.
V této praci vyuzijeme princip Filippovovy regularizace, kdy je vytvoren konvexni
obal danych nespojitych zobrazeni. Nespojitd dloha je tak nahrazena mnohoznacnou
dlohou.

Dile, v Casti tykajici se diferencidlnich inkluzi, vyuzijeme apriorni odhady feSent,
zaloZené vyhradné na rdstovych podminkach na pravou stranu, k tomu, abychom, bez
ztraty na obecnosti, definovali ,,ofezand“ zobrazeni k zobrazenim na pravé stran¢ uva-
Zovanych inkluzi. Tato zobrazeni jsou identickd s pivodnimi uvnitf oblasti definované
témito apriornimi odhady, avSak vné této oblasti mohou byt zcela libovolna.

V obou piipadech, jak diferencidlnich, tak diferencnich inkluzi uvaZzujeme neline-
arni ulohu, proto uZijeme princip Schauderovy linearizace, pomoci niZ ziskdme plné
linearizované ulohy, resp. systém linearnich tloh. Fredholmova alternativa ndm pak
zaruci existenci n€jakého feSeni takto linearizované ulohy a jeho tvar, v némz se vysky-
tuje Greenova funkce. Pfi odhadech feSeni vyuZijeme v piipadé diferencidlnich inkluzi
ruzné exlicitni tvary Greenovych funkci, které 1ze jednodusSe napocitat v zavislosti na
formaln€ zapsaném tvaru uvazované dlohy (resp. na ¢lenech, které budeme uvazovat
jako soucdst pravé strany, resp. linedrniho diferencidlniho operétoru).

Véty o pevném bodé hraji dilezitou roli pfi ovéfovani existence feSeni diferenci-
alnich i diferen¢nich dloh. Také v této praci je vyuZit pfistup transformace problému
existence feseni na problém existence pevného bodu. Preformulujeme tedy dané ulohy
do jejich opratorové podoby a aplikujeme mnohoznacnou verzi Schauderovy véty
o pevném bodé¢, tj. Kakutaniho—Ky Fanovu, spolecné s Arzela—Ascoli lemmatem, po-
moci né¢hoZz obdrzime kompaktnost operatoru. Shora polospojitost operdtoru dokaZeme
na zdklad¢ uzavienosti jeho grafu.

V posledni Casti, kde se zabyvame stejnomérnou konvergenci feSeni jednopara-
metrické tiidy diskrétnich inkluzi k feSeni odpovidajici polospojité tlohy, vyuzijeme
znamé véty funkciondlni analyzy opét spolecné s apriornimi odhady feSeni a jejich prv-
nich diferenci nezdvislych na velikosti diskretizacniho kroku. K ziskani stejnomérné
konvergence jednotlivych posloupnosti uzZijeme opakované Arzela—Ascoli lemma, a na-
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sledné Mazurovu vétu k obdrZeni podposloupnosti konvergujici skoro vSude ze slabé
konvergujici posloupnosti. Dale s vyhodou vyuZijeme vlastnosti stejnomérné konver-
gence Greenovych funkci. K dokonceni ditkazu pouZijeme k identifikaci prvnich a dru-
hych derivaci feSeni Dominantn{ vétu o konvergenci.

8 Teoreticky zaklad

V této kapitole pfipomeneme nékterd témata matematické analyzy, kterd nejsou
primo obsahem této prace, ale tzce s nim souviseji.

Definice 8.1. Necht X a Y jsou metrické prostory. Rekneme, Ze ¢ je mnohoznacné
zobrazeni z X do Y (zapisujeme ¢: X —o Y), jestlize pro kazdé x € X existuje ne-
prazdna uzaviend podmnozina ¢(x) prostoru Y.

Mnohozna¢né zobrazeni ¢ miZeme charakterizovat jeho grafem Iy, jakoZto pod-
mnoZinu mnoziny X X Y, kterd je definovéna jako

Lo :={(x,y) EXXY|y€p(x)}

Necht' ¢: X — Y je mnohoznacné zobrazeni a f: X — Y je jednoznacné zobra-
zeni. Rekneme, Ze f je selekce @ (psdno f C @), jestlize f(x) € @(x) pro kazdé x € X.

Jestlize X CY a ¢: X — Y, pak bod x € X se nazyva pevny bod zobrazeni ¢,
jestliZze x € @(x). Dostdvdame tak mnoZinu pevnych boda

Fix(¢): ={xeX|xep(x)}.

Definice 8.2. Necht’ X a Y jsou metrické prostory. Mnohoznaéné zobrazeni ¢: X — Y
je uzavrené, jestlize jeho graf je uzavreny.

Definice 8.3. Necht’ X a Y jsou metrické prostory. Mnohoznaéné zobrazeni ¢: X — Y
je shora polospojité, jestlize pro kazdou otevienou mnoZinu U C Y je mnoZina {x €
X|p(x) CU} oteviend v X.

Lemma 8.1. (viz napf. [8, Propozice 1.3.16]) Predpoklddejme, Ze ¢: X — Y je mno-
hoznacné zobrazeni takové, Ze ¢(X) C K, kde K C Y je kompaktni mnoZina, a Ze graf
I'y zobrazeni @ je uzavieny. Pak zobrazeni @ je shora polospojité.

Definice 8.4. Necht' Y je separabilni metricky prostor a (Q, %, i) je méfitelny prostor,
t.j. mnozina Q vybavena o- algebrou %7 podmnoZin a spocetnou aditivni mirou y na
% . Mnohozna¢né zobrazeni ¢: Q —o Y je méFitelné, jestlize pro kazdou otevienou
mnozinu V C Y plati {w € Q|o(w) CV} e % .

Definice 8.5. Necht’ X a Y jsou metrické prostory. Mnohozna¢né zobrazeni ¢: X — Y
se nazyva kompaktni, jestlize jeho obraz ¢(X) = U{¢@(x) | x € X} je obsaZen v kom-
paktni podmnoZiné mnoZiny Y.
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Definice 8.6. Necht’ X a Y jsou podmnoziny normovanych linearnich prostort, ¢ : X —o
Y je mnohoznacné zobrazeni. JestliZze Y je konvexni, pak ¢ je Kakutaniho zobrazeni
za predpokladu, Ze @ je shora polospojité s (neprazdnymi) kompaktnimi a konvexnimi

hodnotami.

Propozice 8.1 (Kakutaniho—Ky Fanova véta o pevném bodé&). (viz napt. [27, Véta
I1.8.4]) Necht’ C je konvexni (ne nutné uzaviend) podmnoZina normovaného linedrniho
prostoru, a necht’ @ : C —o C je kompaktni Kakutaniho zobrazeni. Pak zobrazeni ¢ md
pevny bod v C.

Definice 8.7. Necht ¢: Q — R" je jednoznacné zobrazeni z oteviené mnoZiny Q C R"
do R”, které je lokdlné omezené a méfitelné na Q. Pak se zobrazeni

ex)= () () we((Bx.8)NQ)\N)

§>0(N)=0

nazyva Filippovova regularizace zobrazeni ¢, kde u ptredstavuje Lebesgueovu miru
v R", N C R", a conv predstavuje uzavieny konvexni obal dané mnoziny. B(x,d) je
oteviend koule o poloméru § > 0 se stfedem v bod¢ x.

Propozice 8.2. [/4, Propozice 1]Necht' ¢ a P jsou jako v Definici Pak
i) zobrazeni x — ®(x) je shora polospojité s neprdzdnymi a konvexnimi hodnotami,
ii) pokud je @ spojitd v x, tak ®(x) = {@(x)},
iii) @(x) patii do ®(x) pro skoro kaZdé x 7 Q.
Dile také budeme potfebovat néjakou definici integrdlu z mnohozna¢ného zobrazeni
(viz napft. [15]).

Definice 8.8. Necht' P: J — R” je zobrazeni, které ma neprdzdnou mnoZzinu lebes-
gueovsky integrovatelnych selekci. Pak Aumannitv integrdl zobrazeni P je definovan
nasledovné:

/ P(t)dr := { / p(r)dr | p C Plebesgueovsky integrovatelna selekce zobrazenl’P}.
J J

9 Originalni vysledky

Ulohy, studované v disertadni praci, jsou motivovany rovnicemi kyvadla, resp. os-
cilatoru, se suchym tfenim, které odpovida nespojitému zobrazeni. Jsou tu prezen-
tovany existencni vysledky feSeni nejprve obecnéjsiho vektorového diferencidlniho
mnohoznacného Dirichletova problému druhého fadu zahrnujici obecnéj$i mno-
hoznacné Cleny, poté jeho skaldarni analogie (2)) obsahujici ¢len odpovidajici suchému
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tfeni a diskrétnich Dirichletovych inkluzi druhého fadu (3)), (@), zaloZenych na aprior-
nich odhadech téchto feSeni. Explicitni odhady feSeni a jejich derivaci jsou napocitany
a v pripadé¢ diskrétni verze uvedeny nezdvisle na velikosti diskretizacniho kroku. Dale
je dokazano, v jakém smyslu konverguji feSeni jednoparametrické tfidy diskrétnich
uloh (3], @) k feseni odpovidajici polospojité tlohy (3)), (6). Tato prace je zaloZena na
vysledcich publikovanych ve dvou c¢lancich vzniklych ve spoluprici s panem profe-
sorem Andresem [1] a panem profesorem Feckanem [2]] a zejména také na autor¢iné
¢lanku [3]].

Diserta&ni prace je rozdélena do dvou hlavnich &4sti. Cdst I je vénovdna diferencidlnim
inkluzim, zatimco Cast IT pojednévi o diferenénich inkluzich a vztahu mezi feSenimi
diskrétni a ,,polospojité* ulohy.

Hlavnimi vysledky Cisti I jsou existence a lokalizace Filippovova feSeni jednak
tlohy (), kde jsou vedle jejich dikazu v Kapitole 4 uvedeny také explicitni odhady
feSeni a jejich derivaci a jsou publikovéany v [3]], jednak dlohy (2) v Kapitole 5, publi-
kované v [[1].

Filippovovym resSenim dlohy s nespojitosti v prostorové proménné jsme rozuméli Ca-
rathédoryovo fesSeni piislusné diferencidlni inkluze s filippovovsky regularizovanou
pravou stranou (Filippovova regularizace viz Definice[3.7).

Vétoud.]byla dokdzédna existence a lokalizace Filippovova feseni dlohy (I)), kde jsme
pfi odhadech reSeni vyuzili explicitni tvar Greenovy funkce pfisluSné formalné za-
psané ulohy tak, Ze jsme na levé strané inkluze uvaZovali pouze jednoclenny linedrni
diferencidlni operator odpovidajici druhé derivaci.

JelikoZ vyuZivdme apriorni odhady feSeni, sta¢i se pro zobrazeni fi, f> omezit na
uzavienou kouli Bp := {z € R" | ||z]| < D}.

Zobrazeni f1, f>» nejsou spojitd, nelze tedy ulohu (1)) fesit pfimo. Byl vyuZit princip
Filippovovy regularizace za tcelem ziskat v néjakém smyslu spojitd zobrazeni. Timto
pristupem se podafilo ziskat shora polospojitd mnohoznacnd zobrazeni, kterd jsou lo-
kdlné omezend a maji neprazdné kompaktni a konvexni hodnoty.

Véta 9.1. Necht’ a,b a T > 0 jsou redlné konstanty takové, Ze

TT+4) > max{|al, |b|}, (15)

x0,x7 € R" a J =[0,T] je kompakini interval. Predpokiddejme, Ze P: J — R" je au-
mannovsky integrovatelné mnohoznacné zobrazeni, f \ED: Bp — R"a legD: Bp —
R" jsou méritelnd a lokdlné omezend zobrazeni takovd, Ze

A < Mi(Do),  pro [|x]| <D,

120 <Ma(Do),  pro |lyl| <D,
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kde Bp := {z € R" | ||z|]| < D}, My = M1(Dg) a My = M;(Dy) jsou vhodné konstanty,
D = Dy + ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Dy > Ay (Dy), (16)
kde (P +T (M) (Do) +Ma(Do) + |alks + blio)] (T +4)
_ 1(Do 2(Do) + |alks 2
A1(Do) = 4—kT(T +4) (17
a

_ [ —xo]

ki := max{|al|,|b|}, ky:=max{||xo||,|lxT||}, k3: T ,

T
P = sup { / ||p(¢)||dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd selekce
pCP 0

zobrazeni P} .

Pak md uloha (1)) Filippovovo FeSeni x(-) takové, Ze ||x(¢)|| + ||¥' (t)|| < D prot € J.

Stejného vysledku jsme také dosahli ve Véte 0.2 kde jsme pfi odhadech feSeni
vyuzili explicitniho tvaru Greenovych funkci piislusejici uloze formalné zapsané tak,
Ze jsme na levé stran€ inkluze uvazovali tplny linedrni diferencidlni operétor.

Véta 9.2. Necht’ a,b a T > 0 jsou redlné konstanty, xo,xy € R" a J = [0,T] je kom-
paktni interval. Predpoklddejme, Ze P: J — R" je aumannovsky integrovatelné mno-
hoznacné zobrazent, fi|g, : Bp —R'a flg,: Bp — R" jsou mé¥itelnd a lokdlné ome-
zend zobrazeni takovd, Ze

1AM <M (Do), pro ||x]| <D,

12| < Ma (Do), pro |[lyl| <D,
kde Bp := {z € R" | ||z|]| < D}, My = M{(Dy) a My = M;(Dy) jsou vhodné konstanty,
D = Do+ ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze
Do > Aj(Dy), Jj=2,3,4 (vzdvislosti na konstantich a a b)
kde
1) proa®>—4b >0 (j=2)
e(ll_;la) T A‘ 2’
— |1+ +
\/m [ | 1| | 2|]

% [2 +T (M1(Do) +M2(Do) + lalks +[b]k2)]
kde }Ll = @,AQ — @

2 Y

Az(Do) =
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2) proa*—4b=0(j=3)

A3(Dy) = 5T {1+§ (1+2|a|)]

X [P +T (M(Dg) +M> (Do) + |alks +|b|k2)] ,

2 27k .
3) proa 4b<0aT§£m,k€N(]—4)

e T [2+ la| + \/4b—a2}
Vab—a? ‘sin(%\/4b—a2)‘

X [Z +T (Mi(Do) +M>(Do) + |alks + |blk2)]

A4(D0) =

|7 — xol|

fo = max{lal, [bl}, ko i= max ol [rll}, ks = TR0

T
P = sup { / l|p(¢)||dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd selekce
pCP 0

zobrazeni P}.
Pak md uloha (1)) Filippovovo FeSeni x(-) takové, Ze ||x(t)|| + ||X' (¢)|| < D prot € J.
Za podminky esencidlni omezenosti pro mnohoznacné zobrazeni P jsme ziskali v Po-

znamce [9.1] nasledujici podminky fesitelnosti pro dlohu (TI):

Poznamka 9.1. JestliZze je navic mnohoznacné zobrazeni P esencidlné omezené, pak
muze byt podminka (15]) nahrazena

m > max{|a|, |b|}

a s A1(Dg) v miiZe byt nahrazena
Dy > A} (Dy)

[331 + M (Do) + M (Do) + |alks + \b|k2} T (T +4)
8 ki T (T +4) !

A (Do) :=

T T
kde &) = essst161?||P(t)H, protoie({]Gl (t,5)]ds < %2 a ({ ‘%(r,s}’ds < L. Pak plati
stejny zaver pro ll s D nahrazenym D =D+ ky + ks.
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Podobné jsme ve VEté Poznamce[9.2] Pozndmce 0.3a Vété [9.4] ziskali podminky
fesitelnosti pro tdlohu (2):

Véta 9.3. Necht’ a, b, ¢, xo, xy a T > 0 jsou redlné konstanty takové, Ze

————— > max{|al|, |b|}. 18
rrra > maxlal. o) (18)
Predpoklddejme, Ze P: J — R je aumannovsky integrovatelné mnohoznacné zobra-
zeni, J = [0,T] je kompakmi interval a Fi|g,: Bp — R, Bz : Bp — R jsou shora
polospojitd mnohoznacnd zobrazeni s konvexnimi a kompaktnimi hodnotami, kde D =
Do + ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Dy > A1 (Dy), (19)
kde P +T (M (Do) + M (D k3 + |b|k T +4
A (Do) _ [P AT (Do) + j(_;l)TJE\TalLZ;r\ o+ [eDIT+4) oy
a
M;(Dy) := e [Fi(z)], Ma(Do) == e B2 (2)],
ki := max{|al|,|b|}, ko :=max{|xol|,|xr]|}, k3:z@7

T
P = sup { / |p(2)|dt | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd
pCP 0

selekce zobrazeni P} .

Pak md iiloha (2)) Fesent x(-) takové, Ze majx{\x(t)| + &/ (1)|} < D.
te

Poznamka 9.2. JestliZe je navic mnohoznacné zobrazeni P esencidlné omezené, pak
muZe byt podminka (18) pfepséna, za stejného zavéru pro (2)), pomoci

—_— b

a s Aj(Dg) v miuzZe byt nahrazena 50 > A (50), kde

[% + My (Do) + Ma(Do) + |alks + |blks + ycy] T(T +4)

A, (Dg) :=
1(Do) 8—kiT (T +4) ’

P, = esssup |P(t)], protoze [] |G(z,s)|ds < %2 a [ ‘%(r,s)’ ds < T. Tudiz
te)
stejny zavér plati pro (2) s D nahrazenym D = Dy + ky + k3.
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Poznamka 9.3. JestliZe je navic mnohoznacné zobrazeni F, omezené, tj. M, := max |F>(2)],

aa=0, muzeme odhad pro feseni (2) jesté vylepsit. Podminka (18] pak muze byt pre-
psdna pomoci T2 > |b|, za pfedpokladu, Ze jesté existuje kladnd konstanta D; takové,
7e
T [P+ (Mi(Dy)+My+ |blka+|c|) T]

4 —T2|b| ’

Za téchto piredpokladi mé dloha (2)) feSeni x(-) takové, Ze

Dy >

max |x(t)| < Dy +ko,
teJ
max |xl(l‘)| < Dy+k;:= P+T [Ml(Dl) + M, + |b|(D1 —l—k2) + |C|] + k3,

teJ

kde My(Dy):= max |Fi(2)], ka := max{|xo|, 7|}, ks := 2%l
|z|<Di1+k>
Podobné pfiddnim pfedpokladu, Ze je mnohoznacné zobrazeni F; omezené, tj.

M = max |F1(z)], a b =0, pak mize byt podminka (I8) nahrazena % > |al, za pred-
z€
pokladu, Ze jesté existuje kladnd konstanta D, takov4, Ze

P +T (M +My(Dy) + |alks +|c|)
1 —Tlal ’

D, >

kde M(D;) := max |F»(z)|. Tady md uloha (2] feSeni x(-) takové, Ze
|z|<Da+k3

T
max |x(r)] < D1tk = [P+ T (M1 +Ma(D2) + |a| (D2 + k3) +[e])] + ke,

1) < Dy +ks.
max [x'(1)| < D2+ks

Véta 9.4. Necht’ a, b, c, xo, xg a T > 0 jsou redlné konstanty. Predpoklddejme, Ze
P: J — R je aumannovsky integrovatelné mnohoznacné zobrazeni, J = [0,T] je kom-
paktni interval a F |§D Bp —R, B3 B - Bp — R jsou shora polospojitd mnohoznacnd
zobrazeni s konvexnimi a kompaktmml hodnotaml, takovd, Ze

M1 (D()) = max |F1 (Z)|, MZ(D()) = max |F2(Z)|,
|2| <Do+ky+k3 |z[<Do+ka+ks

kde Bp := {z € R" | ||z|]| < D}, My = M1(Dy) a My = M;(Dy) jsou vhodné konstanty,
D = Do+ ky + k3. Ddle predpoklddejme, Ze Dy > 0 je vhodnd konstanta takovd, Ze

Do > A;j(Dy), j=2,3,4 (vzdvislosti na konstantdch a a b),

kde 1) pro a®> —4b >0 (j=2)
e(M—242)T

/sy [T+ ]A1]+ [ A2]]
X [P 4T (My(Do) +Ma (Do) + |c| + |alks + |b|k2)]
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Ao(Dy) =



kde Ay = —a+\/2a2—4b7 Ay = —a—\/2a2—4b,
2)proa’>—4b=0(j=3)

Ay(Dy) = €3 7 [1+§(1+2]a|)}

X [P +T (Mi(Do) +Ma(Do) + [c[ +|alks + |blk2 )]

2 _ 2wk S
3)proa 4b<OaT7ém,k€N(]—4)

e T [2—|—|a|+\/4b—a2}
Vab —a?
X [P +T (Mi(Do) +M> (Do) + |c| +|alks + |b|k2)]

A4(D) =

sin($v/4b —a?) ‘

_lr =l

ki := max{lal,|b|}, ky:=max{||xol|,|lxr||}, k3: T ,

T
P = sup { / ||lp(2)||dz | p C P je lebesgueovsky integrovatelnd selekce
pcpP LJO

zobrazeni P} .

Pak md iiloha (2)) Filippovovo FeSeni x(-) takové, Ze maJX{|x(t)| + ¥/ (2)|} < D.
te

S ohledem na Poznamku[9.3]a vyse uvedené odhady, jsme mohli ihned formulovat na-
sledujici dusledek pro lebesgueovsky integrovatelnou selekci p C P a Fy(x) := dsinx.

Disledek 9.1. Necht' b, ¢, d, xo, xr a T > 0 jsou redlné konstanty, a p: [0,T] —
T
R je lebesgueovsky integrovatelné zobrazeni, kde &2 := [ |p(t)|dr < oo. Pak existuje
0
Filippovovo feseni x(-) ulohy
x"(t) +bx(t) + csgnx/(¢) + dsinx(t) = p(t), pros. v.t € [0,T],
2D
x(0) = xo, x(T) = xr,
takové, Ze pro 0 < b # (%”)2, keN,

P +TI|blky+|c|+|d|]

max |x(r)] < t o,
1€[0,7] Vb ‘sin(\/ET) ’

max_|x/(¢)| < P + T [|blkz + |e| + |d] n |XT—X()|'
relo1] sin(\/ET)‘ T
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Pro b < 0 a b =0, obdrzime piislusné odhady

62\/ij
max |x(z)| <

t€[0,T] 2/ —b

max ()] < VT (24T (|blke + e + )] + 27—
t€[0,T] T

[ +T (|blka+ [c| +|d])] + k2,

Y

T[Z+T(le|+d])]

max |x(¢)| < +ky,
IG[O7T]| 0l < 4 2
max X' ()| < P+T(|c|+|d —I——’T x()],
te[o,T]l (t)] (el +1dl) T

kde k2 = max{]xo\, \xT]}.

Uloha (21)) z Diisledku se pro b = 0 zredukuje na Dirichletiiv problém pro buzené
kyvadlo se suchym tfenim, a pro d = 0 na DirichletGv problém pro buzeny ,linedrni*
oscildtor se suchym tfenim.

Hlavnim vysledkem Casti II je konvergence feseni jednoparametrické t¥idy diskrétnich
tloh (3)), (@) k feseni piislusné polospojité tlohy (5)), (6) v Kapitole 7.

Konvergenc¢ni vysledky jsou pro jednoznacné okrajové ulohy uvedeny napft. v [32],
pro mnohoznaéné pocatecni ulohy napt. v [26]]. Pro mnohoznacné okrajové dlohy byl
problém konvergence poprvé reSen az v autor¢iné Clanku [2].

ReSenim tlohy , je kone&n4 posloupnost, vektor (xo, ...,x,) € R 1) kde
xi € R i=0,1,...,n,splitujici ) proi=1,...,n—1 a {@).
Resenim tlohy , @) rozumime funkci x: [0,7] — R™ s absolutné spojitou prvn{
derivaci spliujici (), (6).
Nejprve je ve Vété 0.5 uveden existencni a lokalizacni vysledek pro feseni tlohy
(3D, (@) a jeho prvni diference, ktery je dilezity pro dalsi East prace:
Véta 9.5. Necht’ je F: [0,T] x R" x R™ — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodno-
tami takové, Ze F(t,-,-) je shora polospojité pro kazdé t € [0,T]. Necht’ a, b, ¢ jsou
nezdporné redlné konstanty takové, Ze
I < allull+blIv]|+¢, V(tuv) € [0,T]xR™, Wy € F(t,u,v)  (22)
a plati
8> T (T +4)M, (23)
kde M = max{a,b}. Pak md diskrétni iiloha (3)), () FeSeni (xo, ... ,x,) takové, zZe

|| Axi|| T(T+4)c
max ||x;||+ max < :
ic{0,...,n} i€{0,..n—1} h 8—T(T+4)M
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N 4

Pomoci Véty[9.6]dostdvame za vice sofistikovan&jsich podminek neZ je linedrni riistova
existenci a odhad reSent:

Véta 9.6. Necht’ je F: [0,T] x R™ x R™ —o R™ s kompaktnimi a konvexnimi hodnotami
takové, Ze F (t,-,-) je shora polospojité pro kazdé t € [0,T]. Necht’ {-,-) je euklidovsky
skaldrni souc¢in na R™ s euklidovskou normou || - ||. Necht’ a a ¢ jsou nezdporné redlné
konstanty takové, Ze

IVl <a(2(wy)+IVIP) +e, Vituv) €0, T]xR™, Yy € F(tu,v).  (24)

Pak md diskrémi iloha (3), [{) resent (xo,...,x,) takové, Ze

T?c
max ||x;|| < —+1. 25
i€{0,...,n} H l|| - 8 25)
JestliZe navic
T?%c
2a ? +1) <1, (26)
pak existuje konstanta R takovd, Ze
Ax;
max 1A% <R. 27)
i€{0,..n—1} h

Konecné, Véta 0.7] prezentuje, v jakém smyslu konverguji feSeni jednoparametrické
tiidy diskrétnich tdloh k feSeni prislusné polospojité dilohy. K dikazu této véty jsme
potiebovali pomocné lemma Lemma jehoz dikaz je v praci také proveden.

Lemma 9.1. Necht’ je F: [0,T] x R™ x R™ — R™ s kompaktnimi a konvexnimi hod-
notami shora polospojité a spliiujici (22)) pro nezdporné konstanty a,b a c. Predpokld-
dejme, Ze tiloha

Ale._l / lel. )
h—lé' GF(ti,xi,h_ll), lzl,...,nl—17 (28)
x=0, x, =0, (29)

md FeSeni (xf),...,x,l”) pro | > Iy takové, Ze max||xl|| < K, max ||v}|| < K prol >
1 1

. T

pro konstantu K > 0. nj — +oo, kdyZ | — +o0, hj = — a til =ihyproi=0,1,...,n,.
np

l

Definujme spojitou funkci x! (t) pomoci linedrni interpolace tak, Ze x! (th) =L, 4.

(i — ) —1)

l l .
I , L <t<tiy, i=0,...,mp—1
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Axl
—_—, 1
hy

av =0,...,m — 1 aVv!(t) pomocti linedrni interpolace na [0, T) ndsledovné

(Vf+1 - Vﬁ)(t - tzl)

l l I .
vl(t): Vi+ hl ) tigtgti+1, l:(),...,l’ll—z7

/ l

Vot Se<T

Pak existuje podposloupnost {ly}i>1 a FeSeni x(t) ulohy (5), (6) takové, ze

max ||x%(r) —x(r)|| + max |V¥(t) —x'(t)|| = 0 kdy? k—+e.  (30)
t€[0.7] t€[0.7]

Véta 9.7. Predpoklddejme, Ze jsou splnény predpoklady Lemmatu a Ze existuji

konstanty ho > 0 a K > 0 takové, Ze jestliZe (xo, . . .,x,) je FeSeni ulohy (3), ) s h < hy,

pak

Xi —Xj—1
h

Pro libovolné € > 0 existuje h(€) takové, Ze jestlie h < h(€) a (xo,...,X,) je FeSeni

ilohy , (EI), pak existuje Feseni x(t) ilohy , (@) takové, Ze

max ||x(¢,X) —x(2)|| < €

k|| <K, i=0,1,....n, a <K, i=12...,n

[0,T]
a
%%IIV(I,Y) —X(1)|| <e,
kde

(Xip1 —x;)(r —17)

x(t,)_c):xi+ A , <t<ty;, 1=0,....n—1,
Xip1 =X (X2 —2x01 +x) (1 —1; _
_ l+1h : ( w2 l+hlz l)( l)a I S 1 S ti+17 0 S l S l’l—2,
v(t’x) Y X — X1
e oy <t<T.

Tato disertacni prace prezentuje vysledky dosazené autorkou béhem PhD studia Mate-
matické analyzy na Univerzité Palackého v Olomouci ve spolupréci s

e prof. RNDr. dr hab. Jan Andres, DSc., katedra Matematické analyzy a aplikaci
matematiky, Pfirodovédecka fakulta Univerzity Palackého v Olomouci, Kapitola
5, viz [1].

e prof. RNDr. Michal Feckan, DrSc., Matematicky ustav Slovenské akademie véd,
Kapitola 7, viz [2].

Nékteré vysledky byly prezentovdny na mezinarodni konferenci a publikovany
v nékolika recenzovanych Casopisech. Seznam autorinych publikaci je uveden na
konci préce.
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10 Shrnuti vysledki

Ukolem této disertaéni prace bylo stanovit explicitni odhady feSeni Dirichletovych
mnohoznacnych polospojitych problému za pouziti vyhradné riistovych podminek na
pravé strany uvazovanych problému a urcit, za jakych podminek konverguje feSeni
diskrétniho problému k feseni pfislusného polospojitého problému. Déle také aplikovat
techniky pouzité pfi vysetfovani existence feSeni diferencidlnich inkluzi na diferencni
inkluze. V neposledni fad¢ také ziskané vysledky ilustrovat na ptikladech.

Tato prace byla motivovdna problémy se suchym tfenim, které maji historické
1 fyzikdlni opodstanéni. Byly zde vySetfoviny existence a lokalizace feSeni diferen-
cidlnich rovnic s nespojitosti v prostorové proménné, diferencidlnich a diferencnich
inkluzi s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, a také vztah mezi feSenimi polo-
spojité a prislusné diskrétni dlohy.

V Cisti I byla studovéna existence a lokalizace Filippovova feSeni vektorového
Dirichletova okrajového problému druhého fadu ().

Tuto dlohu jsme fesili ze dvou thli pohledu, abychom mohli napocitat odpovida-
jici Greenovy funkce, a stanovit tak optimalni podminky feSitelnosti. Rozlisili jsme tak
mezi jedno¢lennym linedrnim operdtorem Lx := x” (zbyvajici vyrazy ax’ +bx pak byly
brany jako sou¢dst mnohoznacné perturbace pravé strany uvazované inkluze) a iplnym
linedrnim diferencidlnim operdtorem Lx := x” + ax’ + bx. JelikoZ jsme uvazovali a,b
jako redlné konstanty, ne matice, s vyhodou jsme vyuZzili explicitni tvary Greenovych
funkci. Za pouZiti vyhradné ristovych podminek jsme ve VEté€ [9.1]a Véte 0.2 obdr-
Zeli postacujici podminky feSitelnosti a explicitni odhady feSeni a jeho derivace pro
jednotlivé alternativy.

Dile byla vySetfovéna existence feSenf tlohy (2)), jakoZto specidlni skaldrni ptipad
ulohy uvedené vyse. Tato dloha je motivovana problémy se suchym tfenim. Efektivni
podminky feSitelnosti a explicitni odhady feSeni a jeho derivace byly uvedeny ve Vété
[9.3]a Véte [9.4] V Poznamce [9.2] a Poznamce [9.3] pak byly diskutovany podminky fe-
Sitelnosti dané tlohy pfi pridani nékterych dalSich predpokladi. Disledek zarudil
existenci Filippovova feseni a explicitni odhad feSeni a derivace feSeni pro Dirichletiv
problém pro buzené kyvadlo se suchym tfenim a pro Dirichletiv problém pro buzeny
,linedrni* oscildtor se suchym tfenim.

Porovnanim vysledkd a interpretaci na prikladech lze konstatovat, ze kazdy z pfi-
stupti ma své vyhody i nevyhody, jinymi slovy, Zadny z nich nelze upfednostnit pred
druhym.

Optiméalni podminky, stanovené v této praci, jsou dosti technické, nicméné umoz-
fiuji velmi piesnou lokalizaci feSeni, narozdil od vysledki jinych autort, napf. Sen-
kyfika a Guenthera, ktefi se zaméfuji pouze na existenci feSeni. Navic, jelikoZ jsou
zde vyuzivany vyhradné rdstové podminky, jsou autorciny vysledky neporovnatelné
s nékterymi jinymi autory, napt. Pavlackovou, kterd pouZiva podminky rtstové i zna-
ménkové.

V pracech, ve kterych je studovan Dirichlettiv problém, a které jsou uvedeny v Se-
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znamu literatury, autofi zkoumaji tento problém vyhradné ve tvaru s jednoclennym
linedrnim operatorem, odpovidajicim druhé derivaci. Neni mi zndmo, Ze by se nékdo
dalsi zabyval timto problémem v podobé tiplného linedrniho diferencidlniho operétoru.

Cist IT byla zam&Fena na diferenéni inkluze. Byly sem preneseny techniky z Casti T
a ve Véte [0.5)a Véte 0.6 dokdzan existencni a lokalizaéni vysledek pro feseni a jeho
prvni diferenci nezdvisly na velikosti diskretizaéniho kroku dlohy (3)), (4).

Pomoci Lemmatu 0.1 a za vyuziti stejnomérné konvergence Greenovych funkef
bylo ve Vété ukdzano, v jakém smyslu konverguji feSeni vySe uvedeného diskrét-
niho problému k feseni odpovidajiciho polospojitého problému (5), (6).

Vsechny uvedené poznatky byly ilustrovany na ptikladech.

Vysledky obsazené v této praci byly publikovény ve tfech recenzovanych ¢lancich.

Seznam publikaci

[1] Andres, J., Macht, H.: Dirichlet boundary value problem for differential equati-
ons involving dry friction. Bound. Value Probl. 2015:106 (2015).

[2] Feckan, M., Macht, H.: Discrete Dirichlet boundary value problems with upper
semicontinuous right-hand sides. Journal of Difference Equations and Applicati-
ons 22:7 (2016), 959-972.

[3] Macht, H.: Filippov solutions of vector Dirichlet problems. Math. Slovaca 70:2
(2020), 401-416.

Literatura

[4] Agarwal, R. P.: On multipoint boundary value problems for discrete equations. J.
Math. Anal. Appl. 96 (1983), 520-534.

[5] Agarwal, R. P, O’Regan, D., Lakshmikantham, V.: Discrete second order inclusi-
ons. J. Differ. Equations Appl. 9 (2003), 879-885.

[6] Agarwal, R. P., Thompson, H. B., Tisdell, C. C.: Three-point boundary value
problems for second-order discrete equations. Comp. Math. Appl. 45 (2003),
1429-1435.

[7] Amontons, G.: De la Résistance Causée Dans les Machines. Mem. Acad. Roy
(1699), 206-222.

[8] Andres, J., Gérniewicz, L.: Topological Fixed Point Principles for Boundary Va-
lue Problems. Dordrecht, Kluwer, 2003.

26



[9] Andres, J., Malaguti, L., Pavlackova, M.: Scorza—Dragoni approach to Dirichlet
problem in Banach spaces. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applicati-
ons, Oxford: Pergamon Press, 71, 12 (2009), 6019-6028.

[10] Andres, J., Malaguti, L., Pavlackova, M.: Dirichlet problems in Banach spaces:
the bound sets approach. Boundary Value Problems, Heidelberg: Springer, 25
(2013), 1-21.

[11] Andres, J., Malaguti, L., Pavlackova, M.: Hartman-type conditions for multi-
valued Dirichlet problem in abstract spaces. In: Dynamical System, Differen-
tial Equations and Applications, AIMS Proseedings, 2015, 2015 (special), doi:
10.3934/proc. 2015.0038, 38-55.

[12] Andres, J., Sanchez, L.: A note on vector boundary value problems. Int. J. Non.-
Lin. Diff. Eqns, TMA 3, 1-2 (1997), 49-58.

[13] Appell, J., De Pascale, E., Théi, N. H., Zabreiko, P. P.: Multi-Valued Superpositi-
ons. Dissertationes. Math., Vol. 345, PWN, Warsaw, 1995.

[14] Aubin, J. P, Cellina, A.: Differential Inclusions. Springer, Berlin, 1984.

[15] Aumann, R. J.: Integrals of set-valued functions. J. Math. Anal. Appl., 12, 1
(1965), 1-12.

[16] Awrejcewicz, J., Feckan, M., Olejnik, P.: On continuous approximation of dis-
continuous systems. Journal of Differential Equations, 62, 7 (2005), 1317-1331.

[17] Bernfeld, S. R., Lakshmikantham, V.: An Introduction to Nonlinear Boundary
Value Problems. Academic Press, New York, 1974.

[18] Borsuk, K.: Theory of Retracts. vol. 44, Monografie Matematyczne, PWN, War-
saw, 1967.

[19] Cabada, A., Ferreiro, J.: Existence of positive solutions for nth order periodic
difference equations. J. Differ. Equations Appl. 17 (2011), 935-954.

[20] Cabada, A., Otero-Espinar, V.: Fixed sign solutions of second-order difference
equations with Neumann boundary conditions. Advances in difference equations,
IV. Comput. Math. Appl. 45 (2003), 1125-1136.

[21] Castaing, C., Valadier, M.: Convex Analysis and Measurable Multifunctions.
Springer, Berlin, 1977.

[22] Conti, R.: Recent trends in the theory of boundary value problems for ordinary
differential equations. Boll. Unione Mat. Ital., 22, 3 (1967), 135-178.

[23] Coulomb, C. A.: Theorie des Machines Simples. Mem. Math. Phys. Acad. Sci.
10 (1785), 161-331.

27



[24] Cubiotti, P., Yao, J. C.: Two-point problem for vector differential inclusions with
discontinuous right-hand side. Appl. Anal. 93,9 (2014), 1811-1823.

[25] Deimling, K.: Multivalued Differential Equations. W. De Gruyter, Berlin, 1992.

[26] Dontchev, A. L., Lempio, E.: Difference methods for differential inclusions: A
Survey. SIAM Review 34 (1992), 263-294.

[27] Dugundji, J., Granas, A.: Fixed Point Theory. Springer, Berlin, 2003.

[28] Erbe, L. H., Knobloch, H. W.: Boundary value problems for systems of second
order differential equations. Proceed. Royal Soc. Edinburgh 101A, 1-2 (1985),
61-76.

[29] Euler, L.: Sur la Diminution de la Résistance du Frottement. Histoire de
I’ Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin 4 (1748) 133-148.

[30] Fabry, Ch., Habets, P.: The Picard boundary value problem for nonlinear second
order vector differential equations. J. Diff. Eqns 42, 2 (1981), 186-198.

[31] Filippov, A. E.: Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides. Klu-
wer, Dordrecht, 1988.

[32] Gaines, R.: Difference equations associated with boundary value problems for
second order nonlinear ordinary differential equations. SIAM J. Numer. Anal.
11 (1974), 411-434.

[33] Granas, A., Guenther, R. B., Lee, J. W.: Nonlinear Boundary Value Problems for
Ordinary Differential Equations. Dissertationes Math., Vol.244, PWN, Warsaw,
1985.

[34] Granas, A., Guenther, R. B., Lee, J. W.: Some general existence principles in the
Carathédory theory of nonlinear differential systems. J. Math. Pures Appl., 70, 2
(1991), 153-196.

[35] Habets, P., Schmitt, K.: Nonlinear boundary value problems for system of diffe-
rential equations. Arch. Math. (Basel) 40, 1 (1983), 441-446.

[36] Hartman, P.: On boundary value problems for systems of ordinary nonlinear se-
cond order differential equations. Trans. Amer. Math. Soc. 96, 3(1960), 493-509.

[37] Knobloch, H. W., Schmitt, K.: Nonlinear boundary value problems for systems of
differential equations. Proceed. Royal Soc. Edinburgh 78A, 1-2 (1977), 139-159.

[38] KoZuSnikova, M.: A bounding functions approach to multivalued Dirichlet pro-
blem. Atti Semin. Mat. Fis. Univ. Modena Reggio Emilia, 55 (2007), 1-19.

28



[39] Kelley, W. G., Peterson, A. C.: Difference equations. An introduction with appli-
cations. Second edition. Harcourt/Academic Press, San Diego, CA, 2001.

[40] Kunze, M.: Non-Smooth Dynamical Systems. Lecture Notes in Mathematics
1744, Springer, Berlin, 2000.

[41] Lasota, A.: A discrete boundary value problem. Annales Polonici Mathematici,
20 (1968), 183-190.

[42] Lasota, A., Opial, Z.: An application of the Kakutani—Ky Fan theorem in the

theory of ordinary differential equations. Bull. de L’ Acad. Polonaise de Sciences,
Ser. sci. math., astr. et phys. 13, 11-12 (1965), 781-786.

[43] Lee, J. W., O’Regan, D.: Existence of solutions to some initial value, two point
and multipoint boundary value problems with discontinuous nonlinearities. Ap-

plicable Anal., 33, 1-2 (1989), 57-77.

[44] Mawhin, J.: Boundary value problems for nonlinear second-order vector diffe-
rential equations. J. Diff. Eqns 16, 2 (1974), 257-269.

[45] Mawhin, J: Problemes de Dirichlet variationnels non linéaires. Partie 1 des
comptes rendus du cours d’ été OTAN “Variational Methods in Nonlinear Pro-
blems”. Le Presses de 1’ Université de Montréal, Montréal, 1987.

[46] Monteiro Marques, M. D. P: Differential Inclusions in Nonsmooth Mechanical
Problems. Shocks and Dry Friction. Birkhéduser, Basel, 1993.

[47] Morin, A. J.: Nouvelles Expériences sur le Frottement Faites a Metz en 1831—
1833. Mém. Présentés par Divers Savants a 1"Académie des Sciences 4, 1-128,
591-696 (1833); 641-783 (1835).

[48] Nistri, P.: Positive solutions of non-linear eigenvalue problem with discontinuous
non-linearity. Proceed. Royal Soc. Edinburgh 83A, 1-2 (1979), 133-145.

[49] O’Regan, D.: Boundary value problems for second and higher order differential
equations. Proceed. Amer. Math. Soc. 113, 3 (1991), 761-775.

[50] Painlevé, P.: Lecons sur le Frottement. Hermann, Paris, 1895; Gostekhizdat,
Moscow, 1954.

[51] Pavlackova, M.: A bound sets technique for Dirichlet problem with an upper-
Carathéodory right-hand side. Acta Univ. Palacki. Olomouc., Fac. Rerum Natur.,
Mat 49, 2 (2010), 95-106.

[52] Pavlackova, M.: A Scorza - Dragoni approach to Dirichlet problem with an
upper-Carathéodory right-hand side. Topol. Methods Nonl. Anal. 44 (2014),
no.1, 239-247.

29



[53] Popp, K., Hinrichs, N., Oestreich, M.: Dynamical behaviour of a friction oscilla-
tor with simultaneous and external excitation. Sadhana 20, 2—4 (1995), 627-654.

[54] Pruszko, T.: Some Applications of the Topological Degree Theory to Multi-Valued
Boundary Value Problems. Dissertationes Math., Vol. 229, PWN, Warsaw, 1984.

[55] Rachtinkovd, 1., Tisdell, C. C.: Existence of non-spurious solutions to discrete
boundary value problems. Austral. J. Math. Anal. Appl., 3 (2006), 1-9.

[56] Rachtinkovd, 1., Tisdell, C. C.: Existence of non-spurious solutions to discrete
Dirichlet problems with lower and upper solutions. Nonl. Anal., 67 (2007), 1236—
1245.

[57] Rudin, W.: Functional Analysis (2nd ed). McGraw-Hill, New York, 1991.

[58] Scorza-Dragoni, G.: Sul problema dei valori ai limiti per i sistemi di equazioni
differenziali del secondo ordine. Boll. Unione Mat. Ital. 14 (1935), 225-230.

[59] Scorza-Dragoni, G.: Sui sistemi di equazioni integrali non lineari. Rend. Semin.
Mat. Univ. Padova 7 (1936), 1-35.

[60] Smart, D. R.: Fixed point theorems. Cambridge University Press, Great Britain,
1974.

[61] Stakgold, I: Green’s Functions and Boundary Value Problems.John Wiley &
Sons, New York, 1979.

[62] Stehlik, P., Tisdell, C. C.: On boundary value problems for second order discrete
inclusions. Bound. Value Probl. 2005:2 (2005) 153-163.

[63] Stewart, D. E.: Rigid-body dynamics with friction and impact. SIAM Rewiew 42,
1 (2000), 3-39.

[64] Stuart, C. A.: Differential equations with discontinuous non-linearities. Arch.
Rational Mech. Anal. 63, 1 (1976), 59-75.

[65] §enkyfﬂ<, M., Guenther, R. B.: Boundary value problems with discontinuities in
the spatial variable. J. Math. Anal. Appl. 193, 1 (1995), 296-305.

[66] Teschl, G.: Differential Equations and Dynamical Systems. Graduate Studies in
Mathematics, Volume 140, Amer. Math. Soc., Providence, 2012.

[67] Thompson, H. B., Tisdell, C. C.: Systems of difference equations associated
with boundary value problems for second order systems of ordinary differential
equations. J. Math. Anal. Appl. 248 (2000), 333-347 .

30



[68] Thompson, H. B., Tisdell, C. C.: Boundary value problems for systems of dif-
ference equations associated with systems of second-order ordinary differential
equations. Appl. Math. Lett. 15 (2002), 761-766.

[69] Thompson, H. B., Tisdell, C. C.: The nonexistence of spurious solutions to dis-
crete, two-point boundary value problems. Appl. Math. Lett. 16 (2003), 79-84.

[70] Vasiliev, N. L., Klokov, Ju. A.: Foundations of the theory of boundary value pro-
blems in ordinary differential equations. (Russian), Zinatne, Riga, 1978.

[71] Vinci, L. da: About Myself and My New Science. (1508), in Pictorial Works of
Art, Vol. 1 (Academia, Moscow, 1932), in Russian.

[72] Vrabie, 1. I.: Compactness Methods for Nonlinear Evolutions. Longman House,
Burn Mill, Harlow, 1990.

[73] Zhukovskii, N. E.: Equilibrium Condition for a Rigid Body Contacting with an
Immovable Plane by a Site and Able to Move along This Plane with Friction. In
Complete Papers, Vol. 1 (Gostekhizdat, Moscow-Leningrad, 1948), 299-354, in
Russian.

[74] Zhukovskii, N. E.: Friction of Railway Wheel Treads on Railways. Complete Pa-
pers, Vol. 7 (Gostekhizdat, Moscow-Leningrad, 1948), 426—478, in Russian.

[75] Zhuravlev, V. Ph.: On the history of the dry friction law. Mechanics of Solids 48,
4 (2013), 364-369.

[76] Zuev, A. V.: On the Dirichlet problem for a second-order ordinary differential

equation with discontinuous right-hand side. Differential Equations 42, 3 (2006),
340-346.

31



	Použité znacení
	Predmluva
	Prehled aktuálního stavu
	Cíle práce
	Teoretická východiska práce
	Užité metody
	Originální výsledky
	Struktura práce

	Teoretický základ
	Mnohoznacná analýza
	Teorie retraktu
	Greenova funkce
	Použité standardní vety z matematické analýzy

	I Diferenciální inkluze
	Úvod
	Filippovovo rešení Dirichletových vektorových problému
	Prípad jednoclenného lineárního diferenciálního operátoru
	Prípad úplného lineárního diferenciálního operátoru
	Ilustrativní príklady

	Dirichletuv okrajový problém pro diferenciální rovnice se suchým trením
	Historická poznámka k problému suchého trení
	Oscilátor se suchým trením
	Existence a lokalizace rešení


	II Diferencní inkluze
	Úvod
	Diskrétní Dirichletovy okrajové problémy se shora polospojitou pravou stranou
	Existence rešení a jeho odhad
	Konvergence rešení

	Záver
	Seznam publikací
	Literatura
	Životopis

	Použité znacení
	Abstrakt
	Abstract in English
	Úvod
	Prehled aktuálního stavu
	Cíle práce
	Teoretická východiska práce
	Užité metody
	Teoretický základ
	Originální výsledky
	Shrnutí výsledku
	Seznam publikací
	Literatura

