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Anotace

This thesis deals with metric problems in the solid geometry and it is divided into two
parts. The first part is focused on the theory of the angular deflection of lines and planes,
perpendicularity of lines and planes and the distance of points, lines and planes. This part
consists of a summary of theorems and definitions as well as basic examples for explanation.
The second part contains a collection of worksheets for students. This collection includes
some solutions to the examples from the worksheets in the mathematic software GeoGebra.
The solutions are intended for teachers. The worksheets and their solutions were tested by
students during the tuition in the last year of the grammar school. This thesis can be used

in tuition, self-studying and testing.

Prace se zabyva problematikou metrickych 1loh ve stereometrii a je rozdélena do dvou ¢asti.
Prvni ¢ast je zamérena na teorii odchylky pfimek a rovin, kolmost ptimek a rovin, vzdalenost
bodi, piimek a rovin. V této ¢asti najdete souhrn vét a definic a zdkladni piiklady k pro-
cviceni. Druhd ¢ast obsahuje sbirku pracovnich listi pro studenty. Tato sbirka zahrnuje
feseni piikladu z pracovnich listtl v matematickém programu GeoGebra. Regenf jsou uréena
pro ucitele. Pracovni listy a jejich feseni byly testovany studenty béhem vyuky v poslednim

rocniku gymnézia. Tato prace je urcena pro vyuku, samostudium a testovani.
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1 Uvod

Vyuka geometrie na stiednich skolach probihd velmi ¢asto v poradi planimetrie (geomet-
rie v roviné), nésleduje stereometrie (geometrie v prostoru) a posledni ¢asti je analyticka
geometrie. Bakalaiska prace je zamérena na problematiku naroéné oblasti matematiky - ge-
ometrie v prostoru (stereometrie). Probirand latka je vysvétlovana v Euklidovském prostoru.
Stereometrie se na stfednich skolach vyucuje ve trech blocich. V prvnim bloku se student
seznami s télesy, pocitani jejich objemu a povrchu, dale néasleduje vyuka vzajemné polohy
piimek a rovin v prostoru a provadéji se fezy téles. Posledni ¢ast se zabyva problematikou

metrickych tloh, ktera navazuje na znalosti ziskané v predchozim studiu stereometrie.

Obsah probirané latky je velmi rozsahly, proto je tato bakalarska prace zamérena pouze na je-

diny blok stereometrie, metrické tulohy. Z dlouhodobych zkusenosti stredoskolskych ucitelu
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storu. Vyznamnymi pomocniky pii vyuce se muze stat pouziti informacnich technologii,

vhodného software nebo interaktivni tabule.

Tato bakalarska prace vznikla jako reakce na pozadavek uciteli Gymnazia, Jirovcova 8,
Ceské Budgjovice. Vzhledem k nedostatku vhodnych materidla a ¢asové zaneprazdnénosti
stredoskolskych ucitelu byl stanoven pozadavek na vytvofeni ucebnich podpor (pracovni

listy, prezentace potfebné k vykladu uciva, testy).

Predpoklada se, ze dojde k uleh¢eni a k zefektivnéni vyuky. Vytvorené materidly budou

zvefejnény i pro studenty, kterym bude usnadnén individudlni zpusob studia.



2 Cile, hypotézy a teoreticka vychodiska prace

Cilem bakalarské prace je zhotoveni pracovnich listu pro studenty, aby si mnohem lépe mohli
predstavit feSenou tlohu v prostoru. Pracovni listy obsahuji 48 zadani prikladu urcenych
k procviceni probirané latky. Ptilozené CD obsahuje teseni jednotlivych ptikladu obsazenych

v pracovnich listech.

Bakalarska prace je rozdélena do dvou hlavnich ¢asti, které se dale déli do mensich podka-

pitol.

Prvni ¢ast je zamétena teoreticky. Obsahuje ptehled vét a definic a pouzitého znaceni
na drovni gymnazialniho u¢iva. Na gymnaziu je latka probirdna mnohem podrobnéji nez na
ostatnich stfednich skoldch (sttedni odborné skoly, odborna ucilisté). Na odborych skolach
je mozné vybrat pouze vhodnou ¢ast. Teoreticka cast muze byt také pouzita k samostudiu.
Kromé prehledu teorie jsou uvedeny i zdkladni ptiklady k ilustraci daného téma. Zadéani
piikladu vychézi z uéebnice pro gymnézia [2] a nékterd jsou vytvorena autorkou. Celkové je
tato ¢ast rozdélena do ti{ kapitol. Prvni kapitola se zabyva odchylkou ptimek a rovin, druha
kapitola obsahuje problematiku kolmosti ptimek a rovin a posledni kapitola obsahuje teorii

tykajici se vzdéalenosti bodu, primek a rovin.

Soucasti prace je i prakticka ¢ast. Tuto ¢ast tvori soubor prikladu v pracovnich listech
pro zaky. Konkrétni zadani jsou doplnéna obrazkem télesa, do kterého student bude piimo
znazornovat své feseni zadané tlohy. I tato cast je rozdélena do podkapitol, které jsou
uspotradané pro pirehlednost podle stejného systému jako v teoretické ¢asti. Pro ucitele
je prilozeno CD s teSenim jednotlivych prikladu, postup vypoctu je krokovan a podrobné
vysvétlen. Takto zpracované tlohy lze pouzit také pii primé vyuce. Pozadavek na vytvoreni
pracovnich listu a jejich feSeni pfisel z gymndzia, proto i piiklady vybrané do pracovnich

listi pochézeji z uéebnice pro gymndzia. [2]

Po predchozi analyze dosud napsané literatury a odbornych praci bylo zjisténo, ze pro-
blematikou stereometrie se zabyva velké mnozstvi ucebnic a prehledii matematiky. Mnoho
odbornych praci se zabyvalo vSeobecnym piehledem stereometrie, polohovymi tlohami, fe-
Senymi ukazkovymi piiklady v matematickém programu Cabri geometrie, ¢i vytvorenim

webové stranky s vykladem uciva.



3 Dotaznikové Setreni

3.1 Dotaznikovy prizkum - pedagogové

Pred vlastni tvorbou pracovnich listu a feSenych piikladu pro vyuéujici, bylo provedeno do-
taznikové Setfeni na stfednich skoldch vsech typu (gymnazia, stfedni odborné skoly, odborna
ucilisté). Dotaznik byl anonymni. Vyucujici odpovidali na 10 otézek. Cilem bylo zjistit, jakym
zpusobem vysveétluji problematiku metrickych tloh ve stereometrii, jaké k tomu vyuzivaji
pomiucky, zda jim tento zpusob vyuky vyhovuje ¢i nikoli a zda by uvitali podpurné materialy

k vyuce.

Dotaznikového Setfeni se zicastnilo celkem 19 vyucujicich (néktei vyucuji i na vice stfednich
skoldch najednou). Stereometrie se vyucuje na vsech typech stfednich skol, coz bylo pre-
kvapivé u odbornych uécilist. Zde se vyuka stereometrie nepredpoklddala pro svou naro¢nost.
Vyucujici pii vykladu stereometrie vyuzivaji predevsim tabuli a pfipravené prezentace, které
pak promitaji na promitaci platno, ¢i vyuzivaji multimedialni tabule. Nékteri také pripravuji
své vlastni materidly, které pak poskytuji studentim. Ve vyuce vyuzivaji predevsim pro-
gramy GeoGebra, Mathematica a Cabri. Tyto poznatky byly vychodiskem pfti tvorbé této
bakalaiské prace. Vyznamnym pomocnikem pii vyuce muze byt vyuziti multimedialni tech-
niky a vhodné zvoleny software. fHohy v této praci byly vypracovany v programu GeoGebra.

Tento program je zdarma a jeho ovladani je velmi jednoduché.

Vétsineé ucitelu jejich styl vyuky vyhovuje, ale uvitali by zménu ke zkvalitnéni vyuky, ktera
by jim usnadnila vyklad stereometrie. Nékteii vyuzivaji své vlastni pracovni listy, ale uvitali

by vytvoreni novych listu a jejich feseni, které by pak mohli vyuzivat béhem vyuky.

Ukézku dotazniku a jeho vyhodnoceni lze nalézt v Piiloze A.

3.2 Dotaznikovy priuzkum - studenti

Druhé dotaznikové Setieni bylo provedeno mezi studenty posledniho ro¢niku gymnazia. Cel-
kové se ho zucastnilo 68 studentu. Odpovidali na 4 otazky, které se opét tykaly stylu vyuky
stereometrie, jestli jim styl vyuky vyhovuje a zda - li by uvitali pracovni listy a vyuzivani

informacnich technologii pti vyuce.



Studenti uvedli, ze vyucujici jim latku vysvétluje na tabuli, pouziva prezentace a své ma-
teridly. Studenti byli se stylem vyuky spokojeni nebo témér spokojeni. Proto po vytvoreni
pracovnich listu probéhlo jejich testovani a nasledné porovnéni, ktery zpusob vyuky bude

studentum vyhovovat vice.

Ve vyuce by pracovni listy uvitali, aby nemuseli neustéle prekreslovat télesa do sesitu. Také

zastavaji nazor, ze ve vyuce by bylo vhodné pro nazornost pouzivat matematicky software.

Ukézku dotazniku a jeho vyhodnoceni lze nalézt v Piiloze A.

3.3 Prubéh testovani

Testovani zhotovenych pracovnich listu a jejich feseni probéhlo pii hodiné matematiky
na Gymnéziu, Jirovcova 8, Ceské Budéjovice. Testovacim roénikem se stal maturitn{ roénik
osmiletého gymnazia. Vyuka probihalou formou opakovani definic a vét pomoci prezentace.
Tato prezentace byla rozdélena do tfech hlavnich ¢asti: odchylka pfimek a rovin, kolmost

primek a rovin, vzdalenost bodu, piimek a rovin.

Studentum byly rozdany pracovni listy. Po zopakovéni jednotlivych kapitol fesili zadané
ulohy. Studenti béhem vyuky odpovidali na dotazy a vysvétlovali, jak by postupovali pii Te-
Seni, ptipadneé ulohy tesili samostatné a poté jim bylo postupné vysvétleno feSeni v programu
GeoGebra. Na zavér byl shrnut obsah opakovani a probéhla diskuze. Studenti zhodnotili pra-

covni listy a jejich feseni a uvedli klady a zapory tohoto stylu vyuky.



4 Odchylka primek, rovin

4.1 Odchylka dvou primek

4.1.1 Vzajemna poloha dvou pirimek v prostoru

e Piimky p, q jsou rovnobézné. Znacime p || g.

a) rovnobézné ruzné: p a q lezi v jedné roviné o, pNg = {}

Obrazek 1: Rovnobézné primky ruzné

b) totozné: p a q lezi v jedné roviné o, pNg=p=gq

Obrazek 2: Primky totozné

e Piimky p, q jsou ruznobézné. Jejich prunikem je praveé jeden bod P, ktery nazyvame

prusecik. Znaéime p ff g a P € pNq.

W
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Obrazek 3: Piimky ruznobézné



e Piimky p, q jsou mimobézné. Kazda z ptimek lezi v jiné roviné a nemaji zadny prusecik.

Znatime pNq = {}

A

Obrazek 4: Piimky mimobézné

4.1.2 Definice odchylky dvou primek

Obrazek 5: Odchylka dvou primek

Véta 4.1.1 KazZdym bodem v prostoru lze vést jen jednu rovnobézku s danou primkou.

Véta 4.1.2 Necht py a g jsou miznobézky, ps a gz jsou rovnéz riznobézky takové, zZe py || pe,

¢ || g2. Pak pro odchylky | Lp1qq |, | £p2ge | plati | £p1qi | = | £p2qo |

Odchylka dvou ruznobéznych pifmek je velikost kazdého z ostrych (piip.pravych) thla, které
spolu piimky sviraji. [5, s.119]

Odchylka dvou rovnobéznych piimek je 0°. [5, s.119]

Odchylka mimobéznych pifmek p, q je definovéna jako odchylka raznobéznych pifmek p’ a ¢

vedenych libovolnym bodem P prostoru a rovnobéznych po fadé s danymi mimobézkami,



je rovna velikosti kazdého z ostrych nebo pravych ihla, které tyto mimobézky sviraji. Od-

chylka ¢ dvou libovolnych piimek p, q se znaci | £pq |= ¢. [3, s.291]

Poznamka 4.1.1 Bod P se vétsinou voli na jedné z mimobéZek.

Obréazek 6: Odchylka mimobéznych piimek

4.1.3 Resené piiklady

Piiklad 1 Je dana krychle ABCDEFGH. Vypocitejte odchylku primek:
a) AB,EF
b) AC,CH
¢) EF,BG

Resend:

a) Odchylka piimek AB, E'F je ¢ = 0°, protoze piimky jsou rovnobézné (obr. 7).

Obréazek 7: Reseny pifklad 1 a)



b) Piimky AC,CH jsou ruznobézné. Odchylkou je ostry thel, ktery spolu tyto dvé piimky
sviraji. V tomto piipadé (obr. 8) vidime, ze AC' a C'H jsou sténové uhlopiicky
a spolecné s primkou AH tvori rovnostranny trojuhelnik. Vime, ze velikost kazdého
z thlu v rovnostranném trojuhelniku je 60°. Odchylka ¢ = 60°.

H G
>

Obrézek 8: Reseny pifklad 1 b)

¢) Piimky E'F a BG jsou mimobézné. Bodem B vedeme rovnobézku s primkou EF

(obr. 9). Usecky AB, BG tvoif strany obdélnika ABGH. Proto je odchylka ¢ = 90°.

H G

Obrézek 9: Reseny pifklad 1 c)

Piiklad 2 Podstavou kolmého trojbokého hranolu ABCA 'B'C" je rovnoramenny
trojuhelnik ABC. |AB| = 3cm, |AC| = |BC| = 4cm, |AA’| = 4cm. Urcete odchylku piimek
AC" a BC'.

Resent:
Zadani pitkladu je zndzornéné na obrazku 10. Pifmky AC" a BC' jsou rtiznobéiné.
Pro vipocet odchylky vyuzijeme vzniklého trojihelniku ABC’. Trojthelnik nenf pravothly,

zndme ale viechny velikosti stran, a proto vyuzijeme kosinovou vétu ¢? = a?+b*—2-a-b-cos .

a24b2—c2

Nejprve si spocteme délky stran a, b, ¢ a poté dosadime do vzorce pro cosyp = 57—

a vypocteme hledanou odchylku.



Po dosazeni dostdvame velikost odchylky ¢ = 30, 75°

A B'

Obrézek 10: Reseny piiklad 2

4.2 Odchylka primky a roviny
4.2.1 Vzajemna poloha primky a roviny v prostoru

e Piimka p a rovina g jsou rovnobézné. Znaéime p || o.

a) primka lezi v roviné: pfimka p € o, pNo=p

Obréazek 11: Piimka lezici v roviné



b) primka nelezi v roviné: piimka p ¢ o, pNo = {}

b

Obrazek 12: Piimka nelezici v roviné

e Piimka p a rovina p jsou ruznobézné. Jejich prunikem je pravé jeden bod P, ktery

nazyvame prusecik. Znaéime p f o a P € pNp.

N

Obrazek 13: Ruznobéznost piimky a roviny

4.2.2 Definice odchylky primky a roviny

Odchylka pfimky p a roviny o (pfimky p od roviny o), jez nejsou k sobé kolmé, je definovéna
jako odchylka pifmky p a jejtho pravotihlého pramétu p' do roviny o ; pro p L o je odchylkou
piimky p a roviny g velikost pravého uhlu. [3, 5.291]

Obrézek 14: Definice odchylky piimky a roviny
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Poznamka 4.2.1 Pravouhly prumét primky p do roviny o : Primkou p, kterd neni kolmd
k roviné o, prochdzi jedind rovina o kolmd k roviné o. Prisecnice rovin o a o je piimka p

kterd je pravouhlym prumétem primky p do roviny o. Rovina o se nazyvd promitaci rovina.

Obrazek 15: Pravouhly prumeét piimky do roviny
Odchylku znacime: | £po |= ¢ =| £pp’ |. Plati, ze 0° < ¢ < 90°.
4.2.3 Resené piiklady
Priklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH. Vypocitejte odchylku piimky a roviny:
a) ABC,EF
b) BCE, BG
Resent:

a) Odchylka piimky EF a roviny ABC je ¢ = 0°, protoze piimka EF a rovina ABC

rovnobézné (obr. 16).

Obrazek 16: Reseny pitklad 3 a)
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b) Provedeme pravothly primét BG' pifmky BG do roviny BCE. Vznikne pravotihly

trojihelnik BGG (obr. 17). Délka strany |GG'| = %,\BCH = av/2. Pro vypocet
ay/2

odchylky ¢ pouzijeme goniometrickou funkei sinus: sin ¢ = \2/5 = %
a

Odchylka ¢ = 30°.

Obrazek 17: Redeny pifklad 3 b)

4.3 Odchylka dvou rovin
4.3.1 Vzajemna poloha dvou rovin v prostoru

e Rovina p a rovina o jsou rovnobézné. Znacime o || o.

a) totozné: rovina pNo =p=o0

Obrézek 18: Roviny rovnobézné totozné

b) rovnobézné ruzné: rovina o No = {}

Obrazek 19: Rovnobézné roviny ruzné
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e Rovina p a rovina ¢ jsou ruznobézné. Jejich priunikem je piimka p, kterou nazyvame

prusecnici. Znac¢ime p foap € pNo.
g

/ o
P>
~
P>
o

p

Obrazek 20: Ruznobézné roviny

4.3.2 Definice odchylky dvou rovin

Odchylky dvou rovin muzeme stanovit dvéma zpusoby:
a) Odchylka dvou rovin ¢ a ¢ je rovna odchylce prusecnic p, ¢ téchto rovin s libovolnou

rovinou 7 kolmou k obéma rovindm g, o. [1, s.514]

Obréazek 21: Odchylka dvou rovin
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b) Véta 4.3.1 Odchylka dvou rovin ¢ a o je rovna odchylce primek p, q, z nichz jedna je

kolmd k rovine o a druhd k roviné o

90 /

y

Obrazek 22: Odchylka dvou rovin
Odchylku dvou rovin zna¢ime podle a): | Loo |= ¢ =| £pq |. Plati, ze 0° < ¢ < 90°.
4.3.3 Resené piiklady
Piiklad 4 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku dvou rovin:
a) ABC,EFG
b) ACG,BDF
Resent:

a) Roviny ABC a EFG jsou rovnobézné. Odchylka ¢ = 0° (obr. 23).

H G

Obrazek 23: Reseny pitklad 4 a)
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b) Vyznaéime rovinu EFG, kterd je kolmd k obéma rovinam. Odchylku rovin ACG, BDF
spocitame jako odchylku pruseénic téchto rovin s prolozenou rovinou EFG. Tyto pri-

secnice tvori sténové uhlopricky, které jsou na sebe kolmé. Odchylka ¢ = 90°.

H G

>

eV

A B

Obrézek 24: Reseny pitklad 4 b)

5 Kolmost primek a rovin

5.1 Kolmost dvou primek

5.1.1 Definice kolmosti dvou primek

©=90°

Obrazek 25: Kolmost dvou piimek

Ruznobézky p, g jsou k sobé kolmé, pravé kdyz v roviné jimi uréené spolu sviraji pravé uhly.
Déle v prostoru definujeme kolmosti mimobézek takto: Mimobézky p, ¢ jsou k sobé kolmé,
prave kdyz piimky p’ || p a ¢’ || ¢ vedené libovolnym bodem M prostoru spolu sviraji pravé

thly. [3, s.286]

Znacime p L g a pro odchylku plati ¢ = |{pq| = 90°.
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5.1.2 Resené piiklady

Priklad 5 Je dana krychle ABCDEFGH. Dokazte, ze primky jsou k sobé kolmé.
a) AC, BD
b) FH, DH

Reseni:

a) Stény krychle jsou ¢tverce. Pifmky AC a BD tvoii thlopiicky ¢tverce ABCD.

Uhlopfl'éky jsou na sebe kolmé.

Obrazek 26: Reseny pitklad 5 a)

b) Rovina EFH obsahuje pfimku F'H a zaroven tato rovina je kolmé k piimce DH,

protoze stény a hrany krychle jsou na sebe kolmé.

________________

Obrézek 27: Redeny pitklad 5 b)
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5.2 Kolmost primky a roviny

5.2.1 Definice kolmosti primky a roviny

Obrazek 28: Kolmost primky a roviny

O ptimce p a roviné p rikame, ze jsou navzajem kolmé, jestlize primka p je kolma ke kazdé

piimce roviny p. [1, s.514]

Piimka kolma k roviné se nazyva kolmice k roviné. Jeji prusecik P s touto rovinou se nazyva

pata kolmice. [3, s.286]
Zmacime: p L p.
O kolmosti piimky a roviny plati nasleduji véty:

Véta 5.2.1 Kritérium kolmosti primky a roviny: Je - li primka p kolmd ke dvéma rizno-

beznym primkam a, b roviny o, pak je kolmd k této roviné.

Veéta 5.2.2 Danygm bodem lze vést k dané roviné pravé jednu kolmica.

Véta 5.2.3 Vsechny kolmice k téze roviné jsou navzdjem rovnobézné.

Véta 5.2.4 Danym bodem lze k dané primce vést pravé jednu kolmou rovinu.

Veéta 5.2.5 Vsechny roviny kolmé k téZe primce jsou navzajem rovnobézné.
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5.2.2 Resené piiklady

Priklad 6 Je dana krychle ABCDEFGH. Dokazte, ze piimka AFE a rovina ABC jsou
k sobé kolmé.

Reseni:

Najdeme dvé ruznobézné piimky v rovine ABC, k nimz je AE kolma. Naptiklad AD a AB.
(Véta 5.2.1)

Obrazek 29: Reseny pitklad 6

Priklad 7 Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete pravouhly prumét ptimky AS do roviny
ABC'. Bod S je sttedem hrany GH.

Resent:

Pifmka AS’ je pravouhlym primétem pifmky AS do roviny ABC. (obr. 30)

H S G

Obrézek 30: Reseny piiklad 7

18



5.3 Kolmost dvou rovin

5.3.1 Definice kolmosti dvou rovin

Obréazek 31: Kolmost dvou rovin

Pro kolmost dvou rovin plati:

Veéta 5.3.1 Kritérium kolmosti dvou rovin: Roviny o,0 jsou k sobé kolmé, jestliZe jedna z

nich je kolmd k nekteré primce druhé roviny. Plati i véta obrdcend.

Véta 5.3.2 Jestlize dvé ruznobézné roviny o,0 jsou kolmé k roviné T, pak prisecnice rovin

0,0 je kolmd k roviné 7.
Dalsi véty vyjadruji vztahy mezi kolmosti a rovnobéznosti primek a rovin:

Veéta 5.3.3 Jestlize primka p a rovina o jsou kolmé k roviné o, pak p a o, jsou navzdjem

rovnobézné.

Véta 5.3.4 Jestlize primka p a rovina o maji spolecny bod a jsou kolmé k roviné o, pak

primka p leZi v roviné .

Veéta 5.3.5 Jestlize rovina ¢ je rovnobéind s primkou p kolmou k rovinée o, pak jsou ro-

viny 0,0 navzdjem kolmé.

Pro odchylku dvou kolmych rovin plati: ¢ = |{go| = 90° a znacime ¢ L o.
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5.3.2 Resené piiklady

Priklad 8 Je dana krychle ABCDEFGH. Vysettete, zda roviny jsou k sobé kolmé.
a) ABC, CDH
b) ABC, BCH

Reseni:

a) Najdeme pifmku, kterd lezi v roviné ABC' a ktera je kolmd k roviné C'DH. Napiiklad
piimka AD je kolma k rovine CDH. (Véta 5.3.1)

H G

Obrazek 32: Reseny pitklad 8 a)

b) Roviny na sebe nejsou kolmé. Piimka AB lezici v roviné ABC' a piimka BE lezici

v roviné BC H na sebe nejsou kolmé.

Obrézek 33: Redeny pitklad 8 b)
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6 Vzdalenosti bodi, primek a rovin

6.1 Vzdalenost dvou bodu

N

S

|MN]| = h(M,N)

Obrazek 34: Vzdalenost dvou bodu

Vzdalenosti dvou bodu M, N v prostoru rozumime délku tisecky MN.
Znacime |[MN| = h(M,N).
6.1.1 Reseny piiklad
Priiklad 9 Je dana krychle ABCDEFGH o délce hrany a. Vypoctéte vzdéalenost bodu:

a) BaF

b) AaG

Resent:

a) Vzdalenost bodu B a F' je rovna délce hrany krychle ABCDEFGH. |BF| = a. (obr.
35)

Obrazek 35: Reseny pitklad 9 a)

21



b) Vzdélenost bodu A a G je rovna délce télesové ihlopticky krychle ABCDEFGH.
|AG| = a+/3. (obr. 36)

Obrézek 36: Reseny pitklad 9 b)

6.2 Vzdalenost bodu od primky

M

% P X, 'Xa %4 p

Obréazek 37: Vzdélenost bodu a primky

Vzdalenost bodu M od primky p je nejmensi vzdalenost ze vsech vzdalenosti bodu M od jed-
notlivych bodu X piimky p. [5, s.122]
Jestlize bod P je pata kolmice k vedené bodem M k piimce p v roviné dané bodem M

a piimkou p, pak je hledanou vzdalenosti vzddlenost bodu M, P. [5, s.122]

Znacime h(M,p) = |Mp| = |[MP|.
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6.2.1 Reseny piiklad

Priklad 10 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Urcete pocetné vzdalenost
bodu A od primky:

Reseni:

a) Délka tsecky AB je hledanou vzdélenosti bodu A od piimky BF. |AB| = a
(obr. 38).

Obrazek 38: Reseny pitklad 10 a)

b) Délka usecky AH je hledanou vzdélenosti bodu A od piimky GH. AH je zaroven
sténovou thlopiickou krychle ABCDEFGH. |AH| = a\/2. (obr. 39)

H G
p

Obrézek 39: Reseny pifklad 10 b)
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6.3 Vzdalenost bodu od roviny

Obréazek 40: Vzdélenost bodu od roviny

Vzdélenost bodu M od roviny o je vzdélenost bodu M a jeho pravoihlého primétu M’
do roviny p. Vzdalenost bodu M od roviny ¢ je nejmensi ze vSech vzdélenosti bodu M

od jednotlivych boda X roviny . [5, s.122]
Zmacime h(M, o) = |M, o| = |[MM'|.

6.3.1 Reseny piiklad

Priklad 11 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Vypoctéte vzdélenost bodu D

od roviny:

a) ACG

b) ACH
Regeni:

a) Najdeme pravouhly prumét bodu D do roviny ACG. Pravoihlym prumétem bodu
D do roviny ACG je stted S dolni podstavy. Vzdélenost bodu D a S je hledanou
vzddlenost! bodu D od roviny ACG. |DS| = %42
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b) Najdeme pravothly prumét S bodu D do roviny ACH. Vzdélenost bodi D a S je
hledanou vzdalenosti bodu D od roviny AC H. Pti vypoctu budeme vychézet z obdél-
niku BDFH o délce stran |BF| = a, |BD| = a\/2. Pro zjistén{ vzdélenosti vyuzijeme

Obrazek 41: Reseny pitklad 11 a)

podobnosti trojuhelniki DHK a SDK.

Délky stran trojuhelniku DHK a SDK jsou:

[HE| = /[DHF +[DEP = \Ja? + (22)2 = =F,

— a2
|DK| =%

Nyni vypocteme vzdélenost |DS|, kterd je hledanou vzdélenosti bodu D od roviny

ACH.

DS

|DH|

DS
a

DS| =

ISl
=

=
I

5]

o

5

N

a\/§
3

Obrézek 42: Reseny pifklad 11 b)
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6.4 Vzdalenost dvou primek

Obrazek 43: Vzdalenost dvou rovnobéznych primek

Vzdélenost dvou rovnobéznych piimek je vzdalenost libovolného bodu jedné primky od druhé

piimky. [9, s.146]

Vzdalenost rovnobéznych piimek p, ¢ oznacujeme h(p, q) = |pq|.

Obrazek 44: Vzdéalenost dvou mimobéznych ptimek

Vzdélenosti dvou mimobézek p, ¢ se rozumi délka tusecky P(Q), kde P, () jsou po fadé pruseciky

mimobézek p, g s takovou piickou mimobézek, ktera je k obéma kolm4. [1, s.513]

Vzdalenost mimobéznych piimek p, g znacime h(p, q) = |pq| = |PQ).
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6.4.1 Reseny piiklad

Priklad 12 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Urcete pocetné vzdalenost

piimek:
a) FH, BD
b) AE, HG
Resend:

a) Vzdélenost uréime napiiklad jako vzdélenost bodu F' od piimky BD. Vzdalenost
piimek F'H, BD je délka hrany krychle ABCDEFGH. (obr. 45)

H G
p

Obrézek 45: Reseny pifklad 12 a)

b) Piimky AE, HG jsou mimobézné. Najdeme tedy piimku ¢, kolmou k obéma mi-
mobézkam. Tato primka je urcena naptiklad body F,H. Vzdalenost pruseciki mi-

mobeézek s danou piimkou ¢ je vzdalenost bodu £ a H. |[EH| = a. (obr. 46)

H G

Obrézek 46: Reseny pifklad 12 b)
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6.5 Vzdalenost primky od roviny

M

Obrazek 47: Vzdélenost piimky od roviny

Vzdélenosti ptimky p od roviny o s ni rovnobézné rozumime vzdalenost libovolného bodu

M piimky p od roviny p. [1, 8.513]

Znacime h(p, 0) = |po| = |M P|. Bodem P rozumime patu kolmice vedené bodem M k ro-

viné g.

Poznamka 6.5.1 Kritérium rovnobéznosti primky a roviny definované pomoci vzddlenosti:
Primka p je rovnobéind s rovinou o, pokud na primce p lezi alesponi dva ruzné body téhoz

poloprostoru ohraniceném rovinou o, které maji od roviny o stejnou vzdalenost.
6.5.1 Reseny piiklad
Priklad 13 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Urcete pocetné vzdalenost

pifmky BF od roviny ADE. Resent:

Najdeme pravothly prumét £ bodu F' do roviny ADFE. Velikost tisecky F'E je rovna délce
hrany krychle ABCDFEFGH. Hledané vzdéalenost primky BF od roviny ADE je |FE|=a
(obr. 48).

Obrézek 48: Reseny piiklad 13
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6.6 Vzdalenost dvou rovin

Obrazek 49: Vzdalenost dvou rovin

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin g, o je vzdalenost libovolého bodu jedné roviny od druhé

roviny. [9, s.146]
Znacime h(p,0) = |oo|.

Poznamka 6.6.1 Kritérium rovnobéznosti dvou rovin definované pomoci vzddlenosti: Dvé
roviny 0 a o jsou rovnobéiné, jestlize lze v roviné o najit tri ruzné body leZici ve stejném
poloprostoru s hranicni rovinou o a nelezi v jedné primce, které maji od roviny o stejnou

vzddlenost.

6.6.1 Reseny piiklad

Piiklad 14 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Urcete pocetné vzdalenost

rovin

a) ABC, EFG

b) AFH, BDG
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Reseni:

a) Roviny ABC, EFG jsou rovnobézné, jejich vzdédlenost se rovna délce hrany krychle

ABCDEFGH. (obr. 50)

Obrézek 50: Reseny pifklad 14 a)

b) Krychli prolozime rovinu ACE, ktera je kolma k obéma rovinam (obr. 51). Zjistime
délku usecky AI, kde I je stfed horni podstavy krychle.
Pouzijeme Pythagorovu vétu: |Al| = \/[AE]2 + |EI|2 = \/a? + (%5)2 = %6.
Dale vyuzijeme podobnosti trojuhelniku FIK a AIFE. Zjistime tak délku tusecek
|[EK| = |CL| = %5 Jelikoz vime, 7e délka télesové thlopiicky je rovna av/3, snadno
dopocteme délku tsecky KL.
IKL| = aV/3 -2 (23) = 23,

Obrazek 51: Reseny pifklad 14 b)
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7 Zavér

Bakalarska prace je zaméfena na problematiku vyuky metrickych 1iloh ve stereometrii. K ze-
fektivnéni vyuky bylo navrzeno feSeni v podobé pracovnich listu pro studenty a fesenych
piikladi pro pedagogy. Cely soubor obsahuje 48 zadéni ptikladiu. Nahodné vybrané pra-
covni listy z kazdé kapitoly a jejich Teseni byly testovany v praxi pfi hodiné matematiky
na Gymnéziu, Jirovcova 8, Ceské Budéjovice. Do testovani se zapojili studenti posledniho

ro¢niku osmiletého gymnazia.

Studenti se shodli, Ze pracovni listy jim ulehéi praci pii hodinach a také bude mozné latku
pri vykladu nové latky. Nekteri studenti maji problém s prostorovou predstavivosti, ndazorna
ukazka jim muze pomoci lépe pochopit danou problematiku. Zaroven byly studenty uvedeny
také namitky. V pripadé pracovnich listu maji studenti obavy, ze se jim samostatné volné
listy mohou ztratit. Reseni pifklada promitané na plitno muze vést k tomu, ze studenti
budou vyckavat, az se objevi feseni, které si pak opisi, a nebudou mit snahu feseni vymys-
let sami. Dospélo se k zavéru, ze pti vyuce bude vhodné kombinovat vice metod. Pracovni
listy Ize vyuzivat i pro doméaci pripravu, testy a procvicovani a feSené priklady mohou byt

zvérejnéné na vyukovém serveru skoly a zpiistupnéné pro studenty.

Tuto bakalaiskou praci lze déle rozsitit o problematiku polohovych 1loh nebo téles. Priklady
jsou Teseny pouze pocetné, proto by bylo vhodné vytvorit také soubor prikladu, které budou

feSeny konstrukéné. V bakaldiské praci byly feseny zakladni typy tuloh, které se probiraji

v e/
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A Dotaznik pro ucitele a jeho vyhodnoceni

Dobry den,

jsem studentkou 3. roéniku matematiky a informatiky pro u€itelstvi na Pfirodovédecké fakulté
JCU. Zasilam tento dotaznik s prosbou o jeho vyplnéni. Tento dotaznik slouZi jako priizkum k
bakalafské praci, je ur€en pro ucitele matematiky na stfednich Skolach a je anonymni. Jeho
hlavnim cilem je zjistit, jakym zptisobem se vyucuji metrické ulohy ve stereometrii a co by
mohlo pomoci ke zlepSeni stylu vyuky. Na zaklad€ vysledkid bude navrzeno fe$eni pro usnadnéni
a zkvalitnéni vyuky.

Dekuji za spolupraci.

Lenka Krepsova

Otazka ¢islo 1

Typ stiedni Skoly:
gymnazium
stfedni odborna $kola

odborné ugiliste

Otazka ¢islo 2

Je vyuka stereometrie zahrnuta do u¢ebnich plani Vasi §koly?

-~
ano

{
ne

Otazka cislo 3
Jakym zpuasobem vysvétlujete problematiku metrickych uloh ve VaSich hodinach?
V3e znazoriiyji na tabuli

Pomoci prezentace, promitaciho platna, multimedialni tabule...

14

1

Mam ptipravené své materialy, které rozdavam studentim pfi hoding
Jiné:

Otazka dislo 4

Vyhovuje Vam Vas zpasob vyuky stereometrie?

~
ano

-~

nevim
~
ne

Otazka Cislo 5

Uvitali byste zménu, ktera by usnadnila vyklad stereometrie?

~
ano

-

nevim

33



ne

Otéazka cislo 6
Pouzivate pracovni listy pro vyuku stereometrie pro studenty?

6

ano

r
ne

Otdzka ¢&islo 7
Uvitali byste vytvoreni vyukovych listii pro studenty?
~

ano

-~

nevim

-
ne

Otézka Cislo 8

Pouzivate k vyuce metrickych tiloh matematicky software?

&
ano

i«
ne

Otaizka Cislo 9
Na tuto otizku prosim odpovézte, pokud SW pouzivate nebo o jeho pouZiti uvazujete. Jaky

~rooz

software pouzivite pro vyuku metrickych iloh?
2 GeoGebra

Mathematica

Cabri

Maple

Maxima

B S N B

Jiné:

Otazka cislo 10
Uvitali byste sbirku FeSenych p¥ikladi vytvofenou v matematickém softwaru pro nazorné
procvicovani problematiky metrickych tloh?
~
ano
nevim

ne
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1. Typ stiedni skoly

[y
o

[ R - T 7" B SR ¥ | B « ) BN B ¢ B (o]

gymnazium

stfedni odborna skola

odborné uilisté

2. Je vyuka stereometrie zahrnuta do ucebnich plani Vasi Skoly?

20
18
16
14
12
10

O N B &

ano

ne

35




3. Jakym zpusobem vysvétlujete problematiku metrickych aloh ve Vasich
hodinach?

14
12
10 +
8 -
6 ol
4
. -
0 T T T T
vie znazorfuji na pomoci prezentace, mam pfipravene jine
tabuli promitaciho platna,své materialy, které
multimedialni rozdavam
tabule studentdm pri
hodiné

4. Vyhovuje Vam Vas zpiisob vyuky stereometrie?

M ano
M nevim

E ne
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5. Uvitali byste zménu, ktera by usnadnila vyklad stereometrie?

M ano
H nevim

Ene

6. Pouzivate pracovni listy pro vyuku stereometrie pro studenty?

M ano

M ne

37




7. Uvitali byste vytvoieni vyukovych listd pro studenty?

Hano
M nevim

Ene

8. Pouzivate k vyuce metrickych uloh matematicky software?

M ano

M ne

38




9. Na tuto otazku prosim odpovézte, pokud SW pouzivite nebo o jeho pouziti
uvazujete. Jaky software pouzivate pro vyuku metrickych aloh?

14

12 4

10 +

10. Uvitali byste sbirku fesenych prikladua vytvorenou v matematickém softwaru pro
nazorné procvi¢ovani problematiky metrickych aloh?

M ano
M nevim

Hne
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B Dotaznik pro studenty a jeho vyhodnoceni

Dobry den,

prosim o vyplnéni tohoto kratkého dotazniku. Jsem studentkou 3. roéniku matematiky a informatiky
pro uéitelstvi na Ptirodovédecké fakulty JCU. Dotaznik Vém zabere maximaln& 5 minut a slouzi jako
prizkum k bakalat'ské praci. Je urcen pro studenty stiednich $kol a je anonymni. Jeho hlavnim cilem je
zjistit, jakym zplisobem se vyucuji metrické ilohy ve stereometrii a co by mohlo pomoci ke zlepieni
stylu vyuky. Na zakladé vysledkti bude navrzeno feSeni pro usnadnéni a zkvalitnéni vyuky.

Deékuji za spolupraci.

Lenka Krepsova

Jsem studentem ro¢niku.

1.

Jak probihala vyuka stereometrie (geometrie v prostoru) na Tvé Skole:

O ugitel nam v8e vysvétloval na tabuli, poté jsme poéitali piiklady

O latka byla vysvétlena pomoci prezentaci a nazornych ukazek na tabuli
O k vykladu byly pouzity vlastni materialy vyudujiciho

Osamostudium

[ jiny zptsob:

Byl/a jsi se stylem vyuky stereometrie spokojen/a?
[ ano

[(Ispise ano

[J spise ne

O ne

Uvital/a bych pracovni listy, abych nemusel/a neustale ptekreslovat télesa do sesitu;
O ano

Ospise ano

UspiSe ne

O ne

Béhem vyuky by bylo lepsi pouZit nazorné ukazky probirané 1atky pomoci vhodného
matematického programu:

[J ano

[(spise ano

[spie ne

[ne
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1. Jak probihala vyuka stereometrie (geometrie v prostoru) na Tvé Skole?

60
50
40
30
20
10
0
ucitel nam vie latka byla k vykladu byly  samostudium jiny zpasob
vysvétloval na vysvétlena pouzity vlastni
tabuli, poté jsme pomoci materialy
pocitali priklady  prezentacia vyuéujiciho
nazornych
ukazek na tabuli

2. Byl/a jsi se stylem vyuky stereometrie spokojen/a?

M ano
M spise ano
[ spise ne

Hne

41



3. Uvital/a bych pracovni listy, abych nemusel/a neustale prekreslovat télesa do
sesitu.

Hano
M spide ano
W spise ne

Hne

4. Béhem vyuky by bylo lepsi pouzit nazorné ukazky probirané latky pomoci
vhodného matematického programu.

M ano
M spise ano
i spise ne

Hne

42



C Pracovni listy
C.1 Odchylka primek, rovin
Ptiloha B obsahuje pracovni listy pro studenty, které slouzi k procviceni nasledujici latky:

e Odchylka dvou primek

e Odchylka piimek a rovin

Na prilozeném CD lze nalézt feseni v matematickém software GeoGebra s moznosti krokovani

postupu feseni.
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C.1.1 Odchylka dvou primek

Priklad 1 Je dana krychle ABCDEFGH se ¢tvercovou podstavou. Porovnejte odchylky

dvojic pifmek. Reste pocetné.

a) AF,CH a BE, DG

T
®
5

RN PR g R p——— '
‘-U

(@]

[ U U U R R — '
‘-U

_________ —_—————- S ey

Reseni:

b) AB,CE a BH, AD

I
@
i
@

o
o
T Ttk )

L T |

Resent:

44



a) dvou sténovych thlopticek (2 Feseni)

Resent:

b) dvou télesovych hlopiicek

L et R

Reseni:

45

Piiklad 2 Je dana krychle s délkou hrany a. Vypoctéte odchylku:




¢) sténové a télesové ihlopricky (2 feseni)

L e St |

Reseni:

46
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Priklad 3 Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABC DV, jehoz stény jsou rovnostranné troj-
uhelniky. Bod S je stfedem jeho podstavy, bod P je stfedem hrany AV. Vypocététe odchylku

primek:

a) BC,SV Resent:

b) AB,CV Resent:

47



Reseni:

d) BV,CP Resent:

e) SV,BP Resent:
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Piiklad 4 Je ddn pravidelny pétiboky hranol ABCDEA B'C'D'E’, jehoz boéni stény jsou
¢tverce. Vypoctéte odchylku piimek:

a) AB,DD’ Regen:

Reseni:

Resent:

49



Piiklad 5 V kvadru ABCDEFGH s rozméry |AB| = 6cm, |BC| = 3cm, |AE| = 8cm
je bod S stredem horni podstavy, body M, N po fadé sttedy hran AE a BF. Vypoctéte
odchylku primek:

a) BE,CG Resent:
Ho G
I o
|
E t F
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
M N
L | >
|
|
|
|
|
|
|
oo L
&
P
-z
iy B
b) EG,BD Resent:
He G
I o
|
E t F
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
M N
L | >
|
|
|
|
|
|
|
;p ______________ L e
r 4
'
z
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’

Seni:

Re

c) AE,BS

Senti:

Re

d) BM,NG
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’

Seni:

Re

e) AC,BH

’

Seni:

Re

f) AC,BS
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Pi#iklad 6 Podstavou kolmého trojbokého hranolu ABCA'B'C’ je rovnoramenny
trojihelnik ABC; |AB| = 3cm, |AC| = |BC| = 4cm,|AA'| = 4cm. Vypoététe odchylku

primek:
a) BA', BC' Resent:
A B
f

b) A'B', BC Resent:

53



¢) AB',BC

d) A'C,BC’

Resent:

Resent:

o4



Pi#iklad 7 Je dan pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA B'C'D'E'F';
|AB| = a = 2,5cm, |AA'| = b = 4cm. Vypoctéte odchylku:

/ ’ D~ e
a) DE',BD Resent:
E D
. I I
P : | B¢
: .
A' 1 B' 1
Il 1
1 1
1 1
: :
I 1
I [
1 1
1 1
I I
I I
I 'D
B )
//’ AY
- A
g C
Fa- »
A B
/ / D~ ’
b) BC',CF Resenti:
E D
. I I
P : | B¢
: .
A 1 B 1
Il 1
1 1
1 1
: :
I 1
I [
1 1
1 1
I I
I I
I 'D
B )
//’ AY
- A
g C
Fa- »
A B
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C.1.2 Odchylka piimek a rovin

Priklad 1 Je dana krychle ABCDEFGH. Vypoctéte odchylku rovin:

a) ABC,BDH
H
E i F
/,’.Ez ________
A B
b) ABE,ABH

¢) ABC, BEG
-H
E/ F
oa—
A B

Resent:

Resent:

Resenti:
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Piiklad 2 Body M, N, L jsou po tadé stredy stran BC,C'D,CG krychle ABCDEFGH.
Vypoctéte odchylku roviny ABC' a rovin:

a) MNG Resent:

]
I

E | F
| L
I
I
I
I
I
:
) N c

s e o -F-----
M
A B
b) BNL Reseni:

I
l

E : F
| L
|
1
]
]
]
:
\D N c

L EEEEEEE o -f-----
M
A B
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Piiklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH. Body P, Q jsou po radé stiedy hran BF, DH .
Body R, T déli hranu DH na tfetiny, bod T je blize bodu D. Vypoctéte odchylky rovin:

a) ACF,ACH Regen:
E .:R E
1:'Q
Iy
o
& .
A B
b) ACP, ACQ Resent:
E .:R 7
:’Q
3
a b
SRR c
A B
c) ACF,ACT Resent:
E .:R F
:+Q
W
! P
! [
AN R \C
A B
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Priklad 4 Vyska pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC DV je rovna délce jeho

podstavnych hran. Vypoctéte odchylku dvou protéjsich stén.

\

Resent:

Priklad 5 Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABC'DEFV. Délka jeho podstavnych hran
je a, vyska v = %a. Vypoctéte odchylku rovin ABC, ACV.

\4

Resent:
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Piiklad 6 Je dana krychle ABCDEFGH. Vypoctéte odchylku piimky p a roviny p.

a) p =< XY, p = ABC bod X je stredem hrany EH a bod Y je bodem hrany BF,
|BY | =|YF|=1:3

Resent:

b) p =< QR,p =+ ABE bod @Q je stitedem hrany BF a bod R je bodem hrany GH,

|HR| = §|GH|.
Resgent:
H -R G
: ! F
1
1
i
! g
- — — o
A/ B
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c) p=<> CE,p=« BDM bod M je stredem hrany CG.

Resent:

i
®

i e i o et i ),
=<
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Priklad 7 Odchylka télesové uhlopricky kvadru od roviny jeho podstavy je 45°. Urcete

vztah mezi jeho délkou, sitkou a vyskou.

Resent:
H G

I

|
E : F

I

I

I

|

:

I

| D C

A /

‘ 4

Piiklad 8 Jedankvidr ABCDEFGH,|AB| = 5cm, |BC| = 3cm, |AE| = 6cm. Vypoctéte
odchylku piimky BG a roviny BCE.

Resent:

m
e LT PR B
iy

Bl s ssosos s o —"
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Piiklad 9 Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABC' DV. Vypocitejte odchylku piimky BV
a roviny ABC), je - li:

a) odchylka ¢ piimky BV a piimky AB ¢ = 75°

Resent:

b) délka podstavné hrany 15cm a obsah trojihelniku AC'V = 127, 5cm?

Resent:
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c¢) délka vsech jeho hran stejna

Resent:

64



Priklad 10 Je dan pravidelny ctyistéen ABCD. Vypocitejte odchylku:

a) rovin dvou stén ¢tyfsténu

Resent:

b) piimky, kterd obsahuje hranu ¢tyfsténu, a roviny stény ¢tyisténu, kterd tuto hranu

neobsahuje.

Resent:
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Pi#iklad 11 Urcete délku tsecky A B, kterd je pravotihlym pramétem tsecky AB
do roviny g, je - li a odchylka pifmky AB a roviny o(0 < o < 37).

Resent:

Piiklad 12 V roviné p je ddna piimka p. Pifmkou p ved'te rovinu o tak, aby odchylka rovin
p a o byla 45°. Znézornéte na krychli: p =< ABC,p =< AC. Kolik ma tloha teSeni?

Resent:

L

G

/]

_________ —_—————

@)
(@]

Lt )
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C.2 Kolmost primek, rovin

Priloha C obsahuje pracovni listy pro studenty, které slouzi k procvic¢eni nasledujici latky:
e Kolmost piimek a rovin

Na prilozeném CD lze nalézt feseni v matematickém software GeoGebra s moznosti krokovani

postupu feseni.
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C.2.1 Kolmost primek a rovin

Priklad 1 Vyjmenujte dvojice hran krychle ABCDEFGH, které lezi v navzijem kolmych
mimobézkach uréenych vrcholy krychle. Které sténové thlopricky krychle jsou kolmé k téle-

sové uhlopiicce BH? Zduvodnéte.

H G

o] S

Resent:
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Piiklad 2 Body K, L, M, N jsou po tadé stiedy hran FH,C'D, AE, CG krychle
ABCDEFGH. Oveéite kolmost piimek a rovin.

a) <> HM,«+ EF b) <+ MN,+ BH
_H -G ‘H _G
K/ K/
E i F E E F
i N E N
Me i Me E
/ﬁ ______ P c PN U c
A B A B
Resent: Resent:
c) <> AL, BK d) < FH,+ ACG
-H _G _H .G
K7 K/
E i F E E F
i N E N
Me i Me E
/‘EZ ______ R I c PO ol c
A B A B
Regenti: Regenti:
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f) < AL,<» BFK

e) + LM, <> ACH

Me

’

Seni:

Re

’

Seni:

Re

h) <+ ACK,<» BDH

g) «<» BCE,+» DGH

Me

’

seni:

Re

’

seni:

Re

i) <> ALK, BDH

Me

’

Seni:

Re
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Piiklad 3 Bod M je sttedem hrany C'V pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC'DV. Ovéite

kolmost primek a rovin.

a) <> AC, < BV b) <» BM,«+ CD

Reseni: Reseni:

c) <> AD,<» CDV

Resent: Resent:
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Piiklad 4 Je dana krychle ABCDEFGH. Zobrazte ve volném rovnobézném promitani

patu kolmice vedené bodem F' k roviné BEG.

H G

N -

Reseni zndzornéte do obrazku.

Piiklad 5 Je danakrychle ABCDFEFGH bod M je sttedem hrany AB. Urcete patu kolmice

vedené:

a) bodem E k piimce HF b) bodem H k piimce CM

I
@
I
@

I Rt EEEEES |

>
<e

Reseni zndzornéte do obrazku.

L et EEEEES |

72
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Priklad 6 Rozhodnéte a zduvodnéte, zda pro libovolné primky p, ¢ a pro libovolné roviny
0,0, T plati:

(Muzete znazornit obrazkem.)

a) ploNolr=po| T

Reseni:

b) oloANolr = ol7

Resent:

c) ploNolo=pl o

Resent:

d) ploAplo=plo

Reseni:

e) ploApLlg=q|p

Resent:
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Piiklad 7 Jsou dany tfi navzajem rovnobézné primky k, [, m, které nelezi v jedné roviné.
Bod K je libovolny bod ptimky k£ a body L a M jsou paty kolmic ky, ks vedenych bodem K

po tfadé k piimkam [ a m. Dokazte, ze primka LM je kolmé k obéma piimkam [, m.

Resent:

Priklad 8 Popiste konstrukci roviny, ktera prochazi danym bodem a je kolma ke dvéma

danym ruzndm rovinam.

a) rovnobéznym b) ruznobéznym

Resent: Resent:
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Piiklad 9 Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete pravouhly prumét bodu B do roviny.

ResSeni zndzornéte do obrazku.

a) rovina ADH b) rovina ACG

7L
®
i
@

@)
(@

N
\
\
N
N
N
WP =
}
I
I
I
I
I
I
1
1
1
I
1
I
@
N
N
N
N
N
N

I
I
}
I
I
I
I
1
1

\
I
I
1
|

A B A B
a) rovina CDE b) rovina EDG
_H G H G
: :
5 | 2 E : F
: :
1 I
I I
I 1
1 I
I !
D 'D
A S A S
4 " g
// //
// /, /
A B A B
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Priklad 10 Je dana krychle ABCDFEFGH. Urcete pravoihly prumét piimky DF do ro-

viny. ReSeni znazornéte do obrazku.

a) rovina ABC b) rovina ADH

7L
®
i
@

@)
(@

N
%
N
e
8 1
N
L e S )
]
1
1
]
1
]
]
)
1
1
1
1
1
®
b
N
N
N
N
N

]
]
1
)
]
1
1
1
1

\
1
1
1
°

A B A B
a) rovina ACG b) rovina DEG
_H G H G
: :
5 | 2 E : F
: :
1 I
I I
I 1
1 I
I !
D 'D
A S A S
4 " g
// //
// /, /
A B A B
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C.3 Vzdalenost primek, rovin

Ptiloha D obsahuje pracovni listy pro studenty, které slouzi k procviceni néasledujici latky:

e Vzdalenost bodu od piimky a od roviny

e Vzdélenost primek a rovin

Na prilozeném CD lze nalézt feSeni v matematickém software GeoGebra s moznosti krokovani

postupu feseni.
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C.3.1 Vzdalenost bodu od primky a od roviny

Priklad 1 Je déna krychle ABCDEFGH s délkou hrany a. Vypoctéte vzdalenost bodu A

od primky:

a) DH Resent:
H G
|

E | F
I
I
I
I
|
I
'D
A—— —

//
//
T

A B

b) FG Resenti:
H G
|

E i F
I
I
I
I
|
I
I
D
A S

4
&
//
A B
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Reseni:

c) FH

ResSent:

d) BH

Cc
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Priklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH s délkou hrany a = 4cm. Bod M je stredem
hrany AB. Vypoctéte vzdalenost bodu G od primky H M.

Resent:

Priklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Bod X je bodem polopiimky
DC abod (' je sttedem tsecky DX. Dokazte, ze vzdalenost bodu X od piimky BH je rovna
délce tsecky BX.

Resent:

T R )
]
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Piiklad 4 Vsechny hrany pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC'DV maji délku a. Bod S
je sttedem podstavy, body M, N jsou po tadé stiedy tsecek AV a C'V a bod P lezi na tsecce
VS, |[VP|:|PS| =2:1. Vypoctéte vzdalenost bodu od piimky BC.

a) bodu § Resent:

b) bodu V Resent:

81



¢) bodu P Regen:

d) bodu N Resent:

82



Priklad 5 Podstavou kolmého ¢tyrbokého jehlanu ABC DV je obdélnik ABC' D s rozméry
|AB| = 4cm, |BC| = 3cm, vyska jehlanu je v = 5em. Vypoctéte vzdélenost jeho vrcholu
B, D od primky AV.

\

D C
S
B

Resent:

> ¢

Priklad 6 Bod M je sttedem hrany AV pravidelného Sestibokého jehlanu ABCDEFV |
|AB| = a,v = 2a. Vypoctéte vzdélenost bodu M od piimky AB.

\"

Resent:
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Piiklad 7 Je dana krychle ABCDEFGH a hranou délky a. Vypoctéte vzdalenost:

a) bodu B od roviny ACF Resent:
H G
E : F
|
I
|
S I
A B
b) bodu D od roviny ACH Resent:
|
E I F
I
|
JCR
A B
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¢) bodu F od roviny BEG

i

G

@)
(@)

N
N
N
.
N
N
®--—--—--1---—Y9
1
1
1
1
1
1
1
1
\
1
1|
]
1
®

>
oe}

d) bodu A od roviny BED

I

G

SR R p———— S ——— .
’-U
(@)

85

Resent:

Resent:



Priklad 8 Pravidelny ¢tyrstén ABC'D ma hranu délky a = 5cm. Vypoctéte vzdalenost
bodu D od roviny ABC.

Resent:

Priklad 9 Bod M je stiedy hrany EF krychle ABCDEFGH. Délka hrany krychle
a = 4cm. Vypoctéte vzdalenost bodu M od roviny ABG

H G

Resent:
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Piiklad 10 V pravidelném ctyrbokém jehlanu ABC DV je délka podstavné hrany a, vyska

jehlanu je v. Vypoctéte vzdélenost bodu B od roviny ACV.

Resent:
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C.3.2 Vzdalenost primek a rovin

Piiklad 1 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Body K, L, M, N, P, jsou
po fadé stiedy hran AB, BC, EH,GH, EF, FG. Vypoctéte vzdéalenost piimek:

a) BF a CG Resenti:
H N G
p
M
I
E L. P/
P
1
1
I
1
i
1
D
R s DC
‘ L
# K
A B
b) AH a BG Resent:
H N G
p
M
1
E = P
P
1
I
1
1
i
I
1
D
R R DC
L
7 K
A B
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’

seni:

Re

¢) KL a PQ

C

L

’

Seni:

Re

d) PQ a MN

C

L

Seni:

Re

e) MN a KL
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Pi#iklad 2 Pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA B'C'D'E'F' mé podstavnou hranu

délky a, jeho boé¢ni stény jsou ¢tverce. Vypoctéte vzdalenost primek:

- PN ,
a) ADa EF Resent:
F Ef
I 1
| I
5 : \P
: I
I 1
= ; ¢ 1
1 I
; i
I 1
1 I
Y S— 45
N D
B C

b) AS a BC', bod S je stiedem podstavy A’ B'C'D'E'F’

Resent:
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Priklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Body K, L, M, X,Y, Z jsou po
fadé stiedy hran AB, EF, EH, BC,CD, FG. Bod R je bodem hrany AD, |AR| = %a, bod S
je bodem hrany BC, |CS| = fa. Vypoctéte vzdalenost rovin.

a) ABC a EFG Resent:
H G
e
E | ol
L
- 4 P =
s
i X
A K B
b) paoc, Rep, Seo,plo|< ABE Resent:
H G
e
E ' Foe
L
- G ,C
s
R X
A K B
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Seni:

Re

¢) ABM a GHX

’

SEIlL:

Re

d) KLM a XY Z

C

Y
-0 ----2#

p X
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Priklad 4 Krychle ABCDEFGH ma hranu délky a = 5cm, body P,Q, R, U, V,W jsou
po tadé stredy hran AE, EF, FH, BC,CG,CD. Vypoctéte vzdalenost rovin:

a) PQRaUVW Resent:
H G
R

E =Q E

oV
Pe
w
Dy . -
U
A B

b) CFH a «, rovina « je s rovinou CF H rovnobézna a prochézi bodem V

Resent:

“O

oV

Pe

o=
o
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Priklad 5 Jsou dany dvé rovnobézné roviny « a 3. Najdéte mnozinu vSech bodu, pro které
pomeér vzdalenosti od roviny « a (3 je % Zobrazte ve volném rovnobézného promitani pomoci

kvadru ABCDEFGH, volte a =<+ ADE, =< ADE. Regeni znizornéte do obrazku.

m
R e s et o=
iy

o —"
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Priklad 6 V krychli ABCDEFGH s hranou délky a je bod M stiedem hrany AFE a bod
N stiedem hrany CG. Urcete vzdélenost pifmky M N od roviny DEG. Reste tlohu pocetné

pro a = 5cm.

:
1
E : F
: N
1
1
:
1
M 1
® : 5
c
7 N
A B
Resent:
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Piiklad 7 Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a, bod O je stiedem hrany AD,
bod P je stfedem hrany C'D. Vypoctéte vzdalenost mimobézek:

a) ABa FH Resenti:
I
1
E : F
]
1
1
1
1
1
:
1
1
D
e DC
o P
A B
b) BO a EG Resent:
:
1
E : F
]
1
1
1
1
1
:
1
D
R ] DC
s P
A B
c) BC a PG Resent:
:
1
E : F
1
1
1
1
1
1
:
1
D
R e S DC
¢’ P
A B
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Piiklad 8 Vrcholy pravidelného ¢tytsténu ABC'D s hranou délky a = 4cm jsou urceny
mimobézky AB a C'D. Vypoctéte jejich vzdalenost.

D

Resent:
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Piiklad 9 Je dén pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA B'C'D'E'F' s podstavnou hra-
nou délky a, boéni hrany maji délku 2a. Vypoététe vzdalenost mimobézek BB a A'F'.

Dl

D
AE |
-~ \
FX,’ /C
A B
Regeni:
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D Ukazkovy pracovni lista a jeho reSeni

Priklad 13 Je dan pravidelny ¢tyistén ABCD. Vypocitejte odchylku:

a) rovin dvou stén ctyfsténu

Resent:

b) pifmky, kterd obsahuje hranu ¢tyfsténu, a roviny stény ¢tyisténu, kterd tuto hranu

neobsahuje.

Resent:
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E Zavedené znaceni

P, Q

P, q

~ PQ

— PQ)

g

+ PQS

< Qp

< pq
£LPVQ

€, ¢
P=Q, P#Q
P=4¢DP#4q
p=0,pFo
I, 4
pNg=PFp

pNo=p
1

pLq
pLp
plo

|PQ)|

| Pq
| Ppl
pg]
|po]
APV Q)|
| £pq]
|<pp|
|£po|

body P, Q

piimky p, ¢

piimka PQ)

polopiimka PQ)

rovina o

rovina PQS

rovina QP

rovina pq

konvexni thel PV Q)

je/neni prvkem

bod P je/neni totozny s bodem )
piimka p je/neni totozna s ¢
piimka p je/neni totozna s o
je/neni rovnobézno

prusecik P piimek p,q

prusecnice p piimek p,q

je kolmo

piimka p je kolma k ptimce ¢
piimka p je kolma k roviné p
rovina p je kolma k roviné o

vzdalenost bodu P, ()

vzdalenost bodu P od ptimky ¢
vzdélenost bodu P od roviny p
vzdélenost rovnobéz. (mimobéz.) piimek p, ¢
vzdalenost rovnobéznych rovin p, o
velikost konvexniho thlu £ PV Q)
odchylka piimek p, q

odchylka piimky p od roviny p
odchylka rovin p, o
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