UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

Bayesovy prostory

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D.
Vypracovala: Bc. Renata Talska

Studijni program: N1103 Aplikovana matematika

Studijni obor Aplikace matematiky v ekonomii

Forma studia: Prezencni

Rok odevzdani: 2015



BIBLIOGRAFICKA IDENTIFIKACE

Autor: Renata Talska

Nazev prace: Bayesovy prostory

Typ prace: Diplomova prace

Pracovisté: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci prace: doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D.

Rok obhajoby prace: 2015

Abstrakt: Pravdépodobnostni hustoty predstavuji specialni piipad funkcional-
nich dat majici relativni charakter, zndmy z kompozic¢nich dat v mnohorozmérné
statistice. Cilem této diplomové prace je popsat specialni Hilbertovy prostory,
zvané Bayesovy, které umoznuji zachytit geometrické vlastnosti hustot. Nasledné
je metodika téchto prostorti vyuzita pri statistickém zpracovani hustot pomoci
funkcionalni metody hlavnich komponent. Diplomovéa prace téz zahrnuje aplikaci
na realna data.

Klicova slova: Hilberttuv prostor, funkcionalni analyza dat, bazové splajny, Ait-
chisonova geometrie, Bayesovy prostory, clr transformace, metoda hlavnich kom-
ponent, funkcionalni metoda hlavnich komponent

Pocet stran: 80
Pocet priloh: 0
Jazyk: cesky



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Renata Talska
Title: Bayes spaces
Type of thesis: Master’s

Department:
Department of Mathematical Analysis and Application of Mathematics

Supervisor: doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D.
The year of presentation: 2015

Abstract: Propability densities can be considered as a special case of functional
data carring relative information, known from compositional data in multivariate
statistics. The goal of this thesis is to descibe Hilbert spaces, called Bayes spaces,
which enable to capture special geometry of densities. Futhermore, methodology
of Bayes spaces will be used for statistical analysis of densities in case of functional
principal component analysis. The thesis involves also aplication to real-world
data.

Key words: Hilbert space, functional data analysis, basis spline, Aitchoson geo-
metry, Bayes spaces, clr transformation, principal component method, functional
principal component analysis

Number of pages: 80
Number of appendices: 0

Language: Czech



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci zpracovala samostatné pod vedenim
pana doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D. s pouzitim uvedené literatury.

V Olomouci dne 23. bfezna 2015



Obsah

Uvod

1

2 Data jako funkce
2.1 Statistické charakteristiky funkcionélnich dat . . . . . . . . ..
2.2 Reprezentace funkcionalnich dat . . . . . . ... .. ... ...
2.2.1 B-splajnova reprezentace . . . . . . . .. .. ... ...
2.2.2 Interpolace splajny . . . .. .. ... ... .......
2.2.3 Vyhlazujicisplajny . . . . . . ... ... ... ...
3 Hustoty jako funkce
3.1 Bayestuv prostor hustot . . . . . . ... ... ... ... ...
3.1.1 Geometrie spojitych kompozic . . . . . ... ... ...
3.1.2 Hilbertav prostor B%[a,b] . . . ... ... ... ...,
4 CLR transformace
4.1 Efekt clr transformace . . . .. .. ... ... .. ... ....
5 Metoda hlavnich komponent
5.1 PCA pro mnohorozmérna data. . . . . .. ... .. ... ...
5.2 PCA pro funkciondlni data (FPCA) . . . . . .. ... .. ...
5.3 PCA pro hustoty (SFPCA) . . ... ... ... ... ....
5.4 Simula¢ni studie - SFPCA pro hustoty patfici do rodiny exponen-
cialnich hustot . . . . . . . . .. .. ... .o
6 Realny priklad
6.1 Predstaveni a reprezentacedat . . . . . .. ... ... .. ...
6.2 SFPCA - aplikace na realnych datech . . . . . ... ... ...
Zavér
Literatura

Zakladni poznatky z funkcionalni analyzy

1.1 Normovany linearni prostor . . . . . . .. ... .. ... ...
1.2 Linearni prostor se skalarnim souc¢inem a Hilberttv prostor . . . .
1.2.1 Priklady Hilbertova prostoru. . . . . . . .. .. .. ..
1.2.2  Ortonormalni baze v Hilbertové prostoru . . . . . . ..
1.2.3 Fourierovy fady v Hilbertoveé prostoru . . . .. .. ..

10
11
12
13

15
16
19
20
22
27

29
30
31
40

44
45

51
51
54
o7

60

68
68
70

78

79



Podé&kovani

Rada bych podékovala predevsim svému vedoucimu diplomové prace panu
doc. RNDr. Karlu Hronovi, Ph.D. za obétavou spolupraci, cenné rady a cas, ktery
mi vénoval pri konzultacich. Za totéz bych rada podékovala pani RNDr. Jitce
Machalové, Ph.D., kter4 mi byla napomocné v oblasti numerické matematiky.
Nemohu opomenout ani svoji rodinu a blizké, kterym patii velky dik za plnou
podporu béhem mého studia.



Uvod

V mé diplomové praci se budu zabyvat problematikou Bayesovych prostort,
Hilbertovych prostort, které slouzi pro popis specialniho pripadu funkcionalnich
dat, a to pravdépodobnostnich hustot. Bayesovy prostory predstavuji jiny po-
hled na hustoty, jakozto na funkcionalni data nesouci pouze relativni informaci.
Respektovani relativniho charakteru hustot je klicovym bodem pro praci s timto
typem dat, ktery nasledné umoznuje jejich statistické zpracovani.

Prace je délena do Sesti kapitol, které jsou dale ¢lenény na podkapitoly. V prvni
kapitole si priblizime zakladni poznatky z oblasti funkcionalni analyzy dat, budou
objasnény pojmy vedouci k zavedeni Hilbertovych prostorti, které nasledné vyuzi-
jeme v kapitole tieti pti zavedeni vybérového prostoru a geometrické reprezentace
hustot. Druhé kapitola pojednava o funkcionalnich datech jako takovych, budou
zde vysvétleny souhrnné statistické charakteristiky pro ptfipad funkcionélnich dat,
které slouzi k jejich zakladnimu popisu. Ve druhé ¢asti druhé kapitoly se budeme
vénovat problematice reprezentace funkcionalnich dat pomoci Siroce pouzivaného
pristupu interpolace bazovymi splajny. V realném zivoté totiz neni mozné sledo-
vanim urcitych jevi ziskat spojité funkce, ty musime vytvorit z ¢asto velmi obsah-
lého souboru diskrétnich pozorovani majicich funkcionalni charakter. Nésleduje
kapitola tieti, jejiz soucasti bude i motivace, ktera vedla k zavedeni Bayesovych
prostorti. Bude zde predstavena specifickd geometrie hustot zobecnénim Aitchi-
sonovy geometrie, kterd respektuje relativni charakter mnohorozmérnych dat,
znamych pod nazvem kompozi¢ni data. Nasledné si ukazeme, Ze mnozina hustot
spolecné se zavedenou geometrii reprezentaci ma strukturu Hilbertova prostoru.
Ve ¢tvrté kapitole se budeme zabyvat clr transformaci, kterd ndm umozni pou-
ziti standardnich metod pro statistické zpracovani hustot. Funkcionalni metoda
hlavnich komponent, ve které bude zohlednéna metodika Bayesovych prostori,
bude obsahem kapitoly paté. Jeji soucasti bude i simulacni studie, kde si fun-
govani této statistické metody predstavime na souborech hustot pochéazejicich z
exponencialnich rodin, které jsou v soucasnosti hojné vyuzivany v praxi.

Teoreticka cast bude na vhodnych mistech doplnéna ilustrativnimi ptiklady.
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V zavéru prace se pak pokusim uplatnit ziskané teoretické poznatky pii statis-
tickém zpracovani souboru realnych dat, tvoreném pravdépodobnostnimi husto-

tami, za pomoci volné dostupného statistického softwaru R.



1. Zakladni poznatky z funkcionalni analyzy

V tvodni kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy z oblasti funkcionalni
analyzy, které pozdéji vyuzijeme pii popisu specidlnich linearnich prostori zva-
nych Bayesovy prostory. Pii tvorbé kapitoly byly informace cerpany zejména
2 [10], [11].

Ptipomenme si, ze mnozina X tvofi redlny linearni prostor, jestlize jsou na X

definovany operace s¢itani a nasobeni readlnym ¢islem spliujici dvé podminky:
1. Vzhledem ke sc¢itani je X komutativni grupa.

2. Vzhledem k nasobeni redlnym c¢islem plati nasledujici vlastnosti. Pro vSechna

x,y € X a o, € R mame:

[ ]
£}
+
=
Y
Il
Q
»
+
=
”

1.1. Normovany linearni prostor

Normovanym linedrnim prostorem rozumime kazdy linearni prostor X, ktery
je vybaveny normou, coz je funkciondl ||-|| : X — R, spliiujici pro kazdé x,y € X

a a € R podminky:
e ||x|| > 0, pfi¢emz ||x|| = 0 pravé kdyz x = 0,
o [|A-x]| = [A[-[Ix][
o [[x+yll <IxIl+llyll-

Poznamka 1.1 Funkcionalem, jednoduse fec¢eno, rozumime zobrazeni, které pri-
fazuje funkci ¢islo. Odtud vzesel i ndzev této matematické discipliny jakozto funk-

cionalni analyza.



Definice 1.1 (Izomorfni a izometrické zobrazeni) Necht X aY jsou redlné
linearnt prostory. X a'Y nazveme izomorfni, jestliZe existuje prosté linedrni zob-
razeni T : X — Y, které zachovdvd operace sc¢itani a nasobeni redlnym cislem.
Pokud navic zachovavd © normu prvki, pak T nazyvdme izometricky izomorfnim

zobrazenim X naY.

Pozdéji se seznamime s Hilbertovymi prostory, kde 7" bude zachovavat i skalarni
soucin.

Normované linearni prostory, které jsou navic uplné, nazyvame Bachanovy
prostory. Pricemz tplnosti rozumime, ze kazda cauchyovska posloupnost prvki

z tohoto prostoru konverguje vzhledem k dané normé k prvku z tohoto prostoru.

1.2. Linearni prostor se skalarnim souc¢inem a Hilbertuv
prostor

Linearni prostor X, na némz je definovany skalarni soucin, nazveme linedrni
prostor se skaldrnim soucinem, oznacovany téz jako pre-Hilbertiv prostor. Piitom
skalarnim soucinem rozumime funkcional (-,-) : X x X — R spliiujici pro vSechna

x,y,z € X a a € R podminky:
e (x,x) >0, pficemz (x,x) = 0 pravé kdyz x = 0,
e (xy)=(y,%),
e Axy)=A-(xy),
e (x+vy,2) = (x,2) +(y,z).

Norma definovand pomoci skalarniho souc¢inu, ||x|| = /(x,x), je pak normou
na tomto prostoru, nazyvana téz jako norma indukovana skalarnim soucinem.
Nésledné je-li norma v Bachanové prostoru indukovana skalarnim soucinem,

pak tento prostor nazveme prostorem Hilbertovym.

Poznamka 1.2 Zavedeni Hilbertova prostoru umoznuje mérit thly a vzdalenosti
mezi prvky z lineadrnich prostord nekonecné dimenze, jako naptiklad v prostorech

nekonecnych posloupnosti ¢i funkci.
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1.2.1. Priklady Hilbertova prostoru

e Prostory R"

Prostory vsech n-tic, na nichz je definovan skalarni souc¢in danym vztahem

<X7 Y> = sz " Yi,
=1

tvori Hilberttv prostor konecné dimenze.

e Prostor [?
Prostor vSech nekoneénych posloupnosti reélnych ¢isel x = {z;},-,, jejichz

soucet druhych mocnin absolutnich hodnot je konecny, tj.

o
D il < oo,

=1

spolu se skalarnim soucinem

(x,y) = sz "Yi
1=1

tvori Hilbertoviv prostor nekoneéné dimenze.

e Prostor L?[a, b]
Uvazujme prostor Lebesgueovsky méfitelnych funkei z [a,b] — R, které

jsou integrovatelné s kvadratem na [a, b], tj. integral

[ irora

existuje a je konecny. Pak tento prostor funkci, na némz je definovany ska-

larni soucin jako

(f. )y = / 7 () g(t)dt,

11



tvori Hilberttiv prostor nekonecné dimenze. Norma indukovana timto ska-

larnim soucinem je déana vztahem

1£lls = /U £y = \//abf(t)f(t)dtz \//abfu)?dt

a vzdélenost d dvou funkci f a g z L? [a, b] uréime pomoci normy nasledovné

B (F,9) = I = glla = /(f 9.1 — 9), = \// (F (1) — g (1) dr.

Skalarni sou¢in nam umoznuje na prostorech se skalarnim soucinem, tedy
i Hilbertové prostoru, ur¢it kolmost (ortogonalitu) prvki. Pti¢emz plati, ze kazdy
prvek je kolmy na nulovy prvek v daném prostoru. Uvazujme mnozinu nenulovych
prvku {x;,7 € I} z Hilbertova prostoru, kde I zna¢i indexovou mnozinu. Pak tuto

mnozinu nazveme ortogonalni, plati-li pro

\V/’l#.] <XZ‘,XJ'>:O, Z,jEI
Je-li navic ||x;|| = 1 pro kazdé i € I, pak tuto mnozinu nazveme ortonormalni.
V ptipadé, Ze I je spoCetnd, hovotime o {x;,7 € I} jako o posloupnosti.

Poznamka 1.3 Kazdou ortogonalni mnozinu lze pfevést na mnozinu ortonor-

malni podélenim kazdého prvku pfislusnou normou.

1.2.2. Ortonormalni baze v Hilbertové prostoru

Mnozina {e;,i € I} prvkt z H tvoii ortonormdlni bazi prostoru H, jestlize

1. vSechny prvky béaze jsou navzajem kolmé a maji jednotkovou délku, tzn.

jsou ortonormalni,

2. linearni obal béaze je husty v H (uzavér linedrniho obalu je roven H).

Z druhé podminky vyplyva, ze libovolny prvek lze zapsat jako soucet nekonecné
fady a diky ortogonalité bude toto vyjadieni jediné. Druhou podminku Ize ekvi-
valetné vyjadfit jako pozadavek na aplnost mnoziny {e;,i € I}, kterou pfiblizuje
nasledujici definice.
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Definice 1.2 (O uplnosti) NechtH je Hilbertiv prostor. O mnoziné {x;,i € I}
proki z H tekneme, Ze je uplna, jestlize jediny prvek z € H, ktery je kolmy
ke vsem prvkim uwvaZované mnoziny, je nulovy prvek. (Posloupnost {x;,i € I}
je uplna, jestlize z podminky (z,x;) = 0 pro vSechna i € I a néjaké z € H

plyne, Ze z =0).
Veéta 1.1 V kazZdéem Hilbertovée prostoru existuje ortonormalni bdze.

Casto se vyzaduje, aby byl Hilbertéiv prostor separabilni. Separabilitu nam

objasni nasledujici definice.

Definice 1.3 Separabilnim Hilbertovym prostorem rozumime Hilbertiv pro-
stor, na nemz existuje nejuyse spocetnd mmnozina prvku e; takovd, Ze libovolny

prvek x lze vyjddrit jako linedrni kombinaci x = )., a;e;.

Véta 1.2 Necht Hi a Ho jsou separabilni Hilbertovy prostory nekonecné di-

menze. Potom jsou izometricky izomorfni.

Dilezitym disledkem véty 1.2 je, ze kazdy separabilni Hilberttv prostor je

izometricky izomorfni s /2. Tento poznatek néasledné vyuZijeme ve tieti kapitole.

1.2.3. Fourierovy fady v Hilbertové prostoru

Nyni si uvedeme zakladni pojmy z teorie Fourierovych fad v Hilbertové pro-

storu ‘H a dtlezitd tvrzeni, kterd pozd€ji vyuzijeme.

Definice 1.4 UvaZujme ortonormdini posloupnost nenulovych proki {e,} ~, €

H. Necht x =3 " aye,, kde a, € R. Potom ¢isla
a, = (x,e,), neN

nazveme Fourierovymi koeficienty prvku x vzhledem k ortonormdalni posloup-

nosti {e,}. - .
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Definice 1.5 Uvazujme ortonormdini posloupnost nenulovych proki {e,},~, €

H, x € H a Fourierovy koeficienty a,, z definice 1.4. Potom Tadu

Z ane, = Z (x,e,) e,

n=1 n=1
nazveme (abstraktni) Fourierovou Tadou prvku x v prostoru H vzhledem k or-

tonormalni posloupnosti {e,} .

Véta 1.3 Necht {e,} -, je ortonormalni posloupnost prvki z H, x € H a necht

a, jsou Fourierovy koeficienty z definice 1.4. Potom
e Fourierova tada Y " | ane, vidy konverguje k néjakému proku z € H,

e vidy plati Besselova nerovnost: 3.°° |a,|” < ||Ix||?,

o0

e Parsevalova rovnost 320 |a,|” = ||x||* plati prave tehdy, kdyix = 320 anep.

Poznamka 1.4 Parsevalovu rovnost lze psat v souladu s definici 1.4 ve tvaru

[e.9]

2 2
Yo lxen” =],
n=1

kterda nam takto pripomina znamou Pythagorovu vétu.

Véta 1.4 Necht {e,} -, je ortonormdini posloupnost prvki z H. Pak ndsledugict

turzent jsou ekvivalentni:

e {e,} 7~ tvori ortonormalni bazi na H,

[e.9]

e pro vSechna x € H plati Parsevalova rovnost vzhledem k {e,}

e x=73 " (x,e,)e, pro kazdé x € H.
Posledni tvrzeni tika, ze kazdy prvek x € H lze rozvést ve Fourierovu fadu

vzhledem k {e,} ;.
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2. Data jako funkce

Casovy pribéh meteorologickych dat jako je teplota, tlak, thrn srazek, déle
vyvoj télesné vysky nebo vahy c¢lovéka, ptipadné vyvoj cen cennych papiri na bur-
ze cennych papirti v zavislosti na case, jsou jen nékteré z mnoha ptripadi, kdy je
zcela prirozené takova vstupni data brat jako funkciénalni. Funkcionalni ana-
lyza dat, krdtce FDA (functional data analysis), je obor matematické statis-
tiky, ktery zpracovava informace o datech majicich funkciondlni charakter [12].

Jeji cile se shodujici s cily ostatnich statistickych metod:
e snazi se reprezentovat data zptisobem, ktery napomtize jejich dalsi analyze,

e usiluje o takové zobrazeni dat, které nam pomtze odhalit jejich dilezité
vlastnosti. Napriklad zobrazenim druhyjch derivaci napozorovanych funkci,
které popisuji vysku jednotlivych divek v rtiznych letech, mtizeme odhalit,
ve kterych letech doslo u divek k nejrychlejsimu ristu nebo naopak, kdy se
rychlost riistu zacala zpomalovat. Cim# dostaneme dodateénou informaci
o datech, kterou bychom neméli k dispozici, pokud bychom data analyzovali

pomoci mnohorozmérych statistickych metod,
e zkouma zdroje variability mezi daty apod.

S nastupem vykonnéjsi pocitacové techniky, ktera je potiebné k casové na-
roénym vypoctum, zaznamenala FDA zejméne v poslednich letech velkého roz-
machu. Ve této kapitole si nejprve priblizime zakladni pojmy z popisné statistiky
pro ptipad funkcionalnich dat, a to statistické charakteristiky miry polohy a va-
riability. V druhé ¢asti pak prejdeme k problematice reprezentace funkcionélnich
dat a popiSeme si proces jejich ziskavani, nebof v praxi neméame k dispozici sou-
bor pozorovani, ktery je tvofen pfimo funkcemi. Namisto toho obsahuje diskrétni

pozorovani, ktera jsou métena v riznych casovych okamzicich.
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2.1. Statistické charakteristiky funkcionalnich dat

Miry polohy pro funkciondlni data [12] ndm davaji informaci o tom, kde se
koncentruji hodnoty méfené veli¢iny (teploty, thrnu srazek apod.) v jednotlivych
casovych okamzicich pres cely soubor pozorovani. Funkcionalni aritmeticky pri-
bér je nejcastéji pocitanou statistickou charakteristikou polohy, ktera je zalozena
na myslence stejného prispévku jednotlivych statistickych jednotek na spolecné
prumeérné hodnoté v case t. Méli bychom mit na paméti, Ze jeho hodnoty mohou
byt silné ovlivnény odlehlymi pozorovanimi, tj. naméfenymi hodnotami velic¢iny,
které jsou oproti zbyvajicim naméfenym hodnotam v case ¢ prili§ velké ¢i malé.

Méjme funcionalni ndhodny vybér X, ..., X, v L? [a, b]. V¥bérovym aritme-
tickym priimérem pak rozumime funkci proménné ¢ € [a,b] z L? [a,b] danou

pro realizaci tohoto vybéru vztahem

:E(t):%in(t).

Geometricky pramér [7] patii mezi neméné pouzivanou miru polohy. Jevi
se vyhodny zejména v situacich, kdy méa vécny smysl pocitat souc¢in mezi hodno-
tami méfené veli¢iny v case t. Je dobré si uvédomit, jaky je jeho vztah k aritme-
tickému priméru, nebot plati, Ze logaritmus z geometrického priiméru je roven
aritmetickému primeéru zlogaritmovanych hodnot veli¢iny naméfené na jednotli-
vych statistickych jednotkach.

Pro n napozorovanych funkei x1(¢),...,z,(t) uréime geometricky prumeér

ze vztahu

T(t)= o (t) ...z, (t) =

K uréeni miry koncentrace (rozptyleni) hodnot kolem odhadnuté miry polohy
nam slouzi charakteristiky variablity, zejména rozptyl a smérodatna odchylka.

Méme-li k dispozici funkcionalni ndhodny vybér v L? [a, b] o rozsahu n, definujeme
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vybérovy rozptyl jako funkci s (t) s hodnotami

£0) = —= Sl ) (0]

a vybérovou smérodatnou odchylku s (t) = /s? (t), tj.

Pti statistickém zpracovani dat je dilezita znalost miry zavislosti mezi nameé-
fenymi hodnotami. Zde ptijde o to urcit, jak spolu souvisi hodnoty jednotlivych
pozorovani x;(t1) a x;(ty) v Gasovych okamzicich t; a to. K uréeni kovariance mezi
funkénimi hodnotami x;(t1) a z;(t2) v ¢ase t; a ty slouzi kovarianéni funkce
o(t1,t2). Odhadneme ji pomoci vybérové kovarianéni funkce v (¢1,t2) jako

1 n
v(t1,t2) = — [2; (t1) — @ ()] [ (t2) — @ (£2)] .-
i=1
Pro pripad, kdy jsou ¢asové okamziky ¢, a t5 totozné, prechéazi kovarianéni funkce

ve vybérovy rozptyl, coz mizeme jasnéji vidét naslednym dosazenim do vztahu

n

v (ty,t1) = % ‘ [z (t1) — T (1)) [ (1) — 74 (1)) =

n

D () =z (0))* =5 (1)

1=1

n—1

Kovarian¢éni funkce se zobrazuje nejcastéji v podobé 3D grafti nebo pomoci
rovinnych grafii, v némz rizné trovné kovarian¢ni funkce mohou byt rozliseny
pomoci kontur ¢i barev. Predpokladejme, Zze mame k dispozici data mérené v ca-
sovém intervalu [0, 7]. Pak hodnoty v takovém grafu odpovidaji hodnotam ko-
varian¢ni funkce, kterd je spoc¢tena pro vSechny mozné kombinace casu [t1, 2]
z kartezského souc¢inu [0,7] x [0,7], kdy na thlopfiéce (diagondle) dostdvame

hodnoty varian¢ni funkce, které odpovidaji hodnotam kovarian¢ni funkce v case
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tiat;prot = j. Je zfejmé, Ze pro urceni celkové informace o kovariancni strukture
dat bychom si vystacili pouze s jednou polovinou grafu (nad/pod diagonélou),
plati totiz v (t1,t2) = v (t2,t1).

ktera je ocisténa od vlivu rtizného méfitka. Nabyva hodnot z intervalu [—1,1],
kdy krajni hodnoty vypovidaji o linearni zavislosti mezi namérenymi hodnotami
v Case t1 a ty. Jelikoz v ramci FDA je soubor pozorovani ziskan méfenim jedné ve-
li¢iny ve stejnych jednotkéach, korela¢ni funkce zde ztraci na vyznamnosti. To ne-
bude ale platit v pfipadé, kdy budeme chtit kvantifikovat zavislost a silu line-
arniho vztahu mezi dvéma rtznymi veli¢inami méfenych v riznych jednotkach.
Diskutovanou charakteristiku ziskdme podélenim vybérové kovariancni funkce

prislusnymi rozptyly ve tvaru

(it v(tt)
r(tt) = s2 (t1) - s2 (t2) s (t1) - s(t2)

Vyse uvedené vztahy mtizeme vnimat jako jistou funkcionalni obdobu varianc¢ni
a korela¢ni matice v mnohorozmérné statistické analyze dat.

Korelacni funkce se zobrazuje stejnym zpusobem jako kovarianéni funkce.
Proto i nyni predpoklddejme, ze mame k dispozici data méfené v ¢asovém inter-
valu [0, T]. Hodnoty v rovinném grafu néasledné odpovidaji hodnotdm korela¢ni
funkce, kterd je spoctend pro vSechny mozné kombinace ¢asu [t1,t2] z [0,7T] X
[0,7]. Na thlopfic¢ce (diagonale) dostavame korelace rovny 1, které odpovidaji
korelacim mezi stejnymi hodnotami, tj. hodnotami méfenymi v casovém oka-
mziku ¢ = t; = to. Sméry kolmé na thlopficku (obsahujici jednotkové korelace),
pak vypovidaji o tom, jak rychle se korelace méni, kdyz dochazi k postupnému
navysovani rozdilu mezi ¢asovymi okamziky. Zfejmeé opét celou informaci vycteme
z poloviny grafu (nad/pod diagonalou), nebot r (t1,t3) = 7 (t2, t1).

Nakonec se zminime jesté o kiizové kovarian¢ni a krizové korelacni funkci.
Jak uz bylo feceno diive, zejména druhou charakteristiku lze vyuzit v piipadé,
kdy chceme matematicky vyjadrit zavislost mezi namérenymi hodnotami dvou
veli¢in.
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Necht (X1,Y7),...,(X,,Y,) je dvourozmérny funkciondlni nédhodny vybér
z L*[a,b] x L?[a,b]. Tésnost linedrniho vztahu hodnot n napozorovanych dvo-
jic funkei (zq (t),y1 (t)),..., (zn(t),yn (t)) v Case t; a to, lze kvantifikovat jak

pomoci kFizové kovaria¢ni funkce,

n

Z [2; (t1) — 2 (0)] [yi (t2) — 3 ()],

=1

U(tl, tg) =

n—1

tak i pomoci kFizové korela¢ni funkce

U(tl,tQ) . ’U(tl,tg)
s2(t) - 2 (t)  s(t)-s(ta)

’l"(tl, tg) =

2.2. Reprezentace funkcionalnich dat

Sledovanim jevt v realném zivoté nelze ziskat funkcionalni pozorovani v po-
dobé spojitych funkci, nebot bychom museli mit k dispozici nespocetné mnoho
pozorovani. Funkcionalnimi daty rozumime pro danou funkci N takovych dvojic
(fi,t;), mezi nimiz je néjaky funkcionalni vztah. Uvazovanou situaci lze popsat

pomoci nasledujictho modelu
fzzx(tz)+€lv 7::17"‘7N7

kde navic uvazujeme i chybu v modelu a pfedpokladame, ze funkce x(t) je hladka
ve smyslu existence spojitych derivaci az do urc¢itého fadu. V ptipadé velkych
skoktl v po sobé jdoucich naméfenych hodnotach f; bychom totiz tato data vni-
mali spiSe jako mnohorozmérna nez jako funkcionalni.

Proces ziskavani funkci z naméfenych dat nazveme interpolaci v pripadé,
Ze naSe pozorovani neobsahuji chybu. Jinak mluvime o aprozimaci a prevod dis-
krétnich dat na funkce miize zahrnovat i vyhlazovani, o kterém se muzete vice
docist v [12]. Pro stanoveni téchto funkci pouzijeme metodu linedrnich kombi-
naci bazovych funkci {¢1,..., ¢k}, o kterych pfedpokladame, Ze jsou vzajemné
linearné nezavislé a pomoci nichz lze volbou dostatecné velkého K danou spo-

jitou funkci aproximovat s pfedem stanovenou ptesnosti. Funkci x(t) rozvineme
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pomoci téchto systémt jako

K
2(t) = crpr,
k=1

kde ¢ jsou zndmé bazové funkce a (cy,. .., cx) je vektor neznamych koeficienti.

K nejpouzivanéjsim systémtim bazovych funkci patii systémy Fouerierovy,
které se typicky pouzivaji pro periodicka data, a pro nas zajimavéjsi bazové splaj-
nové systémy, B-splajny, pouzivané zejména pro neperiodicka data, kterymi se
nyni budeme zabyvat podrobnéji [3], [9].

Ptistup bazovych splajni je velmi oblibenym néastrojem pro reprezentaci dat
zejména proto, ze umoznuje zachytit i slozité pribéhy v rozsahlych datovych sou-
borech. Podrobné si nyni projdeme problematikou interpolace pomoci B-splajni
a v zavéru kapitoly se pouze okrajové zminime o vyhlazovacich splajnech, které
jsou jakymsi kompromisem mezi interpolaci pomoci B-splajnti a aproximaci dat

metodou nejmensich ¢tverct vyuzivajici B-splajny.

2.2.1. B-splajnova reprezentace

Interpolacni splajn je funkce, ktera je po ¢astech polynomem nizsiho stupné,
jejiz jednotlivé Casti na sebe navazuji dostatecné hladce. Ozna¢me symbolem A\
rostouci posloupnost g + 2 uzld, tj. a = Mg < A\ < ... < Ay < b = Ag4q,
a dale pomoci si(t) polynomicky splajn definovany na kone¢ném intervalu [a, b]

s vlastnostmi

e 5;(t) je na kazdém intervalu [A\;, A\j11],4 =0,1,...,g—1, polynomem stupné

nejvyse k,

o s.(t) € CF 1[N\, Nisraa], tzn. si(t) ma v uzlech \; spojité derivace az do

radu k£ — 1.

Linedrni prostor splajnt stupné k£ > 0 definovanych na [a, b] na siti uzld A\,

budeme znacit pomoci S& [a, b]. Jeho dimenze je rovna

dim S [a,b] =k + g + 1.
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Obecné totiz mame g+1 podintervald, odtud (k+1)(g+1) nezndmych koeficienti.
Protoze ale jednotlivé ¢asti interpola¢niho splajnu véetné (k — 1) jeho derivaci
na sebe musi v sousednich uzlech navazovat, mame k podminek spojitosti ve
v8ech vnitfnich uzlech, tzn. kg podminek spojitosti (g je pocet vnitinich uzld),

které musime odecist. Celkové tedy mame
(k+1)(g+1)—kg=g+k+1

parametri.

Kazdy splajn si(t) 1ze tedy jednoznacné vyjadiit jako linedrni kombinaci né-
jakych g + k + 1 bazovych funkci. V této praci budeme pracovat s B-splajnovou
bazi. Na dané siti uzla A\ lze ale zkonstruovat pouze g + 1 — k lineadrné nezavis-
Iych B-splajnt. Abychom ziskali vSechny B-splajny, je potfeba rozsifit danou sit

uzlit A\ o 2k uzli, které spliuji podminku
Ak < Ap <0< ), Ag+1 S Agp2 <o < Akt

My budeme nadéle pracovat s takovou rozsifenou siti uzli, kdy se pridané uzly

budou rovnat Ay a Agq1, tj.

)\_k - )\_k_;,_l — ... = )\0, )‘g-i-l - >\g+2 — ... = >\g+k’+l~

Potom kazdy splajn si(t) € S& [a, b] 1ze jednoznaéné vyjadiit jako

selt) = 37 BB (D), (1)

i=—k
kde vektor b = (b_y, . . ., bg)' nazyvame vektorem B-splajnovych koeficienti splajnu
si(t). Funkce BFt'(t) nazjvame B-splajny stupné k na siti uzldt A;, ..., Aijgs1

s vlastnostmi

1. nezapornost

BFfY(t) >0, pro viechna t€ R,
2. nosicem BFt1(t) je interval [\;, \ipri1], tj.
leﬁ_l(t) =0 pro t ¢ [)‘h >‘i+k+1] )
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3. B¥Y(t) je na kazdém intervalu [A;, \iy1],4 = 0,1,...,g — 1 polynomem

stupné nejvyse k.

Disledkem druhé vlastnosti je tvrzeni, Ze na [A;, Ai11] je celkem k + 1 nenulovych

B-splajni B (t).

Piiklad 1 Urcete bézi prostoru kubickych splajnit S5** [0, 7] na ekvidistantn{ siti
uzlt At ={0,1,2,3,4,5,6,7}.

Reseni. Protoze na této siti uzlti nelze sestrojit vech g +k+1=6+3+1 =10
B-splajnii, je potfeba danou sit rozsifit o 6 uzli. Vyslednou bazi na rozsifené siti
uzla {0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,7,7,7, 7} muzeme vidét na obrazku 1. o

Vsimnéte si, ze vSechny tfi vyse zminéné vlastnosti zde opravdu plati. Kazda
ze CtyT bazovych funkci uprostied je kladna pouze pres ¢tyti sousedni podintervaly
a diky ekvidistantni siti uzli maji také stejny tvar. Naopak t¥i bazové funkce
vlevo a tii bazové funkce vpravo se nasledkem nasobnosti prislusnych uzl svymi
tvary lisi. Nicméné stéle plati, ze zadné z nich neni kladné pres vice nez Ctyti
sousedni podintervaly. Protoze kubické splajny maji k —1 = 2 spojitych derivaci,
kazdé z bazovych funkci vytvaii hladky prechod v misté, kdy dosdhnou nulovych
hodnot.

2.2.2. Interpolace splajny

Necht je dana ekvidistantni sif bodt interpolace ¢; a funkéni hodnoty v téchto
bodech f(t;) pro j = 0,1,...,g+ 1. Ukolem je najit interpolaéni splajn si(t) €
S2 [a, b] ve tvaru si(t) = Y7, b;BFT(t) splijici v bodech ¢; podminky inter-

polace

s(t;) =Y b;BITH(t;) = f(t;) proviechna j=0,1,...,9+1, (2

i=—k
kde b; jsou neznamé koeficienty. Abychom mohli danou soustavu linearnich rov-
nic zapsat v maticovém tvaru, je potfeba nadefinovat dilezity pojem kolokac¢ni

matice, o které pojednava nasledujici definice.
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1.0

0.8

B-splajnovéa baze B(t)
0.4

0.2

0.0

Obrazek 1: Deset bazovych funkci, které tvori linearni prostor vsech kubickych splajnti

definovanych na [0, 7]. Svislé ¢arkované piimky odpovidaji Sesti vnitinim uzlam.

Definice 2.1 Necht je ddn vektor bodi interpolace t = (t1,...,t,) a necht
g . . s 1 .

{Bf“(t)}i:_k je B-splajnovd bdze SP* [a,b]. Pak

BMH(ty) - BEFL(t:)
Crii(t) = U c Rmotk+1
B () -+ BESM (L)

nazveme kolokacni matici.

Pomoci koloka¢ni matice z pfedchozi definice lze soustavu (2) psat ve tvaru
sk(t) = Cra(t)b =,

kde si(t) = (sx(t1), ..., sk(tn)). Jednoznacnost feseni této soustavy a tedy i jed-
noznacnost hledaného interpolacniho splajnu zalezi na regularité matice této sou-
stavy, tj. na koloka¢ni matici Cg1(t).

Uvazujeme-li g+ 2 podminek interpolace, z celkové poctu parametria g+ k+1
nam po jejich odecteni zbyva volnych k — 1. Pro kubické splajny (tedy k& = 3)

méame praveé dva volné parametry, které 1ze volit nékolika zplisoby. V této praci
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pouzijeme takové podminky, které povedou na tzv. prirozené kubické splajny.
V dodate¢nych podminkéch budeme proto pozadovat, aby druhéd derivace in-
terpola¢niho kubického splajnu v krajnich bodech intervalu [a,b] byla nulova.
Abychom byli schopni tyto podminky pouzit, je potfeba si nejdfive uvést par vét
k derivacim splajnt.

Prol € {1,...,k—1} je I-ta derivace splajnu s,(t) € Si*[a,b] splajnem
stupné s;,_; € SR [a, b] na stejné siti uzlit AX. Podle [9] 1ze I-tou derivaci splajnu

maticové zapsat ve tvaru
s (t) = Crara(t)b,
kde b® € R9t*¥+1-! yréime pomoci
b =D, L;b""Y =D/L,...D;L;b =Sb

sb=b0. 8, =DL,...D;L; € RItFt1-Lothtl je horni trojuhelnikova matice

s plnou fadkovou hodnosti, D; € RIT*H1-5:97++1 je diagonalni matice
Dj = (k + 1-— j) diag(d_k+j, Ce ,dg),

kde prvky d; pro vSechna i = —k + j, ..., g ziskdme dosazenim do

1

di= ————
Aitkt1—j — A

a dvojdiagonalni matice L; je ve tvaru
L. — — c RYITkH1—jgth+2—j
-11

Priklad 2 Vykreslete graf pfirozeného kubického interpola¢niho splajnu pro pie-
depsané body interpolace t = {0, 1,2, 3,4,5,6, 7} a funkéni hodnoty £ = {2, 3, 3.5,
2.5,1,2.5,2,3}.
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Resent. Jelikoz nemame zadanou sif uzlt splajnu, vyvstava otézka, jak ji urcit.
V této praci ji budeme volit vzdy shodnou s body interpolace. Odpovidajici roz-
Sifend sif uzli pak odpovida uzlim z piikladu 1. Hledany splajn musi spliiovat

podminky interpolace, tj.
6
ss(ty) = > biBNt;) = f(t;) pro j=0,...7,
i=—3
a dodatecné podminky ve tvaru séQ)(a) = séQ)(b) =0 tj.
2 2
57(0) = 47(7) = 0.
Provedeme nasledujici kroky v softwaru R [0], [13] s vyuzitim knihovny fda:
1. Vygenerujeme rozsifenou sit uzld A\.

2. Vytvorime B-splajnovou béazi baze3 kubickych splajnit pomoci ptikazu cre-
ate.bspline.basis majici tfi vstupy rangeval, nbasis a norder, tj. de-

fini¢ni obor, pocet a fad B-splajnii.

3. Spocteme koloka¢ni matici C4(t). Piikaz eval.basis, vstupy body inter-

polace a sestrojend baze z druhého kroku.

4. Okrajové podminky: siz)(a) = Cy(a)Ssb=0a siz)(b) = Cy(b)Sab = 0, kde
Cs(a) a Cy(b) znadi piislusny radek kolokac¢ni matice.
e Spocteme matice Do, Lo, D1, Ly, ¢imz ziskame matici S,.

e Vytvorime B-splajnovou bazi bazel linearnich splajnti pomoci pfikazu

7 kroku 2.

e Spocteme kolokacni matice Cy v krajnich bodech intervalu [a, b], tj.

Ca(a) a Cy(b) s vyuzitim bazel.

5. Doplnime koloka¢ni matici z kroku 3 o fadky Cs(a)S; a Co(b)Ss na regu-

larni matici C a vektor funkénich hodnot doplnime dvéma nulami na f;.
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6. Pomoci prikazu solve ziskdme neznamé koeficienty b feSenim soustavy

linearnich rovnic Cb = f;.

7. Vysledny prirozeny kubicky splajn ziskdme pomoci piikazu fd se dvéma

vstupy (b a baze3) a vykreslime ho pomoci pfikazu plot.

Konkrétné v nasem prikladé mame:

Nacteme knihovnu fda pomoci ptikazu library(fda), do proménné t si ulozime
body interpolace a do proménné f funkéni hodnoty v bodech interpolace:
t=c(0,1,2,3,4,5,6,7)

f=c(2,3,3.5,2.5,1,2.5,2,3)

Déle provedeme kroky 1-7 :

1. > lambda # roz8ifend sit uzld splajnu

¥
[11 000012345677 77

10
4

2. nbasis

norder

baze3 = create.bspline.basis(c(0,7) ,nbasis,norder)
3. C4 = eval.basis(t, baze3)
4. e Urc¢ime matice Dy, D; a Ly L; a spo¢teme matici S :
S2 = D2%x%L2%*%D1%*%L1

8
2

e nbasisi

norderl

bazel = create.bspline.basis(c(0,7),nbasisl,norderl)

e C2a
C2b

eval.basis(t[1] ,bazel)
eval.basis(t[length(t)] ,bazel)

5. C = rbind(C4,C2a%*%S2,C2b%*%S2)
fd = (2.0,3.0,3.50,2.50,1.0,2.50,2.0,3.0,0.0,0.0)

6. b = solve(C,fd) # hledané neznamé koef. b
> t(round(b,2))
[1,] 2 2.35 3.05 3.78 2.82 -0.06 3.42 1.4 2.47 3

26



kubicky interpolacni splajn
2
l

Obrézek 2: Vysledny prirozeny kubicky splajn z prikladu 2.

7. splajn = fd(b,baze3)
plot(splajn,ylab="kubickj interpolalini splajn",xlab="t",
ylim=c(0,4))
points(t,f, col="plum4")

Vysledny prirozeny kubicky splajn miizeme vidét na obrazku 2.

2.2.3. Vyhlazujici splajny

Vyhlazovéani splajny [9] je metodou aproximace dat, kterda je kompromisem
mezi interpolaci splajny a aproximaci dat ve smyslu metody nejmensich ¢tverci.
Necht je déna rostouci posloupnost bodi interpolace {t¢i,...,t,} z intervalu
[a,b] a necht f; jsou funkéni hodnoty v téchto bodech. Déle nechf w; jsou ne-
zaporné vahy a « je dany kladny parametr. Index ¢ uvazujeme vzdy tak, ze
i=1,2,...,n,n > g+ 1. Nasim tkolem je sestrojit vyhlazujici splajn s(t) €

Sp* [a, b], ktery bude na uvazovaném intervalu [a, b] minimalizovat funkci

Ti(sy) = / ’ [sg)(t)rdtjtaiwi fs — su(t)])? (3)
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prole{l,....k—1}.

V élanku [3] je detailné popsén jak postup prevedeni tlohy (3) na tlohu
hledani B-splajnovych koeficientii minimalizaci funkce J;(b), tak jednozna¢nost
feSeni této tulohy. V piipadé, ze je funkce Ji(b) ryze konvexni, hledany vektor
B-koeficientli je dan jednoznacné. Oznacme ho jako b* = (b%,,...,b;)". Potom
splajn

sit) =) biBI) (4)

i=—k

nazveme nejlepsi aproximaci funkee J(sy) ve smyslu metody vyhlazovacich splajnt.
Vyhlazovaci splajny predstavuji vhodnou formu aproximace zejména v situ-
acich, kdy jsou naSe pozorovana data f; zatizena chybami, a proto nemé smysl

vyzadovat jejich presnou interpolaci.
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3. Hustoty jako funkce

Prti statistické analyze funkcionalnich dat se ¢asto mtizeme setkat s tim, Ze nase
pozorovani budou tvorena hustotami. Naptiklad tak mtze byt nas datovy soubor
dat tvoren hustotami, kdy kazda z nich popisuje rozdéleni piijmt domacnosti
v urcitych regionech dané zemé. Otazkou je, zda miizeme na takovy soubor dat
pouzit standardni statistické metody. Protoze se jedna o nezaporné funkce, je-
jichz integral je koneény (roven jedné), patii do prostoru L' (prostor viech abso-
lutné integrovatelnych funkeci na I C R). Bohuzel se ukazuje, Ze hustoty spoleéné
se standardnim sc¢itanim funkci a nasobenim funkce realnou konstantou nemaji
strukturu linedrniho prostoru (soucet dvou hustot a nasobek hustoty nemusi byt
nezbytné hustotou) [3], [4], [5].

Hustoty muzeme vnimat jako specialni pfipad funkcionalnich dat s omezujici
podminkou na hodnotu jejich integralu. S podobnym piipadem se mizeme setkat
v rdmci mnohorozmérnych dat nesoucich pouze relativni informaci (s konstant-
nim sou¢tem), vyjadienych nejcastéji v podobé proporci ¢ procent [1]. Relativni
informaci rozumime, Ze jedina relevantni informace je obsazena v podilech mezi
slozkami mnohorozmérného pozorovani. Kompozi¢ni data, jak se tento typ dat
nazyva, vykazuji specifické vlastnosti. Jsou invariantni na zménu méritka, tzn.
nezalezi na jednotkach, ve kterych jsou kompozice vyjadieny, protoze relativni
informace se tim nezméni. Dalsi dilezitou vlastnostni je vlastnost relativniho
meritka: zatimco absolutni zména pifi narustu hodnoty proménné z 0.15 na 0.3
je stejna jako pri narustu z 0.45 na 0.6, relativni narust je v prvnim pripadé dva-
krat vétsi, ve druhém je vétsi jen o jednu tietinu. Jelikoz euklidovska geometrie
nerespektuje uvedené prirozené vlastnosti kompozi¢nich dat, byla vytvorena ge-
ometrie nova, Aitchisonova. Vybérovym prostorem pro tento typ dat je simplex,
Aitchisonova geometrie ma vlastnosti kone¢né rozmérného Hilbertovova prostoru.

Kompozi¢ni data reprezentujeme pomoci vektortt majicich konecény pocet
kladnych slozek s libovolnym, ale pevné zvolenym souctem (rovnym napi. jedné
v piipadé proporciondlnich dat). Kazdou hustotu lze pak vnimat jako kompo-

zi¢ni vektor majici nekone¢né mnoho slozek a jako takové prevzaly od kompozic-
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nich dat jejich prirozené vlastnosti tykajici se méritka. Tyto vlastnosti jsou zcela
ignorovany v ptipadeé, ze jsou hustoty analyzovany jako bézna funkcionalni data,
a proto pouziti standardnich statistickych metod mutze v takovém pripadé vést
k zavadéjicim, nékdy az nesmyslnym zavértim. Myslenka specialnich linearnich
prostort, zvanych Bayesovy, popisujicich geometrické vlastnosti hustot, prisla
spolu s myslenkou zobecnéni Aitchisonovy geometrie pro hustoty definovanim
Hilbertova prostoru na mnoziné hustot. Z teoretickych dtvodi se zde omezu-
jeme jen na hustoty, které jsou spojité na omezeném intervalu /. Tato podminka
pro nas ale neni nikterak omezujici, nebot se v praxi v dusledku realizuje kazdé
méfeni hodnot statistického znaku (i s teoreticky neomezenym oborem hodnot)
na omezeném intervalu. V této kapitole si ukazeme, ze prostor spojitych hustot
definovanych na kone¢ném intervalu [ spoleéné s operaci pertubace (odpovidajici
s¢itani na tomto prostoru) a mocninnou trasformaci (ekvivaletni nasobeni realnou
konstantou) tvoii linearni prostor. Nasledné zobecnénim Aitchisonova skaldrniho
soucinu ziskame strukturu pre-Hilbertova prostoru. A nakonec uvidime, Ze hus-
toty, pro néz je soucet druhych mocnin odpovidajicich Fourierovych koeficienti

konec¢ny, budou tvorit uplny Hilbertiv prostor.

3.1. Bayestiv prostor hustot

Hustoty popisuji relativni prispévky borelovskych mnozin na omezeném in-
tervalu I = [a, b] na celkové pravdépodobnosti realizace ndhodné proménné na I,
proto lze o nich hovotit jako o funkcionalnich datech nesoucich pouze relativni in-
formaci. Podobné jako diskrétni kompozice jsou hustoty taktéz invariatni na zménu
mefitka, nebot zobecnénim omezujici podminky na hodnotu integralu na fab ft) =
c,c € R, kde f je hustota definovana na I = [a, ], nedojde ke zméné relativni
informace (nezméni se relativni pfispévky uvazovanych podmnozin I na celkové
pravdépodobnosti realizace ndhodné proménné na [a, b]). Proto omezujici pod-
minku na jednotkovou hodnotu integralu mizeme vnimat jako takovou reprezen-
taci hustot, kterd ndm umoznuje snadnéjsi interpretaci. Stejné tak pro hustoty

plati vlastnost relativniho méritka: prestoze absolutni zména pii narustu prav-
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dépodobnosti realizace v danych borelovskych mnozinach z 0.15 na 0.3 je stejna
jako z 0.45 na 0.6, relativni zména je rozdilna. V prvnim ptipadé je dvakrat tak
vétsi, ve druhém dojde ke zvétseni pouze o jednu tietinu.

Z dtvodi uvedenych vySe omezime nasi pozornost na spojité hustoty defi-
nované na [a,b]. Hustota je pak redlnad funkce dana zobrazenim f : [a,b] — R,

splnujici dvé podminky:

1. f(t) >0,
b
2. [ f(t)=1.
Pritom druhou podminku muzeme ekvivalentné psat jako ||f|, = f: |fldt =

1, f € L' [a,b] a chdpeme ji vlastné pouze jako vhodné zvolenou reprezentaci dané
hustoty. Z uvedené definice hustot vyplyva, ze musi byt na intervalu [a, b] ome-
zené, a pomoci B? [a, b] ozna¢ime mnozinu takovych hustot definovanych na in-

tervalu [a, b].

3.1.1. Geometrie spojitych kompozic

Nejdfive si nadefinujeme zakladni operace pro praci s hustotami. Jak uz bylo
nastinéno, operace pertubace a mocninna transformace ziskdme zobecnénim Ait-

chisonovovy geometrie na simplexu pro spojité kompozice (hustoty).

Definice 3.1 Necht jsou ddny hustoty f,g € B} [a,b]. Pak pertubaci definujeme

jako operaci & : B [a,b] X BE [a,b] — B2 [a,b] danou vztahem

f)g(t)

(f@g)(t)ZW

:C(fg)7 tE(a,b),

kde C je operace uzdvéru, prostrednictvim které lze ménit hodnotu integrdlu spo-

jJitych kompozic (bez ztraty relativni informace obsaZené v hustotdach).

Neutralnim prvkem operace pertubace je hustota majici rovnomérné rozdéleni

na intervalu |a, b]




nebot

(f®e)(t) = o=

Poznamka 3.1 Vsimnéte si, Ze pertubace hustot je ekvivalentni pouziti Baye-
sovy véty pro hustoty. Odtud pak vznikl i ndzev prostoru hustot jakozto Baye-

sova prostoru.

Definice 3.2 Necht je ddna hustota f € B2 [a,b] a redlnd konstanta . Pak moc-
ninnou transformaci definujeme jako operaci ® : R x B? [a,b] — BZ [a,b] danou
vztahem
Jo(t a
@on =t _c), e
[, fe(s)ds

Neutralnim prvkem mocninné transformace je 1, protoze plati

Qo) =—"——"—=F01),

Nésledné zavedeme operaci ©, analogii od¢itani funkci v L?[a,b]. Pro f,g €

B? [a, b] a operaci © plati
(feg@)=(el(-1)og)t), telab].

Véta 3.1 Mnozina spojityjch hustot definovanych na konecném intervalu spolecné

s operacemi pertubace a mocninnd transformace tvori linedrni prostor.

Diikaz: Musime dokézat, Ze mnozina spojitych hustot definovanych na intervalu
[a, b] tvori spoleéné s operaci pertubace komutativni grupu a mocninné transfor-

mace ma stejné vlastnosti jako vnéjsi soucin v euklidovském prostoru.
1. (B?[a,b],®) tvori komutativni grupu, tzn. pro f, g, h € B? [a,b] plati:

e (fdyg)(t) € BEla,b], tj. (f & g)(t) je opét spojita hustota na [a, b],
nebot funkce f(¢)g(t) je spojité;
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komutativita: f &g =g ® f;

asociatwita: (f & g) Dh=f @ (gD h);

existuje jediny neutrdlni prvek e(t) = ﬁ takovy, ze plati f ® e =
edf=f;

ke kazdé funkci f existuje jediny inverzni proek f~! tak, ze f@ f~! =
[ f=e, totiz

) e N S
fab f(s)f~1(s)ds f; lds b—a

= (e f)®)=e®.

(fof)@®

2. Vlastnosti operace mocninné transformace. Pro f,g € B[a,b] a realné

konstanty « a [ plati:

e (a® f)(t) € BS[a,b] pro a € R. Toto tvrzeni plati, staci si uvédomit,

ze funkce f® je opét spojité;

asociatvita: « © (B f) = (a-5) ® f;

distributiond vlastnost 1: a © (f @ g) = (@ © f) ® (a ® g);

distributiond viastnost 2: (a+B8) O f=(a® f) & (8O f);

e existuje neutrdlni prvek: 1 ® f = f.

Protoze uvedené vlastnosti jsou ziejmé z definic 3.1 a 3.2, trojice (B? [a,b] , &, ®)

tvori linearni prostor. O
Abychom dostali strukturu pre-Hilbertova prostoru, musime na (87 [a, b] , &, ®)

nadefinovat skalarni soucin. Nasledné pak ziskdme normu a vzdalenost, ¢imz

se zminény prostor stane téz normovanym a metrickym.

Definice 3.3 Necht f, g € B? [a, b]. Skaldrni soucin je definovany jako funkciondl
() g BEa,b] x B} [a,b] — R dany vztahem

_ L@ e s
<ﬁm5_2nlullf@)lg@ﬂuh

kde n znaci délku intervalu [a,b], tj. n = b — a.
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Véta 3.2 Bayestv skaldrni soucin splnuje standardni vlastnosti skalarniho sou-

¢inu. Pro f,g,h € B} [a,b] a o € R plati:
1. komutativita: (f,g) 5 = (g, f) 5,
2. pozitivita: (f, f)z > 0, pricemZ (f, f)z; =0 pro f =e,
3. distributivita: (f ©h,q) 5 = (f,9) 5 + (h, 9)
4 (a0 f,9)p=a-(f,9)p
Diikaz:
1. komutativita: zfejmé plati (f, g) 5 = (g9, f) g

2. pozitivita: pomoci definice 3.3 si postupné rozepiseme skalarni souciny hus-

tot (f, f)p a (e,€) 5. V prvnim ptipadé pro f # e dostavame

OO £(t)
dtd LN dtds > o
s = 277// (s) (s) //< s> s>0;

protoze In f((t)) # 0 pro t,s € [a,b] vyjma t = s, mame uréity integral

z kladné funkce (vyjma mnoziny miry nula), vysledkem je tedy kladné ¢islo.

Pro f = e obdrzime

e, €)= 2n//< b“) dtds_—// (In1)*dt ds = 0,

nebot urcity integral z nulové funkce je roven nule.

3. distributivita: skalarni souc¢in mezi pertubaci hustot f, h a hustotou g roze-

piSeme nasledovné,

FORE) L ek, g(t)
f st h7 =( —— = — In = -1 dtd ;
ey <f;’ F(€)9()de g> O
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pokracenim a naslednym vyuzitim pradidla pro poc¢itani s logaritmy, In ab =

Ina+1Inb, a,b> 0, obdrzime

L[ a0, 50,

i [ (o5 -y m s

Tim se dostavame k souctu dvou skalarnich souc¢int, coz jsme chtéli dokazat:

LI [0l gy L[ 080 350,

= <fag>B + <h?g>B

4. Obdobnymi tpravami dokazeme i posledni tvrzeni,

i /e _
< ®fag>B <fabfa(§)d§7g>3

//1 ff”‘““‘g Zdtds // fai ((?)dtd

Iy f“ €)d§

nakonec vyuzijeme toho, ze plati Ina® = clna, a > 0,c¢ € R, a moznosti

vytknuti konstanty pred integral,
1 /b/b (f(t))a 9(t)
— In In =——=dt ds
M Jo Ju  \S(s) 9(s)
) . g
/ / ) S)dtd =a-(f,9)p

Pro dalsi Gcely si rozepiseme vztah pro skaladrni soucin z definice 3.3. S vyu-

O

zitim pravidla, ze logaritmus podilu je roven rozdilu logaritmi, dostavame

1 b b
o | [ IO =) o)~ ng(s)at ds -
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%/a /a n f(t)Ing(t) —In f(t)Ing(s) — In f(s)Ing(t) + In f(s) In g(s)] dt ds.

Jelikoz plati nésledujici rovnosti

/ab/ablnf(t)lng(t) dtds:/ab/ablnf(s)lng(s) s

/ab/ablnf(t)lng(s) dt ds:/ab/ablnf(s)lng(t) dt ds,

celkové obdrzime

<f,g)B:%{2/ab/ablnf(t)lng(t)dtds—2/ab/ab1nf(t)1ng(s)dtds].

Nakonec jeste spocteme integral pres proménnou s u prvniho vyrazu,

1 b b 1 b b B
b= [ WfOmgsl de— [mp@i [ nsis)as -

1 b 1 b b
;/a In f(t)Ing(t) (b—a) dt_ﬁ/a lnf(t)dt/a In f(s) ds,

a protoze n = b — a, dostavame konec¢ny tvar tpravy

<f,g)B:/ In £() In g(t) dt—%/ In £(£) dt/ In £(s) ds. (5)

Véta 3.3 (B2 [a,b],®,®) spolu s Bayesovym skaldrnim soucinem tvori pre-Hilber-

tuv prostor.

Nakonec si Bayesoviiv skalarni souc¢in dame do souvislosti se skalarnim sou-
¢inem v L2 Pro kazdou f € B?[a,b] lze najit takovy ndsobek a € R, Ze
f: In(af(t)) = 0. Vybérem reprezentanta, zvolenim defakto hodnoty integralu
uvazované hustoty, nedojde ke zméné ve vysledku skalarnich soucini. Z toho
dtivodu Bayestv skalarni soucin odpovida skaldrnimu soucinu v L? prostoru lo-
garitmi spojitych hustot definovanych na omezeném intervalu [a, b], ndsobenych

prislusnou konstantou a.
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Definice 3.4 Necht f € B*[a,b]. Normu f definujeme jako funkciondl ||-| 5 :
B? [a,b] — R dany vztahem

11l =/ (F F = \/% /ab/ablnz %dt s,

kde n znaci délku intervalu [a,b], tj. n = b — a.

Vztah pro vypocet normy lze upravit pomoci (5) jako

1flls = \//ab1n2f(t) dt—% (/ablnf(s) ds)2.

Definice 3.5 Necht f,g € B} [a,b]. Vzddlenost mezi f a g definujeme jako funk-
ciondl dg (-,-) : B? [a,b] X B? [a,b] — R dany vztahem

559\ [ [ (w30 0 90)

Diky normé jsme ziskali normovany pre-Hilbertiv protor. Aby byl tento pro-

stor tplny, je potieba urcit limitu cauchyovské posloupnosti prvki v B? [a,b] .
Za timto ifelem uréime tplnou ortonormélni mnozinu v BZ [a, b], bazi v BE [a, b].
Vzhledem k této bazi pak nasledné najdeme Fourierovy koeficienty s vlastnosti
konec¢ného souc¢tu druhych mocnin z jejich absolutnich hodnot prislusnych k prv-
ktim z B? [a,b] . Prvky z B? [a, b] pak lze vyjadfit jako soucet nekone¢né Fourie-
rovy fady, ¢imz se z uvazované béaze stane baze (uplného) Hilbertova prostoru.

Dokazme proto nyni existenci iplné ortonorméalni mnoziny v B? [a, b].

Véta 3.4 Necht mnoZina spojitych funkci {;},.,, kde @o(t) = ﬁ,t € [a,b],
tvoFi ortonormdlni bdzi prostoru L?|a,b]. Potom mnoZina funkci {i};51, kde

¥; = C lexp (¢;)], tvori ortornormdini bdzi v B [a, b] .

Diikaz: Dokézeme, Ze libovolné dvé hustoty v; a 9y, jsou ortogonalni pro vSechna
J # k. Tzn. skalarni soucin hustot ¢; a 1, pro j # k se musi rovnat nule. Skalarni

souéin si rozepieme pomoci vztahu (5),
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(5, Vr) g —/ In {C lexp (p;(t))]} - In {C [exp (i(2))]} dt

% / In {C [exp (0, ()]} dt - / In {C [exp (4(s))]} ds,

a provedeme operaci uzaveéru

[ ), eslat)_,
a f; exp (p;(u)) du ff exp (p(v)) do

——/ sl %t dt / XD (¢ )) ds.
f exp (p;(u)) du f exp (¢ ) dv

Déle si vzpomeneme na pravidla poc¢itani s logaritmy a nasledné zvlast roznéaso-

bime cleny rozdilu,

/a b [%(t) “n / P du] . [gok(t) Cn / ’ expon(v) dv] dt

H 5) ds — / b (m / " exp o (1) du) ds]
[ s)ds — / b (m / ’ exponlv) dv) 451.

/a b i ()pr(t) dt — / bSOj(t)- [m / bexpgok(v) dv] dt
-/ b wk(t)-[ln / p— du} it [ b {m / " xp o) du-In /  eepono) dv} B

upravime do konec¢ného tvaru

/ab%(t)%(wdt_ln/abexp%(v)dv./abcpj(t)dt—ln/abexp@j(U)du-/absok(t)dt

b b
+(b—a) ln/ exp ¢;(u) du - ln/ exp p(v) dv,
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kde jsme vyuzili toho, Ze konstantu lze vytknout pfed integral, a toho, ze fab 1dt =

b — a. Provedeme tytéz tipravy i na druhém ¢lenu rozdilu,

_%/abgpj(t) dt-/abgpk(s) ds—i—%/abgoj(t) dt-/ab [ln/abexpgok(v) dv] s
+% /ab¢k(s) ds-/ab {ln/abexpgoj(u) du} ds
_% /ab [ln/@bexp%(u) du} dt~/ab [m/abexpgok(u) dv] dt,

celkové tedy pro druhy ¢len mame
1 b b 1 b b
——/ @;(t) dt - / wr(s) ds + —/ ;(t)dt-(b—a) ln/ exp px(v) dv ds
n a a n a a

1 [ b
—I——/ or(s)ds- (b—a) ln/ exp ¢;(u) du ds
n a a

1 b b
—E(b —a)? ln/ exp ¢;(u) du - ln/ exp i (v) dv.

Nyni se miizeme vratit k vypoctu skalarniho soucinu; odecteme-li od sebe upra-

vené Cleny, dostaneme

b b b
(5, 60) = / soj<t>sok<t>dt—% / oy(t) dt - / o(s)ds=0,  (6)

nebot ¢, a ¢ jsou prvky ortonormalni baze L? [a,b] a jsou tedy kolmé a dale

pfitom uvazime kolmost ¢y a ¢; pro j > 1,

booq 1 b
Qi) = ci(t) dt = (t)dt =0,
<S00 %)2 /a - SOJ() /—b—a/a 901()

z ¢ehoZ vyplyva nulovost integralu fab ©;(t) dt. Tim je kolmost v; a ¢y, € BE [a, b
dokdzéna a {t;},., tvoif ortogondlni mnoZzinu.

Nakonec s vyuzitim (6) ukazeme, ze 1; jsou normované,

sl = /5. 51 5 = \// 5Dy (1) dt — %/ oi(t) dt / 21(5) ds
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b
= / ©3(t) dt = 1.
Tedy {1;},, Je ortonormélni v B2 [a,b], coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 3.5 Ortonormdlni mnozina {¢j}j>1 v BE [a,b] za predpokladii z véty 3.4 je

uplnd.

Drikaz: Pokud je uvaZovana mnoZina tipln4, tak nelze najit prvek z B? [a, b] kromé

e= ﬁ, ktery by byl kolmy ke vSem prvkiam z {¢; } . ;. Diikaz povedeme sporem a

izt
budeme piedpoklddat, ze existuje w € B} [a,b] riizny od e = ;- ktery je kolmy
na v;, tj. (w,;)z = 0. Nyni vyuzijeme faktu, Ze plati (w,v;), = (Inw, ¢;),,
o cemZ se presvéd¢ime pozdéji. Uvazime-li, Ze {¢;} ., tvori bazi v L?[a,b], tak
pouze prvky z € L?[a,b], které jsou proporcionalni k g, splituji kolmost k prv-

kim ¢;, 7 > 1, tj. (2,9;), = (apo, ¢;), = 0. Odtud

exp(awq exp(awo 1
w = C(exp(ayo)) = — ago) ( b) ==
[ exp(ape) ds  exp(ayy) [ 1ds —a
coz je spor s tim, Ze jsme predpokladali w rizné od e. O

3.1.2. Hilbertuv prostor 52 a, )]

Jak uZz vime, vyndsobenim spojité kompozice f konstantou @ € R* nedo-
jde ke zméné relativni informace. Proto za tcelem ziskani Hilbertovy struktury
prostoru B? [a, b] budeme nyni pracovat se tiidami kladnych funkei na [a, b]. Pfi-
tom o dvou kladnych funkcich f a g fekneme, Ze jsou ekvivalentni, jestlize jsou

proporcionélni, f = ag,a € R*. Tiidy takovych funkci definujeme nésledovné.

Definice 3.6 Trida funkci f dangjch zobrazenim z [a,b] — R je v B2 [a, b], plati-li

ndsledugici podminky,
1. f>0 naa,b],
2. Inf e L*a,b].
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V ptipadé, ze f; f(t) dt konverguje, pak za reprezentanta dané tiidy bereme
C(f) s jednotkovym integrédlem. Jinak, v piipadé divergence integralu, bereme

takového, ktery splituje [*In f(t) dt = 0.

Poznamka 3.2 Pro zjednoduseni budeme dale t¥idy funkci z definice 3.6 nazyvat

pouze funkcemi v B [a, b].

Nyni se pokusime funkcim z B? [a, b] ptifadit posloupnost ¢isel z [? (s vlastnosti
konecného souctu jejich druhjch mocnin). Za timto ucelem dokdZeme existenci
Fourierovych koeficientt funkci v B?[a,b] a konvergenci souctu jejich druhych

mocnin.

Véta 3.6 Necht {1}, je uplnd mnoZina v B?[a,b] generovand ortonormdini
bazi {gpj}j>0 prostoru L?[a,b] definované v souladu s vétou 3.4. JestliZe funkce

f € B?[a,b], pak plati, Ze
1. (f, i) g = (In f, 05),,

2. 0 ()] < .

Diikaz: Z toho, Ze je funkce In f integrovatelnd s kvadratem na [a, b], plyne, Ze je
absolutné integrovatelna na [a,b], In f € L' [a, ], tj. fab In f (t)|dt < oo, a tedy

f: In f(t)dt < co. Pak s vyuzitim (5) rozepiSeme Bayestiv skalarni souéin jako

)y = [ W) muse)de— [ np@dre [ (s as

Jelikoz [1n f(¢ -In;(t) dt = (In f,In);),, provedenim operace uzavéru a na-
a J 172

slednymi tpravami dostavame

exp (¢;(t)) 1 ’ exp (¢;(t))
In f,In ——— 27 >—— Inf(t)dt- [ In— J dt
< Jo &P (pj(w) du/, "/a " / Ji exp (95(w)) du

= (e = e s ).
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L wmrwad [ ety di— 60— ayin [ exp (o)) dul .
Al / /

Vyse uvedeny skalarni souc¢in upravime nasledovné,

<ln f0;—n / " exp (5 (u) du>2
= [[[mswee s [ o) an] @

— / "In F)p;(t) dt — [ln / bexp(soj(u)) du] : / blnf(t) dt.

A konecné s vyuzitim této tpravy dostavame

)= o= [ [ (st an] - [

b b b
| [msoa] |2 [awa-m [ et w) ai] s,
kdy jsme v poslednim kroku vyuzili toho, Ze pro j > 1 mame (pg,¢;), = 0.
Bayestv skalarni soucin (f, ;) 5 odpovida Fourierovym koeficienttim funkce In g
v L?[a, b] vzhledem k ortonormalni bézi {¢; } ;500 % ¢ehoZ vyplyva, Ze soucet jejich
druhych mocnin konverguje. a

Piitazeni téchto Fourierovych koeficientii k funkcim z B2 [a,b] lze definovat

nasledovné.

Definice 3.7 Necht f € B*[a,b] a ln f(t) = 3,2, appr(t) s 32, la]? < 0.
Funkei koeficienti T danou zobrazenim T : B*[a,b] — [* definujeme jako T f =

{ak}k21‘

Uvédomme si, Ze zobrazenim T pfifazujeme vSem nezapornym funkcim na [a, b|
v rdmci tid stejnou mnozinu koeficienti, tedy je pfifazujeme viem t¥idam v B2 [a, b].
Proto pomoci tohoto pfitazeni muzeme definovat operace pertubace, mocninnou

transformaci a skaldrni sou¢in na B2 [a, b] nasledovné.
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Definice 3.8 Mé&jme ddny funkce f,g € B?[a,b] a o € R. Operace pertubace

a mocninnd transformace definujeme v B? [a, b] jako
fog=T"(Tf+Tg), a0 f=T"(a Tf),

kde operace (+) a (-) jsou standardnimi operacemi sc¢itani a ndsobeni redlnou

konstantou v prostoru I?. Skaldrni soucin v B* [a,b] obdrZime jako

<f7g>B = <Tf7Tg>27

kde (-,-), odpovidd skaldrnimu soucinu v prostoru [*. Ndsledné tak dostaneme

i normu v B% [a, b] jako

1l = /L N e = {TLTHy = TSl

kde |||, znaci standarni normu v I* (analogicky téZ pro vzddlenost dvou hustot

z B?[a,b].

Zobrazeni T je izomorfismus mezi B2 [a,b] a [?, které zachovava algebraické
operace, normu i skalarni sou¢in. Uvazenim véty 1.2 mizeme zformulovat nasle-

dujici tvrzeni.

Vé&ta 3.7 B%a,b] spolu s operacemi z definice 3.8 tvori separabilni Hilbertiv

prostor.

Uplné ortonormalni mnozina {Ur}r=1 v Bila,b] je tedy ortonormalni bézi
v B? [a, b]. Z toho vyplyv4, Ze funkce f z B?(a, b), jejichz logaritmus je roven souctu
své piislusné Fouerierovy fady vzhledem k ortonormélni bazi {¢y},-o v L? [a, D],
Inf=>% " cuprsd oy lag|?, 1ze tedy vyjadFit jako pertubaci Fourierovy fady
vzhledem k bazi {¢; }jzl’ tj. f = @, (ar ©1r), kterd konverguje vzdy ve smyslu
Bayesovy normy |-|| 5.

Zavérem lze konstatovat, ze mnozina hustot rozdéleni pravdépodobnosti, je-
jichz druh& mocnina logaritmu je integrovatelna, je zahrnuta v separabilnim Hil-

bertové prostoru kladnych funkci, které jsou integrovatelné s kvadratem.
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4. CLR transformace

Podobné jako v pripadé diskrétnich kompozic, chceme i zde mit transformaci,
izometrické zobrazeni z Bayesova prostoru do standardniho L? prostoru, které
nam pievede operace pertubace a mocninnou transformaci na standardni séitani
a nasobeni. Bez této transformace bychom totiz nemohli pro statistické zpracovani
hustot pouzit standardni statistické metody, které byly za tohoto predpokladu vy-
tvofeny. V této praci budeme pracovat s centrovanou log ratio (clr) transformaci
[8], funkcionédlni obdobou zndmé centrované logratio transformace pro diskrétni
kompozice [1]; klicem k jejimu zavedeni je diikaz véty 3.4.

Funkciondlni clr transformace je pro hustotu f(t) € B*(I), spojitou kladnou

funkci s oborem hodnot na I a jednotkovym integralem, definovana jako

el [£(1)] = fo(t) = In £(t) - % / In f(t) d. (7)

kde n jako obvykle znaci délku intervalu I, tj. n = b — a. Z konstrukce clr trans-

formace plyne nulovost integralu clr transformovanych hustot

/Iclr ()] dt:/jlnf(t) dt—/j%/jlnf(s) ds dt
—/Ilnf(t) dt—/}lnf(s) ds — 0. (8)

ktera nesmi byt opomijena pfi jejich statistické analyze. Nastésti se ukazuje,
ze dodatecna podminka necini vétsi problémy ve statistickych metodach zaloze-
nych na vzdalenostech, stejné tak napt. ve funkcionélni metodé hlavnich kom-
ponent, kterou si predstavime v nasledujici kapitole. Zminéné transformace ma

nasledujici vlastnosti. Pro f,g € B*(I) a a € R plati
L oclr (f @ g) (1) = fe(t) + ge(t),
2. clr(a® f)(t) = a- f.(t),

3. <fvg> fmgc f]fc
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Protoze clr predstavuje prosté zobrazeni, lze jeji inverzni transformaci vyjadrit

jako

ClI‘_l [fc(t)] _ f eXp [fc(t)] (9)

Lexp [fe(t)] dt’

kde, jak uz vime, jmenovatel, ktery nam zarucuje jednotkovy integral vysledné

hustoty, je zde spiSe z praktickych divodi nez z teoretické potieby.

4.1. Efekt clr transformace

Abychom vidéli efekt pouziti clr transformace, zvolime tii rozdéleni pattici
do rodiny exponencialnich rozdéleni [7], které budeme uvazovat vzdy na néjakém
uzavieném intervalu /. Jako prvni se podivame na soubor beta hustot s parametry

a;=2+tafi=2+%iproi=1,...,15nal=10.1,09],
Fltyop, B) =gt T (1 =), tel, (10)

kde g2 znadi ekvivalenci v prostoru B?(I). Neni zde nutné uvadét normalizacni

konstantu vyjadienou pomoci beta funkce B jako @

vany tvar na I, nebot jejim neuvedenim se nezméni relativni informace nesené

a upravenou pro uvazo-

jednotlivymi hustotami f(¢; o, 5;). Piislusné clr transformace ziskdme pomoci

(7),

| 1 |
folt; i, Bi) = In [t (1 — t)ﬂl‘l} - —/m [tafl (1=t dt, tel
nJi

Piavodni hustoty mizeme vidét na obrazku 3a, transformované pak v 3b. Po-
kud bychom chtéli ucinit zavéry o variabilité v datech, kterou bychom mérili
ve smyslu L? prostorti, z obrazku 3a je patrné, Ze nejvétsi rozdily v hodnotach
hustot bychom spatfovali pro ¢ € [0.4,0.6]. Ke stejnému zavéru bychom dospéli
i spoctenim pfislusné kovariancni funkce (obrézek 3c), kdy nejvétsi variabilita
dat, kterou vycteme z thlopticky vedouci z levého dolniho rohu do pravého hor-
niho, ptislusi stejnému intervalu [0.4, 0.6]. Tyto zavéry vSak ziejmé neodpovidaji

skutecnosti, nebot relativni variabilita jednotlivych spojitych ndhodnych veli¢in
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je zde zfejmé fizena realizacemi veli¢in odpovidajici krajnim hodnotam inter-
valu I. Vezmeme-li pfi posuzovani variability hustot v potaz vlastnost relativ-
niho métitka, kterd je ziejma z porovnani obrazkd 3a a 3b, narust hodnot hustot
na koncich intervalu I, majici témér nulové absolutni ptispévky na celkovou prav-
dépodobnost, je v jejim disledku mnohem vyznamné;jsi. To je jasné zachyceno clr
transformaci na obrazku 3b, kdy nejvétsi rozdil v hodnotach clr hustot mizeme
vidét na koncich intervalu I, coz je jasné zachyceno i kovarianéni funkci na ob-
razku 3d. Je tomu tak proto, Ze clr hustoty jsou prvky prostoru L?, a proto miize
byt jejich variabilita v clr prostoru posuzovana standardné ve smyslu hledani
nejvetsich rozdili ve funkénich hodnotéach.

Analyzujme nyni stejnym zptsobem soubor chi-kvadrat hustot se stupni vol-

nosti n; =i+ 2 proi=1,...,19 na intervalu I = [e™7, ¢>5] (obrazek 4a),

ng

fltn) =g e 2t tel. (11)

Prislusné clr transformace

t n; ]_ t

fe(t;n;) =1n |:€_5t71_1] - - /ln [e‘it#_l} dt, tel.
nJr

pak mizeme vidét na obrazku 4b. Stejné jako v predchozim pripadé je vari-
abilita ve smyslu B? prostorit v dtsledku vlastnosti relativniho méfitka fizena
malymi hodnotami hustot nalevo, které jsou nasledkem strméjsiho poklesu v je-
jich hodnotach v porovnani s malymi hodnotami napravo daleko vyznamnéjsim
zdrojem relativni variability. Naopak z pohledu L? prostorti na tytéz hustoty je
ona variabilita fizena velkymi hodnotami hustot v jejich vrcholcich. To je zfejmé
i z porovnani odhadnutych kovarian¢nich funkei v B2(I) (obrazek 4d-4e) a v L*([)
(obrazek 4c).

Nakonec se podivame jesté na soubor exponencialnich hustot s parametrem

A = }; proi=1,...,15 uvazovanych na I = [0, 10],

ft,N) =g e tel,

kde pfislusné clr transformace (obrazek 5b) odpovidaji linedrnim funkcim danych

46



(a) puvodni hustoty (b) clr transformace
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Obrézek 3: Beta hustoty na I = [0.1,0.9] s parametry a; = §; = 2+ £ pro
i=1,... 15

predpisem

1 i

fe(t; A)) =In [e_)‘it} 10 /Iln [e_)‘it} dt = =\t — 20 [tz](l)o

Zdrojem relativni variability jsou jak malé hodnoty hustot napravo, tak i velké
hodnoty vlevo, kde miizeme vypozorovat jejich vyrazny strmy pokles (obrézek
5d). Naopak zdrojem absolutni variability jsou hodnoty hustot odpovidajici za-

¢atku intervalu I (obréazek be).
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(a) puvodni hustoty (b) clr hustoty
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Obréazek 4: Chi-kvadrat hustoty na I = [e™7, e35] s parametrem n; = i + 2 pro
i—1,....19.
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(a) puvodni hustoty (b) clr transformace
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Obréazek 5: Exponencidlni hustoty na I = [0,10] s parametrem \; = ;

1,...,15.

pro i =

V nasledujici kapitole si pfedstavime funkcionalni metodu hlavnich kompo-
nent, kterd bude zaloZzena na geometrii Bayesovych prostortt. Ta by méla v di-
sledku vlastnosti relativniho méritka pii aplikovani na zminéné soubory hustot
zachytit relativni zdroj variability, a tedy by méla podpofit zavéry, které jsme
ucinili v této kapitole.

Nez ale prejdeme k samotné statistické metodé, je potieba v problematice re-
prezentace dat, tedy clr trasformovanych hustot, zohlednit podminku (8). Stejné
jako obecna funkcionalni data, tak i hustoty ziskavame pii méfeni realnych jevi

v diskrétni formé. Napfiiklad ziskana diskrétni data, ktera si vykreslime pomoci
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histogramu, je potfeba dale aproximovat ptislusnou funkci. Pouzijeme-li pti jejich
reprezentaci pristupy z podkapitoly 2.2, pii interpolaci ¢i aproximaci clr trasfor-
movanych hustot musi vysledny inteprolacni ¢i vyhlazujici splajn spliovat navic

podminku
b
/ sk(t) = 0. (12)

Detailni postup vypoctu B-splajnovych koeficientlt zohledriujici (12) je popsan
v [8]. Dulezitym faktem, ktery je v tomto ¢lanku zminén, je nulovy soucet ziska-

nych B-splajnovych koeficienti, tj. ve vztazich (1) a (4) plati podminka

zg: b =0, (13)

i=—k

ktera je znama z clr transformace diskrétnich kompozic.
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5. Metoda hlavnich komponent

Metoda hlavnich komponent (PCA) [14], [15] patfi k nejpouzivanéj$im mno-
horozmérnym statistickym metodam. Jeji hlavni myslenkou je redukce dimenze
dat, kdy chceme co nejvice z ptivodni informace, ktera je reprezentovana p di-
menzemi, zachytit pouze pomoci dimenze [, tak ze | << p. Metoda hlavnich
komponent se jevi vyhodné zejména pii velkém poctu proménnych, které jsou
vzajemné zavislé. V kapitole si nejdrive predstavime PCA pro mnohoroznérna

data, kterda ndm napomtze k lepsimu pochopeni fungovani funkcionalni PCA

[12].

5.1. PCA pro mnohorozmeérna data

PCA vede ke vzniku novych veli¢in, hlavnich komponent, které vysvétluji
variabilitu a zavislost piivodnich proménnych. Hlavni komponenty ziskdme jako
linearni kombinace pivodnich proménnych, které jsou vytvareny postupné tak,
aby prvni hlavni komponenta vysvétlila co nejvice z celkové variability, druha
komponenta pak nejvice ze zbyvajici variability, az posledni, ktera za predpokladu
mozné redukce dimenze dat uz nemusi vysvétlit zadnou. Z toho divodu pro tucely
dalsi statistické analyzy bereme pouze prvnich par komponent, zpravidla se jedna
o dvé az ¢tyti hlavni komponenty.

Piedpoklddejme, Ze mame nahodny vektor x = (X1, ..., X,,) z p-rozmérného
rozdéleni s vektorem stfednich hodnot g a s varian¢ni matici 3. Bez Gjmy na
obecnosti budeme predpokladat, ze g = 0. Prvnim krokem je nalézt takovy vektor
koeficientti &;, pro ktery bude mit linearni kombinace ptivodnich proménnych

maximalni rozptyl,

y1 = EnX1 + & Xo+ . F X, = £1X, (14)

pfidem? je potieba piidat omezujici podminku na koeficienty €&, = 1. V j-tém

kroku pak hleddme takovou linearni kombinaci
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yi = EnXa + X + .+ X, =
jejiz rozptyl je maximélni, plati £;§; = 1 a navic 5§, =0prok=1,...,j — 1.
Jelikoz var(y;) = var (€)x) = & var (x) &, = £€]3¢,, miZeme maximaliza¢ni

tlohu s podminkami (14) formulovat jako

max &3¢, (15)

18171

jejiz feseni ziskdme pomoci Lagrangeovy metody. Prislusna Lagrangeova funkce
je ve tvaru

Ly = 5/1251 ! (5/151 - 1)
s Langrangeovym multiplikdtorem A;. Spocteme parcidlni derivace funkce L,

podle &, které polozime rovny nule

oL, -
€, 23, — 206, =0,

coz muzeme nasledné upravit do tvaru

%E = Mgy (16)

Z tvaru (16) vyplyva, ze &, je vlastni vektor variancéni matice 3 odpovidajici

vlastnimu ¢islu Aq, které s ohledem na

var(y;) = £13€, = &€ = M&1€ = M

bude odpovidat nejvétsimu vlastnimu ¢islu. Stejné tak pro j-tou komponentu
dostaneme, ze £; bude odpovidat vlastnimu vektoru varian¢ni matice 3 prislusi-
cimu j-tému nejvétsimu vlastnimu ¢islu A;, tj. Ay > ... > X; > ... > A,. Celkovy

rozptyl ptivodnich proménnych je roven celkovému rozptylu hlavnich komponent,
var (X1) +...+var(X,) =AM+ ...+ A

Navic

cov(yi, yj) = cov (ng, €;X) = €§Vaf (x) €j = 5;253‘ = 5;)‘3’53' = /\jfggj =0
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pro i # j, tedy hlavni komponenty spliuji podminku nekorelovanosti.

Uvazujme nyni redukci dimenze z p na [. Soufadnice kazdého z n objektt
v prostoru hlavnich komponent nazyvame skéry a pro -ty objekt je ur¢ime jako
yir = &1%;, ..., yq = &x;. Spoctenim skérti pro vsechny objekty a jejich nésled-
nym usporadanim do matice ziskdme matici skort ¥,,, ;. Vlastni vektory &, .. ., §;
prislusné variancéni matici 3 nazyvame zatézemi. Ty urcuji sméry hlavnich kom-
ponent (sméry nejvétsi variability v datech).

Abychom mohli fesit uvedenou maximalizacni ulohu, je potieba urcit odhad
3. Predpokladejme, Ze mame k dispozici centrovanou datovou matici X,,, =
(x4,...,x.), kterd odpovidd ndhodnému vybéru o rozsahu n s p proménnymi.

Odhad X urc¢ime jako vybérovou varianéni matici V danou vztahem

V = X'X.

n—1

Maximaliza¢ni tilohu pfeformulujeme nasledovné. Ukolem je nalézt smér nejvétsi

variability &, mezi vSemi moznymi smeéry £ tak, ze maximalizujeme vyraz

1 1
max EVE = max 1£’X/X£ = max : Z (élxi)2
1€ = 1] =1" [€]7 =™~ F i

n

= max 3 (x6)° a7)
€= " =

V j-tém kroku pak fesime stejnou tulohu, ale navic pridavame podminku na or-
togonalitu £'¢, = 0, pro k = 1,...,j — 1. Jak bylo vysvétleno diive, & ; ziskéame
feSenim rovnice

1
mxle = g, (18)

které odpovida vlastnimu vektoru matice V prislusnému j-tému nejvétsimu vlast-

nimu ¢islu p;. Podil vysvétlené variability j-tou komponentou uréime jako %.
=1

Obecné méa matice V ma nejvyse min {p,n} nenulovych vlastnich ¢isel pj,

v piipadé centrovani (odecteni pfislusnych vybérovych primeéra od sloupcu X),
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pro p > n — 1 je hodnost matice X je nejvyse n — 1, a proto maximalni pocet
nenulovych vlastnich ¢isel V je roven min {p,n — 1}. Existuje nékolik vypocet-
nich algoritmi, které fesi (18), o téch se vice muzete do¢ist napiiklad v citované
literature.

Nakonec jesté poznamenejme, ze hlavni komponenty nejsou urceny jedno-
znacné. Lze napriklad zménit znaménko vlastniho vektoru & beze zmény podilu

vysvétlené variability prislusnou hlavni komponentou.

5.2. PCA pro funkcionalni data (FPCA)

Predpokladajme, Ze mame k dispozici funkcionalni nahodny vybér Xy, ..., X,
v L*(I),I C R. Opét bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze stiedni
funkce p(t) = 0,t € I. Cilem FPCA je opét ptivodni soubor pozorovani (funkei)
nahradit mensim poc¢tem funkci tak, abychom vysvétlili co mozno nejvice varia-
bility v datech. Za timto tcelem se v prvnim kroce FPCA snazime najit takovou
funkci & € L?(I), prvni funkcionalni hlavni komponentu, kterd podobné jako v
(17) maximalizuje ptes viechny mozné & € L?(I) vyraz

n

> X, (19)

za podminky ||5||§ =/ /; £(t)]> dt = 1, t € I. Dalsi hlavni komponenty {&} o0
pak maji vysvétlit co nejvice ze zbylé variability v datech. Z toho dtvodu Tesi
tlohu (19) s pridanim dalsi podminky na jejich vzajemnou ortogonalitu (£, &), =
[;E)&k(s)dtds =0, t,s e I,k < j.

Analogicky s mnohorozmérnou PCA, funkcionalni hlavni komponenty {¢; }]21
odpovidaji vlastnim funkcim kovarianéniho operatoru V' : L2(I) — L*(I) defino-

vaného pro z € L?(I) jako
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nebo ekvivalentné jako
V= / o(e,)a(t) dt,
I

kde v(-,t) je vybérova kovarian¢ni funkce. Proto ¢; ziskame feSenim rovnice

V& = pi;, (20)

kde p; je vlastni ¢islo pfislusné k vlastni funkci §; s vlastnosti p; > ... > p; > ...
Skéry pro i-té pozorovani uréime pro j = 1,2,... jako ¥;; = (X;, ), -

Opét existuje nékolik vypocetnich algoritmii vedoucich k feseni (20). Uvedeme
si zde jeden, kterym lze rovnici (20) pfevést na tlohu hledéni vlastnich vektorii
prislusné matice koeficientii. Tento pristup predpoklada, ze kazdé pozorovani X;

Ize rozvinout pomoci K znamych bazickych funkci ¢y

K
Xi(-) = cuutr, (21)

k=1
kde ¢, = (Xi, ¢r)y, £ = 1,..., K jsou pfislusné koeficienty i-tého pozorovani.

Oznacéime-li X(-) = (X1(-),..., Xu(-)) a &(-) = (61(-),..., ¢k (")), Ize (21) ma-
ticové vyjadiit jako X(-) = Ce¢(-), kde C je matice koeficient rozméru n x K.

Odtud vybérovou kovarianéni funkci mizeme vyjadrit ve tvaru

o(s,1) = ——B(s)C'CH(t), st el (22)

n—1

Dale predpokladejme, Ze lze vlastni funkce ;, j > 1 rozvinout pomoci ¢y,

K
&)= bior, (23)
k=1
kde bjr = (&, Pr)y.k = 1,..., K, maticové &(-) = ¢(-)'b;. S vyuzitim (22)

a maticového vyjadfeni (23) ziskame

Ve = [olgdt = [ —otyoTamsn,

I
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=¢()~ i [CC (/I d()p(t) dt) b; = ¢(-)’ﬁc’Cij,

kde W je symetrickd matice fadu K s prvky Wy = (¢x, ¢1), . Koneéné rovnici

(20) mtZzeme nahradit rovnici ve tvaru

1
n—1

C/Cij = ijj,

kdy naslednym feSenim této linedrni soustavy ziskdme b; = (b;x) z (23). V pii-
padé, ze systém bazickych funkei je ortonorméalni, W = I, a tato tloha prechazi
v tlohu mnohorozmérné PCA, kdy hleddame vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
ﬁC’ C.

Je potieba si uvédomit, ze podminka |||, = ||¢'b||, = 1 implikuje Wb = 1,
a z podminky ortogonality dvou funkci §; a & vyplyva, ze b;Wby, = 0. Abychom
dostali funkcionalni hlavni komponenty spliujici tyto pozadavky, definujeme u =
W1'/?b a fesime ekvivalentni tlohu ve tvaru

1
——W!2C'CW"?u = p;u

n—1

za podminek uw'u = 1. V kazdém kroku pak spoc¢teme vektor koeficienti b =
W24 a uréime £(-).

Na rozdil od mnohorozmérné PCA, kdy pocet proménnych p je obvykle mensi
jak pocet pozorovani n, v FPCA je pocet funk¢énich hodnot u kazdého pozoro-
vani roven nekonecnu. Z konstrukce X (-) v8ak vyplyva, Ze jsou vzniklé vektory
koeficienti linearné nezavislé, hodnost kovarian¢niho operatoru V' je proto n — 1,
coz implikuje n — 1 nenulovych vlastnich ¢isel. Oblibenym néastrojem pro ur-
¢eni optimalniho poc¢tu funkcionélnich komponent je scree plot, ktery zobrazuje
podil vysvétlené variability jednotlivymi funkcionalnimi komponentami, v némz
hleddme bod zlomu od rychlého klesani k pozvolnému. Pripadné o jejich opti-
malnim poctu mizeme rozhodnout pomoci jednoduchého pravidla, zalozeného
na zkuSenostech z praxe (expert knowledge), kdy vyzadujeme napiiklad nejméné

80% vysvétlené variability. Tyto funkciondlni komponenty pak zobrazime do grafu
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pomoci stfedni funkce spolecné se dvéma funkcemi, které odpovidaji nasobku pii-
slusné funkcionalni komponenty, ktery je ke stfedni funkci pfrictena a odectena.
Je to z toho divodu, ze funkcionalni komponenty vysvétluji variabilitu kolem
stfedni funkce. Zpiusob, kterym lze uréit pfislusny nasobek, je popsan v [12].
Zobrazenim skért pro dvojice funkcionalnich hlavnich komponent ziskame uzi-
te¢nou informaci o shlukovani jednotlivych pozorovani v prostoru vytvoreném
komponentami. Nakonec jesté poznamenejme, ze mnohorozména PCA cCasto vy-
chézi z korelacni matice z diivodu odstranéni vlivu nestejného méritka, nebot
na statistickych jednotkadch mérime p riiznych vlastnosti majici casto odlisné jed-
notky. Namisto toho v FPCA ziskdme soubor pozorovani méfenim jedné veli¢iny

ve stejné jednotce, a proto vzdy vychéazi z kovariancéni funkce.

5.3. PCA pro hustoty (SFPCA)

Nyni jiz mizeme prejit k odvozeni postupu vypoctu funkcionalnich hlavnich
komponent (SFPC) [4] pro soubor pozorovani, ktery bude tvofen hustotami. Uva-
7ujme proto centrovany nadhodny vybér X1, ..., X,, v B*(I), ktery ziskdme z pti-
vodniho vibéru Xi, ..., X, v B2(I) aplikaci operace © na kazdy X;,i=1,...,n
zptisobem X; = X; © X, kde X = Lod, X; znadf vibérovy pramer (jedna
se vlastné o geometricky prumér hustot). Formulujme maximaliza¢ni tlohu na-
sledoné. Cilem je najit takové funkcionalni hlavni komponenty v B%(I), prvky

{Gtisn € B2(I), které budou pies viechny mozné ¢ € B%(I) maximalizovat vyraz

jR— , .
N (X, ¢y za podminek [|C]l; = 1a (¢.G)y = Oprok <j,  (24)
=1

n—14

kdy podminky vzajemné ortogonality (¢, (x) 5z = 0 pro k < j pfidavame pro j > 1.

Stejné jako v FPCA ziskdme (; feSenim rovnice
V(Ei= MO,

kde ¢; je vlastni funkce piislusna vlastnimu cislu A; kovarianéniho operatoru
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V : B2(I) — B?(I) definovaného pro x € B?(I) jako

1
n—1

Vo=

=1

Pro praktické vypocty je vyhodné tlohu (24) s pouzitim clr transformace
prevést z B%(I) do L?(I), kde se provedou potfebné vypocty, které se pak na-
sledné prostiednictvim inverzni clr transformuji zpét do B?(I). Aplikovanim clr

transformace na (24) dostaneme maximalizaci pres ¢ € B?(I) vyrazu

n

Z (clr (X;) , clr (€)), za podminek ||clr ()], = 1;

=1

1
n—1

(clr (€) ,clr (¢k))y = 0prok < j.
Odtud pro j > 1 lze (24) ekvivalentné formulovat jako

n

Z (clr (X;), &), za podminek ||£]|, = 1;(§, &)y =0prok < ja /If =0,

=1

1
n—1

(25)
kde opét podminky ortogonality pridavame pro j > 1 a navic téz podminku
Il ;& =0, kteréd plyne z vlastnosti clr tranformace.

Tato tloha by se shodovala s tlohou (19) s danymi podminkami, kdyby zde
nebyla dodatecna podminka na nulovost integralu funkci &;. Abychom ukazali,
ze TeSenim této tlohy jsou vlastni funkce {¢; }j21 vybérového kovarian¢niho ope-

ratoru Vg, : L*(I) — L*(I) definovaného pro x € L?*(I) zpiisobem

n

1
‘/;:lrx = n—1 Zl <CII' (XZ) 7I>2 Clr(Xi)7
je potieba ukézat, Ze navic spliuji f[ § = 0 pro vSechna 7 > 1. K tomu je
potieba si uvédomit, ze disledkem clr transformace vybéru clr (X;), ..., clr (X;)

Ve pripousti nulové vlastni ¢islo pg, které je generované konstantni vlastni funkci

1
50 b—a’
n

Vo = m <C1f (Xz) "

T =

1

—a

>2 clr(X;)
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_ nilibia [/Iclr(Xi)l clr(X;) = 0.

Protoze vlastni funkce {{;},., odpovidaji zbylym vlastnim ¢islim p;, musi spl-
novat podminku ortogonality k vlastni funkci &, tj. pro j > 1 mame (&, &;),
ﬁ /, ;& = 0, z ¢ehoz vyplyva splnéni podminky /, ;& = 0. Aplikovanim in-
verzni clr transformace na vlastni funkce {fj}jzl prislusné k nenulovym vlast-
nim ¢islim {pj}j21 operatoru Vg, ziskdme hledané SFPC, tj. pro &; # £ mame
¢ =clr (&) =p exp (&).

Pfi vypoctu vlastnich funkei £; budeme opét predpokladat, ze kazdé z clr (X;)
prot = 1,...,n a §;,j > 1 lze vyjadfit jako linedrni kombinaci K znamych

bazovych funkci,

clr (X

Mw

K
cnde(), &)= bixu().
=1

k=1

Pti volbé B-splajnové baze musi byt ve vypoctu B-splajnovych koeficientii zohled-

néna podminka (12), tj. hledané koeficienty budou navic spliiovat (13), neboli

Hledéani vlastnich funkei §; pfechazi stejnym zptisobem jako u FPCA na tlohu

hledani vlastnich vektort b; = (bj;) FeSenim soustavy

- i 1C'Cij = p,;b;,
kdy v disledku prvni podminky v (26) dostavame nulové soucty fadku a sloupcii
matice C'C, které necini zadné vypocetni problémy, a proto jim neni potieba
vénovat specialni pozornost.

Stejné jako u FPCA, dilezitymi nastroji pro interpretaci SFPC je graf skértu
pro dvojice hlavnich komponent a graf, kde spolecné se stfedni funkci jsou zde

vyneseny i pertubace stiedni funkce j-tou komponentou (;, které jsou mocnény
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prislusnou konstantou prostiednictvim operace mocninné tranformace. Pro urceni
spravné dimenze dat a poc¢tu hlavnich komponent mtzeme opét vyuzit scree plotu

nebo stanovené dolni hranice pro podil vysvétlené variability.

5.4. Simulac¢ni studie - SFPCA pro hustoty patrici do ro-
diny exponencialnich hustot

Cilem simula¢ni studie je porovnat vystupy FPCA a SFPCA na jiz pted-
stavenych souborech hustot z podkapitoly 4.1. Jedna se o rozdéleni patfici do
rodiny exponencialnich rozdéleni [2], kterd maji tu vlastnost, ze pocet parametrii
daného rozdéleni odpovida horni hranici dimenze afinniho podprostoru Bayesova
prostoru, jenz tomuto rozdéleni odpovida [1]. Pfitom k-parametrickou exponenci-

alni rodinou rozdéleni na I, znacime Expg: ;) (g, T, ), nazveme mnozinu hustot

f(£,8) =p= g(t) - exp {Z ﬁj<0>Tj<t>} = g(t) - [[lexp (1,01 @) | teT,

j=1

(27)
kde 0 je vektor z k-dimenzionalniho parametrického prostoru © a g : I — R,
v;:0 = RaT;: 1 — Rproj=1,...,k jsou borelovsky méfitelné funkce.
Protoze Expg: ) (9, T, ) tvoii koneéné dimenzionalni afinni podprostor B*(I),

Ize kazdou hustotu z Expge ) (9, T,9) vyjadit jako linearni kombinaci v B*(I),

£(:6) =2 9() © D [9,(0) © exp Ty} te 1.

s prislusnou clr transformaci ve tvaru

k
folt,0) = ge(t) + > [9;(6) - clr (exp{T3(1)})], t €.
j=1
Pouzitim SFPCA na soubor hustot, které tvori k-parametrickou exponencialni
rodinu hustot pri poctu ky < k meénicich se parametri, ziskdme hlavni kompo-

nenty, které budou odhady ortonorméalni baze odpovidajiciho k-dimenzionalniho
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afinniho prostoru v B%(I). Tyto komponenty budou piisluset ky < k nenulovym
vlastnim ¢isltim, kde kg bude odpovidat poc¢tu promeénlivych parametri.

Uvazujme dva soubory hustot. Jako prvni uvedeme soubor beta hustot s pa-
rametry a; =2+ % a 3, =2+ % proi=1,...,15 na I = [0.1,0.9] s hustotami
(10), které upravime do tvaru (27),

ft,a,8) =p2 1-exp{(ae—1)In(t) + (8 —1)In(1 —¢)}.

Z néj vycteme, ze beta rozdéleni na [ patii k 2-parametrické rodiné exponenci-
alnich hustot s @ = (a, 8), 11(0) = a — 1, g(t) = 1, ¥2(0) =  — 1, T\(t) = In(t)
a Ty(t) =In(1 —t).

Jako druhy budeme uvazovat soubor hustot chi-kvadrat rozdéleni s parame-
tremn; =i+2proi=1,...,19na I = [e7",e*%] s hustotami (10). Z nasledné

upravy téchto hustot podle (27),

ol

f(t,n) =p2 e

- exp { (g — 1) ln(t)} :

Ize vyé&ist, Ze chi-kvadrat rozdéleni x2(n) na I patii k 1-parametrické exponenci-
alni roding rozdéleni s 0 = n,01(0) = 2 — 1, g(t) = e2 a T1(t) = In(t).
Pouzitim SFPCA jako statistické metody na redukci dimenze dat ocekavame,
Ze pro soubor beta hustot povede na snizeni dimenze na k£ = 2, pro druhy soubor
hustot pak na £ = 1. V ptipadé beta hustot si ukazeme, Ze je potfeba zohlednit
téz smér, ve kterém se pohybujeme pfi ménicich se parametrech. Na souboru
hustot chi-kvadrat rozdéleni porovname vystupy SFPCA a FPCA. Postup pro

prvni soubor hustot s vyuzitim softwaru R [6] je nasledujici:
1. nacteme knihovny fda a robCompositions,
2. nasimulujeme 15 clr transformovanych beta hustot,

3. diskretizujeme tyto hustoty, ¢imz ziskdme 200 funkénich hodnot pro kazdou

z nich,
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4. fdobj, funkcionalni datovy objekt, ziskdme pomoci interpolace bazovymi
splajny. V nasem pripadé konkrétni volba okrajovych podminek povede

na interpolaci prirozenymi kubickymi splajny,

5. pouzijeme piikaz pca.fd na vytvofeny funkcionalni datovy objekt sestava-
jici z interpolovanych clr hustot. Vystupem funkce pca.fd je seznam, ktery
obsahuje:
harmonics: funkciondlni datovy objekt pro vlastni funkce §;,
values: vlastni ¢isla p;,
scores: matici skorta W,
varprop: vektor obsahujici podily vysvétlené variability kazdou vlastni funkci
&s e 5
meanfd: funkciondlni datovy objekt odhadu stiedni funkce (), tj. Z(t).

6. ziskané vlastni funkce {; v clr prostoru prevedeme pomoci inverzni clr do

pivodniho prostoru B?(1),

7. kroky 1-5 provedeme i na ptvodni hustoty v pripadé hustot chi-kvadrat

rozdéleni a vystupy obou pristupti porovname.

Vystup SFPCA pro soubor hustot beta rozdéleni muzeme vidét na obrazku
6. Prvni komponenta neboli vlastni funkce (SFPC) vysvétluje veskerou vari-
abilitu dat, a to zejména na koncich I (obrazek 6¢). To je jasné zachyceno
na obrazku 6e, stejné jako nulovy podil vysvétlené variability druhou SFPC
na obrazku 6f, kde je k clr stfedni funkci pfi¢tena a odectena clr(SFPC);, resp.
clr(SFPC),, ktera je nasobena pifslusnou smérodatnou odchylkou /A;, resp.
Vv Aa. Vysoké hodnoty skérit podél SFPC; odpovidaji vysokym hodnotdm smé-
rodatné odchylky pfislusnych hustot a naopak malé skéry jsou spojeny s niz-
kymi hodnotami smérodatnych odchylek hustot. Skéry jsou zobrazeny v obrazku
6b, kde indexy 1,...,15 odpovidaji hustotdm (10) se smérodatnymi odchylkami
o1 = 0.2100 > 09 = 0.1987 > ... > 015 = 0.1291.

Ackoli jsme ocekavali dvé nenulové SFPC, ziskali jsme pouze jednu, a to

z toho diivodu, Ze pri zméné parametri beta rozdéleni dochéazelo ke zméné ve
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tvaru hustot pouze v jednom sméru. Ocekavané dvé nenulové SFPC mtzeme vi-
dét na obrézku 7c-7d, které jsme ziskali pro soubor beta hustot (10) s parametry
o = 2+ % afB; =2+ % pro i,7 = 1,...,10. V pripadé souboru chi-kvadrat
hustot je celkova variabilita zachycena pravé jednou SFPC a jak jsme oceka-
vali, nejvétsi variabilitu vysvétluje v levé casti distribuce. Podotykame, ze opét
SFPC; nam jednotlivé hustoty usporadala podle jejich prislusnych rozptyla, a to
od nejmensiho, pfislusného f(t,ny), po nejvétsi, prislusného f(t, nqo).

Z vyse uvedeného je zfejmé, ze SFPCA urcuje spravnou dimenzi afinniho pro-
storu B2(I) uvazovanjch exponencialnich rodin a aproximace dat pomoci SFPC
se v téchto pripadech ukazuje jako vhodna. Odlisné vysledky ziskdme pfi ne-
respektovani piirozenych vlastnosti hustot pouZitim standardni FPCA v L*(I)
na soubor chi-kvadrat hustot. Navrzena redukce dimenze pomoci scree plotu (ob-
razek 9a) nerespektuje dimenzi dat, stejné tak si mizeme vSimnout nelinedrniho
vztahu mezi skéry (obrazek 9b). Naslednym porovnanim obrazka 9g a 9h vidime,
ze aproximace hustot pomoci prvnich dvou FPC se zde jevi zcela nevhodné, nebot

navic obsahuje i zdporné hodnoty.
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(a) Scree plot (b) Skéry SFPC, a SFPC,
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Obrazek 6: SFPCA beta hustot na I = [0.1,0.9] s a; = ; = 2 + % pro i =
1,...,15. V (e)-(f) ¢ernd kiivka odpovida stfedni funkci, ¢ervena stfedni funkci
plus SFPC a modra stfedni funkci minus SFPC v clr prostoru. V (g)-(h) ¢erna
krivka je stfedni funkce, cervena stiedni funkce @& SFPC, modra pak stiedni

funkce & SFPC.
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(a) Scree plot (b) Skéry SFPC, a SFPC,
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Obrézek 7: SFPCA beta hustot na I = [0.1,0.9] s parametry o; = 2+% a 3; = 2—|—§
prot, 7 =1,...,10.
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(a) Scree plot (b) Skory SFPC, a SFPC,
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Obréazek 8: SFPCA chi-kvadrat hustot na I = [e™7, 5] s parametrem n; = i + 2
pro:=1,...,19.
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6. Realny priklad

Nyni se podivame, jak lze ziskané teoretické poznatky uplatnit pii praci s real-
nymi daty. Provedeme SFPCA na souboru dat, ktery je tvofen rozdélenim p¥ijmi
domacnosti v Italii, jez jsme prevzali z ¢lanku [3]. Tato data vzesla z oficialniho
vyzkumu pi{jmu doméacnosti (SHIW), provedeného centrélni italskou bankou. Na-
Sim cilem je pomoci snizeni dimenze dat ziskat souhrnnou informaci o rozdéleni
prijmt v jednotlivych italskych regionech, kterd umozni nase data charakteri-
zovat, pricemz budeme brat v potaz jejich relativni charakter (respektovanim
geometrie Bayesovych prostoru). Vystup SFPCA, ktery by mél zohlednit pru-
myslovéjsi sever Italie oproti zemédélskému jihu, bude nasledné porovnan se stan-

dardnim ptistupem FPCA.

6.1. Predstaveni a reprezentace dat

K dispozici mame rozdéleni pfijmi domdacnosti (v EUR) ve vSech dvaceti
italskych regionech, které vzesly z okolo 8000 tdaji o vysi jejich prijmi. V ta-
bulce 1 miizeme vidét jednotliva zastoupeni piijmt pro kazdy z regioni, které
jsou navic rozdéleny do t¥{ skupin podle geografického usporadéani na sever (N),
stied (M) a jih (J), kam byly zafazeny i ostrovy v souladu s t¥idénim podle ital-
ského narodniho statistického tfadu (ISTAT). Byl urden optimdlni pocet deviti
prijmovych tiid se stfedy x;,i = 1,...,9 a s rozsahem [6574,110709]. Hodnoty
fi,i =1,...,9 v tabulce pfedstavuji podily jednotlivych t¥id na celkovém roz-
déleni pfijmi v ramci jednotlivych regionti. Dale byla na tyto proporce pouzita

diskrétni verze clr transformace [1], tj.

i
' g(fr,---, fo)

kde g znac¢i geometricky primeér z prislusnych slozek. Tyto clr transformované
hodnoty byly vyhlazeny metodou vyhlazovacich splajni s nosi¢em na [0, 110709]
pri volbé sité ¢tyt uzlli ve vysi prijmi 0, 30000, 70000, 110709. Spoctené vysledné
vektory B-koeficientu (tabulka 2) pro kazdy z 20 vyhlazovacich splajni spliujicich
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region poloha proporce t¥id pfijma, fi,..., f9

1 Piemonte N 0.067 0.385 0.323 0.134 0.052 0.022 0.009 0.005 0.003
2 Valle d’Aosta N 0.042 0340 0.319 0.212 0.042 0.016 0.006 0.016 0.006
3 Lombardia N 0.089 0.275 0.269  0.151 0.107  0.056  0.022  0.018 0.012
4 Trentino N 0.068 0.320 0.279 0.127 0.134 0.029 0.041 0.006 0.005
5 Veneto N 0.103 0.329 0.255 0.177  0.081 0.022 0.015 0.010 0.007
6 Friuli N 0.084 0.320 0.232 0.168 0.088 0.068 0.028 0.008 0.004
7 Liguria N 0.081 0.362 0.207 0.213  0.081 0.026  0.026  0.003 0.002
8 Emilia Romagna N 0.065 0.303 0.275 0.189 0.085 0.045 0.017 0.015 0.006
9 Toscana M 0.043 0.283 0.293 0.188 0.105 0.052 0.015 0.015 0.007
10 Umbria M 0.052  0.351 0.337  0.157 0.056  0.026  0.015  0.004 0.002
11 Marche M 0.115 0.401 0.219  0.1563 0.058 0.032 0.014 0.006 0.003
12 Lazio M 0.120 0.349 0.260 0.150 0.066 0.032 0.012  0.007 0.002
13 Abruzzo S 0.100 0.368 0.294 0.144 0.045 0.030 0.004 0.010 0.005
14 Molise S 0.131  0.349 0.277 0.109 0.080 0.022 0.022  0.006 0.004
15 Campania S 0.238 0.48 0.167 0.066 0.019 0.016 0.006 0.002 0.001
16 Puglia S 0.238  0.441 0.201 0.068 0.025 0.009 0.011 0.003 0.002
17 Basilicata S 0.246 0.385 0.169 0.115 0.038 0.031 0.006  0.006 0.003
18 Calabria S 0.240 0.408 0.209 0.084 0.037 0.006 0.010 0.004 0.003
19 Sicilia S 0.255 0.473  0.161 0.063 0.029 0.014 0.012  0.002 0.001
20 Sardegna S 0.167 0.425 0.217 0.123 0.044 0.015 0.006 0.003 0.002
stfedy intervald 6574 19591 32608 45625 58641 71658 84675 97692 110709

Tabulka 1: Proporce t¥id pfijmi ve 20 italskych regionech.

podminku (13) nyni vyuZijeme pro urceni clr transformovanych hustot. Zacneme
nastavenim cesty ke zdrojovym dattim v pocitaci a nactenim doplinkové knihovny:
> setwd("Cesta k dattm")
> library(fda).

Nésledné nacteme soubor bkoef.csv, v jehoz fadcich jsou B-koeficienty pro
jednotlivé regiony:
> B = read.csv("bkoef.csv", header = FALSE, sep = "", dec=".").
Sestrojime B-splajnovou bézi kubickych splajni na I = [0,110709] podobné jako
v piikladu 2, ale s tim rozdilem, Ze pfidavdme parametr breaks, nebot body
interpolace se zde lisi od zvolenych uzld splajnii:

> x.int = c(0,110709)

> nbasis = 6
> norder = 4
> breaks = c(0,30000,70000,110709)

> baze = create.bspline.basis(x.int,nbasis,norder,breaks).
Vysledné vyhlazujici splajny ziskame pomoci funkce fd:
clr.data.fd=fd(B,baze)

a pomoci prikazu plot, pripadné matplot je vykreslime. Na obrazku 10 nahote
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region poloha splajnové koeficienty b7, i = —3,...,2

1 Piemonte N —-1972 2650 2376 —0.907 —2.202 —2.734
2 Valle d’Aosta N -—-1.801 1.192 3979 —2.791 —1.048 —1.877
3 Lombardia N -1.362 1609 1413 -0.129 —-1.788 —1.708
4 Trentino N —2.686 2512 1.128 0.519 —2.250 —2.357
5 Veneto N -0660 1.602 2370 —-1.079 —1.872 —2.067
6 Friuli N —2.065 2531 0.742 0.828 —2.205 —2.728
7 Liguria N —1.756 2.628 1.467 0.487 —2.643 —3.299
8 Emilia Romagna N —-1.806 1.609 2.080 —0.666 —1.506 —2.297
9 Toscana M —-2595 1.615 2.038 —0.254 —1.823 —2.101
10 Umbria M  —-2517 2.625 2226 —0.444 —2.144 —3.254
11 Marche M —-1.260 2816 1.418 —0.160 —2.239 —2.896
12 Lazio M —-0.750 2.247 1.889 —0.555 —2.015 —2.944
13 Abruzzo S —0.872 2184 2.542 —1.268 —2.280 —2.056
14 Molise S —0.827 2474 1.541 —0.448 —2.073 —2.508
15 Campania S —0.275 4.574 0.753 —0.177 —2.878 —3.523
16 Puglia S 0.372 3.304 1.843 —1.926 —1.449 —2.856
17 Basilicata S 0.476 2974 1.174 —0.267 —2.672 —2.633
18 Calabria S 1.041 2,570 2.561 —2.272 —1.802 —2.400
19 Sicilia S —0.360 4.563 0.260 0.097 —2.864 —2.874
20 Sardegna S —0.124 3.085 1.937 —0.529 —3.097 —2.903

Tabulka 2: B-koeficienty vyhlazujicich splajnt pro clr transformované hustoty 20
italskych regionti.

miizeme vidét soubor dvaceti vyhlazenych clr hustot spolecné s clr transformacemi
ptivodnich dat, dole pak ptvodni hustoty, které jsme ziskali pomoci inverzni clr
transformace (9), v obou pfipadech jsou barevné rozliseny podle geografického
uspotradani. Je zde pékné vidét, ze se distribuce piijmu v severni a stredni casti

Italie 1isi od téch na jihu zemé, kde prevazuji vyrazné nizsi piijmy domécnosti.

6.2. SFPCA - aplikace na realnych datech

Na hustoty zachycené na obrazku 10 dole se budeme divat jako na spojité
kompozice v B2(I). Z toho dfivodu se uchylujeme k SFPCA a néasledné clr-
transformaci (7), kterd ndm umozni provést samotné vipocty v L*(I).

Na obrazku 11 vidime vystup SFPCA, ktery ziskame pouzitim funkce pca.fd
na funkcionalni datovy objekt clr.data.fd. Zobrazené dvé hlavni komponenty
(SFPC) (obrazek 11d-11e) ndm vysvétluji postupné 68.7% a 17.3% celkové vari-
ability v datech. Prvni komponenta predstavuje kontrast mezi levou ¢asti distri-
buce, odpovidajici nizkym piijmtm, a pravou c¢asti distribuce. To je ziejmy disle-
dek relativniho méftitka, zachyceného ve formé absolutniho méfitka clr tramsfor-
maci v obrazku 10 nahote, jez nam umoznuje zachytit relativni zdroj variability

dat. Ta je urcena predevsim malymi hodnotami hustot distribuci v jejich levé
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Obrazek 10: Hustoty pfijmu v Italii a jejich clr transformace.

casti, kde mizeme sledovat strméjsi pokles, na rozdil od malych hodnot napravo,
kde je jejich pokles pozvolnéjsi. To nam odrazi rozdily v pfijmech domacnosti
mezi jihem zemé, kde jsou piijmy nizsi, a zbytkem Itélie, kde pievazuji vyssi
piijmy. To lze vy¢ist i z obrazku 11f, kde je nejvétsi variabilita zachycena praveé
v nizsich pfijmech.

Podivame-li se na skéry na obrazku 11b, vidime, ze prvni SFPC nam rozdé-

luje soubor dat na dvé skupiny, na sever zemé spolecné se stfedem a na jizni ¢ast
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zemé. Vysoké skéry podél prvni SFPC odpovidaji velkému (relativnimu) vyskytu
nizkych prijmt na celkovych piijmech, coz odpovida tomu, Ze na jihu zemé podil
domacnosti s nizsimi piijmy vyrazné prevazuje nad domacnostmi s vyssimi pii-
jmy. Naopak nizké hodnoty skért odpovidaji malému vyskytu nizsich ptijmi, a
tedy vypovidaji o prevazujicim podilu domacnosti s vyssimi piijmy. U nizkych
skorti prevlada cervena a Cerna barva, a tedy odpovidaji regiontim na severu
a sttedu Italie. Porovname-li tyto zavéry s udaji z tabulky 1, vidime, Ze nejnizsi
skér ma region Toscana (obrazek 11c), ve kterém skuteéné podily nizsich pfijmi
patil mezi nejnizsi a prevazuji v ném vyssi piijmy domacnosti. Sami se miizete
presvedcit, ze naopak vysoké skory u jiznich regiont odrézi skutecnost, ze je tato
cast Italie zaméfena na zemédélstvi, a proto neoplyva takovym bohatstvim v po-
rovnani se zbytkem zemé. Nase zavéry jsou tedy v souladu s realitou, do které
se promita industrialni struktura zemé.

Druhé hlavni komponenté, vysvétlujici ¢ast ze zbyvajici variability, nelze pfi-
fadit zadnou intuitivni intepretaci, nicméné zachycuje variabilitu zejména ve stied-
nich a vyssich ptijmech.

Navrzena redukce dimenze pomoci prvnich dvou hlavnich komponent na za-
kladé scree plotu (obrazek 11a) by méla urcovat tu spravnou dimenzi dat. Apro-
ximaci souboru hustot, kterou ziskdme projekci vyhlazenych dat do prostoru prv-
nich dvou SFPC, mtizeme vidét na obrazku 11k. Mohlo by se zdat, ze neodrazeji
zcela adekvatné povahu dat zejména ve vrcholcich hustot, nicméné z pohledu

hustot je dulezitéjsi, ze dostatecné presné charakterizuji relativni variabilitu dat.
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Obréazek 11: SFPCA hustot pfijmi.
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Srovnejme nyni vystupy SFPCA a FPCA. FPCA byla aplikovana na hustoty,
které jsou zobrazeny na obrazku 10 dole. Podivame-li se na odhadnutou kovari-
an¢ni funkci v B%(I) (obrézek 12 vlevo), vidime, Ze ndm podpoii dosazené zavéry,
které jsme ucinili pomoci SFPCA. Potvrzuje nejvétsi zdroj variability fizeny le-
vym koncem distribuce, kde jsou nizsi ptfijmy. Naopak odhadnutd kovarianc¢ni
funkce v L? prostoru (na obrazku 12 vpravo) zachycuje absolutni variabilitu dat,
nejvétsi rozdily v prijmech mezi 15000 az 20000 EUR, v nichz hustoty dosahuji
svych nejvyssich hodnot. Posuzovani variability z pohledu L? prostorfi tak neod-
povida relativnimu charakteru hustot.

Prvni komponenta vysvétluje 85.3% rozptylu fizena zejména vrcholky hustot
a Casteéné téz stfednimi pifjmy (obrézek 13d). Komponenta klasifikuje objekty
podobné jako v SFPCA do dvou shlukt (obrazek 13b-c), na chudsi jih Itélie proti
bohatsi severni a stfedni ¢ast zemé. Druha komponenta pak zachycuje zbyvajici

variabilitu ve stfednich a vyssich pi{jmech, celkem 9.6% (obrazek 13e).
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Obrazek 12: Kovarianéni funkce v B%(I) (vlevo) a kovarian¢ni funkce v L?*(I)
(vpravo).

Aproximaci puvodnich dat pomoci prvnich dvou hlavnich komponent mtzeme
vidét na obrazku 14 dole. Kvalita vysledné aproximace i pres zachyceni vétsiho
mnozstvi informace se nejevi vyrazné lepsi v porovnani s aproximaci ziskanou
pouzitim SPFCA. Pfestoze FPCA diky primarnimu zaméfeni na zpracovani ab-

solutni informace vérohodné charakterizuje vrcholky hustot a v tomto konkrétnim
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pripadé dokonce pomoci prvnich dvou komponent vysvétlila vice celkové varia-
bility nez SFPCA, jeji pouziti na statistické zpracovani hustot pravdépodobnosti

se z metodického hlediska nejevi jako dostatecné relevantni.
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Obrazek 13: FPCA hustot pfijma.
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(h) Puvodni hustoty
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Obrazek 14: Ptvodni hustoty (nahofe), aproximované hustoty (dole).

7



ZAavér

Pro statistické zpracovani funkcionédlnich dat byla navrzena ucelend meto-
dika, ktera nabizi Siroké spektrum nastroji pro jejich statistickou analyzu. Pri
praci se souborem hustot rozdéleni pravdépodobnosti je ovSem stézejni porozu-
méni jejich geometrickym vlastnostem, které piimé pouziti téchto standardnich
statistickych metod neumoznuje. V této praci jsem se snazila vytvorit uceleny
pohled na tuto problematiku, kdy za stézejni ¢ast moji prace vnimam zohlednéni
relativniho charakteru hustot ve funkcionalni metodé hlavnich komponent, ktera
z praktického hlediska predstavuje jednu z nejpopularnéjsich metod funkcionalni
analyzy.

Studium problematiky statistického zpracovani hustot a s tim souvisejicich
matematickych disciplin pro mé bylo jednoznacné velice prinosné. Prvné jsem
se setkala se zakladnimi poznatky z funkcionalni analyzy a presvédcila jsem
se o dulezitosti a potfebé analyzy funkcionalnich dat v soucasnosti. Pfi psani
této prace jsem narazila hned na nékolik prekazek, které se mnohdy pro mé zdaly
byti nepfekonatelné. Af uz to bylo pochopeni struktury Bayesova prostoru, popsa-
ného ve tieti kapitole, nebo problematika interpolace funkcionéalnich dat. V obou
pripadech se jednalo o relativné novou problematiku, ke které nebylo dostatek
literatury. Doufam, Ze nejenom simula¢ni studie, ale pak i samotné zpracovani
redlnych dat pomoci SFPCA ¢tenare presvédcilo o uskalich pouziti standardnich
statistickych metod pro statistické zpracovani hustot.

Vérim, ze by tato prace povede ctenare k zamysleni, motivaci a zakladnimu
pochopeni principt prace s funkcemi, které jsou hustotami rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Na tomto misté bych jesté jednou chtéla podékovat svému vedoucimu,
ktery mé o vybéru predstaveného tématu presvedcil a umoznil mi tak seznamit

se s touto zajimavou problematikou.
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