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Úvod

Teorie testovańı statistických hypotéz a teorie fuzzy množin, to jsou na prvńı

pohled úplně odlǐsné discipĺıny. Při testováńı statistických hypotéz máme vstupńı

data reálná, zato v př́ıpadě fuzzy dat poč́ıtáme s vágnost́ı nebo-li neurčitost́ı.

Můžeme vlastně źıskat vstupńı data, která budou fuzzy? Je možné na základě

fuzzy dat ověřovat r̊uzné hypotézy? Jak posléze správně rozhodnout o závěru

testováńı? Nejen těmito otázkami se budeme v této práci zabývat. Pro lepš́ı

představu si uvedeme motivačńı př́ıklad. Představme si, že nás někdo na ulici za-

stav́ı s anketou týkaj́ıćı se pr̊uměrné měśıčńı útraty v korunách. Pravděpodobně

nev́ıme úplně přesnou částku, tak odpov́ıme nějakou přibližnou částku. Náhle už

budeme mı́t vstupńı data fuzzy, ale i tato data bychom chtěli nějakým zp̊usobem

otestovat, a proto se tedy v této diplomové práci budeme právě zabývat tes-

továńım statistických hypotéz na základě fuzzy dat.

Na začátku této práce si nejdř́ıve představ́ıme základńı pojmy z teorie fuzzy

množin. Poté se v následuj́ıćı kapitole nejprve budeme zabývat základńımi po-

jmy a postupy při klasickém testováńı statistických dat a posléze už obecným

postupem testováńı statistických hypotéz v př́ıpadě fuzzy dat. Následně se de-

tailně zaměř́ıme na vybrané statistické testy, a to konkrétně na parametrické. Ke

každému vybranému testu si uvedeme řešený př́ıklad k pochopeńı problematiky.
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Kapitola 1

Teorie fuzzy množin

V této kapitole se seznámı́me se základńımi pojmy z teorie fuzzy množin.

Zavedeńı těchto pojmů je d̊uležité z hlediska následného pochopeńı daľśı kapitoly

této práce. Tato kapitola byla zpracována podle [6],[8],[11],[12],[14],[15],[16],[19].

Obrázky jsou vytvořeny v programu MATLAB.

1.1. Fuzzy množiny

Definice 1.1 Necht’ je daná neprázdná množina U , tzv. univerzum. Pak fuzzy

množina A na univerzu U je definována zobrazeńım µA : U → 〈0, 1〉. Funkci

µA nazýváme funkćı př́ıslušnosti fuzzy množiny A. Pro každé x ∈ U nazveme

hodnotu µA(x) stupněm př́ıslušnosti prvku x k fuzzy množině A.

Funkce př́ıslušnosti fuzzy množiny může nabývat i hodnot mezi krajńımi hod-

notami 0 a 1. To znamená, že pokud máme např́ıklad fuzzy množinu ”vysoký

člověk” a pro konkrétńıho člověka je stupeň př́ıslušnosti k této fuzzy množině

0,5, tak do dané fuzzy množiny ”vysoký člověk” patř́ı nap̊ul.

Nyńı je potřeba si zavést nezbytné pojmy, které popisuj́ı fuzzy množinu.

S těmito pojmy budeme posléze pracovat.

Poznámka 1.1 Pro zjednodušeńı zápisu budeme dř́ıve značenou funkci př́ıslu-

šnosti µA zapisovat jako A(.) a následně stupeň př́ıslušnosti µA(x) jako A(x), kde

x ∈ U.
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Definice 1.2 Necht’ je dána fuzzy množina A definovaná na univerzu U a reálné

č́ıslo α ∈ 〈0, 1〉. Pak α-řezem fuzzy množiny A nazýváme (ostrou) množinu

Aα = {x ∈ U | A(x) ≥ α}.

Definice 1.3 Jádrem fuzzy množiny A na univerzu U rozumı́me (ostrou) množi-

nu

KerA = {x ∈ U | A(x) = 1}.

Definice 1.4 Nosičem fuzzy množiny A na univerzu U nazýváme (ostrou) mno-

žinu

Supp A = {x ∈ U | A(x)>0}.

Definice 1.5 Výška hgt(A) fuzzy množiny A na univerzu U je definována násle-

dovně:

hgt(A) = supx∈UA(x).

Definice 1.6 Fuzzy množina A na univerzu U se nazývá normálńı, jestlǐze

KerA 6= ∅.

V opačném př́ıpadě se nazývá subnormálńı.

Tomuto zp̊usobu, kdy se fuzzy množina zadefinuje pomoćı funkce př́ıslušnosti,

se také někdy ř́ıká vertikálńı reprezentace. Druhý zp̊usob zadefinováńı fuzzy

množiny je pomoćı α-̌rez̊u. Princip spoč́ıvá v tom, že máme systém řez̊u fuzzy

množiny A, kde každému α ∈ 〈0, 1〉 přǐrazujeme tzv. α-̌rez. Zápisu pomoćı α-̌rez̊u

se taky někdy ř́ıká horizontálńı reprezentace. Jednotlivé pojmy jsou pro lepš́ı po-

chopeńı zobrazeny na obrázku 1.1.

1.2. Fuzzy č́ısla

Kvantitativńı údaje, které nám vyjadřuj́ı přibližná, neurčitá množstv́ı, jako

např́ıklad
”
přibližně 5,“

”
něco mezi 100-150“ atd. můžeme reprezentovat pomoćı

fuzzy č́ısel.
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Definice 1.7 Fuzzy množina C definovaná na množině reálných č́ısel R, která

má následuj́ıćı vlastnosti:

1. C je normálńı fuzzy množina,

2. α-řezy Cα představuj́ı pro všechna α ∈ (0, 1〉 uzavřené intervaly,

3. nosič Supp C je ohraničený,

se nazývá fuzzy č́ıslem.

Obrázek 1.1: Grafická reprezentace základńıch charakteristik fuzzy množin

Poznámka 1.2 Symbolem FN(R) budeme označovat množinu všech fuzzy č́ısel.

Poznámka 1.3 Za speciálńı př́ıpad fuzzy č́ısla lze považovat reálné č́ıslo a in-

terval. Odpov́ıdaj́ıćı funkce př́ıslušnost́ı jsou znázorněné na obrázku 1.2. M̊užeme

tedy chápat fuzzy modely jako rozš́ıřeńı reálných model̊u a také pracovat dohro-

mady s reálnými i fuzzy č́ısly.
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Obrázek 1.2: Funkce př́ıslušnosti fuzzy č́ısel reprezentuj́ıćıch reálné č́ıslo 2 a in-
terval 〈5, 8〉.

Následuj́ıćı věta nám umožńı si udělat lepš́ı představu o charakteru funkćı

př́ıslušnosti fuzzy č́ısel.

Věta 1.1 Necht’ C je fuzzy množina na R. Pak C je fuzzy č́ıslo právě tehdy, když

existuj́ı x1, x2, x3, x4 ∈ R, taková že x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4, a pro funkci př́ıslušnosti

fuzzy č́ısla C plat́ı

C(x) =


L(x), pro x ∈ (−∞, x2)
1, pro x ∈ 〈x2, x3〉
P (x), pro x ∈ (x3,∞),

kde:

a) L(x) je neklesaj́ıćı a zprava spojitá funkce na (−∞, x2) a L(x) = 0 pro

(−∞, x1),

b) P (x) je nerostoućı a zleva spojitá funkce na (x3,∞) a P (x) = 0 pro (x4,∞).

Bod̊um x1, x2, x3, x4 z předchoźı věty ř́ıkáme význačné hodnoty fuzzy č́ısla

C a muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nky:
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a) 〈x1, x4〉=Supp C, kde Supp C znač́ı uzávěr nosiče,

b) 〈x2, x3〉=Ker C.

Každé fuzzy č́ıslo je jednoznačně určeno pomoćı dvojice reálných funkćı c(α),

c(α), které popisuj́ı nejmenš́ı a největš́ı hodnoty jednotlivých α-̌rez̊u, jak je ukázá-

no v následuj́ıćıch dvou větách.

Věta 1.2 Necht’ C je fuzzy č́ıslo a funkce c(α), c(α) na 〈0, 1〉 jsou definovány

následovně: 〈c(α), c(α)〉 = Cα, pro α ∈ (0, 1〉 a 〈c(0), c(0)〉 = Supp C. Pak pro

funkce c, c plat́ı:

a) ∀α ≤ β, kde α, β ∈ 〈0, 1〉 : c(α) ≤ c(β) ≤ c(β) ≤ c(α),

b) funkce c, c jsou spojité zleva na (0, 1〉 a zprava v 0.

Věta 1.3 Necht’ c(α), c(α) na 〈0, 1〉 jsou spojité zleva na (0, 1〉, zprava spojité

v 0 a splňuj́ı nerovnost ∀α ≤ β : c(α) ≤ c(β) ≤ c(β) ≤ c(α). Pak 〈c(α), c(α)〉 pro

∀α ∈ (0, 1〉 jsou α-řezy nějakého fuzzy č́ısla a 〈c(0), c(0)〉 je jeho uzávěr nosiče.

Poznámka 1.4 Prvńı věta je dokázána v [7]. Druhá a třet́ı v [13].

Fuzzy č́ıslo C budeme zapisovat pomoćı této dvojice funkćı c, c následovně:

C = {〈c(α), c(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Když dostaneme neurčité vstupńı hodnoty, je našim ćılem použ́ıt co nejjed-

nodušš́ı matematický model a zároveň źıskat co nejpřesněǰśı výsledky. Nejjed-

nodušš́ı fuzzy č́ıslo se nazývá lineárńı.

Definice 1.8 Necht’ C je fuzzy množina na R a x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4 jsou

význačné hodnoty fuzzy č́ısla. Fuzzy č́ıslo C se nazývá lineárńı, jestlǐze jeho funkce

př́ıslušnosti má pro ∀x ∈ R tvar

C(x;x1, x2, x3, x4) =


x−x1
x2−x1 , pro x1 ≤ x ≤ x2

1, pro x2 ≤ x ≤ x3
x4−x
x4−x3 , pro x3 ≤ x ≤ x4

0 jinak.
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V této práci budeme označovat lineárńı fuzzy č́ıslo pomoćı čtveřice význa-

mných bod̊u C = 〈x1, x2, x3, x4〉. Obě funkce c, c budou tedy lineárńı a pro

všechny α ∈ 〈0, 1〉 je můžeme spoč́ıtat následovně:

c(α) = x1 + α(x2 − x1),

c(α) = x4 + α(x4 − x3).

Mezi nejznáměǰśı lineárńı fuzzy č́ısla patř́ı lichoběžńıkové fuzzy č́ıslo, kde x1 6=

x2 6= x3 6= x4 a trojúhelńıkové fuzzy č́ıslo s význačnými body x1 6= x2 = x3 6= x4.

My se ovšem během práce setkáme i se situaćı, kdy známe pouze krajńı hodnoty

určitých α-̌rez̊u. Výsledné fuzzy č́ıslo je pak aproximováno pomoćı takzvaného po

částech lineárńıho fuzzy č́ısla.

Definice 1.9 Po částech lineárńım fuzzy č́ıslem určeným pomoćı bod̊u (c(αi), αi)

a (c(αi), αi), i = 1, . . . , n, kde αi ≤ αi+1 pro i = 1, . . . , n − 1, a plat́ı α1 = 0

a αn = 1, nazveme fuzzy č́ıslo C, jehož funkci př́ıslušnosti m̊užeme definovat

následuj́ıćım zp̊usobem

C(x) =



0 x < c(α1)

(α2 − α1) · x−c(α1)
c(α2)−c(α1)

+ α1 c(α1) ≤ x < c(α2)

. . .

(αn − αn−1) · x−c(αn−1)
c(αn)−c(αn−1)

+ αn−1 c(αn−1) ≤ x < c(αn)

1 c(αn) ≤ x < c(αn)

(αn − αn−1) · c(αn−1)−x
c(αn−1)−c(αn)

+ αn−1 c(αn) < x ≤ c(αn−1)

. . .

(α2 − α1) · c(α1)−x
c(α1)−c(α2)

+ α1 c(α2) < x ≤ c(α1)

0 c(α1) < x.

Na obrázku 1.3 můžeme pak v praxi vidět jak vypadá takové trojúhelńıkové,

po částech lineárńı a lichoběžńıkové fuzzy č́ıslo.

1.3. Standardńı intervalová a fuzzy aritmetika

S fuzzy č́ısly můžeme provádět jednotlivé základńı aritmetické operace jako

sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı a děleńı. Abychom ovšem mohli v̊ubec provádět tyto
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Obrázek 1.3: Trojúhelńıkové fuzzy č́ıslo A, po částech lineárńı fuzzy č́ıslo B a li-
choběžńıkové fuzzy č́ıslo C

jednotlivé aritmetické operace, je nutné si zadefinovat tzv. princip rozš́ıřeńı, jehož

autorem je profesor Lotfi Askar Zadeh [19]. Symbolem F (U) označujeme systém

všech fuzzy množin na U . A ∈ F (U) znamená, že fuzzy množina A je definována

na U .

Definice 1.10 Fuzzifikaćı zobrazeńı f : U → V rozumı́me zobrazeńı:

fF : F (U)→ F (V ),

které každé fuzzy množině A ∈ F (U) přiřazuje fuzzy množinu fF (A) ∈ F (V )

s funkćı př́ıslušnosti definovanou pro každé y ∈ V vztahem

fF (A)(y) =

{
sup{A(x) |f(x) = y, x ∈ U}, když {x ∈ U |f(x) = y} 6= ∅,
0 jinak.

Princip rozš́ıřeńı je základem pro veškeré operace s fuzzy množinami a ř́ıká

nám, jak je reálnou funkćı f a fuzzy množinou A na R indukována fuzzy množina

B = fF (A) na R.
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Fuzzy aritmetika nám vycháźı z intervalové aritmetiky. Připomeňme si, že

fuzzy č́ıslo představuje fuzzy množinu s omezeným nosičem a každé fuzzy č́ıslo

je jednoznačně určeno pomoćı dvojice reálných funkćı, které jsme si zadefinovali

v minulé podkapitole. Tedy veškeré aritmetické operace, které provád́ıme s fuzzy

č́ısly, se při vyjádřeńı fuzzy č́ısla v podobě α-̌rez̊u daj́ı definovat pomoćı interva-

lové aritmetiky, jelikož vlastně v praxi provád́ıme operace s intervaly.

Základńı operace intervalové aritmetiky pro dva intervaly 〈a, b〉 a 〈c, d〉 jsou

následuj́ıćı:

• sč́ıtáńı

〈a, b〉+ 〈c, d〉 = 〈a+ c, b+ d〉

• odeč́ıtáńı

〈a, b〉 − 〈c, d〉 = 〈a− d, b− c〉

• násobeńı

〈a, b〉 · 〈c, d〉 = 〈min{ac, ad, bc, bd},max{ac, ad, bc, bd}〉

• děleńı

〈a, b〉
〈c, d〉

=

〈
min

{
a

c
,
a

d
,
b

c
,
b

d

}
,max

{
a

c
,
a

d
,
b

c
,
b

d

}〉
, kde 0 /∈ 〈c, d〉.

Uved’me si nyńı konkrétńı př́ıklady jednotlivých operaćı.

Př́ıklad 1.1 Mějme zadefinované dva intervaly a = 〈3, 5〉 a b = 〈−2, 3〉. Nyńı

si naṕı̌seme výsledky jednotlivých operaćı.

〈3, 5〉+ 〈−2, 3〉 = 〈1, 8〉

〈3, 5〉 − 〈−2, 3〉 = 〈0, 7〉

〈3, 5〉 · 〈−2, 3〉 = 〈−10, 15〉

〈3, 5〉
〈−2, 3〉

= nedefinováno.
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Ve fuzzy aritmetice mı́sto interval̊u obsahuj́ıćı reálné č́ısla poč́ıtáme s fuzzy č́ısly,

která jsou vyjádřená pomoćı α-̌rez̊u, kde α ∈ (0, 1〉 . Mějme nyńı dvě fuzzy č́ısla A

a B a označme si jejich α-̌rezy následovně: Aα = 〈a(α), a(α)〉 a Bα = 〈b(α), b(α)〉.

S těmito fuzzy č́ısly můžeme provádět uvedené čtyři základńı aritmetické operace,

kde α-̌rezy těchto operaćı, pro všechna α ∈ (0, 1〉, jsou dány následovně:

• sč́ıtáńı

(A+B)α = 〈a(α), a(α)〉+ 〈b(α), b(α)〉 = 〈a(α) + b(α), a(α) + b(α)〉

• odeč́ıtáńı

(A−B)α = 〈a(α), a(α)〉 − 〈b(α), b(α)〉 = 〈a(α)− b(α), a(α)− b(α)〉

• násobeńı

(A ·B)α = 〈a(α), a(α)〉 · 〈b(α), b(α)〉 = 〈l(α),m(α)〉

kde

l(α) = min{a(α)b(α), a(α)b(α), a(α)b(α), a(α)b(α)}

m(α) = max{a(α)b(α), a(α)b(α), a(α)b(α), a(α)b(α)}

• děleńı (uvažujeme podmı́nku, že 0 /∈ 〈b(0), b(0)〉)

(A/B)α = 〈a(α), a(α)〉/〈b(α), b(α)〉 = 〈n(α), o(α)〉

kde

n(α) = min{a(α)/b(α), a(α)/b(α), a(α)/b(α), a(α)/b(α)}

o(α) = max{a(α)/b(α), a(α)/b(α), a(α)/b(α), a(α)/b(α)}.

Nyńı se pod́ıváme na jednotlivé operace v konkrétńıch př́ıkladech.

Př́ıklad 1.2 Mějme zadané lichoběžńıkové fuzzy č́ıslo A = 〈1, 2, 3, 4〉 a troj-

úhelńıkové fuzzy č́ıslo B = 〈3, 5, 6〉. Obě fuzzy č́ısla si vyjádř́ıme pomoćı funkćı

c(α), c(α), tedy A = {〈1 +α, 4−α〉, α ∈ 〈0, 1〉}, B = {〈3 + 2α, 6−α〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Nyńı budeme poč́ıtat součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl těchto dvou fuzzy č́ısel podle

zadaných definic.
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• sč́ıtáńı

(A+B)α = 〈1 + α, 4− α〉+ 〈3 + 2α, 6− α〉 = 〈4 + 3α, 10− 2α〉.

Pokud např́ıklad budeme cht́ıt zjistit 0, 5-řez, tak za α pouze dosad́ıme č́ıslo

0, 5 a dostaneme výsledek 〈5, 5; 9〉.

• odeč́ıtáńı

(A−B)α = 〈1 + α, 4− α〉 − 〈3 + 2α, 6− α〉 = 〈−5 + 2α, 1− 3α〉.

Výsledek pro 0, 5-řez ted’ bude vypadat 〈−4;−0, 5〉.

• násobeńı

(A ·B)α = 〈1 + α, 4− α〉 · 〈3 + 2α, 6− α〉 = 〈3 + 5α+ 2α2, 24− 10α+ α2〉,

kde:

3 + 5α + 2α2 = min{(1 + α) · (3 + 2α), (1 + α) · (6− α),
(4− α) · (3 + 2α), (4− α) · (6− α)},

24− 10α + α2 = max{(1 + α) · (3 + 2α), (1 + α) · (6− α),
(4− α) · (3 + 2α), (4− α) · (6− α)}.

Nyńı si na ukázku rozeṕı̌seme opět výsledek pro 0, 5-řez:

(A ·B)0,5 = 〈1, 5; 3, 5〉 · 〈4; 5, 5〉 = 〈6; 19, 25〉.

• děleńı

(A/B)α = 〈1+α, 4−α〉/〈3+2α, 6−α〉 = 〈(1+α)/(6−α), (4−α)/(3+2α)〉,

kde:

(1 + α)/(6− α) = min{(1 + α)/(3 + 2α), (1 + α)/(6− α),
(4− α)/(3 + 2α), (4− α)/(6− α)},

(4− α)/(3 + 2α) = max{(1 + α)/(3 + 2α), (1 + α)/(6− α),
(4− α)/(3 + 2α), (4− α)/(6− α)}.
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Naposledy si rozeṕı̌seme výsledek pro 0, 5-řez:

(A/B)0,5 = 〈1, 5; 3, 5〉/〈4; 5, 5〉 = 〈0, 27; 0, 875〉.

Na závěr si všechny výsledky vykresĺıme do jednoho grafu. Grafickou repre-

zentaci výsledk̊u najdeme na obrázku 1.4.

Obrázek 1.4: Grafická reprezentace výsledk̊u.

Poznámka 1.5 Podle výsledku jednotlivých operaćı a obrázku 1.4 si m̊užeme

všimnout, že operace sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı zachovávaj́ı linearitu funkćı popisuj́ıćıch

krajńı hodnoty jednotlivých α-řez̊u, zat́ımco operace násobeńı a děleńı nikoliv.

Výsledkem ovšem bude vždy fuzzy č́ıslo.

1.4. Podmı́něná fuzzy aritmetika

Standardńı fuzzy aritmetika se použ́ıvá, když neńı mezi fuzzy č́ısly žádná

závislost. My se ovšem někdy setkáváme se situacemi, kdy bude závislost mezi

18



fuzzy č́ısly př́ıtomna. K řešeńı tohoto problému se využije podmı́něná fuzzy arit-

metika [6], kdy si urč́ıme dodatečnou podmı́nku, která nám poṕı̌se závislost mezi

fuzzy č́ısly.

Uvažujme, že máme n proměnných. Mějme zadanou ostrou relaci D defino-

vanou na prostoru Rn, kde D ⊆ Rn. Relace D nám vyjadřuje všechny př́ıpustné

kombinace hodnot. Symbol * nám bude značit jednu ze čtyř základńıch aritme-

tických operaćı, a to konkrétně sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı a děleńı. Zápis pro

jednu z těchto čtyř operaćı dvou fuzzy č́ısel A a B zadaných podle α-̌rez̊u, bez

zavedené podmı́nky by vypadal následovně:

(A ∗B)α = {a ∗ b|a ∈ Aα, b ∈ Bα}.

Pokud budeme uvažovat naši zadanou relaci D ⊆ Rn, tak zde už se jedná

o podmı́něnou fuzzy aritmetiku a obecný předpis vypadá následovně:

(A ∗D B)α = {a ∗ b|a ∈ Aα, b ∈ Bα, (a, b) ∈ D}.

Podmı́nka je vždy dána externě a vycháźı z povahy problému.

Poznámka 1.6 Jelikož se zabýváme čtyřmi základńımi aritmetickými operacemi,

uvažujeme tedy binárńı relaci D na R×R.

Ted’ mějme zadanou relaci D ⊆ R2 a dvě fuzzy č́ısla, která si označ́ıme takto:

A = {〈a(α), a(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉} a B = {〈b(α), b(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, potom výsledky

aritmetických operaćı s těmito fuzzy č́ısly vypadaj́ı následovně:

A ∗D B = {〈a ∗D b(α), a ∗D b(α), α ∈ 〈0, 1〉},

kde

a ∗D b(α) = min{a ∗ b|a ∈ 〈a(α), a(α)〉, b ∈ 〈b(α), b(α)〉, (a, b) ∈ D},

a ∗D b(α) = max{a ∗ b|a ∈ 〈a(α), a(α)〉, b ∈ 〈b(α), b(α)〉, (a, b) ∈ D}.

U podmı́něné fuzzy aritmetiky ovšem nemuśı nutně platit, že výsledkem muśı být

fuzzy č́ıslo. Aby výsledek bylo právě fuzzy č́ıslo, tak jsou postačuj́ıćı následuj́ıćı

dvě podmı́nky:
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1. Pro alespoň jednu dvojici (x, y) ∈ D muśı platit A(x) = B(y) = 1.

2. D je uzavřená konvexńı podmnožina R2.

Uved’me si nyńı konkrétńı př́ıklad na podmı́něnou fuzzy aritmetiku.

Př́ıklad 1.3 Mějme dvě trojúhelńıková fuzzy č́ısla A,B zadefinovaná následovně:

A = {〈1 + 2α, 5− 2α〉, α ∈ 〈0, 1〉},

B = {〈2 + 2α, 6− 2α〉, α ∈ 〈0, 1〉}.

Pod́ıvejme se podrobněji na operaćı odeč́ıtáńı. V rámci standardńı fuzzy aritmetiky

by se výsledek spoč́ıtal následovně:

(A−B)α = 〈1 + 2α, 5− 2α〉 − 〈2 + 2α, 6− 2α〉 = 〈−5 + 4α, 3− 4α〉.

Zadejme si nyńı konkrétńı relaci D = {(a − b) ∈ R2|a ≤ b}. Nyńı výsledek

s ohledem na zadanou podmı́nku bude vypadat následovně:

(A−D B)α =
〈
a−D b(α), a−D b(α)

〉
,

kde

a−D b(α) = −5 + 4α pro α ∈ 〈0, 1〉

a−D b(α) =

{
3− 4α pro α ∈ 〈0, 75; 1〉
0 pro α ∈ 〈0; 0, 75).

Výsledek je znázorněn na obrázku 1.5.

1.5. Defuzzifikace fuzzy č́ısel

Někdy je zapotřeb́ı reprezentovat fuzzy č́ıslo jedńım reálným č́ıslem. Tato re-

prezentace by měla, pokud to jde, co nejlépe charakterizovat dané fuzzy č́ıslo.

Tomuto postupu se ř́ıká defuzzifikace. Existuje však v́ıce metod, jak lze fuzzy

č́ıslo defuzzifikovat. To jakou metodu zvolit je individuálńı a zálež́ı pouze na roz-

hodovateli, aby podle situace zvolil tu nejvhodněǰśı. Defuzzikaci budeme velmi

potřebovat v následuj́ıćı kapitole. Pojd’me se však ted’ pod́ıvat na konkrétńı vy-

brané metody defuzifikace.
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Obrázek 1.5: Grafická reprezentace odeč́ıtáńı dvou fuzzy č́ısel s relaćı D.

Těžǐstě

Tato metoda je jedna z nejznáměǰśıch a také nejpouž́ıvaněǰśıch. Definice těžǐstě

je následuj́ıćı:

Definice 1.11 Necht’ A ∈ FN(〈a, b〉), které neńı reprezentaćı č́ısla reálného. Po-

tom těžǐstě fuzzy č́ısla A je definováno vztahem

tA =

∫ b
a
A(x)xdx∫ b
a
A(x)dx

.

Poznámka 1.7 Pokud se jedná o reálné č́ıslo, tak poté je hodnota těžǐstě rovna

př́ımo danému reálnému č́ıslu.

Poznámka 1.8 Těžǐstě fuzzy č́ısla je analogické jako středńı hodnota spojité

náhodné veličiny, jej́ı̌z rozděleńı pravděpodobnost́ı je popsáno funkćı hustoty.

Střed maxima (MAX - Mean of Maxima)

V této metodě se v př́ıpadě fuzzy č́ısel bere hodnota středu z prvk̊u, ve kterých

má fuzzy množina maximálńı stupeň př́ıslušnosti. Obecně plat́ı následuj́ıćı defi-

nice.
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Definice 1.12 Necht’ A ∈ FN(〈a, b〉) ⊂ R. Potom středem maxima fuzzy č́ısla

A nazveme reálné č́ıslo MAXA, které je definováno následovně

MAXA =

∫
M
xdx∫

M
dx

,

kde M = {x|A(x) = hgt(A)}.

Střed pr̊uměrného intervalu (MOM - Middle Point of the Mean Inter-

val)

Tato metoda je založena na následuj́ıćı definici.

Definice 1.13 Necht’ je dáno fuzzy č́ıslo A = {〈a(α), a(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}. Potom

střed pr̊uměrného intervalu fuzzy č́ısla A nazveme reálné č́ıslo MOMA, které je

definováno následovně

MOMA =

∫ 1

0

a(α) + a(α)

2
dα.

Nyńı už máme zadefinované podstatné pojmy z teorie fuzzy množin a můžeme

přej́ıt na hlavńı kapitolu této práce.
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Kapitola 2

Testováńı statistických hypotéz
na základě fuzzy dat

V této kapitole si nejdř́ıve uvedeme základńı pojmy z teorie testováńı statis-

tických hypotéz a posléze se pod́ıváme na obecný postup, který použijeme při

testováńı statistických hypotéz. Dále se zaměř́ıme na to, jak by se postupovalo

při testováńı v př́ıpadě, že vstupńı data budou fuzzy č́ısla. Nakonec se pod́ıváme

na vybrané testy a uvedeme si konkrétńı př́ıklady pro lepš́ı pochopeńı teorie. Tato

kapitola byla zpracována podle [1], [3], [5], [12], [16], [18], [20].

2.1. Testováńı statistických hypotéz

Testováńı statistických hypotéz nám umožňuje posoudit, zda data, která jsme

źıskali nějakým experimentem, vyhovuj́ı určitému předpokladu, který jsme učinili

ještě před provedeńım testováńı.

Statistickou hypotézou tedy rozumı́me určité tvrzeńı o rozděleńı náhodných

veličin. V př́ıpadě, že se tato tvrzeńı týkaj́ı hodnot parametr̊u rozděleńı náhodné

veličiny, tak mluv́ıme o takzvaných parametrických hypotézách. Jinak se jedná

o neparametrické hypotézy.

Při testováńı statistických hypotéz vždy porovnáváme dvě hypotézy. Nulovou

hypotézu, kterou znač́ıme H0 a alternativńı hypotézu, kterou znač́ıme HA. Test

hypotézy je tedy postup, kterým na základě výsledk̊u experimentu dospějeme

k rozhodnut́ı o nulové hypotéze.
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Rozhodnut́ı o nulové hypotéze H0 může nastat dvoj́ı, a to:

a) H0 se zamı́tá ve prospěch alternativy,

b) H0 nelze zamı́tnout.

Je očividné, že se při testováńı můžeme dopustit chyb, které děĺıme na chyby

prvńıho nebo druhého druhu. V následuj́ıćı tabulce je zobrazeno, kdy se které

chyby dopust́ıme.

Nezamı́táme H0 Zamı́táme H0

Plat́ı H0 Správné rozhodnut́ı Chyba 1. druhu
Plat́ı HA Chyba 2. druhu Správné rozhodnut́ı

Tabulka 2.1: Tabulka rozhodnut́ı o hypotézách

K otestováńı nulové hypotézy H0 proti alternativńı hypotéze HA použijeme

statistiku T , kterou označujeme jako testovaćı kritérium. Testovaćı kritérium je

funkce náhodného výběru, která má vztah k nulové hypotéze, a jej́ıž rozděleńı

pravděpodobnosti za předpokladu platnosti nulové hypotézy známe.

Kritickým oboremW ⊂ R1 označ́ıme množinu všech hodnot testového kritéria,

při kterých budeme H0 zamı́tat. Výběrem vhodného kritického oboru se snaž́ıme

omezit pravděpodobnost chyby 1. druhu, a to tak, že pevně zvoĺıme pravděpo-

dobnost α, 0<α<1, které ř́ıkáme hladina testu. Platnou hypotézu tedy zamı́táme

nejvýše s pravděpodobnost́ı α, kde α se nejčastěji voĺı α = 0, 05 nebo α = 0, 01.

Jestliže hodnota testovaćı statistiky T nálež́ı do kritického oboru W , tak

naši hypotézu H0 zamı́táme ve prospěch alternativy. Pokud hodnota testovaćı

statistiky nenálež́ı do př́ıslušného kritického oboru, tak nulovou hypotézu nelze

zamı́tnout. Hypotézu nemůžeme prokázat, ale pouze vyvrátit.

Poznámka 2.1 Je potřeba si dát pozor na to, že symbolem α se všeobecně označu-

je hladina testu i úroveň řezu fuzzy č́ısla. V této práci bude vždy patrné, o kterém

pojmu se zrovna bav́ıme.
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2.2. Obecný postup testováńı statistických hy-

potéz

Nyńı když už jsme se seznámili se základńımi pojmy, tak si poṕı̌seme, jak se

postupuje při testováńı.

1. Stanov́ıme si nulovou a alternativńı hypotézu.

2. Zvoĺıme hladinu testu α neboli pravděpodobnost chyby 1. druhu.

3. Zvoĺıme vhodnou testovaćı statistiku T a na základě źıskaných dat vypoč́ıtá-

me hodnotu realizace testovaćı statistiky.

4. Stanov́ıme si kritický obor W .

5. Provedeme závěr testováńı. Jestliže hodnota testovaćı statistiky T nálež́ı

do kritického oboru W , tak naši nulovou hypotézu H0 zamı́táme na hla-

dině testu α. V opačném př́ıpadě prohláśıme, že nulovou hypotézu H0 nelze

zamı́tnout na hladině testu α.

Při testováńı můžeme doj́ıt ke třem následuj́ıćım situaćım:

1. Učinili jsme správné rozhodnut́ı, což znamená, že jsme nezamı́tli platnou

hypotézu nebo jsme zamı́tli neplatnou hypotézu.

2. Zamı́tli jsme platnou hypotézu a t́ım jsme se dopustili chyby 1. druhu.

3. Nezamı́tli jsme neplatnou hypotézu a t́ım jsme se dopustili chyby 2. druhu.

Jestliže jsme zamı́tli hypotézu, můžeme následně tvrdit, že data svědč́ı o tom,

že hypotéza neplat́ı. Pokud jsme hypotézu nezamı́tli, pak je to bud’ t́ım, že hy-

potéza plat́ı, anebo t́ım, že hypotéza sice neplat́ı, ale źıskaná data nám nedávaj́ı

dostatečné d̊uvody k jej́ımu zamı́tnut́ı [3].

2.3. Testováńı statistických hypotéz na základě

fuzzy dat

Jak už jsme si v úvodu této práce nast́ınili, ne vždy máme k dispozici vstupńı

data, která by byla reálná. Většina odpověd́ı respondent̊u na č́ıselné údaje v r̊u-
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zných pr̊uzkumech bývá neurčitých. Také se může stát, že měř́ıćı stroj nám po-

skytuje pouze přibližné, zaokrouhlené hodnoty nebo zač́ıná dosluhovat a měřit

nepřesně. V těchto situaćıch je tedy vhodné tyto vstupńı data modelovat pomoćı

fuzzy č́ısel. Tato problematika je naznačena v publikaci [16], ze které jsem se

inspirovali.

Pojd’me se nyńı pod́ıvat na to, jak se nám změńı obecný postup při testováńı

statistických hypotéz. Prvńı dva kroky (stanoveńı nulové, alternativńı hypotézy

a zvoleńı hladiny testu α) z̊ustávaj́ı stejné. V třet́ım kroku si vyb́ıráme testovaćı

statistiku T a spoč́ıtáme hodnotu realizace T. Zde už nastane změna, jelikož

v reálném př́ıpadě je hodnota testovaćı statistiky reálné č́ıslo. Nyńı máme ovšem

vstupńı data fuzzy č́ısla, tud́ıž při poč́ıtáńı s fuzzy č́ısly dostaneme výsledek také

ve formě fuzzy č́ısla. Zároveň nám vznikne prvńı problém, a to využit́ı správné

fuzzifikace T . Testovaćı statistiky mohou mı́t r̊uzné podoby a může se nám stát,

že si nevystač́ıme pouze se standardńı fuzzy aritmetikou, jelikož bude potřeba

uvažovat závislost mezi jednotlivými fuzzy č́ısly. Tento problém se dá vyřešit za

použit́ı podmı́něné fuzzy aritmetiky, s kterou jsme se již setkali v kapitole 1.4.

Jej́ı využit́ı nám ovšem povede k poměrně složitým optimalizačńım úlohám, které

se pokuśıme vyřešit v programu MATLAB.

Stanoveńı kritického oboru W z̊ustává stejné, ale druhý problém nastane při

finálńım kroku, a to rozhodnut́ı o zamı́tnut́ı, či nezamı́táńı naš́ı hypotézy. Můžou

totiž nastat tři následuj́ıćı situace:

1. Supp T ∩W = ∅,

2. Supp T ⊂ W ,

3. Supp T 6⊂ W a zároveň Supp T ∩W 6= ∅.

Tyto tři situace situace jsou graficky zobrazeny na obrázku 2.1.

Pokud nastane prvńı př́ıpad, tak nelze naši hypotézu zamı́tnout, jelikož celý

nosič fuzzy č́ısla testovaćı statistiky lež́ı mimo kritický obor. V druhém př́ıpadě

naši hypotézu zamı́táme, protože celý nosič fuzzy č́ısla lež́ı v kritickému oboru.

Jak ovšem rozhodneme v situaci, kdy část nosiče lež́ı v kritickému oboru a zby-
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Obrázek 2.1: Grafická reprezentace tř́ı situaćı při rozhodnut́ı o hypotéze.

tek nikoliv? V této práci si zkuśıme vyřešit tento problém tak, že pak výsledné

fuzzy č́ısla defuzzifikujeme pomoćı r̊uzných metod, s kterými jsme se již seznámili

v kapitole 1.5 a podle jejich výsledk̊u provedeme rozhodnut́ı.

Poznámka 2.2 V [16] je naznačeno rozhodnut́ı o hypotéze řešit pomoćı takzvané

fuzzy p-value. P-value je č́ıslo, které udává nejmenš́ı hladinu, při které bychom

ještě hypotézu zamı́tli. Fuzzy p-value je fuzzy č́ıslo založené na myšlence klasické

p-value. Pro zájemce odkazuji na [16].

2.4. Vybrané statistické testy

Budeme se zabývat parametrickými testy. Jak už bylo zmı́něno, pokud se

hypotézy týkaj́ı hodnot parametr̊u rozděleńı náhodné veličiny, tak mluv́ıme o pa-
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rametrických testech. Nyńı se pod́ıváme na vybrané testy hypotéz o parametrech

jednorozměrného normálńıho rozděleńı. Každý z test̊u si nejdř́ıve poṕı̌seme pro

př́ıpad s reálnými daty a následně budeme zkoumat, co se změńı, jestliže začneme

uvažovat fuzzy data. U každého testu si uvedeme konkrétńı př́ıklad s komplexńım

řešeńım.

Před t́ım, než si představ́ıme jednotlivé testy, je nezbytné si zadefinovat po-

jem náhodný výběr, který prakticky znamená náhodné vybráńı vzorku o rozsahu

n z celkové populace.

Definice 2.1 Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)´, jehož složky jsou nezávislé

náhodné veličiny, které maj́ı stejné rozděleńı pravděpodobnost́ı jako zkoumaná

náhodná veličina X, se nazývá náhodný výběr rozsahu n př́ıslušný statistickému

znaku X.

Nakonec je ještě si potřeba zadefinovat několik základńıch výběrových funkćı,

které se budou v předpisech pro testovaćı statistiky objevovat.

Definice 2.2 Necht’ máme náhodný výběr rozsahu n př́ıslušný statistickému zna-

ku X.

Výběrové funkce

Xn =
1

n

n∑
j=1

Xj,

S2
n =

1

n− 1

n∑
j=1

(Xj −Xn)2,

Sn =
√
S2
n,

postupně nazýváme výběrový pr̊uměr, výběrový rozptyl a výběrová směrodatná od-

chylka.

2.4.1. Jednovýběrový t-test

Jednovýběrový t-test se použ́ıvá v experimentálńıch situaćıch, kdy zkoumaná

náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2. Uvažujeme, že
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parametr µ by mohl být roven (menš́ı nebo roven, větš́ı nebo roven) hypotetické

hodnotě µ0. Parametr σ2 neznáme. Můžeme tedy testovat:

1. nulovou hypotézu H0 : µ = µ0 proti tzv. oboustranné alternativě

HA : µ 6= µ0,

2. nulovou hypotézu H0 : µ ≤ µ0 proti tzv. jednostranné alternativě

H0 : µ > µ0,

3. nulovou hypotézu H0 : µ ≥ µ0 proti tzv. jednostranné alternativě

H0 : µ < µ0.

Testovaćım kritériem pro jednovýběrový t-test je výběrová funkce

T =
Xn − µ0

Sn

√
n.

Za platnosti nulové hypotézy má tato funkce t-rozděleńı o n − 1 stupńıch

volnosti. Dále plat́ı, že Xn je bodovým odhadem µ = E(X).

Nyńı se pod́ıvejme, jak bude vypadat kritický obor W , do kterého budou

patřit takové hodnoty testového kritéria, které svědč́ı ve prospěch alternativy

HA.

1. V př́ıpadě oboustranné alternativy budou kritický obor tvořit malé i velké

hodnoty výběrové funkce T. Proto

W = (−∞,−tn−1,1−α
2
〉 ∪ 〈tn−1,1−α

2
,∞).

2. Ve prospěch alternativy svědč́ı velké hodnoty testového kritéria, proto

W = 〈tn−1,1−α,∞).

3. Ve prospěch alternativy svědč́ı malé hodnoty testového kritéria, proto

W = (−∞,−tn−1,1−α〉.

Poznámka 2.3 Při vytvářeńı kritického oboru vycháźıme z charakteru grafu hus-

toty t-rozděleńı.
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Obrázek 2.2: Hustota t-rozděleńı o n-1 stupńıch volnosti s kritickým oborem
v př́ıpadě oboustranné alternativy.

Uvažujme nyńı, že vstupńı data budou fuzzy č́ısla. Pro potřeby výpočtu hod-

noty realizace testovaćı statistiky TF nyńı muśıme z těchto fuzzy č́ısel spoč́ıtat

takzvaný výběrový fuzzy pr̊uměr a výběrovou fuzzy směrodatnou odchylku.

Definice 2.3 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, jsou fuzzy

č́ısla. Pak výběrovým fuzzy pr̊uměrem fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn nazveme fuzzy č́ıslo

XnF = {〈xnF (α), xnF (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı:

xnF (α) =

∑n
i=1 xi(α)

n
,

xnF (α) =

∑n
i=1 xi(α)

n
.

Definice 2.4 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, jsou fuzzy

č́ısla. Pak výběrovou fuzzy směrodatnou odchylkou fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn nazveme

fuzzy č́ıslo SnF = {〈snF (α), snF (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı:

snF (α) =
√

min{s2
n(x1, . . . , xn)|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉, i ∈ {1, . . . , n}},

snF (α) =
√

max{s2
n(x1, . . . , xn)|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉, i ∈ {1, . . . , n}}.
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Testovaćı statistika pro fuzzy vstupy bude vypadat tedy následovně

TF =
XnF − µ0

SnF

√
n.

Dejme si ovšem velký pozor na to, jakou fuzzy aritmetiku použijeme k výpočtu

hodnoty realizace TF . Nemůžeme použ́ıt standardńı fuzzy aritmetiku z kapitoly

1.3, jelikož výběrová fuzzy směrodatná odchylka ve jmenovateli je závislá na

hodnotách výběrového fuzzy pr̊uměru v čitateli. Napǐsme si nyńı obecný předpis,

jak se TF spoč́ıtá.

Definice 2.5 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, jsou fuzzy

č́ısla. Pak fuzzy testovaćı statistikou pro jednovýběrový t-test fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn

nazveme fuzzy č́ıslo TF = {〈tF (α), tF (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉

plat́ı:

tF (α) = min

 1
n

∑n
1 xi − µ0√

1
n−1

∑n
1 (xi − 1

n

∑n
1 xi)

2

√
n|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉, i ∈ {1, . . . , n}

 ,

tF (α) = max

 1
n

∑n
1 xi − µ0√

1
n−1

∑n
1 (xi − 1

n

∑n
1 xi)

2

√
n|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉, i ∈ {1, . . . , n}

 .

Hypotetickou hodnotu µ0 budeme uvažovat pouze jako reálné č́ıslo. Hodnota

realizace testovaćı statistiky bude fuzzy č́ıslo, a tedy při finálńım rozhodováńı

o zamı́tnut́ı/nezamı́tnut́ı hypotézy mohou nastat tři situace, které jsme si už po-

psali na začátku kapitoly. Kdybychom právě pro výpočet realizace použili stan-

dardńı př́ıstup k fuzzy aritmetice, výsledný nosič fuzzy č́ısla by byl v́ıce širš́ı.

Vznikla by pak větš́ı šance na provedeńı chyby prvńıho nebo druhého druhu.

Poznámka 2.4 Všechny př́ıklady, které si uvedeme, maj́ı pouze ilustrativńı cha-

rakter a slouž́ı k pochopeńı problematiky. V praxi by nemusel např́ıklad rozsah

výběru o velikosti deset být dostačuj́ıćı. Na druhou stranu, někdy prostě v́ıc re-

spondent̊u nemuśı být. Také je d̊uležité si uvědomit, že budeme automaticky před-

pokládat, že náhodné veličiny maj́ı normálńı rozděleńı. Opět v praxi by bylo vhodné
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nejdř́ıve normalitu otestovat. V př́ıpadě fuzzy dat by to byla daľśı problematika

ke zkoumáńı. Porušeńı normality ovšem obvykle př́ılǐs neměńı výsledné rozděleńı

[3].

Př́ıklad 2.1 V rámci pr̊uzkumu v roce 2016 jsme se zeptali náhodně deseti stu-

dent̊u navazuj́ıćıho studia na následuj́ıćı otázku: Kolik pr̊uměrně jste utratili mě-

śıčně v roce 2015 za potraviny a nealkoholické nápoje? Na tuto otázku nám přesně

odpověděli pouze dva studenti, s t́ım, že jeden si to sám nedávno spoč́ıtal, a tedy

pr̊uměrně měśıčně utratil 1953 Kč. Druhý student nám zase odpověděl, že utrat́ı

přesně každý měśıc 2500Kč, což je tedy i jeho ročńı pr̊uměr. Ostatńıch osmi stu-

dent̊u jsme se tud́ı̌z zeptali, zda-li nám mohou ř́ıci:

1. minimálńı částku, kterou si mysĺı, že pr̊uměrně utratili měśıčně za potraviny

a nealkoholické nápoje za rok 2015,

2. částku, která podle nich představuje nejmožněǰśı odhad toho, co utratili mě-

śıčně za potraviny a nealkoholické nápoje za rok 2015,

3. maximálńı částku, kterou si mysĺı, že pr̊uměrně utratili měśıčně za potraviny

a nealkoholické nápoje za rok 2015.

Odpovědi všech deseti student̊u jsme přehledně zaznamenali do tabulky 2.2.

Respondent Minimálńı hod. Nejočekávaněǰśı hod. Maximálńı hod. Přesná hod.

1 1900 2000 2100 n/a
2 1500 2500-3000 3500 n/a
3 n/a n/a n/a 1953
4 2000 2200 2240 n/a
5 3900 4000-5000 5100 n/a
6 1000 1200 1500 n/a
7 2000 2100 2200 n/a
8 n/a n/a n/a 2500
9 1800 2000 2200 n/a
10 1400 1500 1600 n/a

Tabulka 2.2: Odpovědi respondent̊u navazuj́ıćıho studia

Podle českého statistického úřadu za rok 2015 v pr̊uměru utratila osoba za

měśıc za potraviny a nealkoholické nápoje 2044 Kč [4]. Lǐśı se výdaje vybraných

student̊u od pr̊uměrné hodnoty uváděné ČSÚ?
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Jak je vidět, věťsina źıskaných vstupńıch dat jsou vágńı (neurčitá), proto je

budeme považovat za fuzzy č́ısla. Jak už bylo zmı́něno, i reálné č́ıslo (odpovědi

3 a 8) se dá reprezentovat pomoćı fuzzy č́ısla. Odpovědi budeme tedy modelo-

vat pomoćı trojúhelńıkových a lichoběžńıkových fuzzy č́ısel. Pojd’me nyńı zkusit

odpovědět na otázku položenou v zadáńı tohoto př́ıkladu. Budeme předpokládat,

že náhodná veličina X, která nabývá zodpovězených hodnot, bude mı́t normálńı

rozděleńı. Využijeme jednovýběrový t-test, kde budeme testovat

H0 : µ = 2044 proti HA : µ 6= 2044.

Hladinu testu α si př́ıhodně zvoĺıme 0, 1, abychom si ukázali rozd́ıl mezi využit́ım

správného a špatného př́ıstupu při poč́ıtáńı realizaci testovaćı statistiky. Rozsah

výběru máme n = 10. Vykresleme si nyńı vstupńı data pomoćı fuzzy č́ısel (obrázek

2.3).

Obrázek 2.3: Vstupńı fuzzy data.

Pro výpočet výběrového fuzzy pr̊uměru XnF nám poslouž́ı následuj́ıćı skript,

který jsem vytvořil v programu MATLAB. Tento i všechny následné skripty m̊u-

žeme také naleznout na přiloženém CD.
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1 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově
2 y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953; ...
3 2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
4 2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200;...
5 1400 1500 1500 1600];
6

7 x = −1000:0.1:5500;
8 n=size(y);
9 pocet alfa rezu1 =1000;

10

11 mean1=zeros(pocet alfa rezu1+1,1);
12 mean2=zeros(pocet alfa rezu1+1,1);
13

14 for j=0:pocet alfa rezu1
15 alfa=j/pocet alfa rezu1;
16 for i=1:n(1,1)
17 yd1(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)−y(i,1));
18 yh1(i,1)=y(i,4)−alfa*(y(i,4)−y(i,3));
19 end
20 mean1(j+1,1)=mean(yd1);
21 mean2(j+1,1)=mean(yh1);
22 hold on
23 plot(mean1(j+1,1),alfa,'.k',mean2(j+1,1),alfa,'.k')
24 hold off
25 end

Výsledné fuzzy č́ıslo výběrového fuzzy pr̊uměru je na obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Výběrový fuzzy pr̊uměr.

Skript pro výpočet výběrové fuzzy směrodatné odchylky už je lehce složitěǰśı.

Využ́ıvá se zde optimalizačńıch metod.
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1 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově
2 y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953; ...
3 2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
4 2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200;...
5 1400 1500 1500 1600];
6 %zadáni optimalizovaných funkcı́
7 FunkceRozptylu = @(x)var(x);
8 FunkceRozptyluKratMinus1 = @(x)−var(x);
9 %počátečnı́ bod optimalizace, je dobré vyzkoušet různé možnosti

10

11 opts = optimset('Algorithm','active−set','Display','notify');
12 gs = GlobalSearch;
13

14 n=size(y);
15 pocet alfa rezu=100;
16 smodch=zeros(pocet alfa rezu+1,2);
17 yd=zeros(n(1,1),1);
18 yh=zeros(n(1,1),1);
19

20

21 for j=0:pocet alfa rezu
22 alfa=j/pocet alfa rezu;
23 for i=1:n(1,1)
24 yd(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)−y(i,1));
25 yh(i,1)=y(i,4)−alfa*(y(i,4)−y(i,3));
26 end
27 y0 = (yd(:,1)+yh(:,1))/2; %%% počátečnı́ bod
28 problemMin = createOptimProblem('fmincon','objective',...
29 FunkceRozptylu,'x0',y0,'lb',yd(:,1),'ub',yh(:,1),'options',opts);
30 [˜,varmin] = run(gs,problemMin);
31 smodch(j+1,1)=sqrt(varmin);
32

33 problemMax = createOptimProblem('fmincon','objective',...
34 FunkceRozptyluKratMinus1,'x0',y0,'lb',yd(:,1),'ub',yh(:,1),'options',opts);
35 [˜,varmax minus] = run(gs,problemMax);
36 %varmax=−varmax minus;
37 smodch(j+1,2)=sqrt(−varmax minus);
38

39 hold on
40 plot(smodch(j+1,1),alfa,'.k',smodch(j+1,2),alfa,'.k')
41 hold off
42 end

Výsledné fuzzy č́ıslo výběrové směrodatné fuzzy odchylky je na obrázku 2.5.

Pro ukázku jsme si toto fuzzy č́ıslo vykreslily pomoćı sto α-řez̊u. Kv̊uli početńı

a časové náročnosti se dále v práci věťsinou omeźıme na výpočet dvaceti α-řez̊u

a následně budeme tyto fuzzy č́ısla modelovat jako po částech lineárńı fuzzy č́ısla.
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Obrázek 2.5: Výběrová fuzzy směrodatná odchylka.

Ted’ už známe vše potřebné k dosazeńı do testovaćı statistiky TF . Supp XnF =

〈1995, 3; 2489, 3〉. Supp SnF = 〈650, 051; 1179, 8〉. Pokud bychom použili špatný

př́ıstup a výsledný uzávěr nosiče fuzzy testovaćı statistiky TF poč́ıtali standardńı

fuzzy aritmetikou, tak bychom dostali výsledek:

Supp TF =
Supp XnF − 2044

Supp SnF

√
10 = 〈−0, 2369; 2, 166〉.

Muśıme využ́ıt výpočet s uzávěry nosič̊u, jelikož standardńı fuzzy aritmetika je

definována pro uzavřené intervaly. Správný př́ıstup je ovšem výpočet pomoćı pod-

mı́něné fuzzy aritmetiky. K tomu použijeme následuj́ıćı skript, který je založen na

vzorćıch výpočtu TF , které jsme si zadefinovali výše. Posléze porovnáme výsledky

obou př́ıstup̊u.

1 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově
2 y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953; ...
3 2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
4 2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200;...
5 1400 1500 1500 1600];
6 mu = 2044;
7 n = size(y);
8

9 %zadánı́ optimalizovaných funkcı́
10 FunkceT = @(x)(mean(x)−mu)/std(x)*sqrt(n(1,1));
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11 FunkceTKratMinus1 = @(x)−(mean(x)−mu)/std(x)*sqrt(n(1,1));
12 %počátečnı́ bod optimalizace, je dobré vyzkoušet různé možnosti
13

14 opts = optimset('Algorithm','active−set','Display','notify');
15 gs = GlobalSearch;
16

17 pocet alfa rezu=20;
18 T=zeros(pocet alfa rezu+1,2);
19 yd=zeros(n(1,1),1);
20 yh=zeros(n(1,1),1);
21

22

23 for j=0:pocet alfa rezu
24 alfa=j/pocet alfa rezu;
25 for i=1:n(1,1)
26 yd(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)−y(i,1));
27 yh(i,1)=y(i,4)−alfa*(y(i,4)−y(i,3));
28 end
29 y0 = (yd(:,1)+yh(:,1))/2; %%% počátečnı́ bod
30 problemMin = createOptimProblem('fmincon','objective',...
31 FunkceT,'x0',y0,'lb',yd(:,1),'ub',yh(:,1),'options',opts);
32 [˜,T(j+1,1)] = run(gs,problemMin);
33

34 problemMax = createOptimProblem('fmincon','objective',...
35 FunkceTKratMinus1,'x0',y0,'lb',yd(:,1),'ub',yh(:,1),'options',opts);
36 [˜,T minus] = run(gs,problemMax);
37 T(j+1,2)=−T minus;
38

39 hold on
40 plot(T(j+1,1),alfa,'.k',T(j+1,2),alfa,'.k')
41 hold off
42 end

Výsledné fuzzy č́ıslo fuzzy testovaćı statistiky TF m̊užeme vidět na obrázku 2.6.

Nosič tohoto fuzzy č́ısla se rovná (−0, 1966; 1, 3179). Kritický obor bude následuj́ıćı

W = (−∞,−t10−1,1− 0,1
2
〉 ∪ 〈t10−1,1− 0,1

2
,∞). V tabulkách si najdeme př́ıslušnou

hodnotu kvantilu a dostáváme W = (−∞;−1, 833〉 ∪ 〈1, 833;∞). Pojd’me nyńı

zformulovat závěr celého našeho testováńı. Při správném př́ıstupu podmı́něné

fuzzy aritmetiky, m̊užeme ř́ıci, že hypotézu nelze zamı́tnout, jelikož nastal př́ıpad

Supp T ∩W = ∅. Nelze tedy zamı́tnout, že by se pr̊uměrné měśıčńı výdaje vy-

braných student̊u navazuj́ıćıho studia lǐsily od celorepublikového pr̊uměru. V př́ı-

padě klasické fuzzy aritmetiky tento závěr implicitně vyvodit nem̊užeme, jelikož

by část nosiče náležela do kritického oboru.
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Obrázek 2.6: Výsledné fuzzy č́ıslo testovaćı statistiky TF vykresleno pomoćı dva-
ceti α-̌rez̊u.

2.4.2. Párový t-test

Párový t-test se použ́ıvá v situaćıch, kdy zkoumáme dvě náhodné veličiny,

a nav́ıc existuje závislost mezi těmito dvěma náhodnými veličinami. Jinými slovy

provád́ıme dvě měřeńı u jednoho výběrového souboru. Nejdř́ıve se provede prvńı

měřeńı, pak se aplikuje nějaký pokusný zásah a posléze se provede druhé měřeńı

na stejném výběrovém souboru. Takto źıskané hodnoty tvoř́ı páry. V testu vy-

cháźıme z rozd́ıl̊u naměřených párových hodnot a testujeme hypotézu, že středńı

hodnoty měřeńı před pokusem a po pokusu se rovnaj́ı. Jinak řečeno, zda rozd́ıl

středńıch hodnot párových měřeńı je nulový.

Uvažujme tedy rozd́ıl našich dvou náhodných veličin Y a Z, který si označ́ıme

X = Y − Z. Za předpokladu normálńıho rozděleńı náhodné veličiny X poté

testujeme hypotézu:

H0 : µ = E(Y )− E(Z) = 0 proti HA : µ 6= 0.

Testujeme tedy, zda pokusný zásah měl vliv na středńı hodnotu sledovaného

znaku. Uvedenou hypotézu poté ověř́ıme klasickým jednovýběrovým t-testem,

s kterým jsme se seznámili v minulé podkapitole. Tento jednovýběrový t-test
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použijeme na rozd́ıly párových hodnot. Stejný postup by se aplikoval i v př́ıpadě

fuzzy č́ısel, kde bychom použili už známou výběrovou funkci TF . K výpočtu

párových rozd́ılu bychom využili standardńı fuzzy aritmetiku. Ukážeme si to na

př́ıkladu.

Př́ıklad 2.2 Zeptali jsme se sedmnácti student̊u jednoho oboru na jejich vlastńı

představu o nástupńı hrubé mzdě po vystudováńı tohoto oboru. Chceme popsat

očekávanou hrubou mzdu student̊u pomoćı trojúhelńıkových fuzzy č́ısel. Student̊u

jsme se tud́ı̌z zeptali, zda-li nám mohou ř́ıci:

1. minimálńı hrubou mzdu, pokud by nab́ıdka byla menš́ı než tato částka, tak

by práci nepřijali,

2. nejočekávaněǰśı hrubou mzdu ve smyslu, jakou nab́ıdku si mysĺı, že dostanou,

3. maximálńı hrubou mzdu, vyšš́ı nab́ıdku než tuto částku neočekávaj́ı.

Odpovědi student̊u jsou zaznamenány v tabulce 2.3.

Respondent Minimálńı mzda Nejočekávaněǰśı mzda Maximálńı mzda

1 28 000 30 000 32 000
2 23 500 25 000 27 000
3 19 000 21 500 23 500
4 17 000 18 000 20 000
5 21 000 23 000 25 000
6 15 000 17 000 18 500
7 21 000 22 000 23 000
8 17 000 18 000 19 500
9 18 000 20 000 23 000
10 18 000 20 000 22 000
11 20 000 23 000 25 000
12 21 000 23 000 24 000
13 15 000 16 000 17 500
14 10 000 12 000 15 000
15 12 000 13 000 15 000
16 13 000 15 000 17 500
17 17 500 19 000 21 000

Tabulka 2.3: Odpovědi respondent̊u před pokusným zásahem

Vezměme si nyńı tato data a spoč́ıtejme z nich fuzzy minimum, fuzzy pr̊uměr

a fuzzy maximum. Tyto fuzzy charakteristiky jsou znázorněny na obrázku 2.7.
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Obrázek 2.7: Fuzzy minimum, fuzzy pr̊uměr fuzzy maximum ze vstupńıch fuzzy
dat.

Posléze jsme tento obrázek 2.7. ukázali našim sedmnácti respondent̊um a po-

žádali je, aby poté, co viděli výsledky celé skupiny, znovu odpověděli na tři poža-

dované údaje. Odpovědi student̊u po provedeńı pokusného zásahu najdeme v ta-

bulce 2.4.

Respondent Minimálńı mzda Nejočekávaněǰśı mzda Maximálńı mzda

1 22 000 25 000 27 000
2 21 000 23 000 25 000
3 19 000 21 000 23 500
4 18 000 19 000 22 000
5 19 000 21 000 23 000
6 17 000 19 500 21 000
7 20 000 21 000 22 000
8 17 000 18 000 19 500
9 18 000 20 000 22 500
10 18 000 20 000 22 000
11 20 000 21 500 24 000
12 19 000 21 000 23 000
13 17 500 19 000 20 000
14 15 000 18 000 20 000
15 16 000 18 000 22 000
16 16 500 20 000 22 500
17 17 500 19 000 21 000

Tabulka 2.4: Odpovědi respondent̊u po pokusném zásahu
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Nyńı, když máme źıskaná data, které budeme modelovat pomoćı trojúhelńıko-

vých fuzzy č́ısel, muśıme vypoč́ıtat párový rozd́ıl mezi odpověd’mi před a po po-

kusném zásahu pro každého respondenta. Při poč́ıtáńı párových rozd́ıl̊u využ́ıváme

tedy odeč́ıtáńı fuzzy č́ısel pomoćı standardńı fuzzy aritmetiky. Párové rozd́ıly pro

všechny respondenty jsou uvedeny v tabulce 2.5.

Respondent Párové rozd́ıly

1 1 000 5 000 10 000
2 -1 500 2 000 6 000
3 -4 500 500 4 500
4 -5 000 -1 000 2 000
5 -2 000 2 000 6 000
6 -6 000 -2 500 1 500
7 -1 000 1 000 3 000
8 -2 500 0 2 500
9 -4 500 0 5 000
10 -4 000 0 4 000
11 -4 000 1 500 5 000
12 -2 000 2 000 5 000
13 -5 000 -3 000 0
14 -10 000 -6 000 0
15 -10 000 -5 000 -1 000
16 -9 000 -5 000 1 000
17 -3 500 0 3 500

Tabulka 2.5: Fuzzy č́ısla párových rozd́ıl̊u

Nyńı otestujeme, zda ukázáńı jednotlivým student̊um obrázek 2.7 s daty, jak

si vedou jako skupina, nemělo vliv na středńı hodnotu sledovaného znaku, což je

představa student̊u o nástupńı hrubé mzdě, tedy

H0 : µ = 0 proti HA : µ 6= 0.

Na vypoč́ıtané trojúhelńıková fuzzy č́ısla párových rozd́ıl̊u, použijeme nám už

známý jednovýběrový t-test s fuzzy testovaćı statistikou

TF =
XF − 0

SnF

√
n,
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kde µ0 rovno 0. Hladinu testu α si zvoĺıme 0, 05 a n = 17. Nyńı postup výpočtu

je identický jako v předchoźım př́ıkladě s t́ım rozd́ılem, že dosad́ıme do skript̊u

jiná vstupńı data a pro výpočet výsledného fuzzy č́ısla testovaćı statistiky bude

µ0 rovno 0.

1 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově
2 y=[1000 5000 5000 10000; −1500 2000 2000 6000; −4500 500 500 4500; ...
3 −5000 −1000 −1000 2000; −2000 2000 2000 6000; −6000 −2500 −2500 1500;...
4 −1000 1000 1000 3000; −2500 0 0 2500; −4500 0 0 5000; −4000 0 0 4000;...
5 −4000 1500 1500 5000; −2000 2000 2000 5000; −5000 −3000 −3000 0;...
6 −10000 −6000 −6000 0;−10000 −5000 −5000 −1000; −9000 −5000 −5000 1000;...
7 −3500 0 0 3500];
8 mu = 0;
9 n = size(y);

10 % zadani optimalizovanych funkci
11 FunkceT = @(x)(mean(x)−mu)/std(x)*sqrt(n(1,1));
12 FunkceTKratMinus1 = @(x)−(mean(x)−mu)/std(x)*sqrt(n(1,1));

Pojd’me se ted’ pod́ıvat na obrázek výběrového fuzzy pr̊uměru, výběrové fuzzy

směrodatné odchylky a hlavně na výsledné fuzzy č́ıslo realizace fuzzy testovaćı sta-

tistiky, které je d̊uležité pro rozhodnut́ı o naš́ı hypotéze. Kv̊uli časové náročnosti

celého optimalizačńıho problému nám bude opět pro ukázku stačit si vykreslit dva-

cet α-řez̊u pro výběrovou fuzzy směrodatnou odchylku a výsledné fuzzy č́ıslo fuzzy

testovaćı statistiky.

Obrázek 2.8: Výběrový fuzzy pr̊uměr pro párové rozd́ıly.
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Obrázek 2.9: Výběrová fuzzy směrodatná odchylka pro párové rozd́ıly.

Obrázek 2.10: Výsledná fuzzy testovaćı statistika TF pro párové rozd́ıly vykreslena
pomoćı dvaceti α-̌rez̊u.

Nosič výsledného fuzzy č́ısla testovaćı statistiky se rovná (−5, 8350; 5, 1128).

Kritický obor bude následuj́ıćı W = (−∞,−t17−1,1− 0,05
2
〉 ∪ 〈t17−1,1− 0,05

2
,∞). V ta-

bulkách si najdeme př́ıslušnou hodnotu kvantilu a po dosazeńı dostáváme W =

(−∞;−2, 120〉 ∪ 〈2, 120;∞).

Nyńı ovšem vid́ıme, že pouze část nosiče výsledné fuzzy testovaćı statistiky

nálež́ı do kritického oboru. Zkuśıme si výsledné fuzzy č́ıslo tedy defuzzifikovat po-

moćı tř́ı př́ıstup̊u, s kterými jsme se seznámili v kapitole 1.5. Konkrétně pomoćı

metody těžǐstě, metody středu maxim a metody MOM. V př́ıpadě, když máme

lineárńı fuzzy č́ıslo, tak pro prvńı dvě metody existuje př́ımo v programu MATLAB
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př́ıkaz na jejich vypoč́ıtáńı. MOM se dá posléze spoč́ıtat jako součet význačných

hodnot fuzzy č́ısla x1, x2, x3, x4 děleno čtyřmi [11]. Dále si všimněme, že MATLAB

zná metodu středu maxim pod pojmem mom, neplést tedy s naš́ı definićı metody

MOM.

1 x = −10:0.1:10;
2 x1=−5.8350;
3 x2=−0.7007;
4 x3=−0.7007;
5 x4=5.1128;
6 D = trapmf(x,[x1 x2 x3 x4]);
7 teziste = defuzz(x,D,'centroid');
8 stredymaxim = defuzz(x,D,'mom');
9 MOM=(x1+x2+x3+x4)/4;

Po zadáńı do programu MATLAB nám vyjdou následuj́ıćı výsledky:

• metoda těžǐstě = -0,47

• metoda středu maxim = -0,7

• metoda MOM = -0,53

Pojd’me si nyńı celou situaci vykreslit do obrázku 2.11.

Obrázek 2.11: Fuzzy testovaćı statistika TF s kritickým oborem a jednotlivými
defuzzifikacemi.
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Jak je tedy vidět ve všech třech př́ıpadech bychom rozhodli, že hypotézu nelze

zamı́tnout, jelikož hodnoty defuzzifikaćı nenálež́ı do kritického oboru. Nelze tedy

zamı́tnout, že by ukázańı obrázku student̊um, jak si vedou jako skupina mělo vliv

na středńı hodnotu představy student̊u o jejich hrubé mzdě.

Poznámka 2.5 Alternativně bychom mohli rozhodnut́ı o ne/zamı́tnut́ı hypotézy

provést takto. Hodnoty funkce př́ıslušnosti v hranićıch kritického oboru jsou 0, 72

a 0, 51. Z těchto hodnot vezměme maximum, a tedy stupeň př́ıslušnosti zamı́tnut́ı

hypotézy je 0, 72. Rozhodovatel si m̊uže tedy stanovit určitou mez stupně př́ıslušno-

sti, podle které se bude rozhodovat o ne/zamı́tnut́ı hypotézy. Tı́mto zp̊usobem

se dá taky vyřešit problém, kdy některé hodnoty defuzzifikaćı budou svědčit pro

zamı́tnut́ı hypotézy a podle ostatńıch bychom hypotézu nezamı́tali.

2.4.3. Test hypotéz o rozptylu normálńıho rozděleńı

V tomto testu opět předpokládáme, že náhodná veličina X má normálńı

rozděleńı s parametry µ a σ2. Symbol σ2
0 znač́ı hypotetickou hodnotu rozptylu

normálńıho rozděleńı. Testujeme tedy:

1. nulovou hypotézu H0 : σ2 = σ2
0 proti tzv. oboustranné alternativě

HA : σ2 6= σ2
0,

2. nulovou hypotézu H0 : σ2 ≤ σ2
0 proti tzv. jednostranné alternativě

H0 : σ2 > σ2
0,

3. nulovou hypotézu H0 : σ2 ≥ σ2
0 proti tzv. jednostranné alternativě

H0 : σ2 < σ2
0.

Testovaćım kritériem je následuj́ıćı výběrová funkce

Z =
(n− 1)S2

n

σ2
0

.

Tato funkce má za platnosti nulové hypotézy χ2 rozděleńı o n− 1 stupńıch

volnosti, S2
n znač́ı výběrový rozptyl, který je nestranným odhadem σ2 = var(X).

Nyńı se opět pod́ıváme na jednotlivé kritické obory.
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1. V př́ıpadě oboustranné alternativy budou kritický obor tvořit malé i velké

hodnoty výběrové funkce Z. Proto

W = (0, χ2
n−1,α

2
〉 ∪ 〈χ2

n−1,1−α
2
,∞).

2. Ve prospěch alternativy svědč́ı velké hodnoty testového kritéria, proto

W = 〈χ2
n−1,1−α,∞).

3. Ve prospěch alternativy svědč́ı malé hodnoty testového kritéria, proto

W = (0, χ2
n−1,α〉.

Poznámka 2.6 Při vytvářeńı kritického oboru vycháźıme z charakteru grafu hus-

toty χ2-rozděleńı.

Obrázek 2.12: Hustota χ2-rozděleńı o n-1 stupńıch volnosti.

V př́ıpadě, že vstupńı data budou fuzzy č́ısla, tak pro potřeby výpočtu hod-

noty realizace testovaćı statistiky ZF si muśıme z těchto fuzzy č́ısel spoč́ıtat

výběrový fuzzy rozptyl. Zadefinujme si tento pojem.
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Definice 2.6 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, jsou fuzzy

č́ısla. Pak výběrovým fuzzy rozptylem fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn nazveme fuzzy č́ıslo

S2
nF

= {〈s2
nF

(α), s2
nF

(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı:

s2
nF

(α) = min{s2
n(x1, . . . , xn)|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉, i ∈ {1, . . . , n}},

s2
nF

(α) = max{s2
n(x1, . . . , xn)|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉, i ∈ {1, . . . , n}}.

Testovaćı statistika pro fuzzy data bude tedy vypadat následovně

ZF =
(n− 1)S2

nF

σ2
0

.

Výpočet realizace testovaćı statistiky ZF provád́ıme podle následuj́ıćı definice.

Definice 2.7 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, jsou fuzzy

č́ısla. Pak fuzzy testovaćı statistikou pro test hypotéz o rozptylu normálńıho roz-

děleńı fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn nazveme fuzzy č́ıslo ZF = {〈zF (α), zF (α)〉, α ∈

〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı:

zF (α) =
(n− 1)s2

nF
(α)

σ2
0

,

zF (α) =
(n− 1)s2

nF
(α)

σ2
0

.

Př́ıklad 2.3 Ve firmě se vyráb́ı jeden druh nealkoholického nápoje. Firma vyráb́ı

tento nápoj pouze v dvoulitrovém vydáńı. Ve složeńı se vyskytuje jeden druh sladi-

dla, který neńı v menš́ıch dávkách nebezpečný. Firma stanovila takovou směrnici,

že č́ıselná hodnota směrodatné odchylka σ obsahu tohoto sladidla ve vyráběných

nápoj́ıch nesmı́ překročit hodnotu 0, 2 gramu. Po jednom roce firma náhodně vy-

brala 20 láhv́ı svého vyráběného nápoje a změřila množstv́ı daného sladidla. Měř́ıćı

př́ıstroj je ovšem už značně zastaralý, a tud́ı̌z je vhodné poč́ıtat s odchylkou 0, 1

gramu v kladném i záporném směru u každé naměřené hodnoty. Naměřené hod-

noty v gramech i s danými odchylkami jsou přehledně zobrazeny v tabulce 2.6.
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Láhev -0,1 gramu Naměřená hodnota +0,1 gramu

1 0,51 0,61 0,71
2 1 1,1 1,2
3 0,75 0,85 0,95
4 0,63 0,73 0,83
5 0,57 0,67 0,77
6 0,7 0,8 0,9
7 0,66 0,76 0,86
8 0,92 1,02 1,12
9 0,58 0,68 0,78
10 0,8 0,9 1
11 0,77 0,87 0,97
12 0,81 0,91 1,01
13 0,66 0,76 0,86
14 1,02 1,12 1,22
15 0,88 0,98 1,08
16 0,74 0,84 0,94
17 0,69 0,79 0,89
18 0,89 0,99 1,09
19 0,63 0,73 0,83
20 0,9 1,0 1,1

Tabulka 2.6: Naměřené hodnoty sladidla v gramech

Naměřené hodnoty tedy budeme modelovat pomoćı trojúhelńıkových fuzzy č́ısel.

Předpokládejme, že náhodná veličina znač́ıćı obsah sladidla má normálńı rozděleńı

s parametry µ, σ2. Bude nás zaj́ımat, zda je d̊uvod k obavám, že firma nedodržuje

svoji stanovenou směrnici.

Jak už v́ıme, tak druhá mocnina směrodatné odchylka je rozptyl. Budeme tedy

testovat následuj́ıćı hypotézu:

H0 : σ2 ≤ 0, 04 (= 0, 22) proti HA : σ > 0, 04.

Rozsah výběru máme n = 20 a hladinu testu si zvoĺıme α = 0, 05. Pro výpočet

výběrového fuzzy rozptylu využijeme nám už známý skript pro výběrovou fuzzy

směrodatnou odchylku, kde po lehké úpravě dostáváme skript pro výběrový fuzzy

rozptyl.
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1 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově
2 y=[0.51 0.61 0.61 0.71; 1.0 1.1 1.1 1.2; 0.75 0.85 0.85 0.95; ...
3 0.63 0.73 0.73 0.83; 0.57 0.67 0.67 0.77; 0.7 0.8 0.8 0.9;...
4 0.66 0.77 0.77 0.87; 0.92 1.02 1.02 1.12; 0.58 0.68 0.68 0.78;...
5 0.8 0.9 0.9 1; 0.77 0.87 0.87 0.97; 0.81 0.91 0.91 1.01;...
6 0.66 0.76 0.76 0.86; 1.02 1.12 1.12 1.22; 0.88 0.98 0.98 1.08;...
7 0.74 0.84 0.84 0.94; 0.69 0.79 0.79 0.89; 0.89 0.99 0.99 1.09;...
8 0.63 0.73 0.73 0.83; 0.9 1.0 1.0 1.1;];
9

10 %zadánı́ optimalizovaných funkcı́
11 FunkceRozptylu = @(x)var(x);
12 FunkceRozptyluKratMinus1 = @(x)−var(x);
13 %počátečnı́ bod optimalizace, nutno vyzkoušet různé možnosti
14

15 opts = optimset('Algorithm','active−set','Display','notify');
16 gs = GlobalSearch;
17

18 n=size(y);
19 pocet alfa rezu=20;
20 rozptyl=zeros(pocet alfa rezu+1,2);
21 yd=zeros(n(1,1),1);
22 yh=zeros(n(1,1),1);
23

24

25 for j=0:pocet alfa rezu
26 alfa=j/pocet alfa rezu;
27 for i=1:n(1,1)
28 yd(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)−y(i,1));
29 yh(i,1)=y(i,4)−alfa*(y(i,4)−y(i,3));
30 end
31 y0 = (yd(:,1)+yh(:,1))/2; %%% počátečnı́ bod
32 problemMin = createOptimProblem('fmincon','objective',...
33 FunkceRozptylu,'x0',y0,'lb',yd(:,1),'ub',yh(:,1),'options',opts);
34 [˜,varmin] = run(gs,problemMin);
35 rozptyl(j+1,1)=varmin;
36

37 problemMax = createOptimProblem('fmincon','objective',...
38 FunkceRozptyluKratMinus1,'x0',y0,'lb',yd(:,1),'ub',yh(:,1),'options',opts);
39 [˜,varmax minus] = run(gs,problemMax);
40 %varmax=−varmax minus;
41 rozptyl(j+1,2)=−varmax minus;
42

43 hold on
44 plot(rozptyl(j+1,1),alfa,'.k',rozptyl(j+1,2),alfa,'.k')
45 hold off
46 end

Výběrový fuzzy rozptyl pro naše vstupńı data m̊užeme vidět na obrázku 2.13.

Uzávěr nosiče tohoto fuzzy č́ısla je 〈0, 0047; 0, 0565〉. Ted’ už máme všechny

potřebné výpočty a m̊užeme dosadit do testovaćı statistiky ZF a spoč́ıtat jej́ı reali-
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Obrázek 2.13: Výběrový fuzzy rozptyl pro vstupńı data.

zaci pomoćı standardńı fuzzy aritmetiky, jelikož v testovaćı statistice máme pouze

jedno fuzzy č́ıslo. Dostáváme tud́ı̌z výsledek pro Supp ZF :

Supp ZF =
(20− 1)〈0, 0047; 0, 0565〉

0, 04
= 〈2, 2326; 26, 8375〉.

Fuzzy č́ıslo realizace testovaćı statistiky ZF , které bylo opět vykresleno pomoćı

dvaceti α−řez̊u, m̊užeme vidět na obrázku 2.14.

Obrázek 2.14: Fuzzy č́ıslo realizace testovaćı statistiky ZF vykresleno pomoćı
dvaceti α− řez̊u.
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Pod́ıvejme se nyńı na kritický obor, který bude následuj́ıćı W = 〈χ2
19;0,95,∞)

a po dosazeńı tabulkové hodnoty dostáváme W = 〈30, 1;∞). Je tedy zřejmé, že

nastal př́ıpad Supp TF ∩ W = ∅, a tud́ı̌z nelze naši hypotézu zamı́tnout. Nelze

zamı́tnout, že by firma nedodržovala nastavenou směrnici.

2.4.4. F-test shody rozptyl̊u dvou nezávislých normálně

rozdělených znak̊u

Ted’ budeme uvažovat pro změnu opět dvě náhodné veličiny X, Y a nav́ıc

požadujeme jejich vzájemnou nezávislost. To je zásadńı rozd́ıl oproti již námi

známého párové t-testu, kde dvě náhodné veličiny byly na sobě závislé. Dále

předpokládejme, že náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry µ1

a σ2
1 a náhodná veličina Y má taktéž normálńı rozděleńı, ovšem s parametry µ2

a σ2
2. Nav́ıc σ2

1 6= 0 a σ2
2 6= 0.

Testujeme následuj́ıćı hypotézy:

1. nulovou hypotézu H0 : σ2
1 = σ2

2 proti alternativě HA : σ2
1 6= σ2

2,

2. nulovou hypotézu H0 : σ2
1 ≤ σ2

2 proti alternativě H0 : σ2
1 > σ2

2,

3. nulovou hypotézu H0 : σ2
1 ≥ σ2

2 proti alternativě H0 : σ2
1 < σ2

2.

Testujeme tedy shodnost rozptyl̊u. Testovaćı kritérium je výběrová funkce

V =
S2
n

S2
m

σ2
2

σ2
1

.

Tato funkce má za platnosti nulové hypotézy F rozděleńı o n − 1,m − 1

stupńıch volnosti. Nav́ıc při určováńı hodnoty testového kritéria dosazujeme do

vzorce
σ2
2

σ2
1

= 1. S2
n znač́ı výběrový rozptyl náhodné veličiny X o rozsahu výběru

n a S2
m znač́ı výběrový rozptyl náhodné veličiny Y o rozsahu výběru m.

Př́ıslušné kritické obory jsou následuj́ıćı:

1. V př́ıpadě oboustranné alternativy budou kritický obor tvořit malé i velké

hodnoty výběrové funkce F. Proto

W = (0, Fn−1,m−1,α
2
〉 ∪ 〈Fn−1,m−1,1−α

2
,∞).
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2. Ve prospěch alternativy svědč́ı velké hodnoty testového kritéria, proto

W = 〈Fn−1,m−1,1−α,∞).

3. Ve prospěch alternativy svědč́ı malé hodnoty testového kritéria, proto

W = (0, Fn−1,m−1,α〉.

Poznámka 2.7 Při vytvářeńı kritického oboru vycháźıme z charakteru grafu hus-

toty F -rozděleńı, který m̊užeme vidět na obrázku 2.15.

Obrázek 2.15: Hustota F-rozděleńı o n-1, m-1 stupńıch volnosti.

Pojd’me se nyńı opět opět pod́ıvat, jak se nám změńı testovaćı statistika pokud

vstupńı data budou fuzzy č́ısla. Testovaćı statistika bude následuj́ıćı výběrová

funkce

VF =
S2
nF

S2
mF

σ2
2

σ2
1

.

Pro potřeby výpočtu hodnoty realizace testovaćı statistiky si muśıme z těchto

vstupńıch fuzzy č́ısel spoč́ıtat výběrový fuzzy rozptyl S2
nF

= {〈s2
nF

(α), s2
nF

(α)〉, α ∈

〈0, 1〉}, resp. S2
mF

= {〈s2
mF

(α), s2
mF

(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}. S t́ımto pojmem jsme se už
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seznámili v minulé podkapitole. Nav́ıc je si také potřeba uvědomit, že zde ne-

muśıme při výpočtu děleńı dvou výběrových fuzzy rozptyl̊u použ́ıvat podmı́něnou

fuzzy aritmetiku, jelikož dané dvě fuzzy č́ısla jsou na sobě nezávislá. Také dosa-

zujeme do vzorce
σ2
2

σ2
1

= 1.

Výpočet realizace testovaćı statistiky VF tedy provád́ıme podle následuj́ıćı

definice.

Definice 2.8 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, a Yj =

{〈y
j
(α), yj(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, j = 1, . . . ,m jsou fuzzy č́ısla. Pak fuzzy testovaćı sta-

tistikou pro F-test shody rozptyl̊u dvou nezávislých normálně rozdělených znak̊u

fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn a Y1, . . . , Ym nazveme fuzzy č́ıslo VF = {〈vF (α), vF (α)〉, α ∈

〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı:

vF (α) = min

{
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)
,
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)
,
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)
,
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)

}
,

vF (α) = max

{
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)
,
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)
,
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)
,
s2
nF

(α)

s2
mF

(α)

}
.

Př́ıklad 2.4 Vezměme si opět data z př́ıkladu 2.1. Máme tedy odpovědi deseti

student̊u navazuj́ıćıho studia, kteř́ı odpov́ıdali na otázku, kolik pr̊uměrně měśıčně

utratili za j́ıdlo a nealkoholické nápoje za rok 2015. Odpovědi respondent̊u nava-

zuj́ıćıho studia tud́ı̌z nalezneme v tabulce 2.2. Posléze jsme se dotázali šestnácti

student̊u bakalářského studia na tu stejnou otázku, a znovu, pokud studenti nevě-

děli přesnou odpověd’, tak jsme se zeptali na minimálńı, nejmožněǰśı a maximálńı

odhad utracené částky. Přesně nám odpověděl pouze jeden studen, jehož odpověd’

byla 2000 Kč. Odpovědi všech student̊u bakalářského studia najdeme v tabulce 2.7.

Zaj́ımalo by nás, jestli je podstatný rozd́ıl mezi výdaji za potraviny a nealkoholické

nápoje mezi studenty navazuj́ıćıho a bakalářského studia.

Náhodná veličina X nám bude určovat pr̊uměrné měśıčńı výdaje student̊u na-

vazuj́ıćıho studia, kde rozsah výběru n=10. Náhodná veličina Y nám zase určuje

pr̊uměrné měśıčńı výdaje student̊u bakalářského studia, kde rozsah výběru m=16.
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Respondent Minimálńı hod. Nejočekávaněǰśı hod. Maximálńı hod. Přesná hod.

1 1900 2100 2300 n/a
2 3000 3200 3500 n/a
3 1500 1700 1850 n/a
4 1900 2000 2100 n/a
5 2200 2500 3000 n/a
6 2000 2200 2300 n/a
7 1700 1850 2000 n/a
8 1700 2000-2200 2500 n/a
9 n/a n/a n/a 2000
10 2300 2400 2500 n/a
11 2300 2500-2800 3000 n/a
12 2500 2650 2800 n/a
13 2350 2500 2750 n/a
14 2500 3000 3500 n/a
15 1500 1600 1800 n/a
16 1850 2100 2300 n/a

Tabulka 2.7: Odpovědi respondent̊u bakalářského studia

Je zřejmé, že X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny. Předpokládáme, že pr̊uměrné

výdaje student̊u maj́ı normálńı rozděleńı. Hladinu testu si zvoĺıme α = 0, 05. Bu-

deme testovat nulovou hypotézu, zda rozptyl obou náhodných veličin je stejný:

H0 : σ2
1 = σ2

2 proti HA : σ2
1 6= σ2

2.

Potřebujeme nyńı vypoč́ıtat výběrový fuzzy rozptyl pro oba výběry. K tomu

využijeme nám už známý skript, který spust́ıme nejdř́ıve pro vstupńı data od stu-

dent̊u navazuj́ıćıho studia a posléze pro studenty bakalářského studia.

1 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově (studenti navazujı́cı́ho studia)
2 y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953; ...
3 2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
4 2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200;...
5 1400 1500 1500 1600];
6

7 %načtenı́ vstupnı́ch dat maticově (studenti bakalářského studia)
8 y=[1900 2100 2100 2300; 3000 3200 3200 3500; 1500 1700 1700 1850; ...
9 1900 2000 2000 2100; 2200 2500 2500 3000; 2000 2200 2200 2300;...

10 1700 1850 1850 2000; 1700 2000 2200 2500; 2000 2000 2000 2000;...
11 2300 2400 2400 2500; 2300 2500 2800 3000; 2500 2650 2650 2800;...
12 2350 2500 2500 2750; 2500 3000 3000 3500; 1500 1600 1600 1800;...
13 1850 2100 2100 2300];
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14

15 % zadani optimalizovanych funkci
16 FunkceRozptylu = @(x)var(x);
17 FunkceRozptyluKratMinus1 = @(x)−var(x);

Dostáváme výběrové fuzzy rozptyly pro oba výběry, které m̊užeme vidět na obrázćıch

2.16 a 2.17 (opět vykresleno po dvaceti α-řezech).

Obrázek 2.16: Výběrový fuzzy rozptyl pro data student̊u navazuj́ıćıho studia.

Obrázek 2.17: Výběrový fuzzy rozptyl pro data student̊u bakalářského studia.

Supp S2
nF

= 〈431 000; 1 392 000〉 a Supp S2
mF

= 〈81 000; 469 000〉. Dosad́ıme
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do testovaćı statistiky a dostáváme pro Supp VF :

Supp VF =
〈431 000; 1392 000〉
〈81 000; 469 000〉

= 〈0, 919; 17, 185〉,

kde

0, 919 = min

{
431 000

81 000
,
431 000

469 000
,
1 392 000

81 000
,
1 392 000

469 000

}
,

17, 185 = max

{
431 000

81 000
,
431 000

469 000
,
1 392 000

81 000
,
1 392 000

469 000

}
.

Pro připomenut́ı výpočet realizace testovaćı statistiky se zde provád́ı pomoćı stan-

dardńı fuzzy aritmetiky, jelikož neńı zde nutné si zavádět nějakou dodatečnou

podmı́nku. Výběrové fuzzy rozptyly jsou na sobě nezávislé. Vykresleme si výsledné

fuzzy č́ıslo realizace testovaćı statistiky pomoćı programu MATLAB. Jak je vidět

i z obrázk̊u 2.16 a 2.17 tyto fuzzy rozptyly nejsou lineárńımi fuzzy č́ısly, ale je-

likož linearita neńı porušena nějakým zásadńım zp̊usobem, budeme pro jednodu-

chost výpočtu modelovat tyto fuzzy č́ısla jako lineárńı lichoběžńıkové fuzzy č́ısla.

Na to nám v programu MATLAB slouž́ı, jak už v́ıme př́ıkaz trapmf a pro děleńı

fuzzy č́ısel př́ıkaz fuzarith s parametrem div. Výpočet hodnoty realizace testovaćı

statistiky v programu MATLAB vypadá tedy následovně:

1 x=−10:0.001:30;
2 A = trapmf(x,[431000 562000 1111000 1392000]);
3 B = trapmf(x,[81000 192000 212000 469000]);
4 Cdiv = fuzarith(x,A,B,'div');
5 plot(x,Cdiv)

Př́ıkazem plot jsme si vykreslili toto výsledné fuzzy č́ıslo, které m̊užeme vidět

na obrázku 2.18.

Co se týče kritického oboru, tak ten je následuj́ıćı: W = (0, F10−1,16−1, 0,05
2
〉 ∪

〈F10−1,16−1,1− 0,05
2
,∞) = (0; 0, 265〉 ∪ 〈3, 123;∞). Jak jsme si vypoč́ıtali, tak nosič

fuzzy č́ısla realizace testovaćı statistiky VF je (0, 919; 17, 208). Opět nám tedy

nastává situace, kdy nosič fuzzy č́ısla nálež́ı do kritického oboru jenom zčásti.
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Obrázek 2.18: Výsledné fuzzy č́ıslo realizace testovaćı statistiky VF .

Zde nastává ještě jeden problém, a to ten, že jak vid́ıme, tak výsledné fuzzy

č́ıslo neńı lineárńı a při linearizaci bychom ztratili už velkou část informace. De-

fuzzifikovat takovéto fuzzy č́ıslo by ovšem velice náročné, muśıme si tedy pomoci

a použ́ıt modelaci tohoto fuzzy č́ısla jako takzvané po částech lineárńı fuzzy č́ıslo.

S t́ımto typem fuzzy č́ısla jsme se seznámili už v prvńı kapitole. Vezmeme si dva-

cet α-řez̊u. V [12] se už defuzzifikaćı po částech lineárńıch fuzzy č́ısel zabývali,

proto využijeme jǐz vytvořené skripty (v př́ıloze pod názvem teziste.m a MOM.m)

a zjist́ıme hodnoty defuzzifikaćı pro metody těžǐstě, střed̊u maxim a MOM.

Źıskáváme tyto výsledky:

• metoda těžǐstě = 6,1917

• metoda středu maxim = 4,22

• metoda MOM = 5,7271

Hodnota maximálńıho stupně př́ıslušnosti, s jakým by šlo hypotézu zamı́tnout,

je rovna 1. Výsledky všech metod nálež́ı kritickému oboru, proto naši hypotézu

zamı́táme a výběry nemaj́ı stejný rozptyl. Tı́m ovšem jsme ještě neodpověděli na

naši otázku, zda je podstatný mezi výdaji za potraviny a nealkoholické nápoje

mezi studenty navazuj́ıćıho a bakalářského studia. Odpovědět budeme moci po
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seznámeńı se s daľśım testem.

2.4.5. Přibližný t-test

Přibližný t-test se použ́ıvá v př́ıpadě testováńı shodnosti středńıch hodnot

dvou nezávisle normálně rozdělených znak̊u a plat́ı, že σ2
1 6= σ2

2. Přibližných t-

test̊u je v́ıce, my v této práci využijeme takzvaný Aspinové-Welch̊uv test [17].

Necht’ tedy náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry µ1 a σ2
1

a náhodná veličina Y má taktéž normálńı rozděleńı, ovšem s parametry µ2 a σ2
2.

Necht’ jsou tyto dvě náhodné veličiny mezi sebou nezávislé.

Testujeme následuj́ıćı hypotézy:

1. nulovou hypotézu H0 : µ2
1 = µ2

2 proti alternativě HA : µ2
1 6= µ2

2,

2. nulovou hypotézu H0 : µ2
1 ≤ µ2

2 proti alternativě H0 : µ2
1 > µ2

2,

3. nulovou hypotézu H0 : µ2
1 ≥ µ2

2 proti alternativě H0 : µ2
1 < µ2

2.

Testovaćım kritériem je následuj́ıćı výběrová funkce:

T ∗ =
Xn − Y m

S
,

kde

S =

√
S2
n

n
+
S2
m

m
.

Za platnosti nulové hypotézy má tato funkce přibližně t-rozděleńı o f stupńıch

volnosti, kde

f =
S4

1
n−1

(S
2
n

n
)2 + 1

m−1
(S

2
m

m
)2
.

Počet stupň̊u volnosti f většinou nevyjde jako celé č́ıslo, proto provedeme zao-

krouhleńı a posléze najdeme v tabulkách př́ıslušný kvantil t-rozděleńı pro naši

zaokrouhlenou hodnotu f .

Nyńı se pod́ıvejme, jak bude vypadat kritický obor W .
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1. V př́ıpadě oboustranné alternativy budou kritický obor tvořit malé i velké

hodnoty výběrové funkce T. Proto

W = (−∞,−tf,1−α
2
〉 ∪ 〈tf,1−α

2
,∞).

2. Ve prospěch alternativy svědč́ı velké hodnoty testového kritéria, proto

W = 〈tf,1−α,∞).

3. Ve prospěch alternativy svědč́ı malé hodnoty testového kritéria, proto

W = (−∞,−tf,1−α〉.

V př́ıpadě, kdy vstupńı data budou fuzzy č́ısla, bude výpočet testovaćı sta-

tistiky u tohoto testu značně komplikovaný. Testovaćı statistika bude následuj́ıćı

výběrová funkce:

T ∗F =
XnF − Y mF

SF
,

kde

SF =

√
S2
nF

n
+
S2
mF

m
.

Problémem je, že SF ve jmenovateli záviśı na výběrových fuzzy pr̊uměrech, co jsou

v čitateli, takže se nedá uplatnit standardńı fuzzy aritmetika. Výpočet realizace

testovaćı statistiky T ∗F tedy provád́ıme podle následuj́ıćı definice.

Definice 2.9 Necht’ Xi = {〈xi(α), xi(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, i = 1, . . . , n, a Yj =

{〈y
j
(α), yj(α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, j = 1, . . . ,m, jsou fuzzy č́ısla. Pak fuzzy testovaćı sta-

tistikou pro Aspinové-Welch̊uv test fuzzy č́ısel X1, . . . , Xn a Y1, . . . , Ym nazveme

fuzzy č́ıslo T ∗F = {〈t∗F (α), t∗F (α)〉, α ∈ 〈0, 1〉}, kde pro každé α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı:

t∗F (α) = min{
1
n

∑n
1 xi−

1
m

∑m
1 yj

SF
|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉,

i ∈ {1, . . . , n}, yj ∈ 〈yj(α), yj(α)〉, j ∈ {1, . . . ,m}},

t∗F (α) = max{
1
n

∑n
1 xi−

1
m

∑m
1 yj

SF
|xi ∈ 〈xi(α), xi(α)〉,

i ∈ {1, . . . , n}, yj ∈ 〈yj(α), yj(α)〉, j ∈ {1, . . . ,m}},
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kde

SF =

√
1

n−1

∑n
1 (xi − 1

n

∑n
1 xi)

2

n
+

1
m−1

∑m
1 (yj − 1

m

∑m
1 yj)

2

m
.

Optimalizovat takovou úlohu je poměrně náročné a i MATLAB při ńı naráž́ı

na své početńı limity. Při zadáńı optimalizačńıho problému nebyl tento pro-

gram schopen spoč́ıtat správné hodnoty minim a maxim pro jednotlivé α−řezy.

Proto muśıme použ́ıt nouzové řešeńı a spoč́ıtáme hodnotu testovaćı statistiky

pomoćı standardńı fuzzy aritmetiky. Výsledek bude tedy lehce nepřesný. Tato

nepřesnost znamená, že výsledek bude v́ıce neurčitý. Skutečné fuzzy č́ıslo bude

jeho podmnožinou. Nepřesnost výsledku můžeme zkusit kompenzovat větš́ı př́ı-

snost́ı a zvolit si hladinu testu např́ıklad α = 0, 01, a to i za cenu větš́ı pravděpo-

dobnosti provedeńı chyby druhého druhu.

Daľśı problém u tohoto testu nastává s výpočtem stupně volnosti f . Totiž

správně by f mělo být taky fuzzy č́ıslo. Jenže jak určit ten správný zaokrouhlený

počet stupň̊u volnosti, když nosič klidně může být široký přes např́ıklad padesát

celých č́ısel a nav́ıc i optimalizace f je poměrně náročná. Nab́ıźı se opět spoč́ıtat

f pomoćı standardńı fuzzy aritmetiky a následně toto fuzzy č́ıslo defuzzifikovat

pomoćı nám známých metod. To ovšem znamená, že s jiným typem defuzzifikace

vyjde jiné zaokrouhlené f , a tud́ıž i možnost jiného závěru testováńı. Jako dru-

hou možnost si můžeme vźıt ze všech vstupńıch fuzzy č́ısel jejich nejočekávaněǰśı

hodnotu (tedy budeme mı́t č́ısla reálná) a z nich spoč́ıtat hodnotu f jako jedno

reálné č́ıslo.

Př́ıklad 2.5 Pojd’me pokračovat s př́ıkladem 2.4. Zaj́ımalo by nás, jestli je pod-

statný rozd́ıl mezi výdaji za potraviny a nealkoholické nápoje mezi studenty nava-

zuj́ıćıho a bakalářského studia. Nejdř́ıve jsme otestovali shodu rozptyl̊u, kde jsme

hypotézu zamı́tli. Proto tedy ted’ při testováńı středńıch hodnot využijeme přiblǐzný

t-test, se kterým jsme se výše seznámili. Vı́me, že n = 10,m = 16, Supp S2
nF

=

〈431 000; 1 392 000〉, Supp S2
mF

= 〈81 000; 469 000〉 a hladinu testu α si zvoĺıme

0, 01.
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Nyńı ještě potřebujeme spoč́ıtat pro oba výběry výběrový fuzzy pr̊uměr. Na

to už máme skript z minulých př́ıklad̊u, takže jen dosad́ıme naše vstupńı data

a dostaneme Supp Xn = 〈1995, 3; 2489, 5〉 a Supp Y m = 〈2075; 2512, 5〉.

Jak už bylo naznačeno spoč́ıtat hodnotu testovaćı statistiky T ∗F pomoćı opti-

malizace je poměrně náročné. Proto si zde rozeṕı̌seme postup pomoćı standardńı

fuzzy aritmetiky, i když správný př́ıstup by byl pomoćı podmı́něné. Postup si ro-

zeṕı̌seme pouze pro uzávěry nosič̊u Supp SF a Supp T ∗F .

Supp SF =

√
〈431 000; 1 392 000〉

10
+
〈81 000; 469 000〉

16

Supp SF =
√
〈43 100; 139 200〉+ 〈5062, 5; 29 312, 5〉

Supp SF =
√
〈48 162, 5; 168 512, 5〉 = 〈219, 46; 410, 5〉

Supp T ∗F =
〈1995, 3; 2489, 5〉 − 〈2075; 2512, 5〉

〈219, 46; 410, 5〉
=
〈−517, 2; 414, 5〉
〈219, 46; 410, 5〉

= 〈−2, 36; 1, 88〉

Nám k rozhodnut́ı stač́ı pouze nosič, a tedy Supp T ∗F = (−2, 36; 1, 88).

Druhým problémem bylo určeńı počtu stupně volnost́ı f . Zkuśıme si ten

zp̊usob, že f vypoč́ıtáme pomoćı reálných č́ısel, které reprezentuj́ı nejočekávaněǰśı

hodnoty daných vstupńıch fuzzy č́ısel. Po dosazeńı do vzorečku nám po zaokrouh-

leńı vyjde f = 177. Kritický obor vypadá tedy následovně W = (−∞, t177;0,995〉∪

〈t177,0;995,∞). Plat́ı, že při počtu stupńıch volnosti větš́ıch jak 100, se postupně

tvar t-rozděleńı bĺıž́ı aproximativně k normálńımu rozděleńı [1]. Najdeme tedy

v tabulkách pro normálńı rozděleńı př́ıslušnou hodnotu, která je 2, 576. Máme

tedy kritický obor W = (−∞,−2, 576〉 ∪ 〈2, 576,∞). Jak je tedy vidět celý nosič

T ∗F nenálež́ı do kritického oboru, proto naši hypotézu nemůžeme zamı́tnout. Nav́ıc

při poč́ıtáńı podmı́něnou fuzzy aritmetikou bývá výsledný nosič užš́ı než u kla-

sické fuzzy aritmetiky, tud́ıž bychom určitě také hypotézu nezamı́tali na dané

hladině testu. Nelze ř́ıci, že by byl podstatný rozd́ıl mezi výdaji student̊u nava-

zuj́ıćıho a bakalářského studia za potraviny a nealkoholické nápoje.

Poznámka 2.8 Pokud bychom zvolili α = 0, 05, byla by hodnota kvantilu 1, 96.

Zde by pouze jenom malá část nosiče přesahovala do kritického oboru a nav́ıc
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při předpokládaném zúžeńı nosiče by se dalo očekávat, že i na této hladině nelze

hypotézu zamı́tnout.

Poznámka 2.9 Pokud by nám v předchoźım testu vyšlo, že nelze zamı́tnout shod-

nost rozptyl̊u, tak bychom použili mı́sto přiblǐzného testu, takzvaný dvou-výběrový

t-test. Zde se opět testuje shoda středńıch hodnot. Pro test se využ́ıvá výběrová

funkce:

T2 =
Xn − Y n − (µ1 − µ2)√
(n− 1)S2

n + (m− 1)S2
m

√
nm(n+m− 2)

n+m
.

Tato funkce má za platnosti nulové hypotézy t-rozděleńı o n+m−2 stupni volnosti.

Př́ıslušné kritické obory jsou následuj́ıćı:

1. V př́ıpadě oboustranné alternativy budou kritický obor tvořit malé i velké

hodnoty výběrové funkce T. Proto

W = (−∞,−tn+m−2,1−α
2
〉 ∪ 〈tn+m−2,1−α

2
,∞).

2. Ve prospěch alternativy svědč́ı velké hodnoty testového kritéria, proto

W = 〈tn+m−2,1−α,∞).

3. Ve prospěch alternativy svědč́ı malé hodnoty testového kritéria, proto

W = (−∞,−tn+m−2,1−α〉.

V př́ıpadě vstupńıch fuzzy dat vypadá testovaćı statistika následovně

T2F =
XnF − Y mF − (µ1 − µ2)√
(n− 1)S2

nF
+ (m− 1)S2

mF

√
nm(n+m− 2)

n+m
.

Poté se postupuje ve výpočtu obdobně jako v přiblǐzném t-testu. Nav́ıc odpadá

problém s výpočtem stupně volnosti f .

Seznámili jsme se tedy se základńımi parametrickými testy a ukázali si, jak

postupovat v př́ıpadě vstupńıch dat v podobě fuzzy č́ısel. Existuj́ı i daľśı parame-

trické testy nejen za předpokladu normálńıho rozděleńı, ale i třeba alternativńıho

nebo Poissonova, těmi se už v práci zabývat nebudeme.
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Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo popsat obecný postup testováńı statistických

hypotéz na základě fuzzy dat a také se posléze detailně zaměřit na vybrané pa-

rametrické statistické testy a popsat, jak prob́ıhá testováńı u jednotlivých test̊u,

když źıskaná data jsou fuzzy č́ısla. Ćılem také bylo u každého testu uvést vlastńı

konkrétńı př́ıklad pro pochopeńı problematiky.

V prvńı kapitole této práce jsme si zavedli základńı pojmy z teorie fuzzy

množin. Tyto pojmy byly d̊uležité k pochopeńı následuj́ıćı kapitoly. V té jsme

si nejdř́ıve uvedli základńı pojmy z testováńı statistických hypotéz, poté jsme si

představili obecný postup při testováńı. Pak už následovala podkapitola o tom,

jak vypadá obecný postup testováńı hypotéz, když máme vstupńı data ve formě

fuzzy č́ısel. Dále jsme si i rozebrali problémy, které mohou při takovémto testováńı

nastat a navrhli jsme si jejich možné řešeńı. Dále jsme si představili konkrétńı

vybrané parametrické testy. U každého testu jsme si nejdř́ıv ukázali, jak vypadá

v př́ıpadě reálných dat a co se změńı, když uvažujeme data fuzzy. Poté jsme si

uvedli konkrétńı př́ıklad a postup jeho vyřešeńı.

Téma této práce mě zaujalo, jelikož jsem se už aritmetikou fuzzy č́ısel zabýval

v mé bakalářské práci a zde se mi naskytl zp̊usob, jak tyto znalosti aplikovat v́ıce

v praxi. Zpracovat toto téma byla pro mě obrovská výzva, jelikož, jak jsem později

zjistil, k tomuto tématu neńı moc literatury, a tud́ıž většina problémů, s kterými

jsme se v práci setkali, je vyřešena podle mých myšlenek a nápad̊u. Nav́ıc jsem

se musel zdokonalit v programu MATLAB, jelikož bylo potřeba vytvořit v tomto

programu optimalizačńı úlohy slouž́ıćı k řešeńı našich úloh. Doufám, že tato práce

poslouž́ı i daľśım lidem k seznámeńı se s touto problematikou.
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lackého v Olomouci, Olomouc, 2013.

65


	Úvod
	Teorie fuzzy množin
	Fuzzy množiny
	Fuzzy císla
	Standardní intervalová a fuzzy aritmetika
	Podmínená fuzzy aritmetika
	Defuzzifikace fuzzy císel

	Testování statistických hypotéz na základe fuzzy dat
	Testování statistických hypotéz
	Obecný postup testování statistických hypotéz
	Testování statistických hypotéz na základe fuzzy dat
	Vybrané statistické testy
	Jednovýberový t-test
	Párový t-test
	Test hypotéz o rozptylu normálního rozdelení
	F-test shody rozptylu dvou nezávislých normálne rozdelených znaku
	Približný t-test


	Záver
	Literatura

