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Uvod

Teorie testovani statistickych hypotéz a teorie fuzzy mnozin, to jsou na prvni
pohled uplné odlisné discipliny. Pfi testovani statistickych hypotéz mame vstupni
data realnd, zato v pripadé fuzzy dat pocitdme s vagnosti nebo-li neurcitosti.
Muzeme vlastné ziskat vstupni data, kterda budou fuzzy? Je mozné na zakladé
fuzzy dat ovérovat ruzné hypotézy? Jak posléze spravné rozhodnout o zavéru
testovani? Nejen témito otazkami se budeme v této praci zabyvat. Pro lepsi
predstavu si uvedeme motivacni piiklad. Pfedstavme si, ze nas nékdo na ulici za-
stavi s anketou tykajici se prumérné mési¢ni utraty v korunach. Pravdépodobné
nevime uplné presnou castku, tak odpovime néjakou ptibliznou ¢astku. Néhle uz
budeme mit vstupni data fuzzy, ale i tato data bychom chtéli néjakym zpusobem
otestovat, a proto se tedy v této diplomové praci budeme pravé zabyvat tes-
tovanim statistickych hypotéz na zakladé fuzzy dat.

Na zacatku této préce si nejdiive predstavime zakladni pojmy z teorie fuzzy
mnozin. Poté se v nasledujici kapitole nejprve budeme zabyvat zakladnimi po-
jmy a postupy pri klasickém testovani statistickych dat a posléze uz obecnym
postupem testovani statistickych hypotéz v pripadé fuzzy dat. Nasledné se de-
tailné zamérime na vybrané statistické testy, a to konkrétné na parametrické. Ke

kazdému vybranému testu si uvedeme feseny priklad k pochopeni problematiky.



Kapitola 1

Teorie fuzzy mnozin

V této kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy z teorie fuzzy mnozin.
Zavedeni téchto pojmu je dulezité z hlediska nasledného pochopeni dalsi kapitoly
této préce. Tato kapitola byla zpracovana podle [6],[3],[11],[12],[14],[15],[16],[19].
Obrazky jsou vytvoreny v programu MATLAB.

1.1. Fuzzy mnoziny

Definice 1.1 Necht je dand neprdzdnd mnoZina U, tzv. univerzum. Pak fuzzy
mnozina A na univerzu U je definovina zobrazenim py : U — (0,1). Funkci
A nazygvame funkci prislusnosti fuzzy mnozZiny A. Pro kazdé x € U nazveme

hodnotu pa(x) stupném prislusnosti proku x k fuzzy mnozine A.

Funkce prislusnosti fuzzy mnoziny muze nabyvat i hodnot mezi krajnimi hod-
notami 0 a 1. To znamend, zZe pokud mame napiiklad fuzzy mnozinu ”vysoky
¢lovék” a pro konkrétniho clovéka je stupen prislusnosti k této fuzzy mnoziné
0,5, tak do dané fuzzy mnoziny ”vysoky clovek” patii napul.

Nyni je potieba si zavést nezbytné pojmy, které popisuji fuzzy mnozinu.

S témito pojmy budeme posléze pracovat.

Poznamka 1.1 Pro zjednoduSeni zdpisu budeme drive znacenou funkci prislu-
$nosti pa zapisovat jako A(.) a ndsledné stupen prislusnosti pa(z) jako A(x), kde

zel.



Definice 1.2 Necht je ddina fuzzy mnoZina A definovand na univerzu U a redlné

éislo o € (0,1). Pak a-rezem fuzzy mnoZiny A nazgvdme (ostrou) mnozinu
Ay ={z €U | A(x) > a}.

Definice 1.3 Jadrem fuzzy mnoziny A na univerzu U rozumime (ostrou) mnoZi-

nu

KerA={xeU | A(z) =1}.

Definice 1.4 Nosicem fuzzy mnozZiny A na univerzu U nazgvdme (ostrou) mno-
Zinu

Supp A ={zx €U | A(z)>0}.

Definice 1.5 Vyska hgt(A) fuzzy mnoziny A na univerzu U je definovdna ndsle-

dovné:

hgt(A) = supzcvA().
Definice 1.6 Fuzzy mnozZina A na univerzu U se nazyvd normdalni, jestlize
KerA # (.
V opacném pripadé se nazyva subnormdiny.

Tomuto zpusobu, kdy se fuzzy mnozina zadefinuje pomoci funkce piislusnosti,
se také nékdy rika vertikalni reprezentace. Druhy zpusob zadefinovani fuzzy
mnoziny je pomoci a-fezu. Princip spociva v tom, ze mame systém fezu fuzzy
mnoziny A, kde kazdému « € (0, 1) pfitazujeme tzv. a-fez. Zapisu pomoci a-fezu
se taky nékdy rika horizontalni reprezentace. Jednotlivé pojmy jsou pro lepsi po-

chopeni zobrazeny na obrazku 1.1.

1.2. Fuzzy cisla

Kvantitativni idaje, které nam vyjadiuji priblizna, neurcita mnozstvi, jako
napiiklad , pfiblizné 5, ,néco mezi 100-150“ atd. muzeme reprezentovat pomoci

fuzzy cisel.



Definice 1.7 Fuzzy mnozina C' definovand na mnoziné redlnych cisel R, kterd

ma nasledujici vliastnosti:
1. C je normdlni fuzzy mnozina,
2. a-rezy C, predstavuji pro vsechna a € (0,1) uzavrené intervaly,
3. nosi¢ Supp C' je ohraniceny,

se nazyvd fuzzy cislem.
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Obrazek 1.1: Graficka reprezentace zakladnich charakteristik fuzzy mnozin

Poznamka 1.2 Symbolem Fy(R) budeme oznacovat mnozinu vsech fuzzy cisel.

Poznamka 1.3 Za specidlni pripad fuzzy cisla lze povaZovat redlné cislo a in-
terval. Odpovidajici funkce prislusnosti jsou zndzornéné na obrazku 1.2. MuZeme
tedy chdpat fuzzy modely jako rozsireni redlnych modeli a také pracovat dohro-

mady s redlnymsi i fuzzy cisly.
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Obrazek 1.2: Funkce prislusnosti fuzzy cisel reprezentujicich realné ¢islo 2 a in-
terval (5, 8).

Nésledujici véta ndm umozni si udélat lepsi predstavu o charakteru funkci

prislusnosti fuzzy ¢isel.
Véta 1.1 Necht C je fuzzy mnozina na R. Pak C je fuzzy ¢islo prave tehdy, kdyz

eristuji x1, T, x3, x4 € R, takovd Ze v1 < 19 < x3 < T4, @ pro funkci prislusnosti

fuzzy ¢isla C plati

L(z), pro z € (—o0, x2)
C(z)=1< 1, pro z € (9, x3)
P(z), pro z € (x3,00),

kde:
a) L(x) je neklesajici a zprava spojitd funkce na (—oo,x2) a L(x) = 0 pro
(—00,21),
b) P(x) je nerostouct a zleva spojitd funkce na (x3,00) a P(x) = 0 pro (x4, 00).

Bodum x4, xs, x3, 74 7z predchozi véty fikdme vyznacné hodnoty fuzzy ¢isla

C a musi spliovat nasledujici podminky:

11



a) (xy,x4)=Supp C, kde Supp C' znaci uzaveér nosice,
b) (z9,x3)=Ker C.

Kazdé fuzzy cislo je jednozna¢né uréeno pomoci dvojice realnych funkei ¢(a),
¢(«), které popisuji nejmensi a nejvétsi hodnoty jednotlivych a-fezu, jak je ukdza-

no v nasledujicich dvou vétach.

Véta 1.2 Necht C je fuzzy cislo a funkce c(a), ¢(a) na (0,1) jsou definovdny
ndsledovné: (c(a),¢(a)) = Cy, pro a € (0,1) a (c(0),¢(0)) = Supp C. Pak pro

funkce c, ¢ plati:
5) Yo < B kde 0,5 € (0,1) : cfa) < c(B) < 7(B) < o(a),
b) funkce ¢, € jsou spojité zleva na (0,1) a zprava v 0.
Véta 1.3 Necht c¢(a), ¢(a) na (0,1) jsou spojité zleva na (0,1), zprava spojité

v 0 a spliugi nerovnost Va < = ¢(a) < ¢(B) <¢(B) < ¢(a). Pak (c(a),¢(a)) pro

Va € (0,1) jsou a-rezy néjakého fuzzy éisla a (c(0),¢(0)) je jeho uzdvér nosice.
Poznamka 1.4 Proni véta je dokdzdna v [7]. Druhd a treti v [17].

Fuzzy ¢islo C' budeme zapisovat pomoci této dvojice funkei ¢, ¢ nasledovné:

C = {{c(@),e(a)), € (0, 1) }.

Kdyz dostaneme neurcité vstupni hodnoty, je nasim cilem pouzit co nejjed-
nodussi matematicky model a zaroven ziskat co nejpresnéjsi vysledky. Nejjed-

nodussi fuzzy ¢islo se nazyva linedrni.

Definice 1.8 Necht C je fuzzy mnozina na R a 1 < zo < 23 < 4 jsou

vyznacné hodnoty fuzzy cisla. Fuzzy c¢islo C' se nazyvd linedrni, jestliZe jeho funkce

prislusnosti md pro Vx € R tvar

r—T
Pl pro 1 < v <@
1 pro To < x < T3
C(x; 21, 29,23, T4) = ' < g <
(71, 2,43 4) e pro T3 < T <1y
T4—T3
0 jinak.

12



V této praci budeme oznacovat linedrni fuzzy cislo pomoci ¢tvetice vyzna-
mnych bodu C = (x1,x9,23,24). Obé funkce ¢, ¢ budou tedy linedrni a pro

vSechny a € (0, 1) je muzeme spocitat nasledovné:

cla) = o1 + afxy — 21),

(o) = x4 + afxy — x3).
Mezi nejznaméjsi linearni fuzzy ¢isla patii lichobéznikové fuzzy ¢islo, kde z; #
To # 3 # x4 a trojuhelnikové fuzzy ¢islo s vyznaénymi body x1 # 19 = x5 # 4.
My se ovSem béhem prace setkame i se situaci, kdy zname pouze krajni hodnoty
urcitych a-tezu. Vysledné fuzzy ¢islo je pak aproximovano pomoci takzvaného po

castech linedrniho fuzzy cisla.

Definice 1.9 Po castech linedrnim fuzzy ¢islem urcéenym pomoct bodu (c(oy), a;)
a (¢(a;),q;),i = 1,....n, kde a; < aj11 proi = 1,....,n—1, a plati oy = 0
a o, = 1, nazveme fuzzy céislo C, jehoZ funkci prislusnosti mizZeme definovat

nasledujicim zpusobem

’ g(zl)g—(z&ﬂn T an clan-1) <z < clan)

c(ap—1)—

Tan-1)—clan) T Ol

(o, — 1) -

\

Na obrazku 1.3 muzeme pak v praxi vidét jak vypada takové trojuhelnikové,

po castech linearni a lichobéznikové fuzzy ¢islo.

1.3. Standardni intervalova a fuzzy aritmetika

S fuzzy ¢isly muzeme provadét jednotlivé zakladni aritmetické operace jako

sCitani, odecitani, nasobeni a déleni. Abychom ovSsem mohli vubec provadét tyto

13
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Obrazek 1.3: Trojihelnikové fuzzy ¢islo A, po ¢astech linearni fuzzy ¢islo B a li-
chobéznikové fuzzy cislo C

jednotlivé aritmetické operace, je nutné si zadefinovat tzv. princip rozsirent, jehoz
autorem je profesor Lotfi Askar Zadeh [19]. Symbolem F(U) oznacujeme systém

v8ech fuzzy mnozin na U. A € F(U) znamend, ze fuzzy mnozina A je definovana

na U.

Definice 1.10 Fuzzifikaci zobrazeni f : U — V' rozumime zobrazeni:
fr: F(U)— F(V),

které kazdé fuzzy mnoziné A € F(U) pritazuje fuzzy mnozZinu fr(A) € F(V)
s funkci prislusnosti definovanou pro kazdé y € V vztahem

fr(A)(y) = {(S)up{A(x) () =y,z €U}, ;fg]fk {z e U|f(x) =y} #0,

Princip rozsireni je zakladem pro veskeré operace s fuzzy mnozinami a tika

nam, jak je realnou funkci f a fuzzy mnozinou A na R indukovana fuzzy mnozina

B = fr(A) na R.
14



Fuzzy aritmetika nam vychazi z intervalové aritmetiky. Pfipomenme si, Ze
fuzzy cislo predstavuje fuzzy mnozinu s omezenym nosicem a kazdé fuzzy cislo
je jednoznacné uréeno pomoci dvojice realnych funkci, které jsme si zadefinovali
v minulé podkapitole. Tedy veskeré aritmetické operace, které provadime s fuzzy
¢isly, se pii vyjadreni fuzzy ¢isla v podobé a-fezu daji definovat pomoci interva-
lové aritmetiky, jelikoz vlastné v praxi provadime operace s intervaly.

Zakladni operace intervalové aritmetiky pro dva intervaly (a,b) a (c,d) jsou

nasledujici:

e scitani

{a,b) + (c,d) = {(a+ ¢,b+ d)

e odeéitani

<&>b> o <Cad> = <a_d7b_c>
e nasobeni

(a,b) - {c,d) = (min{ac, ad, bc,bd}, maz{ac, ad, be, bd})

o déleni

ole

ISHES

b
C

) ?

T~ T~
H e
SRS
~— | ~——
Il
T
s
3
—N
ole
Ul
oS
ISHIS

§}> kde 0 ¢ (c, d).

o

Uved'me si nyni konkrétni ptiklady jednotlivych operaci.

Piiklad 1.1 Méjme zadefinované dva intervaly a = (3,5) a b = (—2,3). Nyni

st napiSeme vysledky jednotlivych operac.

(3,5) — (—2,3) = (0,7)

(3,5) - (—2,3) = (—10,15)

= nedefinovano.
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Ve fuzzy aritmetice misto intervali obsahujici redlné ¢isla pocitame s fuzzy cisly,
ktera jsou vyjadirend pomoci a-fezu, kde a € (0,1) . Méjme nyni dvé fuzzy cisla A
a B a oznacme si jejich a-fezy nésledovné: A, = (a(a),a(a)) a B, = (b(a),b(a)).
S témito fuzzy ¢isly muzeme provadét uvedené ¢tyri zakladni aritmetické operace,
kde a-fezy téchto operaci, pro vSechna a € (0, 1), jsou dédny nasledovné:

e séitani

(A+ B)a = (a(e),a(a)) + (ba), b(a)) = {a(a) + b(e), a(a) + b(e))

e odecitani

(A= Ba=

()
—
Q
~—
S
—~
Q
~—
~
I
—~
(=3
—~
Q
~—
<
—~
Q
~—
~
I
—~
S
—~
Q
~—
I
S
—~
Q
~—
Q|
—
Q
~—
I
I
—
Q
~—
~

e nasobeni

kde

SN—
joull
—
o
SN—
Qf
~
Q
S—
1S
~~
Q
SN—
Qf
—
Q
SN—
ol
—
Q
N—
e

m(a) = max{a(a)b(a), a(a

e déleni (uvazujeme podminku, ze 0 ¢ (b(0),b(0)))

(A/B)a = {a(@),a(@))/(b(a), b(a)) = (n(a), o(a))
kde
n(a) = min{a(a)/b(a), a(a)/b(a), a(a) /b(a), a(a) /b(a)}
o(r) = max{a(a)/b(e), a(@) /b(a), a(a) /b(er), aler) /b(a)}.
Nyni se podivame na jednotlivé operace v konkrétnich ptikladech.

Piiklad 1.2 Méjme zadané lichobéznikové fuzzy cislo A = (1,2,3,4) a troj-
thelnikové fuzzy ¢islo B = (3,5,6). Obé fuzzy éisla si vyjddiime pomoct funkei
c(a),¢(a), tedy A={(1+a,4—a),a € (0,1)}, B={(3+20,6—a),a € (0,1)}.
Nyni budeme pocitat soucet, rozdil, soucin a podil techto dvou fuzzy cisel podle

zadanych definic.
16



scitant
(A+B)o=(1+a,4—a)+ (3+2a0,6 —a) = (4+ 3a,10 — 2a).

Pokud napriklad budeme chtit zjistit 0, 5-rez, tak za o pouze dosadime c¢islo

0,5 a dostaneme vysledek (5,5;9).
odecitani
(A-B)a=(1+a,4—a)— (3+20,6—a) =(-5+2a,1 —3a).
Vijsledek pro 0, 5-rez ted bude vypadat (—4; —0,5).
nasobent
(A-B)o={1+a,4—a) - (3+2a,6—a) = (3+5a+2a% 24— 10a + a?),
kde:
3+ 5a+2a* =min{(1+a) - (3+2a),(1+a)-(6—a),
(4—a) - 3+20),(4—a)-(6—a)},

24 —10a+ a* =max{(1+a)- (3+2a),(1+a)- (6 —a),
4—a) - 3+2a),(4—a)-(6—a)}.

Nyni si na ukdzku rozepiseme opét vysledek pro 0, 5-rez:

deélent
(A/B)a = (1+a,4—a)/(342a,6—a) = (1+a)/(6—a), (4—a)/(3+2a)),
kde:

(1+@)/(6 — o) = min{(1 +a)/(3+20a), (L +a)/(6 — a),
(4—=a)/(3+2a),(4 - a)/(6 —a)},

(4—0a)/(3+2a) =max{(1+«a)/(3+2a),(1+a)/(6—a),
(4—a)/(3+2a),(4—a)/(6 —a)}.

17



Naposledy si rozepiseme vysledek pro 0,5-rez:

(A/B)os = (1,5;3,5)/(4:5,5) = (0,27:0,875).

Na zdver si vsechny vysledky vykreslime do jednoho grafu. Grafickou repre-

zentaci vysledku najdeme na obrdzku 1.4.
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Obrazek 1.4: Graficka reprezentace vysledku.

Pozndmka 1.5 Podle vysledku jednotliviich operaci a obrdzku 1.4 si miuZeme
vsimnout, Ze operace s¢itani a odecitdni zachovdvaji linearitu funkci popisujicich
krajni hodnoty jednotlivijch a-rezu, zatimco operace ndsobeni a déleni nikoliv.

Vysledkem ovsem bude vidy fuzzy cislo.

1.4. Podminéna fuzzy aritmetika

Standardni fuzzy aritmetika se pouziva, kdyz neni mezi fuzzy ¢isly zadna

zavislost. My se ovSem nékdy setkavame se situacemi, kdy bude zavislost mezi
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fuzzy cisly pritomna. K feseni tohoto problému se vyuzije podminéna fuzzy arit-
metika [0], kdy si ur¢cime dodatecnou podminku, kterd ndm popise zavislost mezi
fuzzy cisly.

Uvazujme, ze mame n proménnych. Méjme zadanou ostrou relaci D defino-
vanou na prostoru R", kde D C R"™. Relace D nam vyjadiuje vSechny piipustné
kombinace hodnot. Symbol * ndm bude znacit jednu ze ¢ty zdkladnich aritme-
tickych operaci, a to konkrétné scitani, odecitani, nasobeni a déleni. Zapis pro
jednu z téchto ¢tyt operaci dvou fuzzy ¢isel A a B zadanych podle a-tezu, bez

zavedené podminky by vypadal nasledovneé:
(A% B)y, ={axbla € A, b€ B,}.

Pokud budeme uvazovat nasi zadanou relaci D C R", tak zde uz se jedna

o podminénou fuzzy aritmetiku a obecny predpis vypada néasledovné:
(Axp B)oy ={axbla € A,,b € By, (a,b) € D}.
Podminka je vzdy dana externé a vychéazi z povahy problému.

Poznamka 1.6 JelikoZ se zabyvdame ¢tyrmi zdkladnimi aritmetickymi operacems,

wvazZujeme tedy bindrni relaci D na R X R.

Ted méjme zadanou relaci D C R? a dvé fuzzy ¢isla, kterd si oznaéime takto:
A = {{a(a),a@(a)),a € (0,1)} a B = {{b(c), b)), € (0,1)}, potom vysledky
aritmetickych operaci s témito fuzzy c¢isly vypadaji nésledovneé:

Axp B ={{ax*pbla),ax*pbla),a € (0,1)},
kde

a*p b(a) = min{a * bla € (a(a),a(a)),b € (b(a),b(a)), (a,b) € D},

a*p b(a) = max{a x bla € (a(a),a(a)),b € (b(a),b(a)), (a,b) € D}.
U podminéné fuzzy aritmetiky ovSem nemusi nutné platit, ze vysledkem musi byt
fuzzy ¢islo. Aby vysledek bylo pravé fuzzy cislo, tak jsou postacujici nasledujici

dvé podminky:
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1. Pro alespon jednu dvojici (z,y) € D musi platit A(z) = B(y) = 1.
2. D je uzaviend konvexni podmnozina R2.

Uved'me si nyn{ konkrétni piiklad na podminénou fuzzy aritmetiku.
Priklad 1.3 Méjme dvé trojuhelnikovd fuzzy ¢isla A, B zadefinovand ndsledovné:
A={(1+2a,5—-2a),ac(0,1)},

B ={(2+4 20,6 —2a),a € (0, 1) }.

Podivejme se podrobnéji na operaci odecitani. V ramci standardni fuzzy aritmetiky

by se vysledek spocital nasledovné:
(A—B)y = (14 20,5 —2a) — (24 20,6 — 200) = (=5 + 4a, 3 — 4av).

Zadejme si nyni konkrétni relaci D = {(a — b) € R*la < b}. Nyni vysledek

s ohledem na zadanou podminku bude vypadat nasledovne:
(A—p B)y = <a —pbla),a —p b(oz)> ,

kde
a—pbla) = =5+4a pro a € (0,1)

o= b(a) = {3—4@ pro a € (0,75;1)

0 pro « € (0;0,75).

Vysledek je zndzornén na obrdzku 1.5.

1.5. Defuzzifikace fuzzy cisel

Neékdy je zapotiebi reprezentovat fuzzy cislo jednim redlnym c¢islem. Tato re-
prezentace by meéla, pokud to jde, co nejlépe charakterizovat dané fuzzy cislo.
Tomuto postupu se fiké defuzzifikace. Existuje vsak vice metod, jak lze fuzzy
¢islo defuzzifikovat. To jakou metodu zvolit je individudlni a zalezi pouze na roz-
hodovateli, aby podle situace zvolil tu nejvhodnéjsi. Defuzzikaci budeme velmi
potiebovat v ndsledujici kapitole. Pojdme se vSak ted podivat na konkrétni vy-

brané metody defuzifikace.
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je nasledujici:

Definice 1.11 Necht A € Fx((a,b)), které nent reprezentaci éisla rediného. Po-

b
Lo [ A(x)zdzx

fab A(z)dz

nahodné veliciny, jejiz rozdéleni pravdépodobnosti je popsdno funkci hustoty.

Stfed maxima (MAX - Mean of Maxima)
V této metodeé se v pripadé fuzzy ¢isel bere hodnota stredu z prvku, ve kterych
ma fuzzy mnozina maximalni stupen ptislusnosti. Obecné plati nasledujici defi-

nice.
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Definice 1.12 Necht A € Fy({a,b)) C R. Potom stredem mazima fuzzy ¢isla

A nazveme redlné ¢islo MAX 4, které je definovdano ndsledovné

d
MAX, = ffxd;’
M

kde M = {x|A(x) = hgt(A)}.

Stfed prameérného intervalu (MOM - Middle Point of the Mean Inter-
val)

Tato metoda je zalozena na nasledujici definici.

Definice 1.13 Necht je ddno fuzzy ¢islo A = {{a(a),a(a)),a € (0,1)}. Potom
stred prumérného intervalu fuzzy ¢isla A nazveme redlné ¢islo MOMy, které je

definovdno ndsledovné

~ [Tala) +a(a)
MOMA—/O Tda

Nyni uz méame zadefinované podstatné pojmy z teorie fuzzy mnozin a muzeme

prejit na hlavni kapitolu této prace.
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Kapitola 2

Testovani statistickych hypotéz
na zakladé fuzzy dat

V této kapitole si nejdiive uvedeme zakladni pojmy z teorie testovani statis-
tickych hypotéz a posléze se podivame na obecny postup, ktery pouzijeme pii
testovani statistickych hypotéz. Déle se zamérime na to, jak by se postupovalo
pii testovani v pripadé, ze vstupni data budou fuzzy cisla. Nakonec se podivame
na vybrané testy a uvedeme si konkrétni priklady pro lepsi pochopeni teorie. Tato

kapitola byla zpracovana podle [1], [3], [5], [12], [16], [1&], [20].

2.1. Testovani statistickych hypotéz

Testovani statistickych hypotéz nam umoznuje posoudit, zda data, kterd jsme
ziskali néjakym experimentem, vyhovuji urcitému predpokladu, ktery jsme ucinili
jesté pred provedenim testovani.

Statistickou hypotézou tedy rozumime urcité tvrzeni o rozdéleni nahodnych
velicin. V pripadé, ze se tato tvrzeni tykaji hodnot parametru rozdéleni nahodné
veliciny, tak mluvime o takzvanych parametrickych hypotézach. Jinak se jedna
o neparametrické hypotézy.

Pti testovani statistickych hypotéz vzdy porovnavame dvé hypotézy. Nulovou
hypotézu, kterou znacime Hj a alternativni hypotézu, kterou znacime H4. Test
hypotézy je tedy postup, kterym na zdkladé vysledku experimentu dospéjeme

k rozhodnuti o nulové hypotéze.
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Rozhodnuti o nulové hypotéze Hy muze nastat dvoji, a to:
a) Hy se zamitd ve prospéch alternativy,
b) Hy nelze zamitnout.

Je o¢ividné, ze se pri testovani muzeme dopustit chyb, které délime na chyby
prvniho nebo druhého druhu. V nésledujici tabulce je zobrazeno, kdy se které

chyby dopustime.

Nezamitame H Zamitame H,

Plati H, || Spravné rozhodnuti Chyba 1. druhu
Plati H4 || Chyba 2. druhu Spravné rozhodnuti

Tabulka 2.1: Tabulka rozhodnuti o hypotézach

K otestovani nulové hypotézy H, proti alternativni hypotéze H,4 pouzijeme
statistiku T, kterou oznacujeme jako testovaci kritérium. Testovaci kritérium je
funkce nahodného vybeéru, ktera ma vztah k nulové hypotéze, a jejiz rozdéleni
pravdépodobnosti za predpokladu platnosti nulové hypotézy zname.

Kritickiym oborem W C R' ozna¢ime mnozinu vech hodnot testového kritéria,
pii kterych budeme Hj, zamitat. Vybérem vhodného kritického oboru se snazime
omezit pravdépodobnost chyby 1. druhu, a to tak, ze pevné zvolime pravdépo-
dobnost «a, O<a<1, které fikame hladina testu. Platnou hypotézu tedy zamitame
nejvyse s pravdépodobnosti a, kde «a se nejcastéji voli o = 0,05 nebo o = 0, 01.

Jestlize hodnota testovaci statistiky 7' nélezi do kritického oboru W, tak
nasi hypotézu Hy zamitame ve prospéch alternativy. Pokud hodnota testovaci
statistiky nendlezi do prislusného kritického oboru, tak nulovou hypotézu nelze

zamitnout. Hypotézu nemuzeme prokézat, ale pouze vyvratit.

Poznamka 2.1 Je potreba si dat pozor na to, Ze symbolem o se vseobecné oznacu-
je hladina testu i uroven rezu fuzzy cisla. V této prdaci bude vZdy patrné, o kterém

pojmu se zrovna bavime.
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2.2. Obecny postup testovani statistickych hy-

potéz

Nyni kdyz uz jsme se seznamili se zakladnimi pojmy, tak si popiSeme, jak se

postupuje pri testovani.

1.

2.

1

2

3

Stanovime si nulovou a alternativni hypotézu.
Zvolime hladinu testu a neboli pravdépodobnost chyby 1. druhu.

Zvolime vhodnou testovaci statistiku 1" a na zakladé ziskanych dat vypocita-

me hodnotu realizace testovaci statistiky.
Stanovime si kriticky obor W.

Provedeme zavér testovani. Jestlize hodnota testovaci statistiky 7' nélezi
do kritického oboru W, tak nasi nulovou hypotézu H, zamitame na hla-
diné testu . V opacném pripadé prohlasime, ze nulovou hypotézu Hy nelze

zamitnout na hladiné testu o.

Pti testovani muzeme dojit ke tfem nasledujicim situacim:

. Ucinili jsme spravné rozhodnuti, coz znamena, ze jsme nezamitli platnou

hypotézu nebo jsme zamitli neplatnou hypotézu.

. Zamitli jsme platnou hypotézu a tim jsme se dopustili chyby 1. druhu.

. Nezamitli jsme neplatnou hypotézu a tim jsme se dopustili chyby 2. druhu.

Jestlize jsme zamitli hypotézu, muzeme nasledné tvrdit, ze data svédéi o tom,

7e hypotéza neplati. Pokud jsme hypotézu nezamitli, pak je to bud tim, Ze hy-

potéza plati, anebo tim, ze hypotéza sice neplati, ale ziskana data nam nedavaji

dostatecné duvody k jejimu zamitnuti [3].

2.3. Testovani statistickych hypotéz na zakladé

fuzzy dat

Jak uz jsme si v ivodu této prace nastinili, ne vzdy mame k dispozici vstupni

data, ktera by byla realna. Vétsina odpovédi respondentt na ¢iselné idaje v ru-
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znych pruzkumech byva neurcitych. Také se muze stat, ze meétici stroj nam po-
skytuje pouze priblizné, zaokrouhlené hodnoty nebo zac¢ina dosluhovat a mérit
nepiesné. V téchto situacich je tedy vhodné tyto vstupni data modelovat pomoci
fuzzy cisel. Tato problematika je naznacena v publikaci [16], ze které jsem se
inspirovali.

Pojd'me se nyni podivat na to, jak se ndm zméni obecny postup pii testovani
statistickych hypotéz. Prvni dva kroky (stanoveni nulové, alternativni hypotézy
a zvoleni hladiny testu «) zustdvaji stejné. V tfetim kroku si vybirdme testovaci
statistiku 1" a spocitame hodnotu realizace T. Zde uz nastane zména, jelikoz
v realném piipadé je hodnota testovaci statistiky redlné c¢islo. Nyni mame ovsem
vstupni data fuzzy ¢isla, tudiz pri pocitani s fuzzy ¢isly dostaneme vysledek také
ve formé fuzzy ¢isla. Zaroven nam vznikne prvni problém, a to vyuziti spravné
fuzzifikace T'. Testovaci statistiky mohou mit ruzné podoby a muze se nam stat,
ze si nevystacime pouze se standardni fuzzy aritmetikou, jelikoz bude potieba
uvazovat zavislost mezi jednotlivymi fuzzy cisly. Tento problém se da vyftesit za
pouziti podminéné fuzzy aritmetiky, s kterou jsme se jiz setkali v kapitole 1.4.
Jeji vyuziti ndm ovSem povede k pomérné slozitym optimaliza¢nim tiloham, které
se pokusime vyftesit v programu MATLAB.

Stanoveni kritického oboru W zustava stejné, ale druhy problém nastane pii
findlnim kroku, a to rozhodnuti o zamitnuti, ¢i nezamitani nasi hypotézy. Muzou

totiz nastat tii nasledujici situace:

1. Supp TNW =0,
2. Supp T C W,
3. Supp T ¢ W a zaroven Supp T NW # 0.

Tyto tfi situace situace jsou graficky zobrazeny na obrazku 2.1.

Pokud nastane prvni piipad, tak nelze nasi hypotézu zamitnout, jelikoz cely
nosic fuzzy cisla testovaci statistiky lezi mimo kriticky obor. V druhém ptipadé
nasi hypotézu zamitame, protoze cely nosic¢ fuzzy ¢isla lezi v kritickému oboru.

Jak ovSem rozhodneme v situaci, kdy cast nosice lezi v kritickému oboru a zby-
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Obrazek 2.1: Graficka reprezentace tii situaci pti rozhodnuti o hypotéze.

tek nikoliv? V této praci si zkusime vytesit tento problém tak, ze pak vysledné
fuzzy ¢isla defuzzifikujeme pomoci ruznych metod, s kterymi jsme se jiz seznamili

v kapitole 1.5 a podle jejich vysledku provedeme rozhodnuti.

Poznamka 2.2 V [10] je naznacéeno rozhodnuti o hypotéze tesit pomoct takzvané
fuzzy p-value. P-value je cislo, které uddavd nejmensi hladinu, pri které bychom
jeste hypotézu zamitl. Fuzzy p-value je fuzzy cislo zaloZené na myslence klasické

p-value. Pro zdjemce odkazuji na [10].

2.4. Vybrané statistické testy

Budeme se zabyvat parametrickymi testy. Jak uz bylo zminéno, pokud se

hypotézy tykaji hodnot parametru rozdéleni nahodné veli¢iny, tak mluvime o pa-

27



rametrickych testech. Nyni se podivame na vybrané testy hypotéz o parametrech
jednorozmeérného normalniho rozdéleni. Kazdy z testu si nejdiive popiSeme pro
piipad s redlnymi daty a nésledné budeme zkoumat, co se zméni, jestlize zacneme
uvazovat fuzzy data. U kazdého testu si uvedeme konkrétni piiklad s komplexnim
feSenim.

Pred tim, nez si predstavime jednotlivé testy, je nezbytné si zadefinovat po-
jem nahodny vybér, ktery prakticky znamena ndhodné vybrani vzorku o rozsahu

n z celkové populace.

Definice 2.1 Ndhodnyj vektor X = (Xi,...,X,), jehoZ slozky jsou nezdvislé
ndhodné veliciny, které maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti jako zkoumand
ndhodnd velicina X, se nazyvd ndhodny vybér rozsahu n prislusny statistickému

znaku X .

Nakonec je jesté si potfeba zadefinovat nékolik zakladnich vybérovych funkei,

které se budou v predpisech pro testovaci statistiky objevovat.

Definice 2.2 Necht mdme ndhodny vijbér rozsahu n prislusny statistickému zna-
ku X.

Vyjbérové funkce

n

postupné nazyvdme vybérovy prumér, vybérovy rozptyl a vybérovd smérodatnd od-

chylka.

2.4.1. Jednovybérovy t-test

Jednovybérovy t-test se pouziva v experimentdlnich situacich, kdy zkoumana

ndhodna velicina X m4d norméaln{ rozdéleni s parametry p a o?. Uvazujeme, Ze
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parametr g by mohl byt roven (mensi nebo roven, vétsi nebo roven) hypotetické

hodnoté ji. Parametr o2 nezname. MuzZeme tedy testovat:

1. nulovou hypotézu Hy : 1 = o proti tzv. oboustranné alternative
Hy:p # po,

2. nulovou hypotézu Hy : ;1 < pg proti tzv. jednostranné alternative
Hy: p> po,

3. nulovou hypotézu Hy : ;o > pg proti tzv. jednostranné alternative
Hy:p < po.

Testovacim kritériem pro jednovybérovy t-test je vybérova funkce

X, —
T:S—“O\/ﬁ_

Za platnosti nulové hypotézy ma tato funkce t-rozdéleni o n — 1 stupnich
volnosti. Dale plati, ze X,, je bodovym odhadem p = E(X).

Nyni se podivejme, jak bude vypadat kriticky obor W, do kterého budou
patiit takové hodnoty testového kritéria, které svédci ve prospéch alternativy

Hy.

1. V ptipadé oboustranné alternativy budou kriticky obor tvorit malé i velké

hodnoty vybérové funkce T. Proto
W = (—o0, —tn,l,l,%) U <tn71,17%7 00).
2. Ve prospéch alternativy svédci velké hodnoty testového kritéria, proto
W = (th—1,1-a, 0).
3. Ve prospéch alternativy svédci malé hodnoty testového kritéria, proto
W = (=00, —th-11-a)-

Poznamka 2.3 Pri vytvdreni kritického oboru vychdzime z charakteru grafu hus-

toty t-rozdelend.
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Obrazek 2.2: Hustota t-rozdéleni o n-1 stupnich volnosti s kritickym oborem
v pripadé oboustranné alternativy.

Uvazujme nyni, ze vstupni data budou fuzzy ¢isla. Pro potieby vypoctu hod-
noty realizace testovaci statistiky Tw nyni musime z téchto fuzzy ¢isel spocitat

takzvany vybérovy fuzzy prumér a vybérovou fuzzy smérodatnou odchylku.

Definice 2.3 Necht X; = {{z;(a),T;(a)),a € (0,1)}, i = 1,...,n, jsou fuzzy
éisla. Pak vybérovym fuzzy prumérem fuzzy cisel X, ..., X, nazveme fuzzy éislo

Xnp = {(Tnp (@), Tnp (@), 0 € (0, 1)}, kde pro kazdé o € (0,1) plati:

Ty (@) n ,
For (o) = 2L )

Definice 2.4 Necht X; = {{z;(a),T;(a)),a € (0,1)}, i = 1,...,n, jsou fuzzy
¢isla. Pak vijbérovou fuzzy smeérodatnou odchylkou fuzzy cisel X1, ..., X, nazveme

fuzzy ¢islo Sy = {(snp (@), Snp(a)), @ € (0,1) }, kde pro kazdé o € (0,1) plati:

Snp(@) = Vmin{s2(xy, ..., x|z € (z;(a), T(a)),i € {1,...,n}},

Snp (@) = v/max{s2(zy,...,2,)|2; € (z;(0),Ti()),i € {1,...,n}}.
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Testovaci statistika pro fuzzy vstupy bude vypadat tedy nésledovné

X _
Tp = "FS—“O\/E

ng

Dejme si ovsem velky pozor na to, jakou fuzzy aritmetiku pouzijeme k vypoctu
hodnoty realizace Tr. Nemuzeme pouzit standardni fuzzy aritmetiku z kapitoly
1.3, jelikoz vybérova fuzzy smérodatna odchylka ve jmenovateli je zavisld na
hodnotach vybérového fuzzy pruméru v ¢itateli. NapiSme si nyni obecny predpis,

jak se T spocita.

Definice 2.5 Necht X; = {{(z;(a),Ti(a)),a € (0,1)}, i = 1,...,n, jsou fuzzy
¢isla. Pak fuzzy testovaci statistikou pro jednovybérovy t-test fuzzy cisel X1, ..., X,
nazveme fuzzy cislo Tr = {(tr(),tr(a)),a € (0,1)}, kde pro kazdé o € (0, 1)
plati:

%ZT%—MO

Vit Sil — E )2

Vnlz; € (z;(a),Ti(a)),i € {1,...,n} 3,

tp(o) = min

%Z?l’i—uo

Vnlz; € (z;(a),Ti(a)),i € {1,...,n}
Vs S — 53 )2

tr(a) = max

Hypotetickou hodnotu py budeme uvazovat pouze jako realné cislo. Hodnota
realizace testovaci statistiky bude fuzzy cislo, a tedy pri findlnim rozhodovani
o zamitnuti/nezamitnuti hypotézy mohou nastat tii situace, které jsme si uz po-
psali na zacatku kapitoly. Kdybychom pravé pro vypocet realizace pouzili stan-
dardni pristup k fuzzy aritmetice, vysledny nosic¢ fuzzy cisla by byl vice Sirsi.

Vznikla by pak vétsi Sance na provedeni chyby prvniho nebo druhého druhu.

Poznamka 2.4 Vsechny priklady, které si uvedeme, maji pouze ilustrationi cha-
rakter a slouzi k pochopeni problematiky. V prazi by nemusel napriklad rozsah
vybéru o velikosti deset byt dostacujici. Na druhou stranu, néekdy prosté vic re-
spondentu nemust bijt. Také je dulezZité si wvédomit, Ze budeme automaticky pred-

pokladat, Ze nahodné veliciny maji normdlni rozdéleni. Opét v prazxi by bylo vhodné
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nejdrive normalitu otestovat. V pripadé fuzzy dat by to byla dalsi problematika

ke zkoumdni. Poruseni normality ovsem obvykle prilis nemeéni vysledné rozdéleni

[7]-

Priklad 2.1 V rdmci pruzkumu v roce 2016 jsme se zeptali ndhodné deseti stu-
denti navazugiciho studia na ndsledujici otazku: Kolik prumérné jste utratili me-
siéné v roce 2015 za potraviny a nealkoholické ndpoje? Na tuto otdzku ndam presné
odpovédeli pouze dva studenti, s tim, Ze jeden si to sam nedduvno spocital, a tedy
prumérné mesicné utratil 1953 Ké. Druhy student ndm zase odpovédél, Ze utrati
presné kazdy mésic 2500K¢, coz je tedy i jeho roéni prumér. Ostatnich osmi stu-

denti jsme se tudiz zeptali, zda-li nam mohou rici:

1. minimdlnd ¢dstku, kterou si mysli, Ze prumérné utratili mésicné za potraviny

a nealkoholické napoje za rok 2015,

2. c¢astku, kterd podle nich predstavuje neymoznéjsi odhad toho, co utratili meé-

sicné za potraviny a nealkoholické napoje za rok 2015,

3. maximdlni ¢dstku, kterou si mysli, Ze prumeérné utratili meésicné za potraviny

a nealkoholické nadpoje za rok 2015.

Odpovédi vsech deseti studenti jsme prehledné zaznamenali do tabulky 2.2.

‘ Respondent ‘ Minimalni hod. ‘ Nejocekavangjsi hod. ‘ Maximalni hod. ‘ Presnd hod. ‘

1 1900 2000 2100 n/a
2 1500 2500-3000 3500 n/a
3 n/a n/a n/a 1953
4 2000 2200 2240 n/a
S 3900 4000-5000 5100 n/a
6 1000 1200 1500 n/a
7 2000 2100 2200 n/a
8 n/a n/a n/a 2500
9 1800 2000 2200 n/a
10 1400 1500 1600 n/a

Tabulka 2.2: Odpoveédi respondentu navazujiciho studia

Podle ceského statistického uradu za rok 2015 v priaméru utratila osoba za
mésic za potraviny a nealkoholické ndpoje 2044 K¢ []]. Lisi se vijdaje vybranych

studentii od primérné hodnoty wddéné CSU?

32



Jak je wvidét, vétsina ziskanych vstupnich dat jsou vdgni (neurcitd), proto je
budeme povazovat za fuzzy c¢isla. Jak uz bylo zminéno, i redlné c¢islo (odpovédi
3 a 8) se dd reprezentovat pomoci fuzzy cisla. Odpovédi budeme tedy modelo-
vat pomoci trojuhelnikovijch a lichobéinikovijch fuzzy &isel. Pojd'me nyni zkusit
odpovédeét na otdzku poloZenou v zaddni tohoto prikladu. Budeme predpokldidat,
Ze nahodna velicina X, kterd nabyvd zodpovézenych hodnot, bude mit normdini

rozdeleni. VyuZijeme jednovybérovy t-test, kde budeme testovat

Hy:p=2044 proti Hy o #2044.
Hladinu testu o st prihodné zvolime 0,1, abychom si ukdzali rozdil mezi vyuZitim
spravného a Spatného pristupu pri pocitani realizaci testovact statistiky. Rozsah

vybéru mame n = 10. Vykresleme si nyni vstupni data pomoct fuzzy cisel (obrdzek

2.9).

0
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

Obréazek 2.3: Vstupni fuzzy data.

Pro vyjpocet vbérového fuzzy priméru X,, ndm poslouz ndsledujici skript,
ktery jsem vytvoril v programu MATLAB. Tento i vSechny nasledné skripty mu-

zeme také naleznout na priloZeném CD.
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$nacteni vstupnich dat maticové

y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953;
2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200; . ..
1400 1500 1500 1600];

x = —1000:0.1:5500;
n=size(y);
pocet_alfa.rezul =1000;

meanl=zeros (pocet_alfa_.rezul+1,1);
meanZ=zeros (pocet_alfa_-rezul+1,1);

for j=0:pocet_alfa_rezul
alfa=j/pocet_alfa.rezul;
for i=1:n(1,1)
ydl(i,1)=y(i,1)+alfax(y(i,2)—y(i,1));
yhl(i,1)=y(i,4)—alfax(y(i,4)-y(i,3));
end
meanl (j+1,1)=mean (ydl);
mean2 (j+1,1)=mean (yhl);
hold on
plot (meanl (j+1,1),alfa, '.k',mean2(j+1,1),alfa,'.k")
hold off
end

Vysledné fuzzy cislo vybérového fuzzy pruméru je na obrdzku 2.4.
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Obrazek 2.4: Vybérovy fuzzy prumeér.
Skript pro vypocet vybérové fuzzy smerodatné odchylky uz je lehce sloZitéjst.

Vyuzivd se zde optimalizacnich metod.
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$nacteni vstupnich dat maticové

y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953;
2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200; ...
1400 1500 1500 1600];

$zaddni optimalizovanych funkci

FunkceRozptylu = @(x)var(x);

FunkceRozptyluKratMinusl = (@ (x)—var(x);

$pocatecni bod optimalizace, je dobré vyzkouset rizné mozZnosti

opts = optimset ('Algorithm', 'active—set', 'Display’', 'notify');
gs = GlobalSearch;

n=size(y);

pocet_alfa_rezu=100;

smodch=zeros (pocet_alfa.rezu+l,2);
yd=zeros(n(1,1),1);
yh=zeros(n(1,1),1);

for j=0:pocet_alfa.rezu

alfa=j/pocet_alfa_rezu;

for i=1:n(1,1)
yd(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)—y(i,1));
yh(i,1)=y(i,4)—alfax(y(i,4)—y(i,3));

end

y0 = (yd(:,1)+yh(:,1))/2; %%% pocdtecni bod

problemMin = createOptimProblem('fmincon', 'objective', ...

FunkceRozptylu, 'x0',y0, '1b',yd(:,1), 'ub',yh(:,1), 'options',opts);

[~,varmin] = run(gs,problemMin);

smodch (j+1,1)=sqrt (varmin);

problemMax = createOptimProblem('fmincon', 'objective', ...
FunkceRozptyluKratMinusl, 'x0',y0, '"1b',yd(:,1), 'ub',yh(:,1), 'options',opts);
[~,varmax_-minus] = run(gs,problemMax) ;

Svarmax=—varmax_-minus;

smodch (j+1,2)=sqrt (—varmax_minus) ;

hold on
plot (smodch(j+1,1),alfa, '.k',smodch(j+1,2),alfa, '.k")
hold off

end

Vysledné fuzzy cislo vigbérové smérodatné fuzzy odchylky je ma obrdzku 2.5.
Pro ukdzku jsme si toto fuzzy cislo vykreslily pomoci sto a-rezu. Kvuli pocetni
a ¢asové ndrocnosti se dadle v prdaci vétsinou omezime na vipocet dvaceti a-rezi

a nasledné budeme tyto fuzzy cisla modelovat jako po ¢dstech linedrni fuzzy cisla.
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Obrazek 2.5: Vybérova fuzzy smérodatna odchylka.

Ted uz zndme vse potiebné k dosazent do testovaci statistiky Tr. Supp X, =
(1995, 3;2489,3). Supp S,, = (650,051;1179,8). Pokud bychom pouzili $patnij
pristup a vysledny uzdvér nosice fuzzy testovaci statistiky Tr pocitali standardni

fuzzy aritmetikou, tak bychom dostali vysledek:

Supp X, — 2044
UPD Znr V10 = (—0,2369; 2, 166).

Supp Tr =

Supp Sy,

Musime vyuzit vipocet s uzdavéry nosicu, jelikoZ standardni fuzzy aritmetika je
definovana pro uzaviené intervaly. Sprdvny pristup je ovsem vypocet pomoci pod-
minéné fuzzy aritmetiky. K tomu pouzZijeme ndsledugjici skript, ktery je zaloZen na
vzorcich vypoctu Tr, které jsme si zadefinovali vijse. Posléze porovndme vysledky

obou pristup1i.

%nacteni vstupnich dat maticové

y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500; 1953 1953 1953 1953;
2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200; ...
1400 1500 1500 1600];

mu = 2044;

n = size(y);

$zadani optimalizovanych funkci
FunkceT = @ (x) (mean (x)—mu) /std(x) *sqrt (n(1,1));
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FunkceTKratMinusl = @ (x)— (mean (x)—mu)/std(x) +sqrt (n(1,1));
$pocdatecni bod optimalizace, je dobré vyzkousSet riizné mozZnosti

opts = optimset ('Algorithm', 'active—set', 'Display’', 'notify');
gs = GlobalSearch;

pocet_alfa.-rezu=20;
T=zeros (pocet_alfa.rezu+l,2);
yd=zeros(n(1,1),1);
yh=zeros(n(1,1),1);

for j=0:pocet_alfa_rezu
alfa=j/pocet_alfa_rezu;
for i=1:n(1,1)
yd(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)=y(i,1));
vh(i,1)=y(i,4)—alfax(y(i,4)—y(i,3));

end
y0 = (yd(:,1)+vh(:,1))/2; %%% pocatecni bod
problemMin = createOptimProblem('fmincon', 'objective', ...

FunkceT, 'x0',y0, '"1b',yd(:,1), 'ub',yh(:,1), 'options',opts);
[7,T(j+1,1)] = run(gs,problemMin);

problemMax = createOptimProblem('fmincon', 'objective', ...

FunkceTKratMinusl, 'x0',y0, '"1b',yd(:,1), 'ub',yh(:,1), "options', opts);

[, T-minus] = run(gs,problemMax);
T(j+1,2)=—T_-minus;

hold on
plot(T(j+1,1),alfa,'.k',T(j+1,2),alfa,'.k")
hold off

end

Vysledné fuzzy cislo fuzzy testovaci statistiky Tr miuzZeme vidét na obrdzku 2.6.
Nosic tohoto fuzzy ¢isla se rovnd (—0,1966; 1, 3179). Kriticky obor bude ndsledugict
W = (_OO>_t1o—1,1—%> U <t10_171_07;,oo). V' tabulkdch si najdeme prislusnou
hodnotu kvantilu a dostdvdme W = (—o0; —1,833) U (1,833;00). Pojd'me nyni
zformulovat zdver celého naseho testovdani. Pri sprdvném pristupu podminéné
fuzzy aritmetiky, muzeme rici, Ze hypotézu nelze zamitnout, jelikoZ nastal pripad
Supp T NW = (. Nelze tedy zamitnout, Ze by se priumérné mésicni vijdaje vy-
brangch studentu navazugicitho studia lisily od celorepublikového pruméru. V pri-
padé klasické fuzzy aritmetiky tento zdvér implicitné vyvodit nemuzeme, jelikoz

by cdst nosice naleZela do kritického oboru.
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Obrazek 2.6: Vysledné fuzzy cislo testovaci statistiky Tr vykresleno pomoci dva-
ceti a-fezu.

2.4.2. Parovy t-test

Parovy t-test se pouziva v situacich, kdy zkoumame dvé nahodné veli¢iny,
a navic existuje zavislost mezi témito dvéma ndhodnymi veli¢inami. Jinymi slovy
provadime dvé méfreni u jednoho vybérového souboru. Nejdiive se provede prvni
méreni, pak se aplikuje néjaky pokusny zasah a posléze se provede druhé méreni
na stejném vybérovém souboru. Takto ziskané hodnoty tvoii pary. V testu vy-
chazime z rozdili naméfenych parovych hodnot a testujeme hypotézu, ze stredni
hodnoty méfeni pred pokusem a po pokusu se rovnaji. Jinak feceno, zda rozdil
sttednich hodnot parovych méreni je nulovy.

Uvazujme tedy rozdil nasich dvou nahodnych velic¢in Y a Z, ktery si ozna¢ime
X =Y — Z. Za predpokladu normélniho rozdéleni nahodné veliciny X poté

testujeme hypotézu:
Hy:p=E(Y)—E(Z)=0proti Ha: u#0.

Testujeme tedy, zda pokusny zasah mél vliv na stfedni hodnotu sledovaného
znaku. Uvedenou hypotézu poté ovérime klasickym jednovybérovym t-testem,

s kterym jsme se seznamili v minulé podkapitole. Tento jednovybérovy t-test
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pouzijeme na rozdily parovych hodnot. Stejny postup by se aplikoval i v pripadé
fuzzy cisel, kde bychom pouzili uz znamou vybérovou funkci Tr. K vypoctu
parovych rozdilu bychom vyuzili standardni fuzzy aritmetiku. Ukazeme si to na

prikladu.

Priklad 2.2 Zeptali jsme se sedmndcti studentu jednoho oboru na jejich vlastni
predstavu o ndstupni hrubé mzdé po vystudovini tohoto oboru. Chceme popsat
ocekavanou hrubou mzdu studenti pomoci trojuhelnikovijch fuzzy céisel. Studenti
jsme se tudiz zeptali, zda-li ndm mohou rici:

1. minimdalni hrubou mzdu, pokud by nabidka byla mensi neZ tato cdstka, tak

by prdct neprijals,
2. nejocekdavanéjsi hrubou mzdu ve smyslu, jakou nabidku si mysli, Ze dostanou,
3. maximdlni hrubou mzdu, vyssi nabidku nezZ tuto c¢dstku neocekavayi.

Odpovédi studenti jsou zaznamendny v tabulce 2.5.

‘ Respondent ‘ Minimalni mzda ‘ Nejocekavanéjsi mzda ‘ Maximalni mzda ‘

1 28 000 30 000 32 000
2 23 500 25 000 27 000
3 19 000 21 500 23 500
4 17 000 18 000 20 000
) 21 000 23 000 25 000
6 15 000 17 000 18 500
7 21 000 22 000 23 000
8 17 000 18 000 19 500
9 18 000 20 000 23 000
10 18 000 20 000 22 000
11 20 000 23 000 25 000
12 21 000 23 000 24 000
13 15 000 16 000 17 500
14 10 000 12 000 15 000
15 12 000 13 000 15 000
16 13 000 15 000 17 500
17 17 500 19 000 21 000

Tabulka 2.3: Odpovédi respondentu pred pokusnym zasahem

Vezmeéme si nyni tato data a spocitejme z nich fuzzy minimum, fuzzy prumeér

a fuzzy mazximum. Tyto fuzzy charakteristiky jsou zndzornény na obrdazku 2.7.
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1

MINIMUM PRUMER MAXIMUM

Stupen pfislusnosti

0 1 ! 1 1
10000 12000 15000 18000 19735 21676 28000 30000 32000
Pfedstava skupiny studentut o hrubé nastupné mzdé v Ké

Obréazek 2.7: Fuzzy minimum, fuzzy prumeér fuzzy maximum ze vstupnich fuzzy
dat.

Posléze jsme tento obrazek 2.7. ukdzali nasim sedmndcti respondentum a po-
zadali je, aby poté, co vidéli vysledky celé skupiny, znovu odpovédéli na tri poZa-
dované tdaje. Odpovédi studenti po provedeni pokusného zdsahu najdeme v ta-

bulce 2.4.

‘ Respondent ‘ Minimalni mzda ‘ Nejocekavanéjsi mzda ‘ Maximalni mzda ‘

1 22 000 25 000 27 000
2 21 000 23 000 25 000
3 19 000 21 000 23 500
4 18 000 19 000 22 000
5 19 000 21 000 23 000
6 17 000 19 500 21 000
7 20 000 21 000 22 000
8 17 000 18 000 19 500
9 18 000 20 000 22 500
10 18 000 20 000 22 000
11 20 000 21 500 24 000
12 19 000 21 000 23 000
13 17 500 19 000 20 000
14 15 000 18 000 20 000
15 16 000 18 000 22 000
16 16 500 20 000 22 500
17 17 500 19 000 21 000

Tabulka 2.4: Odpovédi respondentu po pokusném zasahu
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Nyni, kdyz mdme ziskand data, které budeme modelovat pomoci trojuhelniko-
vijch fuzzy Eisel, musime vypocitat pdrovy rozdil mezi odpovédmi pred a po po-
kusném zasahu pro kazdého respondenta. Pri pocitani pdrovych rozdilu vyuZivame
tedy odecitani fuzzy cisel pomoci standardni fuzzy aritmetiky. Pdrové rozdily pro

vsechny respondenty jsou uvedeny v tabulce 2.5.

’ Respondent | Parové rozdily ‘
1 1000 | 5000 | 10 000
2 -1 500 | 2000 | 6000
3 -4 500 500 4 500
4 -5 000 | -1000 | 2000
5 -2.000 | 2000 | 6000
6 -6 000 | -2 500 | 1500
7 -1 000 | 1000 | 3000
8 -2 500 0 2 500
9 -4 500 0 5 000
10 -4 000 0 4 000
11 -4 000 | 1500 | 5000
12 -2.000 | 2000 | 5000
13 -5 000 | -3 000 0
14 -10 000 | -6 000 0
15 -10 000 | -5 000 | -1 000
16 -9.000 | -5000 | 1000
17 -3 500 0 3 500

Tabulka 2.5: Fuzzy cisla parovych rozdilu

Nyni otestujeme, zda ukdzdni jednotlivym studentum obrdzek 2.7 s daty, jak
st vedou jako skupina, nemélo vliv na stredni hodnotu sledovaného znaku, coZ je

predstava studentu o nastupni hrubé mzde, tedy
Hy:p=0proti Hy:p #0.

Na vypocitané trojuhelnikovd fuzzy cisla pdrovych rozdilu, pouZijeme ndm uz

zndmy jednovybérovy t-test s fuzzy testovaci statistikou

Xp—0
TF = a \/ﬁu
Shp
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kde py rovno 0. Hladinu testu o si zvolime 0,05 a n = 17. Nyni postup vypoctu
je identicky jako v predchozim prikladé s tim rozdilem, Ze dosadime do skripti
gind vstupni data a pro vypocet vysledného fuzzy cisla testovaci statistiky bude

o rovno 0.

$nacteni vstupnich dat maticové

y=[1000 5000 5000 10000; —1500 2000 2000 6000; —4500 500 500 4500,
—5000 —1000 —1000 2000; —2000 2000 2000 6000; —6000 —2500 —2500 1500; ...
—1000 1000 1000 3000; —2500 0 0 2500; —4500 0 0 5000, —4000 0 0 4000;...
—4000 1500 1500 5000; —2000 2000 2000 5000; —5000 —3000 —3000 0; ...
—10000 —6000 —6000 0;,—10000 —5000 —5000 —1000; —9000 —5000 —5000 1000; ...
—3500 0 0 3500];

mu = 0;

n = size(y);

Q

% zadani optimalizovanych funkci
FunkceT = @ (x) (mean (x)—mu) /std(x) *sqrt (n(1,1));
FunkceTKratMinusl = @ (x)— (mean (x)—mu)/std(x) *sqrt(n(1,1));

Pojd'me se ted podivat na obrdzek vybérového fuzzy priméru, vybérové fuzzy
smérodatné odchylky a hlavné na viysledné fuzzy cislo realizace fuzzy testovaci sta-
tistiky, které je dulezité pro rozhodnuti o nasi hypotéze. Kuvuli ¢asové ndrocnosti
celého optimalizacniho problému ndm bude opét pro ukdzku stacit si vykreslit dva-
cet a-rezu pro vybérovou fuzzy smerodatnou odchylku a vysledné fuzzy cislo fuzzy

testovaci statistiky.
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Obrazek 2.8: Vybérovy fuzzy prumér pro parové rozdily.
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Obrazek 2.9: Vybérova fuzzy smérodatna odchylka pro parové rozdily.
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Obrazek 2.10: Vysledna fuzzy testovaci statistika T pro parové rozdily vykreslena
pomoci dvaceti a-rezu.

Nosic viysledného fuzzy cisla testovaci statistiky se rovnd (—5,8350;5,1128).
Kriticky obor bude ndsledujici W = (—oo, —t17_1,1_¥> U <t17—1,1—¥a o0). V ta-
bulkdch si najdeme prislusnou hodnotu kvantilu a po dosazeni dostavame W =
(—o0; —2,120) U (2,120; 00).

Nyni ovsem vidime, Ze pouze ¢dst nosice vysledné fuzzy testovaci statistiky
nalezi do kritického oboru. Zkusime si vysledné fuzzy cislo tedy defuzzifikovat po-
moct t71 pristupu, s kterymi jsme se seznamili v kapitole 1.5. Konkrétné pomoct

linedarni fuzzy cislo, tak pro proni dvé metody existuje primo v programu MATLAB

43



© W N O ke W N

prikaz na jejich vypocitani. MOM se dd posléze spocitat jako soucet vyznacnych
hodnot fuzzy éisla x1, xa, x3, 24 déleno étyrmi [11]. Ddle si v§imnéme, Ze MATLAB
znd metodu stredu maxim pod pojmem mom, neplést tedy s nasi definici metody

MOM.

x = —10:0.1:10;
x1=—5.8350;
x2=—0.7007;

x3=—0.7007;

x4=5.1128;

D = trapmf (x, [x1 x2 x3 x4]);
teziste = defuzz(x,D, 'centroid');
stredymaxim = defuzz (x,D, 'mom');

MOM= (x1+x2+x3+x4)/4;
Po zaddni do programu MATLAB nam vyjdou ndsledujici vysledky:
e metoda tézisté = -0,47
e metoda stredu maxim = -0,7
e metoda MOM = -0,53

Pojd'me si nyni celou situaci vykreslit do obrdzku 2.11.

ol WAK —
0gt . . I'-v-1£) _r-:-1 o
TEzisté
08
o7k T T T B
|
06 o
. | .
057 T T T T T T T T T T T T
047
0.3r

0.2

01y

[=}
o¥

8 -4 -2.120 0 2120 4

Obréazek 2.11: Fuzzy testovaci statistika T s kritickym oborem a jednotlivymi
defuzzifikacemi.
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Jak je tedy videt ve vsech trech pripadech bychom rozhodli, Ze hypotézu nelze
zamitnout, jelikoZ hodnoty defuzzifikaci nendlezi do kritického oboru. Nelze tedy
zamitnout, Ze by ukdzani obrazku studentum, jak si vedou jako skupina mélo vliv

na stredni hodnotu predstavy studenti o jejich hrubé mzde.

Poznamka 2.5 Alternativné bychom mohli rozhodnuti o ne/zamitnuti hypotézy
provést takto. Hodnoty funkce prislusnosti v hranicich kritického oboru jsou 0,72
a 0,51. Z téchto hodnot vezméme maximum, a tedy stupen prislusnosti zamitnuti
hypotézy je 0, 72. Rozhodovatel si muze tedy stanovit urcitou mez stupné prislusno-
sti, podle které se bude rozhodovat o ne/zamitnuti hypotézy. Timto zpusobem
se dd taky vyresit problém, kdy nékteré hodnoty defuzzifikact budou svédcit pro

zamitnuti hypotézy a podle ostatnich bychom hypotézu nezamitali.

2.4.3. Test hypotéz o rozptylu normalniho rozdéleni

V tomto testu opét predpoklddame, ze nadhodna velicina X ma normélni
rozdélen{ s parametry u a 0. Symbol 2 znaéi hypotetickou hodnotu rozptylu

normalniho rozdéleni. Testujeme tedy:
1. nulovou hypotézu Hy : 02 = o proti tzv. oboustranné alternativée
Hy:0® # a3,
2. nulovou hypotézu Hy : 0% < o2 proti tzv. jednostranné alternativé
Hy: 02> o?,
3. nulovou hypotézu Hy : 0% > o2 proti tzv. jednostranné alternativée
Hy:0? <ol

Testovacim kritériem je nasledujici vybérova funkce

(n—1)5;

2
09

Z:

Tato funkce mé za platnosti nulové hypotézy x? rozdéleni o n — 1 stupnich
volnosti, S2 znaci vybérovy rozptyl, ktery je nestrannym odhadem o2 = var(X).

Nyni se opét podivame na jednotlivé kritické obory.
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1. V ptipadé oboustranné alternativy budou kriticky obor tvorit malé i velké

hodnoty vybérové funkce Z. Proto

W= (O7X721—1,%> U <Xi—1,1—g» 0).
2. Ve prospéch alternativy svédci velké hodnoty testového kritéria, proto
W= <Xi—1,1—om 0).
3. Ve prospéch alternativy svédéi malé hodnoty testového kritéria, proto
W = (0, Xi—l,a)‘
Poznamka 2.6 Pri vytvareni kritického oboru vychdzime z charakteru grafu hus-

toty x2-rozdélent.
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Obrazek 2.12: Hustota y?-rozdéleni o n-1 stupnich volnosti.

V ptipadé, ze vstupni data budou fuzzy ¢isla, tak pro potieby vypoctu hod-

noty realizace testovaci statistiky Zp si musime z téchto fuzzy c¢isel spocitat

vybérovy fuzzy rozptyl. Zadefinujme si tento pojem.
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Definice 2.6 Necht X; = {{(z;(a),Ti(a)),a € (0,1)}, i = 1,...,n, jsou fuzzy
¢isla. Pak vybérovym fuzzy rozptylem fuzzy cisel Xy, ..., X, nazveme fuzzy c¢islo

52 ={(s2 (a),s2 (a)),a €(0,1)}, kde pro kazdé o € (0,1) plati:

Y ng

sfl_F(a) =min{s?(x1,...,7,)|7; € (2;(a),Ti(a)),i € {1,...,n}},

52 (a) = max{s2(x1,...,2,)|z; € (x;(c), Ti(a)), i € {1,...,n}}.

Testovaci statistika pro fuzzy data bude tedy vypadat nasledovné

(n—1)57,

a5

F

Vypocet realizace testovaci statistiky Zp provadime podle nésledujici definice.

Definice 2.7 Necht X; = {(z;(a),Ti(a)),a € (0,1)}, i = 1,...,n, jsou fuzzy
¢isla. Pak fuzzy testovaci statistikou pro test hypotéz o rozptylu normdlniho roz-
deleni fuzzy cisel Xy, ..., X, naweme fuzzy cislo Zp = {(zr(a),Zr(a)),a €

(0,1)}, kde pro kazdé a € (0,1) plati:

Zr(a) = U—g
Priklad 2.3 Ve firme se vyrdbi jeden druh nealkoholického ndpoje. Firma vyrdbi
tento napoj pouze v dvoulitrovém vyddni. Ve sloZeni se vyskytuje jeden druh sladi-
dla, ktery neni v mensich ddvkdch nebezpecny. Firma stanovila takovou smérnict,
Ze ciselnd hodnota smérodatné odchylka o obsahu tohoto sladidla ve vyrdbénych
napojich nesmi prekrocit hodnotu 0,2 gramu. Po jednom roce firma ndhodné vy-
brala 20 lahvi svého vyrdbéného napoje a zmérila mnozstvi daného sladidla. Mérict
pristroj je ovsem uZ znacné zastaraly, a tudiZ je vhodné pocitat s odchylkou 0,1
gramu v kladném i zdporném sméru u kaZdé namérené hodnoty. Namerené hod-

noty v gramech i s danymi odchylkamsi jsou prehledné zobrazeny v tabulce 2.6.
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’ Lahev \ -0,1 gramu \ Nameérena hodnota \ +0,1 gramu ‘

1 0,51 0,61 0,71
2 1 1.1 1.2
3 0,75 0,85 0,95
4 0,63 0,73 0,83
5 0,57 0,67 0,77
6 0,7 0,8 0,9
7 0,66 0,76 0,36
8 0,92 1,02 1,12
9 0,58 0,68 0,78
10 0,8 0,9 1

11 0,77 0,87 0,07
12 0,81 0,91 1,01
13 0,66 0,76 0,36
14 1,02 1,12 1,22
15 0,38 0,08 1,08
16 0,74 0,84 0,04
17 0,69 0,79 0,89
18 0,89 0,99 1,09
19 0,63 0,73 0,83
20 0,9 1,0 1,1

Tabulka 2.6: Namétrené hodnoty sladidla v gramech

Nameérené hodnoty tedy budeme modelovat pomoci trojuhelnikovijch fuzzy c¢isel.
Predpoklddejme, Ze nahodnd velicina znacici obsah sladidla md normdlni rozdelent
s parametry p, o%. Bude nds zajimat, zda je diivod k obavdm, Ze firma nedodriuje
5V07% stanovenou SmMeErnici.

Jak uz vime, tak druhd mocnina smeérodatné odchylka je rozptyl. Budeme tedy

testovat nasledujici hypotézu:
Hy:0? <0,04 (=0,2%) proti Hy : 0 > 0,04.

Rozsah vybéru mdme n = 20 a hladinu testu si zvolime o = 0,05. Pro vypocet
vybérového fuzzy rozptylu vyuZijeme nam uZ zndmy skript pro vyberovou fuzzy
smérodatnou odchylku, kde po lehké vpraveé dostdvame skript pro vybérovy fuzzy

rozptyl.
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

$nacteni vstupnich dat maticové
y=[0.51 0.61 0.61 0.71; 1.0 1.1 1.1 1.2; 0.75 0.85 0.85 0.95;

0.63 0.73 0.73 0.83; 0.57 0.67 0.67 0.77;, 0.7 0.8 0.8 0.9;...
0.66 0.77 0.77 0.87;, 0.92 1.02 1.02 1.12; 0.58 0.68 0.68 0.78;...
0.8 0.9 0.9 1; 0.77 0.87 0.87 0.97;, 0.81 0.91 0.91 1.01;...

0.66 0.76 0.76 0.86; 1.02 1.12 1.12 1.22; 0.88 0.98 0.98 1.08;...
0.74 0.84 0.84 0.94; 0.69 0.79 0.79 0.89;, 0.89 0.99 0.99 1.09;...
0.63 0.73 0.73 0.83;, 0.9 1.0 1.0 1.1;];

$zaddni optimalizovanych funkci

FunkceRozptylu = @ (x)var (x);

FunkceRozptyluKratMinusl = (@(x)—var(x);

$pocdtecni bod optimalizace, nutno vyzkousSet rizné mozZnosti

opts = optimset ('Algorithm', 'active—set', 'Display’', 'notify');
gs = GlobalSearch;

n=size(y);

pocet_alfa.rezu=20;

rozptyl=zeros (pocet_alfa_rezu+l,2);
yd=zeros(n(1,1),1);
yh=zeros(n(1,1),1);

for j=0:pocet_alfa.rezu

alfa=j/pocet_alfa._rezu;

for i=1:n(1,1)
yd(i,1)=y(i,1)+alfa*(y(i,2)=y(i,1));
yh(i,1)=y(i,4)—alfax(y(i,4)—y(i,3));

end

y0 = (yd(:,1)+yh(:,1))/2; %%% pocatecni bod

problemMin = createOptimProblem('fmincon', 'objective', ...

FunkceRozptylu, 'x0',y0, '"1b',yd(:,1), 'ub',yh(:,1), 'options',opts);

[~,varmin] = run(gs,problemMin);

rozptyl (j+1,1)=varminy;

problemMax = createOptimProblem('fmincon', 'objective', ...

FunkceRozptyluKratMinusl, 'x0',y0, '"1b',yd(:,1), 'ub',yvh(:,1), 'options',opts);

[~,varmax-minus] = run(gs,problemMax);
Svarmax=—varmax_-minus;
rozptyl (j+1,2)=—varmax_-minus;

hold on
plot (rozptyl(j+1,1),alfa,'.k',rozptyl (j+1,2),alfa,'. k")
hold off

end

Vyberovy fuzzy rozptyl pro nase vstupni data mizZeme vidét na obrazku 2.135.
Uzdvér nosice tohoto fuzzy ¢isla je (0,0047;0,0565). Ted uZ mdme vsechny

potrebné vypocty a muzeme dosadit do testovaci statistiky Zp a spocitat jeji reali-
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Obrazek 2.13: Vybérovy fuzzy rozptyl pro vstupni data.

zaci pomoct standardni fuzzy aritmetiky, jelikoZ v testovaci statistice mdme pouze

jedno fuzzy cislo. Dostavdme tudiz viysledek pro Supp Zp:

(20 — 1)(0, 0047; 0, 0565)
0,04

Supp Zp = = (2, 2326; 26, 8375).

Fuzzy cislo realizace testovact statistiky Zp, které bylo opét vykresleno pomoci

dvaceti a—rezu, muzeme vidét na obrdzku 2.14.
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Obrazek 2.14: Fuzzy cislo realizace testovaci statistiky Zp vykresleno pomoci
dvaceti a— fezu.
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Podivejme se nyni na kriticky obor, ktery bude nasledujici W = <Xf9;0795, 00)
a po dosazeni tabulkové hodnoty dostdivime W = (30, 1;00). Je tedy zrejmé, Ze
nastal pripad Supp Tr "W = 0, a tudiZ nelze nasi hypotézu zamitnout. Nelze

zamitnout, Ze by firma nedodrZovala nastavenou smérnici.

2.4.4. F-test shody rozptyli dvou nezavislych normalné
rozdélenych znakt

Ted budeme uvazovat pro zménu opét dvé ndhodné veliéiny X,Y a navic
pozadujeme jejich vzajemnou nezavislost. To je zasadni rozdil oproti jiz nami
znamého parové t-testu, kde dvé nahodné veliciny byly na sobé zavislé. Dale
predpokladejme, ze ndhodnda velicina X m&a normalni rozdéleni s parametry ju
a 0 a ndhodna velicina Y ma taktéz normalni rozdéleni, ovsem s parametry jis
ao? Navico? #0a o2 #0

2 1 2 .

Testujeme nasledujici hypotézy:

N

1. nulovou hypotézu Hy : 02 = o2 proti alternativé H, : o3 # o3,

2. nulovou hypotézu Hy : 02 < o3 proti alternativé Hy : o7 > 03,

3. nulovou hypotézu Hy : 07 > o3 proti alternativé Hy : 07 < o3.

Testujeme tedy shodnost rozptylu. Testovaci kritérium je vybérova funkce

2 2
_ 5o
Q2 427

Smgl

Tato funkce ma za platnosti nulové hypotézy F' rozdéleni o n — 1,m — 1

stupnich volnosti. Navic pti urcovani hodnoty testového kritéria dosazujeme do

DO DO

vzorce 22 = 1. §2 znaéi vybérovy rozptyl ndhodné veliciny X o rozsahu vybéru
ag

=)

n a S2 znaci vybérovy rozptyl ndhodné veliciny Y o rozsahu vybéru m.

Prislusné kritické obory jsou nasledujici:
1. V ptipadé oboustranné alternativy budou kriticky obor tvorit malé i velké
hodnoty vybérové funkce F. Proto
W = (Oa Fn—l,m—l,%> U <Fn—1,m—1,1—%7 OO)
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2. Ve prospéch alternativy svédci velké hodnoty testového kritéria, proto
W = <Fn—1,m—1,1—a7 OO)
3. Ve prospéch alternativy svédcéi malé hodnoty testového kritéria, proto
W = (0, Ficim—1,0)-

Poznamka 2.7 Pri vytvdrend kritického oboru vychdzime z charakteru grafu hus-

toty F-rozdélent, ktery muzeme vidét na obrdazku 2.15.

i
[ \

] FZ Fz

v
”—1:”?-—1:% n—l,m—l_l—%

i — U

Obréazek 2.15: Hustota F-rozdéleni o n-1, m-1 stupnich volnosti.

Pojd'me se nyn{ opét opét podivat, jak se ndm zmén{ testovaci statistika pokud

vstupni data budou fuzzy cisla. Testovaci statistika bude nésledujici vybérova

funkce
2 9
_ S np 02

Q2 2°
SmF o3

Vr

Pro potieby vypoctu hodnoty realizace testovaci statistiky si musime z téchto
vstupnich fuzzy éfsel spocitat vybérovy fuzzy rozptyl 52 = {(s2 (), s2_(a)),a €

(0,1)}, resp. 52, = {(ﬁﬂ(a),%(a)),a € (0,1)}. S timto pojmem jsme se uz
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seznamili v minulé podkapitole. Navic je si také potieba uvédomit, ze zde ne-
musime pii vypoctu déleni dvou vybérovych fuzzy rozptyla pouzivat podminénou
fuzzy aritmetiku, jelikoz dané dvé fuzzy cisla jsou na sobé nezavisla. Také dosa-
zujeme do vzorce Z—% =1.

Vypocet realizace testovaci statistiky V@ tedy provadime podle nésledujici

definice.

Definice 2.8 Necht X; = {(z;(a),T;i(a)),a € (0,1)}, i = 1,...,n, a Y; =
{(gj,(a),@-(a)% a€(0,1)}, 7=1,...,m jsou fuzzy ¢isla. Pak fuzzy testovact sta-
tistikou pro F-test shody rozptyli dvou mezdvislijch normdlné rozdélenych znaki
fuzzy cisel Xy, ..., Xy, aYq, ..., Yy nazveme fuzzy ¢islo Ve = {{vr(a),7p(a)), o €

(0,1)}, kde pro kazdé a € (0,1) plati:

Priiklad 2.4 Vezmeéme si opét data z prikladu 2.1. Mame tedy odpovédi deseti
studenti navazujictho studia, kteri odpovidali na otdzku, kolik priumérné mésicné
utratili za jidlo a nealkoholické ndpoje za rok 2015. Odpovédi respondenti nava-
zugictho studia tudizZ nalezneme v tabulce 2.2. Posléze jsme se dotdzali Sestnacti
studenti bakaldrského studia na tu stejnou otdzku, a znovu, pokud studenti neve-
déli presnou odpovéd, tak jsme se zeptali na minimding, nejmoznéjsi a mazimdini
odhad utracené édstky. Presné ndm odpovédél pouze jeden studen, jehoZ odpovéd
byla 2000 K¢. Odpovédi vsech studenti bakaldrského studia najdeme v tabulce 2.7.
Zajimalo by nds, jestli je podstatny rozdil mezi vydaji za potraviny a nealkoholické
ndpoje mezi studenty navazujictho a bakaldrského studia.

Ndhodnda velicina X ndm bude urcovat prumérné meésicni vydaje studenti na-
vazugictho studia, kde rozsah vybéru n=10. Ndihodnd velicina Y nam zase urcuje

prumerné mésicni vydaje studentu bakaldrského studia, kde rozsah viybéru m=16.
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Respondent | Minimdlni hod. | Nejocekdvanéjsi hod. | Maximalni hod. | Piesnd hod. |

1 1900 2100 2300 n/a
2 3000 3200 3500 n/a
3 1500 1700 1850 n/a
4 1900 2000 2100 n/a
S 2200 2500 3000 n/a
6 2000 2200 2300 n/a
7 1700 1850 2000 n/a
8 1700 2000-2200 2500 n/a
9 n/a n/a n/a 2000
10 2300 2400 2500 n/a
11 2300 2500-2800 3000 n/a
12 2500 2650 2800 n/a
13 2350 2500 2750 n/a
14 2500 3000 3500 n/a
15 1500 1600 1800 n/a
16 1850 2100 2300 n/a

Tabulka 2.7: Odpovédi respondentu bakalaiského studia

Je zreymé, Ze X a Y jsou nezdvislé nahodné veliciny. Predpokldiddme, Ze prumérné
vydaje studenti maji normdalni rozdélent. Hladinu testu si zvolime o = 0,05. Bu-

deme testovat nulovou hypotézu, zda rozptyl obou ndahodnijch velicin je stejnij:
Hy : 0? = o3 proti Hy : 02 # 03.

Potrebujeme nyni vypocitat vybérovy fuzzy rozptyl pro oba vybéry. K tomu
vyuzijeme nam uz znamy skript, ktery spustime nejdrive pro vstupni data od stu-

denti navazugiciho studia a posléze pro studenty bakaldrského studia.

$nacteni vstupnich dat maticové (studenti navazujiciho studia)

y=[1900 2000 2000 2100; 1500 2500 3000 3500, 1953 1953 1953 1953;
2000 2200 2200 2240; 3900 4000 5000 5100; 1000 1200 1200 1500;...
2000 2100 2100 2200; 2500 2500 2500 2500; 1800 2000 2000 2200; ...
1400 1500 1500 1600];

$nacteni vstupnich dat maticové (studenti bakaldrského studia)

y=[1900 2100 2100 2300; 3000 3200 3200 3500, 1500 1700 1700 1850; ...
1900 2000 2000 2100; 2200 2500 2500 3000; 2000 2200 2200 2300; ...
1700 1850 1850 2000; 1700 2000 2200 2500; 2000 2000 2000 2000; ...
2300 2400 2400 2500; 2300 2500 2800 3000; 2500 2650 2650 2800;...
2350 2500 2500 2750; 2500 3000 3000 3500; 1500 1600 1600 1800;...
1850 2100 2100 2300];
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16
17

o)

% zadani optimalizovanych funkci
FunkceRozptylu = (@(x)var(x);
FunkceRozptyluKratMinusl = (@ (x)—var (x);

Dostdvame vybérové fuzzy rozptyly pro oba viybéry, které muzeme vidét na obrdzcich

2.16 a 2.17 (opét vykresleno po dvaceti a-rezech).
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Obrazek 2.16: Vybérovy fuzzy rozptyl pro data studentu navazujictho studia.
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Obrazek 2.17: Vybérovy fuzzy rozptyl pro data studentu bakalarského studia.

Supp S22 = (431000; 1 392 000) a Supp Sy, = (81 000;469 000). Dosadime
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do testovaci statistiky a dostavdme pro Supp Vi:

(431 000; 1392 000)

Supp Vi = — (0,919; 17, 185
upp Vi = 51000 469 000y 0 O19 17 185),
kde
. (431000 431000 1392000 1392000
0,919 = min , ; ) )
81000 469000° 81000 * 469000
431000 431000 1392000 1392000
17,185 = max , , , .
81000 469000° 81000 * 469000

Pro pripomenuti vijpocet realizace testovaci statistiky se zde provdadi pomoci stan-
dardni fuzzy aritmetiky, jelikoZ meni zde nutné si zavadet néjakou dodatecnou
podminku. Vybérové fuzzy rozptyly jsou na sobé nezdvislé. Vykresleme si vysledné
fuzzy ¢islo realizace testovaci statistiky pomoci programu MATLAB. Jak je vidét
i z obrazku 2.16 a 2.17 tyto fuzzy rozptyly nejsou linedrnimi fuzzy cisly, ale je-
likoz linearita neni poruSena néjakym zdsadnim zpusobem, budeme pro jednodu-
chost vypoctu modelovat tyto fuzzy cisla jako linedrni lichobéznikové fuzzy cisla.
Na to ndm v programu MATLAB slouzi, jak uZ vime prikaz trapmf a pro déleni
fuzzy cisel prikaz fuzarith s parametrem div. Vypocet hodnoty realizace testovaci

statistiky v programu MATLAB vypadd tedy ndsledovné:

x=—10:0.001:30;

A = trapmf (x, [431000 562000 1111000 1392000]);
B = trapmf (x, [81000 192000 212000 469000]) ;
Cdiv = fuzarith(x,A,B, 'div');

plot (x,Cdiv)

Prikazem plot jsme si vykreslili toto viysledné fuzzy c¢islo, které muzeme vidét
na obrazku 2.18.

Co se tyce kritického oboru, tak ten je ndsledujici: W = (0>F10—1,16—1,¥> U
<F10—1,16—1,1—¥v o0) = (0;0,265) U (3,123;00). Jak jsme si vypocitali, tak nosic
fuzzy éisla realizace testovaci statistiky Vi je (0,919;17,208). Opét ndm tedy

nastava situace, kdy nosic fuzzy c¢isla ndlezi do kritického oboru jenom zédsti.
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Obrazek 2.18: Vysledné fuzzy cislo realizace testovaci statistiky Vp.

Zde nastdva jeste jeden problém, a to ten, Ze jak vidime, tak viysledné fuzzy
¢islo ment linedrni a pti linearizaci bychom ztratili uz velkou ¢dst informace. De-
fuzzifikovat takovéto fuzzy c¢islo by ovsem welice ndroéné, musime si tedy pomoci
a pouzit modelaci tohoto fuzzy c¢isla jako takzvané po castech linedrni fuzzy ¢islo.
S timto typem fuzzy c¢isla jsme se sezndmili uz v proni kapitole. Vezmeme si dva-
cet a-rezu. V [12] se uz defuzzifikaci po édstech linedrnich fuzzy éisel zabyvali,
proto vyuZijeme jiz vytvorené skripty (v priloze pod nazvem teziste.m a MOM.m)
a zjistime hodnoty defuzzifikact pro metody tézisté, stredu maxim a MOM.

Ziskavame tyto vysledky:

e metoda tézisté = 6,1917

e metoda stredu maxim = 4,22
e metoda MOM = 5,7271

Hodnota maximdlniho stupné prislusnosti, s jakym by slo hypotézu zamitnout,
je rovna 1. Vysledky vsech metod ndlezi kritickému oboru, proto nasi hypotézu
zamitdme a vybéry nemagji stejny rozptyl. Tim ovsem jsme jesté neodpovédéli na
nasi otdzku, zda je podstatny mezi vydaji za potraviny a nealkoholické ndpoje

mezi studenty navazujictho a bakaldrského studia. Odpovédét budeme moci po
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sezndment se s dalsim testem.

2.4.5. Priblizny t-test

Ptiblizny t-test se pouziva v pripadé testovani shodnosti stfednich hodnot
dvou nezdvisle normalné rozdélenych znaki a plati, ze o} # o3. Piibliznych t-
testu je vice, my v této préci vyuzijeme takzvany Aspinové-Welchuv test [17].

Necht tedy ndhodnd velicina X m4d normdln{ rozdéleni s parametry pu; a o}
a ndhodnd veli¢ina Y m4 taktéz normdlni rozdéleni, ovsem s parametry s a o3.
Necht jsou tyto dvé ndhodné veli¢iny mezi sebou nezavislé.

Testujeme nasledujici hypotézy:

1. nulovou hypotézu Hy : p? = pu3 proti alternativé Hy : u? # u3,

2. nulovou hypotézu Hy : u3 < p3 proti alternative Hy : u? > u3,

3. nulovou hypotézu Hy : u? > p3 proti alternativé Hy : u3 < p3.

Testovacim kritériem je nasledujici vybérova funkce:

X,-Y
T*: n m
S )
kde
Sz 52
S =224 2m
n m

Za platnosti nulové hypotézy mé tato funkce ptiblizné t-rozdéleni o f stupnich

volnosti, kde

Pocet stupnu volnosti f vétsinou nevyjde jako celé ¢islo, proto provedeme zao-
krouhleni a posléze najdeme v tabulkach ptislusny kvantil t-rozdéleni pro nasi
zaokrouhlenou hodnotu f.

Nyni se podivejme, jak bude vypadat kriticky obor W.
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1. V ptipadé oboustranné alternativy budou kriticky obor tvorit malé i velké

hodnoty vybérové funkce T. Proto
W = (=00, —ty1-a) U(tf1-2,00).
2. Ve prospéch alternativy svédcéi velké hodnoty testového kritéria, proto
W = (t{1-a,00).
3. Ve prospéch alternativy svédéi malé hodnoty testového kritéria, proto
W = (=00, —tf1-a)-

V ptipadé, kdy vstupni data budou fuzzy ¢isla, bude vypocet testovaci sta-
tistiky u tohoto testu znac¢né komplikovany. Testovaci statistika bude nasledujici

vybérova funkce:

kde

S2 S2
Sp = )2 4 Pme
n m

Problémem je, ze S ve jmenovateli zavisi na vybérovych fuzzy prumeérech, co jsou
v Citateli, takze se neda uplatnit standardni fuzzy aritmetika. Vypocet realizace

testovaci statistiky 7 tedy provadime podle nasledujici definice.

Definice 2.9 Necht X; = {(z;(a),Ti(a)),a € (0,1)},i = 1,...,n, a Y; =
{(gj(oz),@j(oz», ac€(0,1)},5=1,...,m, jsou fuzzy ¢isla. Pak fuzzy testovact sta-
tistikou pro Aspinové-Welchuv test fuzzy cisel Xq,..., X, a Yi,...,Y,, nazveme

fuzzy cislo T = {(tp(a), (@), a € (0,1)}, kde pro kazdé o € (0,1) plati:

Ly, 1ym, .
tp(e) = min{#=2m =0 | € (5, (a), Ti(a),

i€ {L....n}y; € {y (0).55(@), 5 € {L....m}},

1 n:B._i m, ..
th(a) = max{r =t e, € (2 (a), 7(w)),
ie{l,...,n},y; € (gj(oz),gj(oz»,j e{l,...,m}},
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kde

(i — £ ) N W = oY)

n m

Sp =

Optimalizovat takovou tlohu je pomérné narocné a i MATLAB pii ni narézi
na své pocetni limity. Pii zadani optimalizacniho problému nebyl tento pro-
gram schopen spocitat spravné hodnoty minim a maxim pro jednotlivé a—tezy.
Proto musime pouzit nouzové feSeni a spocitdme hodnotu testovaci statistiky
pomoci standardni fuzzy aritmetiky. Vysledek bude tedy lehce neptesny. Tato
nepiesnost znamend, ze vysledek bude vice neurcity. Skuteéné fuzzy ¢islo bude
jeho podmnozinou. Nepresnost vysledku muzeme zkusit kompenzovat vétsi pii-
snosti a zvolit si hladinu testu napiiklad o = 0,01, a to i za cenu vétsi pravdépo-
dobnosti provedeni chyby druhého druhu.

Dalsi problém u tohoto testu nastava s vypoctem stupné volnosti f. Totiz
spravné by f mélo byt taky fuzzy cislo. Jenze jak urc¢it ten spravny zaokrouhleny
pocet stupnu volnosti, kdyz nosi¢ klidné muze byt Siroky pres napiiklad padesat
celych ¢isel a navic i optimalizace f je pomérné naro¢na. Nabizi se opét spocitat
f pomoci standardni fuzzy aritmetiky a nasledné toto fuzzy ¢islo defuzzifikovat
pomoci nam znamych metod. To ovsem znamend, zZe s jinym typem defuzzifikace
vyjde jiné zaokrouhlené f, a tudiz i moznost jiného zavéru testovani. Jako dru-
hou moznost si muzeme vzit ze vSech vstupnich fuzzy ¢isel jejich nejocekavanéjsi
hodnotu (tedy budeme mit ¢éisla redlnd) a z nich spocitat hodnotu f jako jedno

realné cislo.

Piiklad 2.5 Pojdme pokracovat s prikladem 2.4. Zagimalo by nds, jestli je pod-
statny rozdil mezi vydaji za potraviny a nealkoholické ndpoje mezi studenty nava-
zugiciho a bakaldrského studia. Nejdrive jsme otestovali shodu rozptylu, kde jsme
hypotézu zamitli. Proto tedy ted pri testovdnd strednich hodnot vyuZijeme priblizny
t-test, se kterym jsme se vyse sezndmili. Vime, Ze n = 10, m = 16, Supp SfLF =
(431 000; 1 392 000), Supp S2,, = (81 000;469 000) a hladinu testu o si zvolime
0,01.
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Nyni jesté potrebujeme spocitat pro oba vybéry vybérovy fuzzy prumér. Na
to uz mdme skript z minulych prikladu, takzZe jen dosadime nasSe vstupni data
a dostaneme Supp X, = (1995,3;2489,5) a Supp Y, = (2075;2512, 5).

Jak uZ bylo naznaceno spocitat hodnotu testovaci statistiky T4 pomoci opti-
malizace je pomeérné ndrocéné. Proto si zde rozepiseme postup pomoci standardni
fuzzy aritmetiky, i kdyz sprdavny pristup by byl pomoci podminéné. Postup si ro-

zepiSeme pouze pro uzdvéry nosicu Supp Sgp a Supp Th.

- 431000:1392000) (81 000: 469 000
Supp SF:\/< 10 b b 16 >

Supp Sp = /(43 100; 139 200) + (5062, 5; 29 312, 5)

Supp Sp = /(48 162, 5;168 512, 5) = (219, 46; 410, 5)

_ (1995, 3; 2489, 5) — (2075;2512,5)  (—517,2;414,5)
Supp T} = - — (~2,36;1,88
PP EE (219, 46; 410, 5) 219,46, 410,5) _ \236:1,88)

Nam k rozhodnuti sta¢i pouze nosié¢, a tedy Supp Tj = (-2, 36; 1, 88).

Druhym problémem bylo uréeni poc¢tu stupné volnosti f. Zkusime si ten
zpusob, ze f vypocitdme pomoci realnych ¢isel, které reprezentuji nejocekavanéjsi
hodnoty danych vstupnich fuzzy ¢isel. Po dosazeni do vzorecku nam po zaokrouh-
leni vyjde f = 177. Kriticky obor vypada tedy nasledovné W = (—o0, t177.0,995) U
(t177.0.905, 00). Plati, ze pii poc¢tu stupnich volnosti vétsich jak 100, se postupné
tvar t-rozdéleni blizi aproximativné k normélnimu rozdéleni [1]. Najdeme tedy
v tabulkach pro normalni rozdéleni ptislusnou hodnotu, ktera je 2,576. Mame
tedy kriticky obor W = (—o0, —2,576) U (2,576, 00). Jak je tedy vidét cely nosic
T} nenélezi do kritického oboru, proto nasi hypotézu nemuzeme zamitnout. Navic
pii pocitani podminénou fuzzy aritmetikou byva vysledny nosi¢ uzsi nez u kla-
sické fuzzy aritmetiky, tudiz bychom urcité také hypotézu nezamitali na dané
hladiné testu. Nelze tici, ze by byl podstatny rozdil mezi vydaji studentu nava-

zujiciho a bakalarského studia za potraviny a nealkoholické népoje.

Poznamka 2.8 Pokud bychom zvolili a = 0,05, byla by hodnota kvantilu 1,96.

Zde by pouze jenom mald c¢ast nosice presahovala do kritického oboru a navic
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pri predpokladaném zuzZeni nosice by se dalo ocekdvat, Ze i na této hladiné nelze

hypotézu zamitnout.

Poznamka 2.9 Pokud by nam v predchozim testu vyslo, Ze nelze zamitnout shod-
nost rozptylu, tak bychom pouzili misto priblizného testu, takzvany dvou-viybérovy
t-test. Zde se opet testuje shoda strednich hodnot. Pro test se vyuZivd vybérova

funkce:

po XoTaz(noy)  frnlitn=3)
2 D2t (m 1)L, ntm

Tato funkce ma za platnosti nulové hypotézy t-rozdéleni o n+m—2 stupni volnosti.

Prislusné kritické obory jsou ndsledujici:

1. 'V pripadé oboustranné alternativy budou kriticky obor tvorit malé i velké

hodnoty vijbérové funkce T. Proto
W = (-0, —tn+m_271_%) U <tn+m_2,1_%, 00).
2. Ve prospéch alternativy svédci velké hodnoty testového kritéria, proto
W = (thsm—2.1-a, ).
3. Ve prospéch alternativy svédci malé hodnoty testového kritéria, proto
W = (=00, —tnim-21-a)-

V pripade vstupnich fuzzy dat vypada testovaci statistika ndsledovné

T ynF - ?mF - (:ul - /LQ) \/nm(n +m — 2)
2 V(=152 +(m—1)52 n+m ’

Poté se postupuje ve vypoctu obdobné jako v priblizném t-testu. Navic odpadad

problém s vypoctem stupné volnosti f.

Seznamili jsme se tedy se zdkladnimi parametrickymi testy a ukazali si, jak
postupovat v pripadé vstupnich dat v podobé fuzzy cisel. Existuji i dalsi parame-
trické testy nejen za predpokladu normalniho rozdéleni, ale i tfeba alternativniho

nebo Poissonova, témi se uz v praci zabyvat nebudeme.
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Zaver

Cilem této diplomové prace bylo popsat obecny postup testovani statistickych
hypotéz na zakladé fuzzy dat a také se posléze detailné zamérit na vybrané pa-
rametrické statistické testy a popsat, jak probiha testovani u jednotlivych testu,
kdyz ziskanda data jsou fuzzy ¢isla. Cilem také bylo u kazdého testu uvést vlastni
konkrétni priklad pro pochopeni problematiky.

V prvni kapitole této prace jsme si zavedli zakladni pojmy z teorie fuzzy
mnozin. Tyto pojmy byly dilezité k pochopeni nasledujici kapitoly. V té jsme
si nejdiive uvedli zakladni pojmy z testovani statistickych hypotéz, poté jsme si
predstavili obecny postup pfi testovani. Pak uz nasledovala podkapitola o tom,
jak vypada obecny postup testovani hypotéz, kdyz mame vstupni data ve formé
fuzzy cisel. Déle jsme si i rozebrali problémy, které mohou pti takovémto testovani
nastat a navrhli jsme si jejich mozné feseni. Déle jsme si predstavili konkrétni
vybrané parametrické testy. U kazdého testu jsme si nejdiiv ukézali, jak vypada
v pripadé realnych dat a co se zméni, kdyz uvazujeme data fuzzy. Poté jsme si
uvedli konkrétni piiklad a postup jeho vyreseni.

Téma této prace mé zaujalo, jelikoz jsem se uz aritmetikou fuzzy cisel zabyval
v mé bakalarské praci a zde se mi naskytl zpusob, jak tyto znalosti aplikovat vice
v praxi. Zpracovat toto téma byla pro mé obrovska vyzva, jelikoz, jak jsem pozdéji
zjistil, k tomuto tématu neni moc literatury, a tudiz vétsina problému, s kterymi
jsme se v préaci setkali, je vyfeSena podle mych myslenek a napadu. Navic jsem
se musel zdokonalit v programu MATLAB, jelikoz bylo potfeba vytvotit v tomto
programu optimaliza¢ni tlohy slouzici k feseni nasich tloh. Doufam, ze tato prace

poslouzi i dalsim lidem k sezndameni se s touto problematikou.
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