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Uvod

Dnesni doba je jiz standardné spojovana s rozsahlymi datovymi soubory, coz
nas vzhledem ke stale vyssi a vyssi trovni technického vybaveni patrné nepre-
kvapi. P1i setkani s daty tohoto typu vsak vyvstava otazka, jak s nimi dale za-
chazet. Je mozné provést urcity druh sumarizace? A neztratime tim prilis mnoho
informaci? Odpovédi na tyto otazky miizeme nalézt v ramci symbolického kon-
ceptu, ktery nese nazev Symbolic Data Analysis (zkracené SDA). Tato metodika
prinasi navod na sumarizaci problematicky rozsahlych datovych souborti, aniz by
dochézelo k nepfimérené ztraté informaci. Ona sumarizace je umoznéna vznikem
novych typu promeénnych, které oznacujeme jako symbolické proménné. AC se
nam muize zdati, ze jsme se se symbolickymi daty (déle SD) doposud nesetkali,
tak vézme, ze specialnim typem symbolickych proménnych jsou kompozi¢ni data,
ktera jsou bezpochyby rozsitena daleko vice. A pokud jsme doposud neslyseli ani
o symbolickych ani o kompozi¢nich datech, tak vzpomenme na slavny citat jesté

slavnéjsiho fyzika:

wLidské pozndni mad prece jen své hranice, a bude je mit vZdy.“
Albert Einstein

(Cilem této prace je popis moznych pristupt analyzy SD ke statistické analyze
nekolika typi symbolickych proménnych. Klicovym aspektem, ktery zde bereme
v potaz, je vicerozmérnost dat. Prace je slozena ze ¢tyr kapitol. Prvni kapitola se
zabyva zaklady SD, popisuje rtizné typy symbolickych proménnych. Druhé kapi-
tola je pak vénovana vyhradné modalnim proménnym, konkrétné charakteristi-
kam popisné statistiky nejprve pro pripad jedné proménné, nasledné pro pripad
dvou a vice modalnich proménnych. Dalsi, tfeti kapitola, pfedstavuje stézejni
spojovaci ¢lanek mezi prvni a druhou polovinou prace. Nastinuje urcitou spoji-
tost mezi symbolickymi a kompozi¢nimi daty. Ctvrté, a tedy posledni, kapitola
obsahuje nejen standardni popis metody hlavnich komponent, ale také jeji modifi-
kaci pro pripad kompozi¢nich vektort. Na zavér je uveden priklad, feSeny pomoci

statistického softwaru R.



1. Zaklady symbolickych dat

Tato kapitola ma za cil seznamit ¢tenafe se zakladni myslenkou analyzy SD.
Dozvime se také, pro¢ standardni postupy analyzy datovych souborti nemusi byt
vzdy postacujici. Nakonec se seznamime s novymi typy proménnych SD. V této

kapitole budeme vychézet z [2], [4], [5] a [9].

1.1. Na cesté k symbolickym dattum

Piedstavme si skupinku deseti déti z jisté zakladni skoly (dale ZS). Co nas
u nich mize zajimat? Mtze to byt jejich vyska, vaha, kolik maji sourozenct, jaké
jsou jejich oblibené predméty apod. Z takto ziskanych dat neni nikterak obtizné
vytvorit klasické datové pole, ve kterém tadky odpovidaji jednotlivym détem
a sloupce obsahuji odpovédi na nase otazky, nasledné pak provést analyzu dat
s vyuzitim standardnich metod. S takovymto pripadem rozmért dat se ovsem
setkavame velice ziidka.

V praxi obvykle uvazujeme datové soubory nesrovnatelné vétsiho rozsahu (fa-
dové az desetitisice jednotek a az stovky proménnych), u nichz je vhodnéjsi vyuzit

symbolickych postupii.

Poznamka 1.1. V klasickém ptipadé budeme uvazovat i-tého jednotlivce, pfi-
cemzi € Q={1, ..., n},kden € Noznacuje pocet jednotlivcti daného datového
souboru. Realizaci j-té proménné Y;, kde j =1, ..., p, odpovidajici i-tému jed-
notlivei, i = 1, ..., n, oznacime jako z;;, tedy Y; (i) = x,;. Hodnoty z;; tvofi ma-
tici X. Déle, pokud obor hodnot ndhodné veli¢iny Y; oznacime V;, j =1, ..., p,
matice X nabyva hodnot z X =Y x ... x Y, = xV_, V;.

Poznamka 1.2. V ramci symbolického pojeti pak uvazujme u-tou kategorii w,
nabyvajici hodnot z mnoziny m symbolickych kategorii E = {w;, ..., wy}. Sym-
bolickou realizaci budeme znacit &,;, tedy Y; (wy) = &uj, prouw =1, ..., m. Tyto

realizace pak tvofi matici &, nabyvajici hodnot z Y = Y1 X ... X Yp.



Zakladem vhodnéjsiho pristupu prace s daty je shrnout datovy soubor do ta-
kovych rozmért, abychom nejen zredukovali komplikovanost analyz, coz je bez-
pochyby zasadnim pozadavkem, ale také napt. zdiraznili zajem o celky vyssiho
stupné (kategorie), konkrétné v nasem piipadé budeme v ramci mést ¢i stath
patrné klast vétsi diiraz na jednotlivé ZS neZ na konkrétni déti.

Myslenka SD spoc¢ivd mimo jiné v tom, ze ke shrnuti dat nedochazi pouhym
ur¢enim prumeéri ¢i modl v ramci jednotlivych proménnych, ale vytvorenim no-
vych typt proménnych, které budou brat v potaz vnitini variabilitu jednotlivych
kategorii. Nebude tak dochézet k nesmyslnym ztratdm hodnotnych informaci.
Zasadnim rozdilem téchto proménnych oproti proménnym klasického typu je sku-
tecnost, ze symbolické proménné ndm umoznuji uvazovat mnohonasobné, resp.
vazené, hodnoty. Setkavame se zde s tim, ze jednotliva pozorovani nabyvaji né-
kolika (rtizné vazenych) hodnot soucasné.

V pripadé, ze by nékteré pozorovani nabyvalo jediné hodnoty, uvédomime si,

ze klasicka realizace predstavuje specialni piipad symbolické realizace.

1.2. Nové typy symbolickych proménnych

V ramci symbolického pojeti rozlisujeme tti zédkladni typy symbolickych pro-
ménnych. Jedna se o vicehodnotové, modalni a intervalové proménné.

Vicehodnotové proménné dale délime na kvalitativni a kvantitativni pro-
ménné. Co se tyce déleni modalnich proménnych, setkavame se s modalnimi vi-
cehodnotovymi proménnymi a histogramovymi proménnymi. Prestoze typt mo-
dalnich proménnych existuje vice, my se v dalsi kapitole omezime pouze na tyto
dva typy. Intervalové proménné pak predstavuji specialni piipad histogramovych
proménnych. Nejprve uvedeme piislusné definice. Nasledné predvedeme jednot-
livé typy proménnych na ilustrativnim ptikladu. Pojem nahodné velic¢iny zde

chapeme ve vysSe uvedeném rozsifeném (symbolickém) smyslu.

Definice 1.1. Vicehodnotova proménna je takova symbolickd ndhodnéa veli¢ina

Y, ktera pro kazdou realizaci nabyva jedné nebo vice hodnot ze svého oboru
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hodnot Y. Vycet moznych hodnot obsazenych v ) je konecny. V pripadé kvalita-
tivni proménné se jednad o mnozinu kategorii, v pripadé kvantitativni proménné

o mnozinu realnych cisel.

Definice 1.2. Necht ndhodné veli¢ina Y nabyva hodnot z mnoziny {n;, k € N}
v ramci oboru hodnot Y. Potom se jedna o modalni proménnou, pokud konkrétni

vysledna hodnota pro u-tou kategorii w, ma tvar:

Y(wu)zgu:{nlm ﬂ-k;k:la"wsu}a

kde 7, je nezdporna mira spojena s n a kde s, je pocet hodnot skutecné vzatych
z oboru hodnot ). Téchto moznych 7, muze byt konecny ¢i nekonecny pocet,

pritom miizZe jit o hodnoty kvalitativni ¢i kvantitativni.

Definice 1.3. Necht )., je oborem hodnot moznych vysledk vicehodnotové
proménné Y., kde V.o = {m1, m2, ...}. Pak modélni vicehodnotovou promén-
nou nazveme takovou proménnou, ktera nabyva hodnot patticich do podmnoziny
oboru hodnot Y., s nezdpornymi mirami piidruzenymi ke kazdé hodnoté v oné

podmnoziné. Jednotlivé pozorovani pro kategorii w, nabyva tvaru:

Y(WU) =& = {77u1a Puls -5 Nusys pusu}7

kde {nu1, -y Musy} C Vear- Vysledek n,, nastane s vahou pyi, kde k =1, ... s,

a s, je pocet hodnot skutecné vzatych z oboru hodnot ).,;. Déle plati, ze

Zzuzlpuk:]-, vu:l, o, M.

Definice 1.4. Necht Y oznacuje kvantitativni ndhodnou veli¢inu, kterd mtze na-
byvat hodnot na koneéném poctu nepiekryvajicich se intervala {{ay, by), k € N},
kde ay < bi. Potom se jedna o histogramovou proménnou, jestlize vysledna hod-

nota odpovidajici u-té kategorii w, je tvaru:

Y (wu) — fu - {<auk7 buk) s Puk; k= 17 R Su}7
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pricemz s, < oo je konecny pocet intervalii vytvarejicich nosi¢ vysledné hodnoty
Y (w,) odpovidajici u-té kategorii w,, a p,x odpovida vaze konkrétniho podinter-
valu (ayuk, bur), kde k=1, ..., s,. Déleplati, ze > ;*  pux = 1,prou=1, ..., m.

Intervaly s krajnimi body a, by mohou byt oteviené nebo uzaviené.

P1i standardnim chapani pojmu ,interval® z uvedeného vyplyva, ze histo-
gramova proménna je specialnim pripadem modalni vicehodnotové proménné,
a to konkrétné pro kvantitativni pripad. Dale tedy mtizeme uvazovat modalni
vicehodnotovou proménnou jako kvalitativni a histogramovou proménnou jako

kvantitativni verzi modalni proménné.

Definice 1.5. Intervalova proménna je takova symbolickd ndhodna veli¢ina Y,
ktera nabyva hodnot ve tvaru intervalu, tj. Y = & = (a, b) C R, pro a < b, kde
a, b € R. Interval mize byt tvaru: (a, b), {(a, b), (a, b), nebo (a, b).

Nyni jiz prejdeme k samotnému ilustrativnimu ptikladu.

Priklad 1.1. Uvazujme soubor tisice zhruba stejné starych déti z péti fiktiv-
nich ZS. O kazdém z déti si zaznamename hodnoty zkoumanych proménnych, a
vytvoiime tak klasické datové pole, které vyobrazuje tabulka 1. Datové pole obsa-
huje radky odpovidajiciz =1, ..., 1000. Legendu objasnujici ndzvy proménnych
tohoto datového pole nalezneme v tabulce 2.

Tabulka 1: Klasické datové pole.

L Y% [ % [Y%[Y] Yy | Y5 |
7S Zluta 1,42 1 31| 2 Cesky jazyk kocka
ZS Modra | 1,37 [ 29 | 1 | télesnd vychova | pes

ZS Oranzova | 1,45 | 37 | 1 matematika zadny

W DN =] =
po| o] || &<

Zdlraznéme, ze v naSem piipadé je nezbytné uvadét také jméno skoly, do které
dité chodi (odpovidajici proménné Yj), nebot pravé nazev ZS bude piedstavovat

hledisko, podle n€jz vytvorime kategorie. Namisto toho, abychom dale uvazovali
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Tabulka 2: Legenda k tabulce 1.

Yy -ZS

Y1 - vyska [m)]

Y> - hmotnost [kg]

Y3 - pocet sourozenci
Y, - oblibeny predmét
Ys - domaci mazlicek
Ys - pocet krouzku

tisic déti, budeme pracovat jiz jen s péti kategoriemi ZS, konkrétné ZS Cerven4,
ZS Fialova, ZS Modra, ZS Oranzova a ZS Zluta. Jak budou vypadat jednotlivé
typy proménnych SD?

Zacneme vicehodnotovou proménnou. Jiz diive jsme uvedli, ze vicehodnotova
proménna mize byt dvojiho typu. Ukazeme priklad kvalitativni proménné, resp.
kvantitativni proménné. Vyuzijeme k tomu proménnych Y5 (domdci mazlicek),

resp. Y (pocet krouzki), viz tabulky 3 a 4.

Tabulka 3: Vicehodnotova kvalitativni proménna.

skola H doméci mazlicek ‘

ZS Cervend || {had, kocka, kiecek, pes, ryba, zadny, zelva}

ZS Fialova {jezek, kocka, pes, zadny}

ZS Modra {kocka, morce, pes, zadny }

7S Oranzova || {kocka, pes, ryba, zadny, zelva}

7S 7Zluta {had, jestérka, kocka, kiecek, morce, pes, Zadny}

Tabulka 4: Vicehodnotova kvantitativni proménna.

skola H pocet krouzkt ‘
ZS Cervena {0, 1, 2, 3}
ZS Fialova {0, 1, 2}

ZS Modra {1, 2}

ZS Oranzova || {1, 2, 3}

7S Zluta {0, 1, 2, 3, 4}

Jen pro uplnost dodejme, Ze levé sloupce tabulek 3 a 4 jsou tvoreny péti nami

uréenymi kategoriemi ZS a pravé sloupce obsahuji neopakujici se seznamy od-
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povédi déti z danych skol. Pokud bychom pozadovali exaktni zapis, pak napf.

pro ZS Cervenéa dostévame:

Y5 (w1) = Y5 (ZS Cervené) = &15 = {had, kocka, kiecek, pes, ryba, zadny, zelva} ,
Y5 (w1) = Y5 (ZS Cervend) = &6 = {0, 1, 2, 3}.

Nyni budeme pokracovat ukédzkou modalni proménné. Jiz vime, ze ve spoji-
tosti s modalni proménnou mizeme uvazovat kvalitativni i kvantitativni obdobu,
coz nam predvadi tabulky 5 (pro kvalitativni pfipad) a 7 ¢i 8 (pro kvantitativni
ptipad). Vychazime zde z proménnych Y, (oblibeny pfedmét), Y2 (hmotnost [kg])
a Y3 (pocet sourozenct). Zkratky jednotlivych pfedmétti uvedené v tabulce 5 pak
vysvétluje tabulka 6. Dodejme, Ze déleni pouzité u proménné Y; vychazi z naseho

rozhodnuti, nebot se jedna pouze o ilustrativni piiklad.

Tabulka 5: Modalni vicehodnotova proménna.

oblibeny predmét
aj | ¢ | hv [ mat | tv | jiny
ZS Cervend || 0,75 | 0,10 | 0,02 | 0,03 | 0,09 | 0,01
ZS Fialova 0,55 | 0,10 | 0,02 | 0,03 | 0,30 | 0,00
ZS Modra 0,15 | 0,05 | 0,30 | 0,10 | 0,37 | 0,03
ZS Oranzova || 0,05 | 0,10 | 0,65 | 0,15 | 0,05 | 0,00
ZS Zluta 0,30 | 0,25 | 0,15 | 0,12 | 0,17 | 0,01

skola

Tabulka 6: Legenda k tabulce 5.

aj - anglicky jazyk

¢j - cesky jazyk

hv - hudebni vychova
mat - matematika

tv - télesna vychova
jiny - jiny predmét

K vytvoreni pravych ¢asti tabulek 5, 71 8 by bylo zapottebi zjistit ¢etnosti vyskytu

odpovédi jednotlivych déti a nasledné tyto hodnoty prepocist na proporce. Presny
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Tabulka 7: Histogramova proménna Y5.

hmotnost [kg]
< 30 ‘ (30, 36) ‘ > 36
ZS Cervena 0,01 0,96 0,03
ZS Fialova 0,04 0,93 0,03
ZS Modra 0,02 0,94 0,04
ZS Oranzova || 0,05 0,92 0,03
7S 7Zluta 0,02 0,94 0,04

skola

Tabulka 8: Histogramova proménna Y.

pocet sourozenct
0 | 1 | 2 [3avice
ZS Cervena 0,60 | 0,37 | 0,03 0,00
7S Fialova 0,72 1 0,09 | 0,18 0,01
ZS Modra 0,45 | 0,47 | 0,08 0,00
ZS Oranzova || 0,12 | 0,76 | 0,10 0,02
ZS 7Zluta 0,83 | 0,12 | 0,05 0,00

skola

zépis by napf. pro ZS Fialova vypadal takto:

Yy (w2) = Yy (ZS Fialova) = &y =

= {aj, 0,55; &, 0,10; hv, 0,02; mat, 0,03; tv, 0,30; jing, 0,00},
Ys (wa) = Y5 (ZS Fialovd) = & = {< 30, 0,04; (30, 36), 0,93; > 36, 0,03},
Y3 (w2) = Y3 (ZS Fialovd) = &3 = {0, 0,72; 1, 0,09; 2, 0,18; 3 a vice, 0,01} .

Zbyva nam ukazka intervalové proménné, k jejimuz predstaveni vyuzijeme
proménnou Y] (vyska [m]). Intervalovymi daty a jejich moznou reprezentaci (s vy-
uzitim distribu¢ni funkce, ¢ pomoci parametrického piistupu) jsem se zabyvala
ve své bakalaiské praci. Pro podrobnéjsi informace odkazuji na [2].

Jak mtzeme vidét z tabulky 9, intervalovou proménnou vytvorime jako inter-

val z nejmensi a nejvétsi hodnoty, které mame pro danou ZS k dispozici. Exaktni

zapis by pak napft. pro ZS Modré vypadal takto:
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Tabulka 9: Intervalovd proménna.

| skola | vyska [m] |
ZS Cervena || (1,31; 1,49)
ZS Fialova (1,33; 1,45)
ZS Modra (1,29; 1,44)
{ )
{ )

ZS Oranzova || (1,30; 1,45
ZS Zluta 1,31; 1,47

Y1 (ws) = Y1 (ZS Modra) = &1 = (1,29; 1,44) .
Timto ilustrativnim prikladem uzavieme strucny tvod do SD, vénujici se

mimo jiné riznym typim SD. Nasledujici kapitola je pak zamérena pouze na mo-

dalni proménnou, u které nas budou zajimat charakteristiky popisné statistiky:.
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2. Modalni proménna

Jak bylo uvedeno v podkapitole 1.2, rozliSujeme v ramci modalnich promeén-
nych modalni vicehodnotovou proménnou a histogramovou proménnou. U kazdé
z téchto proménnych se zaméfime na charakteristiky popisné statistiky, a to
pro pfipad jedné a nasledné i dvou a vice proménnych. Popsanou teorii pak apli-
kujeme pii vypoctech jednotlivych charakteristik. Teoreticka cast této kapitoly
vychazi predevsim z [4] a [5].

Pro dalsi ucely je zapotiebi zavést nasledujici pojmy:

Definice 2.1. Necht ndhodné veli¢iny Y;, j =1, ..., p, maji obory hodnot ).
Oznacime-li X = x%_,));, potom kazdy bod = = (z1, ..., 7,) € X nazveme

popisnym vektorem.

Definice 2.2. Necht ndhodné veli¢iny Y;, j =1, ..., p, maji obory hodnot ).
Oznatme X = X?Zlyj. Dale necht jsou D; podmnoZinami Y;, tedy D; C V.
Jestlize D = ><§-’:1Dj C X je kartézskym soucinem mnozin D;, pak D nazveme

kartézskou popisnou mnozinou.

Definice 2.3. Necht ndhodné veli¢iny Y;, j =1, ..., p, maji obory hodnot ).
Ozna¢me X = x_, ;. Nechf Y = (Y', Y?), kde Y' = (Y}, ..., Y;) nabjvé hod-
noty d = (x1, ..., x;) € x_1¥; a Y? = (Yiyq, ..., Y,) nabyva hodnot z pod-
mnoziny D = x§=k+1Dj C x§:k+1yj. Potom se d = (x1, ..., T, Diy1, ..., Dp)

nazyva popis d. Mnozinu vSech moznych popist oznac¢ime jako popisny prostor D.

Definice 2.4. Individualni popis, jenz oznacime x, je takovy popis, pro néjz je

kazdé D; jednoprvkovou mnozinou.

Definice 2.5. Virtualni popis vir (d) popisného vektoru d je mnozinou vsech
individualnich popisnych vektort x, které spliiuji vSechna pravidla (logické zé-
vislosti) v na X', tj. vir(d) = {z € D; v(z) = 1,Vv € Vy}, kde Vy oznacuje

mnozinu vSech pravidel v ptisobicich na X.

Konvenéni zapis pravidla v : (x € A) = (x € B).
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Ve skutecnosti slouzi virtualni popis k matematickému ,oc¢isténi“ dat. Dale
tak pracujeme pouze s hodnotami, které jsou logicky spravné. V pripadé malych
datovych souborti by bylo mozné provést ,,ocisténi“ vizualné - to ale nebude nase
situace. My budeme obecné uvazovat rozsahlé datové soubory, u kterych nasledné
dojde k agregaci do kategorii. V souvislosti s timto je nutné si uvédomit, ze ani
puvodné ,spravna“ data si nemusi svou korektnost po agregaci uchovat.

Prikladem logicky nespravnych dat mohou byt napiiklad zaznamy uvadéjici

nenulovy pocet potomkt u malych déti apod.

2.1. Modalni vicehodnotova proménna
2.1.1. Popisna statistika pro pripad jedné proménné

Mezi zékladni charakteristiky popisné statistiky pro pripad jedné promeénné
patii histogramy cetnosti, vybérové priameéry a v neposledni fadé také vybe-
rové rozptyly. Vzhledem ke kvalitativni povaze modalni vicehodnotové proménné,
ktera nas dale bude zajimat, se omezime pouze na urceni ¢etnosti, a to v ramci
symbolického pojeti. Pfipomenime, ze SD se ¢asto vyskytuji v pritomnosti pravi-
del logické zavislosti, a to z jiz diive uvedeného diivodu — zajistime tim, abychom

nepracovali s logicky nespravnymi daty.

Poznamka 2.1. Pro snadnéjsi zapis budeme dale misto u-té kategorie w, € E

psat u € E.

Uvazujme data vicehodnotové ¢i kategorialni proménné Y;, nabyvajici moz-
nych hodnot &;;, s vahami py,, k =1, ..., s, pfi¢emz Y ;_, pjx = 1. Pedpokla-
dejme, Ze nas zajima konkrétni symbolickd ndhodna veli¢ina Y; = Z s ohledem

na logickou zavislost v. Potom miizeme definovat:

Definice 2.6. Napozorovana ¢etnost toho, ze Z =&, k=1, ..., s, je

7z (&) = ZWZ (&rs ), (1)

uel
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kde

7z (& u) = P(Z = &lx € vir (dy), u) =

_ > . P (x =&z € vir(dy,), u)
Yoo P =&l €evir(d,), u)’

(2)

pricemz P (x = & |z € vir (d,), u) je pro kazdou kategorii u pravdépodobnost
toho, ze individualni popis x’ (= ;) méa hodnotu ¢, a plati pravidlo logické

zavislosti v.

Poznamka 2.2. Pokud pro konkrétni u-tou kategorii nedisponujeme zadnymi
popisnymi vektory, které by splnovaly pravidlo v, jinymi slovy, pokud je jmeno-

vatel ve vztahu (2) nulovy, pak vynechdvame u-ty ¢len souctu ve vztahu (1).

Dale lze konstatovat, ze

s

Z Oz (&) = m. (3)

k=1
Kromé absolutnich cetnosti z definice 2.6 mtizeme uvazovat taktéz relativni
¢etnosti. Ty ziskame vydélenim napozorovanych cetnosti poc¢tem pozorovani,
resp. poc¢tem kategorii m. Zavedené pojmy si blize pfedstavime na nasledujicim

prikladu.

Priklad 2.1. Uvazujme datovy soubor [18] popisujici proporcionélni zastoupeni
typu obydli obyvatelstva 31 stati pro rok 2015, tj. m = 31. Typem obydli ro-
zumime rodinny dim, dvojdomek, byt a ostatni, tedy £ = 1, ..., 4. Data jsou
uvedena v tabulce 10. Protoze se zabyvame jedinou proménnou, oznacime ji jako
7. 7 téhoz dtivodu také neni potieba uvazovat zadné pravidlo logické zavislosti v.

Nez zacneme s vypocty, je zapotiebi si uvédomit, jaké informace datovy sou-
bor obsahuje. Na prvni pohled je zfejmé, Ze se jedna o modalni vicehodnotovou
proménnou. Co se tyce interpretace ¢iselnych hodnot, tak napiiklad pro Ceskou
republiku mtzeme Fici, Ze 37,1 % obyvatelstva zilo v roce 2015 v rodinném domé,

10,3 % v dvojdomku, dale 52,2 % v byté a konecné 0,4 % jinde.
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Tabulka 10: Datovy soubor: Bydleni.

‘ stat H rodinny dim ‘ dvojdomek ‘ byt ‘ ostatni
Belgie 0,366 0,407 0,221 | 0,006
Bulharsko 0,432 0,124 0,440 | 0,004
Ceska republika 0,371 0,103 0,522 | 0,004
Dansko 0,562 0,128 0,305 | 0,005
Némecko 0,255 0,158 0,573 | 0,014
Estonsko 0,321 0,047 0,627 | 0,005
Irsko 0,409 0,515 0,074 | 0,002
Recko 0,338 0,101 0,561 | 0,000
Spanélsko 0,127 0,210 0,658 | 0,005
Francie 0,447 0,237 0,315 | 0,001
Chorvatsko 0,734 0,079 0,187 | 0,000
Italie 0,213 0,259 0,525 | 0,003
Kypr 0,471 0,255 0,259 | 0,014
Lotyssko 0,318 0,031 0,650 | 0,001
Litva 0,361 0,063 0,574 | 0,002
Lucembursko 0,369 0,280 0,343 | 0,008
Madarsko 0,622 0,048 0,325 | 0,005
Malta 0,051 0,402 0,545 | 0,002
Nizozemi 0,166 0,599 0,199 | 0,036
Rakousko 0,480 0,069 0,445 | 0,006
Polsko 0,506 0,052 0,441 | 0,001
Portugalsko 0,366 0,179 0,453 | 0,002
Rumunsko 0,602 0,019 0,379 | 0,000
Slovinsko 0,651 0,050 0,296 | 0,003
Slovensko 0,465 0,018 0,512 | 0,005
Finsko 0,465 0,193 0,337 | 0,005
Svédsko 0,495 0,091 0,402 | 0,012
Spojené kralovstvi 0,245 0,599 0,150 | 0,006
Island 0,341 0,188 0,467 | 0,003
Norsko 0,613 0,198 0,186 | 0,003
Srbsko 0,660 0,104 0,235 | 0,001

Nasim cilem je napocitat napozorované a relativni cetnosti, a to s vyuzitim
vztahu (1). Napozorovanou cetnost toho, ze Z = & = rodinny dim, pocitdme
jako:

Oz (&) = 0,366 + 0,432+ ... 4+ 0,613 4 0,660 = 12,822.
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Obdobné lze napozorované ¢etnosti spocitat i pro &, &5 a &4. Dale néas zajimaji
relativni cetnosti. Vzhledem k tomu, ze mame tidaje o 31 statech, podélime ab-
solutni ¢etnosti pravé touto hodnotou.

Vypocty lze provést napriklad ve statistickém softwaru R. Po nacteni datového

souboru ve formatu csv a ulozeni do proménné bydleni zadame:

cetnosti = c()

rel_cetnosti = c()

for (i in 2:ncol(bydleni)){
cetnosti[i-1] = sum(bydlenil[,i])
rel_cetnosti[i-1] = cetnostil[i-1]/nrow(bydleni)

b

Podotknéme na tomto misté, ze a¢ jsou hodnoty v tabulce 10 zaokrouhleny na tti
desetinnd mista, do softwaru nacteme data nezaokrouhlena. Stejné tomu bude
i v nasledujicich ptikladech 2.2, 2.3 a 2.4. Vysledné hodnoty cetnosti sepiseme
pro prehlednost do tabulky 11.

Tabulka 11: Vysledné ¢etnosti datového souboru Bydleni.

| Z=&,k=1,...,4]02(&) | Oz (&) /m |

7=& 12822 0,414
7 =& 5807 | 0,187
7=6& 12,207 | 0,394
7=6& 0,164 | 0,005

Z hlediska interpretace vysledkii nés ¢asto zajimaji pravé relativni ¢etnosti (viz
obrazek 1), které uvadéji, ze 41,4 % obyvatelstva uvedenych statt zilo v roce 2015
v rodinném domsé, 18,7 % v dvojdomku, 39,4 % v byté a 0,5 % jinde. Na zavér
prikladu uvedme, Ze seCtenim napozorovanych cetnosti skutecéné ziskame hodnotu

m, jak uvadi vztah (3). Soucet relativnich cetnosti je pak roven jedné.

Popisnou statistiku pro pripad jedné proménné opustime a presuneme se
k problematice charakteristik popisné statistiky pro pripad dvou a vice promén-

nych.
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Obrazek 1: Proporcionalni zastoupeni typu obydli evropského obyvatelstva.

2.1.2. Popisna statistika pro pripad dvou a vice proménnych

V této casti se opét zamétime na modalni vicehodnotovou proménnou. Nyni
vsak situaci ponékud zkomplikujeme a nase ivahy rozsifime na pripad obecné p
proménnych, kde p > 1. Konkrétné nas budou zajimat proménné Z; a Z, z oboru
hodnot Z = Z| x Z,, tedy p = 2, a jim prislusejici sdruzené histogramy. Pro p > 2
bychom postupovali analogicky.

Poznamka 2.3. Modalni vicehodnotové proménné se skladaji ze seznamu ka-
tegorialnich ¢i kvalitativnich proménnych s odpovidajicimi pravdépodobnostmi.
Nasledujici tivahy budou vychéazet z urcité analogie definic pro pripad vicehodno-

tové proménné. Ty rozsifime a zohlednime dilezitost prislusnych pravdépodob-

nosti.
Necht modalni vicehodnotova proménna Y, j = 1, ..., p, nabyvéa pro kate-
gorii w,, v =1, ..., m, hodnot

Vi (wu) = {{€ujs Pupnls -5 [Sugsss Pugs;] }
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kde 3777, pujr = 1. Proménnd Y; nabyvé s; moznych hodnot {&, k=1, ..., s;}
s odpovidajicimi pravdépodobnostmi {p,;r, k=1, ..., s;} pro danou kategorii
Wy, v = 1, ..., m. Déle uvazujme, ze predmétem naseho zajmu bude hledani

sdruzeného histogramu pro konkrétni proménné Y; = 7, a Yj, = 2.

Poznamka 2.4. Pro snadnéjsi zapis budeme dale misto u-té kategorie w, € E

opét psat u € F.

Definice 2.7. Napozorovana ¢etnost toho, ze (7, = &1y, Z2 = Eor,), je V piipadé

modalnich vicehodnotovych proménnych Z; = {fjk]., k=1, ..., sj} , 7 =1,2,
rovna
O(Zy = Eikys Zo = Eopy) = ZWZI,ZQ (E1krs Somas 1), (4)
uek
kde vyraz

rzecvir(dy,)|xz = R
7TZ1,Z2 (flklg §2k2; U) — pulkl 'pu2lg2 | { ( ) | Z.l 51/‘»‘1 Zo £2k‘2} | (5)
lvir (d,,) |

predstavuje procento jednotlivych kategorialnich dvojic (£1x,, &or,), které je ob-

sazeno ve virtudlnim popisu vir (d,,).

Bylo by mozné ukézat, ze plati

D D 0=t Bo=tu) =, (6)

k1 &1k €21
k2 gor, €20

ovSem za predpokladu, Ze ve vztahu (4) s¢itdme pouze pfes takova pozorovani

(resp. kategorie), pro kterd vir (d,) # 0. Z toho vyplyva nasledujici definice.
Definice 2.8. Empiricky sdruzeny histogram proménnych 7Z; a Z, je mnozina

dvojic

{[flkn £2k2; OZ1Z2 (flkn g?kz)]) k] = 17 sy Sj?j = 17 2} .
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Poznamka 2.5. Pii vypoctech se mizeme setkat také s vazenymi sdruzenymi
histogramy. Potfebné vahy lze ziskat napt. podilem poctu pozorovani odpovidajici

dané u-té kategorii a celkového poctu pozorovani n.

Piiklad 2.2. Mé&jme k dispozici datové soubory vztahujici se k navstévnosti [19]
a kapacitdm hromadnych ubytovacich zafizenich [20] (dale HUZ) jednotlivych
kraji Ceské republiky pro rok 2015. Z téchto datovych souborti vytvofime jeden
soubor, viz tabulka 12. Prvni proménnd, kterou dale oznac¢ime jako Z;, popisuje
proporcionalni zastoupeni hosttt v HUZ. Tyto hosty rozliSujeme na rezidenty a ne-
rezidenty. Druhd proménnd (Z,) predstavuje proporcionalni zastoupeni riznych
typt ubytovacich zafizeni z celkového poctu HUZ pro dany kraj.

V obou pripadech se jednd o modalni vicehodnotovou proménnou. Typem
ubytovaciho zafizeni rozumime hotel (zde fadime také motel a botel), penzion,

kemp (do této kategorie spadaji také chatova osada a turistickd ubytovna) a

ostatni.
Tabulka 12: Datovy soubor: Ubytovani.
kraj Hosté (Z;) HUZ (Z)
rezidenti | nerezidenti | hotel | penzion | kemp | ostatni

Hl. mésto Praha 0,135 0,865 0,670 | 0,127 0,087 | 0,117
Stredocesky 0,770 0,230 0,311 | 0,323 0,214 | 0,152
Jihocesky 0,693 0,307 0,159 | 0,439 0,212 | 0,191
Plzensky 0,639 0,361 0,223 | 0,399 0,202 | 0,177
Karlovarsky 0,372 0,628 0,478 | 0,312 0,083 | 0,127
Ustecky 0,652 0,348 0,329 | 0,357 0,167 | 0,147
Liberecky 0,798 0,202 0,183 | 0,430 0,143 | 0,243
Kralovéhradecky 0,772 0,228 0,211 | 0,401 0,133 | 0,255
Pardubicky 0,855 0,145 0,220 | 0,411 0,217 | 0,152
Vysocina 0,868 0,132 0,220 | 0,312 0,234 | 0,234
Jihomoravsky 0,680 0,320 0,248 | 0,482 0,154 | 0,116
Olomoucky 0,790 0,210 0,191 | 0,424 0,178 | 0,206
Zlinsky 0,844 0,156 0,297 | 0,360 0,157 | 0,187
Moravskoslezsky 0,768 0,232 0,306 | 0,352 0,170 | 0,172
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Pokud se budeme zabyvat interpretaci zadanych hodnot, zjistime, ze v Olo-
mouckém kraji bylo v roce 2015 celkem 79 % z hostt rezidenty a 21 % z hosti
nerezidenty. Déle se dozvime, Ze z celkového po¢tu HUZ pro dany kraj se v 19,1 %
jednalo o hotel (motel, botel), ve 42,4 % o penzion, v 17,8 % o kemp (chatovou
osadu, turistickou ubytovnu) a ve 20,6 % o ostatni zafizeni.

Obdobné jako v predchozi podkapitole nas budou zajimat napozorované cet-
nosti. S ohledem na to, Ze ma proménna Z; dvé obmény (mozné hodnoty) a pro-
ménna s Ctyii obmény, je zapotiebi spocitat napozorované ¢etnosti celkem osmi
variant. Tyto cetnosti vytvori ve spojeni s obménami proménnych osm dvojic.
Mnozina takovych dvojic pak predstavuje empiricky sdruzeny histogram. S vyu-

zitim vztahu (4) dostavdme pro prvni variantu:
O(Zy =1, Zy=1) = (0,135 - 0,670),_, + ...+ (0,768 - 0,306), _,, = 2,468,

Pro ostatni varianty lze postupovat podobné. Vzhledem ke zdlouhavosti vypo-
¢t je opét mozné vyuzit softwaru R. Datovy soubor ve formatu csv ulozime

do proménné ubytovani a zadame:

cetnostiA = matrix(0,2,4)

for (i in 4:7){

cetnostiA[1,i-3] sum(ubytovani [,2] *ubytovani[,i])

cetnostiA[2,1i-3] sum(ubytovani [, 3] *ubytovani[,i])

Vysledné absolutni ¢etnosti je mozné zakreslit do histogramu (viz obrazek 2).
K tomu vyuzijeme bali¢ek plot3D s funkei hist3D. Kéd uvadime v piiloze A.1.

Dale je mozné spocitat Cetnosti a relativni ¢etnosti proménnych Z;, ptipadné
Zy, a to bez ohledu na druhou z uvedenych. V pripadé relativnich cetnosti dé-
lime absolutni cetnosti poc¢tem kategorii. Pracujeme se 14 kraji, proto m = 14.

Pro proménnou Z; zadame:

cetnostil=c()

rel_cetnostil=c()
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Obrazek 2: Empiricky sdruzeny histogram datového souboru Ubytovani.

for (i in 1:2){
cetnostil[i] = sum(cetnostiAl[i,])
rel_cetnostil[i] = cetnostil([i]/14
}

Vysledné hodnoty obou proménnych uvadime v tabulce 13.

Tabulka 13: Empiricky sdruzeny histogram datového souboru Ubytovani.

Hosté (Z1) hotel pengc?nz (feilp p—— Cetnost Z; | Rel. ¢etnost Z;
rezidenti 2,468 | 3,686 1,706 | 1,777 9,637 0,688
nerezidenti 1,577 | 1,443 | 0,644 | 0,699 4,363 0,312
Cetnost Zs 4045 | 5,120 | 2,350 | 2,476 14

Rel. ¢etnost Z5 || 0,289 | 0,366 | 0,168 | 0,177 1,000

V ptipadé proménné Z; dostavame proporcionalni slozeni této proménné nezévisle
na proménné Z. Pti vypoctech ¢etnosti vztahujici se k proménné Z, nahradime
radkové soucty sloupcovymi soucty. Co se tyce interpretace vyslednych relativ-
nich ¢etnosti proménné Z;, uvedme, ze 68,8 % z host bylo rezidenty a 31,2 %

nerezidenty. Obdobné Ize interpretovat i relativni ¢etnosti proménné Zs.
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Poznamka 2.6. Dodejme, Ze a¢ se jedné o piipad p = 2, neuvazovali jsme zadné
pravidlo logické zavislosti v. Stejné tomu bude i v pfikladu 2.4. Problém je dale
mozné rozsitit o pravidlo logické zavislosti, prip. vypocet vazeného sdruzeného

histogramu.

2.2. Histogramova proménna
2.2.1. Popisna statistika pro pripad jedné proménné

Na rozdil od modalni vicehodnotové proménné (viz definice 1.3) se setka-
vame s proménnou kvantitativniho typu. Disledkem toho miizeme uvazovat vice
charakteristik nez v predchozim ptipadé. Své tvahy totiz rozsifime mimo jiné

o symbolické obdoby vybérového prumeéru ¢i vybérového rozptylu.

Poznamka 2.7. Zduraznéme na tomto misté analogii ivah vztahujicich se k in-
tervalovym dattim (viz [2]), nebof pro k = 1 dochézi k degradaci histogramové

proménné na intervalovou proménnou.

Piedpoklddejme, Ze pfedmétem naseho zdjmu je nahodné velicina Y; = Z,
ktera nabyva pro u-tou kategorii w,,, hodnot z intervalti £, = (@u, bur) s pravdé-
podobnostmi p,, prou=1, ..., maprok =1, ..., s,. Dale predpokladejme,
ze vSechny individualni popisné vektory = € vir (d,) maji uvnit¥ kazdého inter-

valu (ayk, byx) rovnomérné rozdéleni. Potom pro kazdé & plati, Ze

0 fk; < Gy,
Plz < Gloevir(d,)} = 222 ay, <& < b, (7)
1 §k > bug-

Necht I = (ming yepary, maxg yepbry) reprezentuje interval, ktery pokryva
vSechny napozorované hodnoty ndhodné veli¢iny Z € Z, a necht je takto oznaceny

interval I rozdélen do r podintervalia I, = ((,—1, (;), 9 =1, ..., r — 1, pfitom

[r - <Cr71> Cr>
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Poznamka 2.8. I zde budeme pro snadnéjsi zapis déle misto u-té kategorie

w, € F psat u € F.

Definice 2.9. Pro histogramovou proménnou Z definujeme napozorovanou cet-

nost intervalu Iy, = ({,-1, &), g =1, ..., r jako

Oz(9) = 7z(g; u), (8)

uel
kde
1Z (ks w) 0 1|

keZ(g)

pricemz Z (k; u) oznacuje interval (a,x, by) a Z (g) predstavuje mnozinu vSech
takovych intervalt Z (k; u), které se prekryvaji s intervalem I, pro dané u. Za-

pisem ||.|| rozumime standardné délku daného intervalu.

PovSimnéme si, Ze kazdy ¢len souc¢tu ve vztahu (8) predstavuje takovou ¢ést
intervalu Z (k; u), kterd je prekryta intervalem I,, a tedy tu ¢ast jeho vahy pur,

ktera se tyka celého histogramového intervalu I,. Z toho plyne, Ze
> 0z(9) =m. (10)
g=1

Definice 2.10. Relativni ¢etnost intervalu I, definujeme v piipadé histogramové

proménné jako

p, =929 (1)

Dohromady mnozina dvojic {[py, I,], g =1, ..., r} reprezentuje histogram
relativnich cetnosti pro kombinovanou mnozinu pozorovanych histogrami, tj. his-

togram histogramovych proménnych.
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Definice 2.11. Empirickou funkci hustoty definujeme pro histogramovou pro-
ménnou jako

uGE'k; 1

kde I, (+) je indikétorova funkce, tedy

I, =
(8) 0 jinak.

{1 pro & € Z (u; k)
V ramci charakteristik popisné statistiky pro ptipad jedné proménné uvedeme
jiz posledni definici, a to definici vymezujici pojmy symbolicky vybérovy primér

a symbolicky vybérovy rozptyl.

Definice 2.12. Symbolicky vybérovy primeér histogramové proménné definujeme

jako

Sy

ueE k=1

a symbolicky vybérovy rozptyl je dan vztahem

2
1 Su 1 Su
§* = DD (B + buraw + agy,) 'puk] ~ s [Z buk + @ur) 'puk] :

ueE k=1

(14)

Priklad 2.3. Uvazujme datovy soubor [21] obsahujici absolutni pocty zranénych
osob v dusledku pozaria v roce 2015. Data se vztahuji k jednotlivym okrestim
Ceské republiky. Piivodni datovy soubor (pozary_puvodni.xls) je k dispozici
na prilozeném CD. Z tohoto souboru vytvorime agregaci vzhledem k pfislusnym
krajim novy soubor, ve kterém jsou jednotlivé pocty zranénych osob nahrazeny
intervaly rozmezi po¢tii s odpovidajicimi pravdépodobnostmi (viz tabulka 14), a
vytvoiime tak symbolickou histogramovou proménnou Z. Dale nas bude zajimat
13 krajti Ceské republiky, nebot kraj ,,Hlavni mésto Praha“ nebudeme kviili svym

specifikim brat v potaz. Uvazujeme tedy m = 13. Z datové tabulky je mozné
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vycist, ze v ramci Olomouckého kraje pattily vSechny absolutni pocty zranénych
osob v dusledku pozaru do intervalu (0, 20), zatimco napiiklad pro Moravsko-
slezsky kraj bylo 33,3 % z absolutnich poc¢ti zranénych z intervalu (0, 20), 50 %
z intervalu (20, 40) a zbyvajicih 16,7 % z intervalu (40, 60).

Tabulka 14: Datovy soubor: Pozary.

| kraj | (0, 20) [ (20, 40) | {40, 60) |
Stredocesky 0,667 0,333 0,000
Jihocesky 0,857 0,143 0,000
Plzensky 0,857 0,143 0,000
Karlovarsky 0,667 0,333 0,000
Ustecky 0,857 | 0,000 0,143
Liberecky 0,750 0,250 0,000
Kralovéhradecky || 0,667 0,333 0,000
Pardubicky 0,250 0,750 0,000
Vysocina 1,000 0,000 0,000
Jihomoravsky 0,857 0,000 0,143
Olomoucky 1,000 0,000 0,000
Zlinsky 0,750 0,000 0,250
Moravskoslezsky || 0,333 0,500 0,167

K vypoctim napozorovanych a relativnich ¢etnosti je nejprve zapotiebi vytvo-
it interval I, ktery pokryje vSechny napozorované hodnoty. Ziskame tak interval
I = (0, 60). Tento interval nasledné rozdélime do r stejné dlouhych podinter-
vali [,. K volbé hodnoty r mizeme vyuzit napiiklad Sturgesova pravidla [3],
podle kterého r = 5. Nage vytvorené intervaly budou mit podobu: I; = (0, 12),
I, = (12, 24), I3 = (24, 36), I, = (36, 48) a I5 = (48, 60).

Nyni se budeme zabyvat vypoctem pozadovanych cetnosti intervali /; az I5.

Pro interval I; = (0, 12) mtzeme dle vztahu (9) psat:

12 -0

Tz (1, 1) = m . 07667 = 0,4,
12 -0
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K vypoctu napozorované cetnosti, resp. relativni cetnosti pak vyuzijeme vztahy

(8), resp. (11), a ziskame tak

Oy (g=1) = 5,707,

5,707
13

n = 0,439.

Obdobné postupujeme i pro dalsi intervaly I5 az I5. Pro zrychleni vypocti je
mozné vyuzit statistického softwaru R. Datovy soubor ve formatu csv nacteme
a ulozime jej do proménné pozary. Jednou z moznosti, jak dale postupovat, je
vyuziti logické tvahy, pfi¢emz si uvédomime, Ze napf. interval I; = (0, 12) ma

nenulovy priinik pouze s intervalem (0, 20), tudiz by do softwaru stacilo zadat:

0_1

sum(pozary[,1]*(12/20))
0_1/m

p-1

Zlomek ;—(2) je v kédu obsazen proto, zZe Citatel odpovida délce intervalu vzniklého
prinikem dvou zminénych intervali, tedy 12 — 0, a jmenovatel vyjadiuje délku
ptivodniho intervalu, tedy 20 — 0. V tuto chvili si uvédomujeme, zZe se jako da-
leko efektivnéjsi zpisob ukaze vytvoreni funkce v softwaru. O nezbytnosti tohoto
zpusobu se navic presvédéime v prikladu 2.4, kdy misto jedné proménné budeme

fesit problém se dvéma histogramovymi proménnymi. Proto zadame:

pozary = pozaryl[,2:4]

p = matrix(c(pozaryl[,1],pozaryl[,2],pozaryl[,3]),
nrow = 13,ncol = 3)

b = ¢(0,20,40,60)

body = c(0, 12, 24, 36, 48, 60)

inters <- function(intl,int2){
d = min(c(int1[2],int2[2])) - max(c(int1[1],int2[1]))
if(d < 0){
d=20
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return(d)

0 = matrix(0,5,1)
for(k in 1:13){
for(i in 1:5){
int = bodyl[i: (i+1)]
for(j in 1:3){
0[i] = 0[i] + inters(int,
blj: (G+11)/[j+1] - b[j1) * plk,j]
}

}
m= 13
p-g = 0/m

Vysledné hodnoty cetnosti jsou zapsany v tabulce 15. Na zékladé téchto hod-
not mizeme uvést, ze 43,9 % absolutnich po¢tt zranénych patfily do intervalu
(0, 12), 33,6 % do intervalu (12, 24) atd. Déle si miZzeme vSimnout, Ze soucet
napozorovanych cetnosti jednotlivych intervaltt odpovida hodnoté m, coz uvadi

vztah (10) a se¢tenim relativnich ¢etnosti obdrzime hodnotu rovnu jedné.

Tabulka 15: Vysledné cetnosti histogramové proménné z datového souboru Po-
ZAry.

‘QH Ig ‘Oz(g)‘ Py ‘

L] (0,12) | 5,707 | 0,439
2 [ (12, 24) | 4,362 | 0,336
3 ([ (24,36) | 1,671 | 0,129
4 (36, 43) | 0,838 | 0,064
5 || (48, 60) | 0,421 | 0,032

Nez prikroc¢ime k dalsim vypoctim, znazornime si relativni ¢etnosti intervali

také graficky (viz obrazek 3). K vykresleni pouzijeme funkci barplot. Piislusny
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Obrazek 3: Proporcionalni zastoupeni poc¢tu zranénych osob v disledku pozart.

kéd uvadime v priloze B.1.
Nyni nam zbyva provést vypocet symbolického vybérového priiméru Z a sym-

bolického vybérového rozptylu S? dle vztahi (13) a (14), tedy

o 2 4
7= (220 o7 o (2000 o) 44
13 2 2 u=1

0+ 20 40 + 60
+ T 033344 (2 Loe7 —
2 2 u=13

= 16,447,
1 02+0-20+ 202 402 + 40 - 60 + 602
S§? = — i + 20,667 4 ... + i + -0 +
13 3 3 w1
+ ...+
2 .9 9 2 42 40 - 2
N 0240-20+20 0333 4. 4 02 + 40 - 60 + 60 0,167
3 3 u=13

—(16,447)% = 163,932
S = 12,804

Pro tplnost uvadime taktéz smérodatnou odchylku S. K samotnym vypoctim

jsme vyuzili statistického softwaru R (viz ptiloha B.2).
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Timto jsme ukoncili ¢ast vénujici se popisné statistice jedné proménné. V nasle-

dujici podkapitole své tivahy opét rozsitime na pripad dvou proménnych.

2.2.2. Popisna statistika pro pripad dvou a vice proménnych

Obdobné jako v podkapitole 2.1.2 se budeme zabyvat charakteristikami po-
pisné statistiky pro pripad dvou proménnych, tedy p = 2, tentokrat vsak ve spo-
jitosti s histogramovymi proménnymi.

Uvazujme dvé konkrétni proménné Z; a Z, a predpokladejme, ze kazda pro-

ménnd Z; (u) nabyva pro u-tou kategorii w, hodnot

Zj (wu) = {<aujk> bu]k) y Pujk, k= 17 ) Suj} .

To znamena, ze k jednotlivym podintervaltim &, ;5 = (@y;k, bujx) nalezi vahy py;p,

kde k=1, ..., 58,,7=1,2au=1, ..., m Déleplati, ze > ;" pujx = 1.

Poznamka 2.9. Uvédomme si, Ze se v ptipadé, kdy s,; =1 a pyjr = 1 V7, k, u,
opét dostavame k intervalovym proménnym. Z toho divodu jsou nésledujici
uvahy a definice rozsitujici analogii k prislusnym tvaham a definicim interva-

lovych proménnych.

Definice 2.13. Empirickou sdruzenou funkci hustoty definujeme pro dvojici his-

togramovych proménnych (77, Z3) v bodé (&1, &) jako

1 R = Dulks * Puks * Leaks (€1, &2)
Jene) =5 {Z S POl } W

uel k1=1 ko=2

kde || Zg,x, (w) || odpovidé plose obdélniku Z 1, (v) = (@uik, s buiky) X (Qu2ky, Duok,)

a I, (v, -) oznacuje indikatorovou funkei, tedy

1 pro (517 52) € Zkukz (u)

Tk, (615 &) = {0 jinak.
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Definice 2.14. Sdruzeny histogram histogramovych proménnych Z; a Z zis-

kdame vykreslenim mnoziny dvojic {Ry, ,, Pg.g, } nad obdélniky Ry, ,, vzniklé kar-

g192
tézskym souCinem dvou intervald, tedy Ry g = (Cigi-1, Cigr) X ((2,90-15 C2gs )
progi =1, ...,r1, =1, ..., ro, kde
forg
Pgig> = T;Qa (16)
pricemz

||Z kly k?: )ﬂR ||
f9192 Z Z Z ||Z kfl ko: )|g|71g2 " Pulky * Pu2ks- (17)

ueFE k1€Z(g1) k2€Z(g2)

Z (g;) reprezentuje vsechny intervaly Z (k;; u) = <aujk]., bujkj) , J =1, 2, které se
piekryvaji s obdélnikem R, 4, pro danou kategorii u.

Poznamka 2.10. Dusledkem vyse uvedeného je, Ze kazdy Clen souc¢tu zavedeného
vztahem (17) odpovida proporci pozorovaného obdélniku Z (kq, ks; u), ktery se
pro kazdé (g1, g») prekryva s obdélnikem Ry, .
Piiklad 2.4. Zabyvejme se datovym souborem [22] obsahujicim informace o pri-
mérné vysi plného starobniho diichodu v jednotlivych okresech Ceské republiky
v prosinci roku 2015. Ptivodni datovy soubor (starobni_duchod_puvodni.xls)
je na pfilozeném CD. Déle uvazujme datovy soubor [23] popisujici absolutni pocty
osob pobirajicich sirot¢i diichod. Data se rovnéz vztahuji k jednotlivym okrestim
Ceské republiky a odpovidaji témuz ¢asovému obdobi. Ptivodni datovy soubor
(sirotci_duchod_puvodni.xls) je taktéz k dispozici na ptilozeném CD.

Z téchto dvou datovych souborii vytvotime agregaci vzhledem ke 13 krajim
Ceské republiky jeden soubor, ktery bude slozen ze dvou histogramovych pro-
ménnych. Kraj ,,Hlavni mésto Praha“ nebudeme uvazovat ze stejného divodu,
jako v prikladu 2.3, tedy m = 13.

Prvni z proménnych, kterd bude popisovat proporcionalni zastoupeni pru-

mérné vyse plného starobniho diichodu, oznac¢ime dale Z;. Druhou z proménnych,
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Tabulka 16: Datovy soubor: Dichody — 1. ¢ast.

kraj Primérna vyse diachodu (Z;)
(10 400, 10 900) ‘ (10 900, 11 400) ‘ (11 400, 11 900)

Stredocesky 0,000 0,500 0,500
Jihocesky 0,000 0,857 0,143
Plzensky 0,000 0,857 0,143
Karlovarsky 0,333 0,667 0,000
Ustecky 0,143 0,571 0,286
Liberecky 0,000 1,000 0,000
Kralovéhradecky 0,000 0,800 0,200
Pardubicky 0,000 1,000 0,000
Vysocina 0,200 0,800 0,000
Jihomoravsky 0,286 0,571 0,143
Olomoucky 0,400 0,600 0,000
Zlinsky 0,000 1,000 0,000
Moravskoslezsky 0,167 0,333 0,500

Tabulka 17: Datovy soubor: Dichody — 2. ¢ast.

kraj Pocet osob (Z3)
(150, 650) ‘ (650, 1 150) ‘ (1 150, 1 650)

Stredocesky 1,000 0,000 0,000
Jihocesky 0,857 0,143 0,000
Plzensky 1,000 0,000 0,000
Karlovarsky 1,000 0,000 0,000
Ustecky 1,000 0,000 0,000
Liberecky 0,750 0,250 0,000
Kralovéhradecky 1,000 0,000 0,000
Pardubicky 1,000 0,000 0,000
Vysocina 1,000 0,000 0,000
Jihomoravsky 0,714 0,143 0,143
Olomoucky 0,800 0,200 0,000
Zlinsky 0,750 0,250 0,000
Moravskoslezsky 0,167 0,500 0,333

vztahujici se k proporcionalnimu zastoupeni poctu osob pobirajicich sirotc¢i di-

chod, ozna¢ime jako Z5. Obé proménné vzniknou tak, Ze jednotlivé hodnoty, at uz
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prumeérné vyse dichodu ¢i pocty osob, nahradime intervaly s ptfislusSnymi pravde-
podobnostmi. Odpovidajici datovy soubor zobrazuji tabulky 16 a 17. Z takto za-
danych tabulek je mozné vycist, ze primérna vyse starobniho dtichodu se pro Olo-
moucky kraj pohybuje ve 40 % pripadu ze zjisténych primérnych vysi v intervalu
(10 400, 10 900) a v 60 % v intervalu (10 900, 11 400). Pocet osob pobirajicich
sirot¢i dichod je pak v 80 % zjisténych absolutnich pocti v rozmezi (150, 650) a
zbyvajicich 20 % v rozmezi (650, 1 150).

K sestrojeni sdruzeného histogramu pro dvojici proménnych (Z;, Z5) je nej-
prve zapotfebi urcit rozmezi nabyvanych hodnot obou proménnych. Primérna
vyse dichodu nabyva hodnot z intervalu (10 400, 11 900), zatimco pocet osob
pobirajicich sirot¢i diichod se pohybuje v rozmezi (150, 1 650). Na zakladé Stur-
gesova pravidla rozdélime kazdy z intervalti na pét podintervald. Nyni je mozné
urcit obdélniky R, 4., kde g1 =1, ..., 5, go = 1,..., 5. Dostavame tak 25 obdél-
nika (10 400, 10 700) x (150, 450), ..., (10 400, 10 700) x (1 350, 1 650), ...,
(11 600, 11 900) x (1 350, 1 650). Z dtvodu vysokého po¢tu moznych variant je
nutnosti provést vypocty softwarem R, vychazime pfitom ze vztaht (16) a (17).

Data ve formatu csv ulozime do proménné duchody a zadame:

duchody = duchodyl[,2:7]

pl = matrix(c(duchodyl[,1],duchodyl[,2],duchodyl([,3]),
nrow = 13,ncol = 3)

bl = c¢(10400,10900,11400,11900)

bodyl = c(10400, 10700, 11000, 11300, 11600, 11900)

p2 = matrix(c(duchodyl[,4],duchodyl[,5],duchody[,6]),
nrow = 13,ncol = 3)
b2 = c(150, 650, 1150, 1650)

body2 = c(150, 450, 750, 1050, 1350, 1650)

inters <- function(intl,int2){

d = min(c(int1[2],int2[2])) - max(c(inti[1],int2[1]))
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if(d < 0){
d=0
}

return(d)

f = matrix(0,5,5)

for(k in 1:13){
f1
f2 = matrix(0,5,1)
for(i in 1:5){

body1[i: (i+1)]

body2[i: (i+1)]

for(j in 1:3){

matrix(0,5,1)

int1l

int?2

f1[i] = f1[i] + inters(intil,

b1[j: (j+1)1)/(01[j+1] - b1[j]) * pilk,jl
f2[i] = f2[i] + inters(int2,

b2[j: (j+1)1)/(b2[j+1] - b2[j]1) * p2[k,j]

for(i in 1:5){
for(j in 1:5){
fli,j] = £[1,j]1 + £f1[i]1*£2[j]

Uvedeny kod predstavuje jistou analogii ke kédu uvedeném v prikladu 2.3. Vy-
sledné hodnoty sepiseme do tabulky 18.

K sestrojeni sdruzeného histogramu je vsak zapotfebi urcit relativni cetnosti.
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Tabulka 18: Cetnosti datového souboru Diichody.

Z2
Z1 {150, 450) | (450, 750) | (750, 1050) | (1050, I 350) | (1 350, 1 650)
(10 400, 10 700) 0,442 0,319 0,073 0,048 0,035
(10 700, 11 000) 1,300 0,922 0,168 0,087 0,046
(11 000, 11 300) 3,015 2,129 0,357 0,165 0,069
(11 300, 11 600) 1,350 0,963 0,189 0,108 0,068
(11 600, 11 900) 0,517 0,380 0,105 0,080 0,067

Ty ziskdme vydélenim jednotlivych hodnot z tabulky 18 ¢islem m. Z téchto hod-
not pak sestavime tabulku 19 a vyuzijeme je ke grafickému znazornéni sdruzeného

histogramu (viz obréazek 4).

13
f/m

=]
Il

I}
Il

library("plot3D")
Z =7
hist3D(z=z, border="black", xlab = "Vyse duchodu",

ylab = "Pocet osob", zlab="Relativni cetnost")

Tabulka 19: Relativni ¢etnosti datového souboru Diichody.

Zs
Z1 {150, 450) | (450, 750) | (750, 1050) | (1050, 1 350) | (I 350, 1 650)
(10 400, 10 700) 0,034 0,025 0,006 0,004 0,003
(10 700, 11 000) 0,100 0,071 0,013 0,007 0,004
(11 000, 11 300) 0,232 0,164 0,027 0,013 0,005
(11 300, 11 600) 0,104 0,074 0,015 0,008 0,005
(11 600, 11 900) 0,040 0,029 0,008 0,006 0,005

Zbyva nam urcit marginalni a relativni cetnosti. Marginalni ¢etnosti proménné
Zy, resp. Zo pocitame jako fadkové, resp. sloupcové soucty z tabulky 18. V soft-

waru zadame:

radky = c()
sloupce = c()

for (i in 1:5){
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Obrazek 4: Sdruzeny histogram datového souboru Diichody.

radky[i] = sum(f[i,])
sloupce[i] = sum(f[,i])
}
m = 13
rel_radky = radky/m

rel_sloupce = sloupce/m

Tak ziskdme zbyvajici pozadované cetnosti, které sepiseme do tabulek 20 a 21.

Tabulka 20: Marginalni a relativni ¢etnosti proménné Z;.

71 Cetnost Z; | Rel. ¢etnost Z;
(10 400, 10 700) 0,917 0,071
(10 700, 11 000) 2,523 0,194
(11 000, 11 300) 5,734 0,441
(11 300, 11 600) 2,677 0,206
(11 600, 11 900) 1,149 0,088
> 13 1
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Tabulka 21: Marginéalni a relativni cetnosti proménné Z,.

Zo Cetnost Z, | Rel. ¢etnost Z
(150, 450) 6,623 0,509
(450, 750) 4,712 0,362
(750, 1 050) 0,891 0,069
(1 050, 1 350) 0,488 0,038
(1 350, 1 650) 0,286 0,022
> 13 1

Témito tabulkami uzavieme priklad i kapitolu vénovanou popisnym charakteris-

tikdm modalni proménné.
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3. Spojitost symbolickych a kompozi¢nich dat

Relativni charakter modalni vicehodnotové proménné a histogramové pro-
ménné nas privadi k tzv. kompozi¢nim datiim, se kterymi se struc¢né seznamime
v ramci této kapitoly. Dale objasnime zminénou spojitost mezi kompozi¢nimi
daty a symbolickymi daty, kterymi jsme se zabyvali v kapitolach 1 a 2. Popsané
myslenky pak budou mit zcela zasadni vyznam pro dalsi orientaci prace. Budeme

zde vychézet z [12] a [16].

3.1. Uvod do kompozi¢nich dat

Nejprve je potieba zdlraznit, ze kompozi¢ni data popisuji ¢asti urcitého celku
a nesou pouze relativni informaci. Pfitom se miiZze jednat o proporce, procenta,
koncentrace ¢i cetnosti slozek predstavujicich podily na celku. K zakladnim poj—
miim této problematiky patii bezpochyby kompozice a kompozi¢ni vektor, jejichz

definicemi za¢neme.

Poznamka 3.1. Pro prehlednéjsi zapis pouzijeme dva typy zavorek. Zavorka |. . ]
oznacuje kompoziéni data v simplexovém prostoru (viz dale), zatimco zavorkou

(...) mame na mysli vektor v prostoru redlnych ¢isel.

Definice 3.1. Radkovy vektor x = [z1, 2o, ..., zp] je D-slozkovou kompozici
(zkracené kompozici), jestlize vSechny slozky tohoto vektoru jsou kladné reélna

¢isla nesouci pouze relativni informaci.

Definice 3.2. Sloupcovy vektor X = [x3, X, ..., xp]T, tvoreny p D-slozkovymi

kompozicemi, je p-slozkovy kompoziéni vektor (zkracené kompozi¢ni vektor).

Definice 3.3. Mnozina kompozi¢nich vektort tvori vicenasobnou kompozicni

matici.
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Nejcastéjsim pripadem, se kterym se v ramci kompozi¢nich dat miizeme setkat,
jsou tzv. uzaviena data. Jedna se o data s konstantnim souctem x. Takto ob-
drzime napfiklad x = 1 (v pfipadé proporci) ¢ x = 100 (v pfipadé procent),
nicméné, konstantni soucet x mize odpovidat libovolnému kladnému ¢islu. Sa-
motné ,uzavieni“ kompoozice na predepsany pocet slozek je pak formalné defi-

novano takto:
Definice 3.4. Pro libovolny vektor o D kladnych realnych slozkach
x = (z1, 3, ..., Tp) ERE, x>0,1=1,2, ..., D,

je uzaver vektoru x s konstantnim souctem s > 0 definovan jako

C (x) K- T K - To K-Tp
X) = R———
Zz’il xi’ Zi[il xi’ ’ Zz’il Li

Poznamka 3.2. V piipadé konstantniho souc¢tu x = 1 dostavame:

C( ) I To D
X) = ey —— | .
Zzil xz‘, Zf; $i’ , Zz‘zl Li

Vysledkem této operace je normovani ptivodniho vektoru, a to tak, aby slozky
noveé vzniklého vektoru davaly v souctu k. Vzhledem k tomu, ze data mohou
byt diky vhodné normovaci konstanté reprezentovana proporcemi, budeme dale
uvazovat kompoziéni data bez jmy na obecnosti pravé v této formé.

Ve spojeni s kompozi¢nimi daty se setkavame s jejich pfislusnym vybérovym

prostorem, jehoz definici nyni uvedeme.

Definice 3.5. Vybérovym prostorem kompozi¢nich dat je D-rozmérny simplex

(zkracené simplex)



Pouziti statistickych metod na soubory kompozic s sebou vzhledem k jejich
geometrickym vlastnostem prinési jisté obtize. VSechny tyto metody navic musi
splilovat tii zadkladni podminky, kterymi jsou invariance na zménu méfitka, inva-
riance na permutaci a podkompozi¢ni soudrznost. Vzhledem k posledni podmince

je zapotiebi zavést pojem podkompozice.

Definice 3.6. Necht je ddna kompozice x a mnozina indext S = {iy, ..., is}.
Podkompozici xg, obsahujici s slozek, ziskdme uplatnénim operace uzavér na pod-
vektor [z, xi,, ..., x;,] vektoru x. MnozZina indext S oznacuje, které slozky

kompozice x jsou vybrany, nemusi jit nutné o prvnich s slozek.

Vyse uvedené podminky, strucné feceno, vypovidaji o tom, ze vysledky pouzitych
statistickych metod nemohou byt v zadném pripadé ovlivnény libovolnosti repre-
zentace, ¢i poradim slozek kompozice, a ze zavery ziskané pro celou kompozici
nemitizou byt v rozporu se zavéry odpovidajici podkompozici. Posledni podminka
také 1ika, ze podkompozice by se méla chovat jako ortogonélni projekce ve stan-
dardnim euklidovském prostoru.

Dalsi zvlastnosti kompozic¢nich dat je, ze klasickou euklidovskou geometrii na-
hrazujeme tzv. Aitchisonovou geometrii na simplexu, a to zejména kvili relativni
povaze kompozi¢nich dat. K tomu, aby simplex ziskal strukturu vektorového pro-
storu, je zapotfebi zavést prislusné operace, tzv. perturbaci a mocninnou trans-
formaci. V prvnim piipade€ se jedna o analogii ke s¢itani v euklidovském prostoru,
v druhém pak o analogii nasobeni skalarem v témze prostoru. Nez prejdeme k sa-
motnym definicim, uvedme, Ze vySe zminéna Aitchisonova geometrie na simplexu
nese jméno po jedné z nejvyznamnéjsich osobnosti souvisejici s kompozi¢nimi
daty. Pravé J. Aitchison, a zejména jeho prace [1], inspiruje, a pro mnohé au-
tory dokonce vytvari ideovou zakladnu kompozi¢niho ptistupu dodnes. Nejinak
je tomu v pripadé publikaci autorii uvedenych v této praci. Dalsimi zasadnimi

podklady jsou bezesporu [10] ¢ [11].

Definice 3.7. Perturbace kompozic x € S ay € SP je opét kompozice

xEBy:C(x1~y1,x2-y2,...,xD-yD)ESD. (18)
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Definice 3.8. Mocninné transformace kompozice x € S” konstantou 3 € R je

opét kompozice

ﬁ@x:C(mf,xf,...,x%)ESD. (19)

Simplex s témito operacemi vytvaii vektorovy prostor (S P o, @). Jinymi slovy,

(SD , 69) je komutativni grupa a operace ® spliiuje vlastnosti vnéjsiho soucinu.

Poznamka 3.3. Na zékladé vztahi (18) a (19) pak mizeme psat

T T x
xoy=xa(-Doy) = (22, . 2], (20
Y1 Y2 Yp
pfi¢emz znaceni C' ve vySe uvedenych vztazich (18), (19) a (20) odpovida uzavéru

7 definice 3.4.

Dalsim tématem, o kterém se v ramci tvodu do kompozi¢nich dat zminime,
bude ,transformace” kompozic. Transformaci vsak v tomto kontextu chapejme
jako vyjadieni pozorovani v redlném soutradnicovém systému, coz nam umozni
pouzivat dale standardni statistické metody. Ve spojitosti s kompozi¢nimi daty
jsou zakladnimi typy soufadnic alr (additive logratio) a ilr (isometric logratio)
soutfadnice, které odpovidaji vyjadieni vzhledem k bézi, a dale pak clr (centered
logratio) koeficienty, odpovidajici vyjadieni vzhledem ke generujicimu systému.
Vice napiiklad v [12]. Pro pozdéjsi tcely si uvedeme pouze vyjadieni v clr koefi-

cientech.

Definice 3.9. Necht je ddana kompozice x € SP. Clr koeficienty kompozice jsou

definovany pomoci zobrazeni clr : SP — RP, pficemz

I ) D
cdr(x)=z=1(2,2, ..., 2p)=|In——, In——, ..., In—— |, 21
) o v) ( g(x)" " g(x) > 2

kde g (x) = ¢/ Hil x; znac¢i geometricky primér kompozice x.
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Poznamka 3.4. Pfislusné inverzni zobrazeni clr—! : RP — S je tvaru:

clr~'(z) = x = |11, T, ..., Tp]
[ ew) ew) exp (20)
S exp (z) Yl exp () L exp ()

Se znalosti vyjadreni v clr koeficientech se nyni miizeme vénovat definicim ska-
larniho souc¢inu, normy a vzdalenosti, které nam zajisti vlastnosti euklidovského
vektorového prostoru pro Aitchisonovu geometrii. Dolni index S” bude zdtiraz-

novat uvazovany vybérovy prostor kompozi¢nich dat.

Definice 3.10. Aitchisonfiv skaldrni sou¢in kompozic x € S” ay € S? je tvaru

D
L Yi
X,y = (clr (x), clr (y)) = In -In , 22
< >SD < ( ) ( >) ; g(X) g(y) ( )
Aitchisonovu normu kompozice x € S? definujeme jako
1x[[sp = 1/ (%, X) g0 (23)

a Aitchisonova vzdalenost mezi kompozicemi x € S ay € S je

dso (x,y) =[x y|3 = Z (ln gJ(U)Z() - lngz(/;)) : (24)

pricemz g (x), resp. g (y) oznacuje geometricky primér kompozice x, resp. geo-

metricky primér kompozice y.

Poznamka 3.5. Dodejme, ze Aitchisonfiv skalarni soucin kompozic x € SP
ay € SP je mozné vyjadiit v riiznych, le¢ navzijem ekvivalentnich podobéch,

napr.:

D D
b¥ler =2 2 g = ap 2 2,



Touto poznamkou jsme zakoncili podkapitolu vénujici se stru¢nému seznameni se
s kompozi¢nimi daty. Z uvedenych definic a poznamek vychazime pozdéji v kapi-
tole 4.2, kterd je zaméfena na popis jedné z metod vicerozmérné statistiky, a to

z kompozicniho hlediska.

3.2. Provazanost symbolickych a kompozi¢nich dat

Jak bylo uvedeno v iivodu této kapitoly, zamérime se nyni na spojitost mezi
symbolickymi daty a kompozi¢nimi daty. Bez prutaht uvedme, Ze kompozicni
data predstavuji specialni pripad symbolickych dat. Pfesnéji feceno, kompozicni
data odpovidaji modéalnim vicehodnotovym proménnym (viz definice 1.3).

V ramci symbolického pristupu jsme se setkali s tim, ze je mozné rozlisit mo-
dalni vicehodnotovou proménnou a histogramovou proménnou. Pouzité déleni,
a predevsim nasledna realizace statistickych analyz s proménnymi téchto dvou
typt vSak mize misty ptisobit tézkopadné, a neni ojedinélou situaci, kdy je s his-
togramovymi proménnymi zachazeno stejné jako s modalnimi vicehodnotovymi
proménnymi. Jako priklad mtzeme uvést vzdalenost mezi dvéma objekty. Co
se stane, kdyz rozmezi naméfenych jednotek nahradime slovnim ohodnocenim?
Misto intervalu (0, 1) odpovidajici vzdéalenosti v kilometrech bychom takovou
vdalenost mohli nazvat ,malad“. Tim z histogramové proménné vytvofime mo-
dalni vicehodnotovou proménnou. Podobnych prikladi bychom mohli uvést celou
radu.

Na tuto zalezitost proto budeme dale pohlizet z jiného Ghlu a vyuzijeme kom-
pozic¢niho pristupu. Tento pristup zminéné typy proménnych nerozlisuje a v obou
pripadech pracuje s jedinym konceptem. Kompozi¢ni metodika ndm navic umozni
provést analyzy vicerozmérnych dat, jejichz symbolickd implementace by nebyla
uplné primocara.

Existuje veliké mnozstvi metod mnohorozmérné statistiky, kterymi bychom
se mohli dale zabyvat. V ramci této prace si vybereme metodu hlavnich kompo-

nent (viz kapitola 4), nebot patii ke zcela klicovym mnohorozmérnym metodam.
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Zavérem dodejme, Ze ve prospéch pouziti kompozi¢niho pristupu hovori také ne-
dostatek postacujici literatury vénujici se metodé hlavnich komponent modifiko-
vané pro symbolickd data. Navrhy takto upravené metody muzeme nalézt v [5]

(pouze pro intervalova data) a v [8] (pouze pro histogramova data).
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4. PCA tradic¢né i1 netradi¢né

V této kapitole popiseme zakladni myslenky metody hlavnich komponent, kte-
rou vSak Castéji zname pod oznacenim PCA (z anglického ,,Principal component
analysis“). Pro tispornéjsi zapis pouzivejme dale tohoto oznaceni.

Kapitolu rozdélime do dvou stézejnich ¢asti. Nejprve si ve strucnosti zopa-
kujeme podstatu metody v ramci standardniho ptistupu, kdy budeme vychazet
predevsim z [7] a [16]. Nésledné se na metodu zaméfime z kompozi¢niho pohledu
a teoretickou ¢ast, Cerpajici z [12] a [16], doplnime i praktickou ukézkou pouziti

metody.

4.1. Standardni pristup

PCA patii k velice uzivanym néstrojim vicerozmérné statistiky. Svou neza-
stupitelnou roli hraje zejména pri pruzkumové analyze vicerozmérnych dat a jejim
cilem je redukce dimenze datovych souborti. Za pouziti ortogonalni transformace
dochazi k preméné mnoziny ptivodnich korelovanych proménnych na mnozinu ne-
korelovanych proménnych. Takto vzniklé proménné predstavuji linearni kombi-
nace ptvodnich proménnych a oznacujeme je jako hlavni komponenty. Je zaddouci,
aby hlavni komponenty postupné vycerpavaly nejvétsi ¢ast zbyvajici variability
v datech, tedy aby prvni hlavni komponenta vysvétlila co nejvice z celkové vari-
ability dat, a aby na posledni hlavni komponentu ztstal jen maly nevysvétleny
zbytek. Celkovou variabilitou pfitom rozumime soucet rozptyli vSech promeén-
nych, které zkoumame. Obecné pak plati, ze vysledny pocet komponent odpo-
vida poctu vstupnich proménnych. Z hlediska vizualizace stac¢i uvazovat nejvyse
tfi hlavni komponenty, casto se vSak miizeme setkat s pfipadem tii az ¢tyt hlav-
nich komponent. Jejich vétsi pocet by ovSem pro nas vzhledem k primarnimu cili,
tj. redukci dimenze, nebyl pftili§ prijatelny.

Hlavni komponenty predstavuji vazeny soucet hodnot vstupnich proménnych,
ovsem s urcitymi omezenimi. Prvni podminka udéava, ze ¢tverce vah jednotlivych

komponent musi v souc¢tu odpovidat jedné, druhad podminka zarucuje vzajem-
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nou nekorelovanost jednotlivych komponent. Zminéné vahy pak oznacujeme jako
komponentni zatéze a lze je vysvétlovat jako kovariance, ptip. korela¢ni koefici-
enty mezi vstupnimi proménnymi a nové ziskanymi komponentami, a to v zavis-
losti na pouzité datové matici. V ptripadé nestejnych jednotek ¢i zcela rozdilnych
rozptyli vstupnich proménnych se doporucuje, aby PCA vychazela z vybérové
korela¢ni matice. Pokud to ale neni nutné, tedy v piipadé srovnatelnych jedno-
tek ptivodnich proménnych, je vyhodnéjsi pracovat s vybérovou varianéni matici.
Zdtraznéme, ze hlavni komponenty vychéazejici z variancéni matice jsou odlisné
od komponent ziskané z korela¢ni matice.

Zéavérem uvedme, Ze kli¢ovou tlohu v ramci vyuziti PCA maji hodnoty ozna-
¢ované jako komponentni skéry. Jedné se o hodnoty (soufadnice) hlavnich kompo-
nent spoctené pro jednotliva pozorovani. Mohou byt vyuzity naptiklad pti hledani
odlehlych hodnot, nebo pfi ovérovani predpokladt vztahujicich se k vicerozmér-

nym dattim. Pro detailnéjsi vyklad odkazujeme zajemce napi. na [6] nebo [7].

4.2. PCA s kompozi¢nimi vektory

Kompozicni data, ktera jsme si stru¢né predstavili v podkapitole 3.1, se vy-
skytuji v mnoha oblastech. Jako priklad mtzeme uvést situaci, kdy se zajimame
o koncentraci D chemickych latek v ptdé. V tomto kontextu uvazujme p kon-
krétnich vrstev pidniho profilu, ve kterych byla méfeni provedena, pficemz pocet
pozorovani oznac¢ime standardné jako n. Nasim cilem bude pouziti PCA k posou-
zeni vnitini struktury p kompozi¢nich proménnych, nikoli vsak p - D slozek.

Po uvazeni okolnosti zjistime, Ze se nachazime ve svizelné situaci. Pokud
bychom na popsany problém pouzili standardni PCA, stru¢né naznacenou v pod-
kapitole 4.1, dostaneme vzhledem k odlisnym geometrickym vlastnostem kompo-
zi¢nich dat sporné vysledky. Navic v této situaci také citime potfebu zabyvat
se PCA prizptusobenou kompozi¢nim vektortim (viz definice 3.2), nikoli pouze
kompozicim (viz definice 3.1). Pravé této problematice je vénovana nasledujici

podkapitola, pficemz teoretické jadro doplnime o praktickou aplikaci na datech
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zminénych v predchozim odstavci.

Uvazujme vicendsobnou kompoziéni matici (viz definice 3.3), kterou déle
oznacime jako U, (p.p). Tuto matici tvoii n kompozicnich vektori, kdy kazdy
z nich obsahuje p D-slozkovych kompozic. Jednoduse feceno, jedna se o matici,

jejiz prvky jsou celé kompozice. Tuto matici mizeme zapsat nasledovné

O; Uj; Up2 -+ Ugp

o) e

Unixop = (U, Uy, ..., U= | 7 | = ufl qu ) uf” . (25)
OZ Up1 Up2 unp

Oznadenim w;; = [uij1, Wija, - .-, Uiypl, kde w;; € ST, rozumime D-slozkovou

kompozici, kterd se nachazi v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice U, (p.y)-
Konkrétni j-td4 proménna, skladajici se z n D-slozkovych kompozic, je oznacena

U; = (ufj,ul, ..., ugj)T a odpovidé j-té submatici matice Uy, (p.p). Tyto sub-
matice jsou pak sefazené za sebou ve sloupcich. Naopak -ty kompozicni vek-
tor, obsahujici p D-slozkovych kompozic, znac¢ime O; = (u;1, wo, ..., uip)T, kde
OF € SP x SP x ... x SP = SPP je i-ty ¥adek téze matice.

Nyni nas budou zajimat operace, které mizeme s kompozi¢nimi vektory pro-

vést. Uvazujme kompoziéni vektory OF a OF a konstantu 3 € R. Zavedeme

OZ-T S OiT = (w1 P uyg, W B uyg, ..., Wy P ui’p) ) (26)
BQOT (B®u2176®u227-"a6®uip)7vB€Ra (27)
OZ-T o OiT = (ug © W, W O Uyg, ..., W) O Wy, (28)
p
(07, 0;) g, = Z (wij, wirj) oo (29)
=1
]p
107 50, = Z [wis 5o, (30)
dst OT OT stD uw, uz J) (31)
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Poznamka 4.1. VysSe uvedené operace vychazi ze vztaht (18)—(20) a (22)—(24).
Plati, ze skalarni sou¢in kompozi¢nich vektoru (viz (29)) spliiuje pozitivni definit-
nost, symetrii a linearitu. Pro libovolné kompozi¢ni vektory O, OF a OF, € SPr

pak matematicky zapis téchto vlastnosti vypada postupné takto:

1. <OZ-T, OZT> gpp = 0, priemz rovnost nastava pouze v pripadé, kdy
Ol =z 5 ol 5o sl 55 05l
2. <O?’ O$>5Dp = <Oz'T/> O?>5Dp?

3. (0I'® 0}, OF),, = (OF, OL) p, + (OF, OL) .,
a (300! 0}),,, =8-(0f,00)p,, VB R,

Jedna se tedy o vlastnosti identické skalarnimu soucinu standardnich vektorii.

Definice 4.1. Uvazujme kompozi¢ni proménnou U; o n pozorovéanich. Vybérové

centrum této proménné je ve tvaru
Egp (Uj) =1; = C(g(Lj), g (Lj2), -, g(Ljp)) (32)

a vybérovy celkovy rozptyl odpovida vztahu
I )
Vargo (Uj) = — > i e wyl%s, (33)
i=1

pfi¢emz oznacenim C' rozumime uzavér z definice 3.4, g (+) oznacuje geometricky

o o T
prumeér a L, = (uijk, ik, -, Unjk) , kde k=1, ..., D.

Poznamka 4.2. Uvédomme si, ¢emu odpovidaji prislusné indexy. Oznacenim
L;i rozumime n-rozmérny ciselny vektor vztahujici se ke A-té sloZce D-slozkové

kompozice j-té proménné.

Ve spojitosti s vybérovym celkovym rozptylem kompozi¢ni proménné U; uvedme

jeho tvar, ktery je mozné také uvazovat:
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totVar (U Z var [clry (U;)] . (34)

Oznaceni clry (U;) odpovida k-tému sloupci matice s transformovanymi daty

clr (Uy), kterou lze zapsat jako

clr (uy;)
cr (U;) = o (:UQj) . (35)
clr (um)
Na zékladé tohoto oznaceni pak neni obtizné presvédcit se o tom, ze vybérovy

celkovy rozptyl, uréeny vztahem (33), pfimo odpovida vztahu (34), nebot

Vargo (U; ZZ clry, (u;5) — clry (a;)] quar [clry, (U;)] . (36)

i=1 k=1
Dale ma smysl zabyvat se centrovanim uvazované j-té proménné U;. K tomu
je zapotiebi zavést oznaceni cen (U); = (u;, u;,, ..., ii;)". Centrovand data
pak ziskdme provedenim operace
U; & cen (U);. (37)
Alternativni moznosti ptipravy dat k dalsim analyzam je standardizace, tedy
v tomto pripadeé

m ® <Uj o cen (U)j> : (38)

To, kterou z variant standardizace pouzijeme, a jestli viibec, zalezi predevsim

na povaze vstupnich dat. U kompozi¢nich vektori v podobé, ve které s nimi

pracujeme ovSem neni tfeba prihlizet k jednotkdm a méritku dat.

Definice 4.2. Uvazujme kompozi¢ni proménné U; a Uj. Vybérova kovariance

téchto proménnych je definovana jako

1 _ _
Covgp (Uj, Ujr) = n D (w01, wy © W) go (39)



a vybérovy korelac¢ni koeficient je

. CO’UsD (Uj, Uj/)
\/VCl,TsD (UJ) . \/VarsD (Uj/)

rso (Uj, Uy) (40)

Zaméime se nyni na pravé zadefinovany vybérovy korelacni koeficient, ktery ma
vlastnosti standardniho korela¢niho koeficientu. Pokud linearni korelovanost za-
znac¢ime jako U; = O U @ Uj», kde 8 pfedstavuje redlné ¢islo a U;» odpovida
kompoziénimu vektoru (stejnych) konstant, tak mtzeme tvrdit, Ze kompozi¢ni
proménné U; a Uy jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz pro vybérovy kore-

la¢ni koeficient plati, ze

1 pro 8 >0
—1 pro 8 <0.

rso (Uj, Uy) = {

Dalsi ivahy povedou k definici kompozi¢niho podvektoru. Uvazme euklidov-
sky prostor RP. Jeho podmnozinu miizeme oznacit jako R?, ovSem za predpokladu,

ze ¢ < p. Obdobné i v pfipadé podmnoziny uvazového prostoru SPP.

Definice 4.3. Necht je dan kompoziéni vektor O; = (uw;1, o, ..., uip)T € Sbr
obsahujici p D-slozkovych kompozic [w;j1, wijo, .., wijp]. Kompoziéni podvektor
je vektor Of* = (W+, Wgs, ..., ul-p*)T € SPP" o p* kompozicich, pficemZ mno-
Zina indexu (1*, 2%, ..., p*) urcuje, které kompozice jsou v podvektoru vybrany,

nemusi se nutné jednat o prvnich p* kompozic.

Je nutné zdtiraznit, ze hodnoty vybérovych charakteristik se nemohou lisit v za-
vislosti na tom, zda k vypoctiim pouzijeme cely kompozi¢ni vektor, nebo pouze
jeho ¢ast — tedy podvektor. Uvédomme si, ze definice 4.3 se soustfedi na redukci
dimenze p a nikoli D. Jinymi slovy, nesnizujeme pocet slozek v ramci jednotlivych
kompozic, ale v rdmci jednotlivych kompozi¢nich vektord. Oproti tomu je treba
rozligit pojem ,,podkompozi¢ni vektor“?, ktery redukuje pocet slozek D. V tako-

vém pripadé budou vysledné hodnoty vybérovych charakteristik nutné rozdilné.

2Rozlisujme pojmy ,,podkompoziéni vektor® a , podkompozice®, uvedeny v definici 3.6.
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Pied detailnim popisem samotného algoritmu PCA jesté uvedme dulezitou

vlastnost vybérového priméru a vybérového rozptylu, a to i s jejich dikazem.

Véta 4.1. Pro libovolné dvé kompozicni promeénné U; a Uy plati, Ze
a) Esp (BOU;@Uy) =806 Esp (Uj) & Esp (Uy),

b) VarsD (ﬁ © Uj ©® Uj/) = ﬁQV(lrsD (Uj)—FQﬁCO’UsD (UJ’, Uj/)+va7"5D (Uj/) .

Duikaz: Nejprve dokdZzeme vlastnost a), a to podrobnym rozepsanim levé strany
rovnice. Vyuzijeme pritom definic perturbace a mocniné transformace kompozic
(viz definice 3.7 a 3.8) a také definici vybérového centra kompozi¢ni proménné

(viz definice 4.1):

Esp (fOU,;aUy) =

n n
_ n | | B n B _
— C ujkl "U/j/]gl’ ey ujk;D 'Uj/k.D —
k=1 k=1

B
n n
Hujkl .Huj/klﬂ Cey
k=1 k=1

B ©® Egp (Uj) & Ego (Uy).

Déle dokdzeme vlastnost b), a to s vyuzitim vztahu (36) a definic 3.7 a 3.8. Opét

vyjdeme z levé strany rovnice:

Varso (B U; @ Uy) =
D D

var (clry, (FOU; & Uy)) = Z var (Belry (U;) + clry, (Uy)) =

k=1 k=1

= Z lvar (Belry, (U;)) + var (clry, (Ujr)) 4+ 2cov (Belry, (Uy) , clry, (Uy))] =

D
= B*Vargo (U;) + Vargo (Uj) + 2 Z cov (Bclry (U;), clry (Uy)) . (41)

k=1
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Nyni upravime posledni ¢len:

D D
Z cov (Bclry (U;), clrp, (Uy)) = B Z cov (clry, (U;), clr, (Ujr)) =
k=1 k=1

I
Ms 1M 1M

B> [E(clry (Uy) - clry (Uy)) — E (clry, (Uy)) E (clry, (Uy))] =

E[(clry, (Uy) — E (clry (Uy))) (clry, (Uyr) — E (clry (Uy)))] =

=B El(cr, (U;) —w;) (clry. (Uy) — uy)] =

k=1
= 53 S (el () — ) (el () — )] =
= 5% Y (g -y, ug — ) =

= BCOvsD (U], Uj/) .

Dosazenim upraveného tvaru posledniho ¢lenu do vztahu (41) a pfehozenim po-

fadi poslednich dvou ¢lenii v témz vztahu dostavame tvrzeni véty. U

Nyni jiz k samotnému algoritmu PCA. V dalsim textu uvazujme n kompozic-
nich vektort, které jsou popsany p kompozi¢nimi proménnymi U, Uy, ..., U,.
Predpokladejme, Ze se jedna o centrované proménné. Stejné jako v klasickém
piipadé PCA, ziskdme v ramci kompozi¢niho pristupu hlavni komponenty jako
linearni kombinace vstupnich proménnych. MiZzeme tedy uvést, Ze k-t4 hlavni
komponenta, kde 1 < k < p, je linedarni kombinaci kompozi¢nich proménnych

Uy, Uy, ..., U, coz zapiSeme jako

P
Vk:@(ekj@Uj):ekl@Ul@emGDUg@...@ekp@Up. (42)

j=1
Vektor e, = (ex1, €r2, ---, ekp)T musi byt zvolen tak, aby rozptyl hlavni kom-

ponenty V. byl co nejvétsi. Zaroven vSak musi byt splnény podminky |le;|| = 1
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aele,=0,prol =1,2, ...,p, | # k. Jinymi slovy, u viech takovych vektorti
vyzadujeme ortonormalitu. Jak jsme uvedli vyse, klicovym tkolem je pro nas
maximalizace rozptylu. Nejprve uvedme, jak lze zapsat rozptyl k-té hlavni kom-

ponenty.

Vargo (Vi) = Vargo (e © Uy @ epa @ Us B ... B ey, © Uy)

p

p
= Z Z €Li Ckj COUSD (Ula U])

i=1 j=1

= e, Wey, (43)

s tim, ze matice W reprezentuje variancni matici kompozi¢nich proménnych
Uy, Uy, ..., U,

Prvnich m hlavnich komponent, pricemz m < p, je ur¢eno m ortonormalnimi
vektory ey, es, ..., e,. Tyto vektory maximalizuji celkovy rozptyl, tedy vyraz

Y ey Vargo (Vi). Musi ovsem platit, ze
VarsD (Vl) Z VCLTsD (Vg) Z e 2 VG,TSD (Vm) .

Takto popsany problém pak miizeme zapsat jako tilohu

maximalizovat funkei )" e, We, proe, e R\, k=1,2, ..., m
za podminek lex]| =1, prok=1,2, ..., m,
e,e=0, prok,l=12, ....,m, [l #k,

e/ We, > e,We, > ... > e/ We,,, prom <p.

Resenim dané tlohy jsou vektory ej, es, ..., e,. Dostavame tak m vlastnich
vektort prislusnych prvnim m vlastnim ¢islim variancéni matice W, oznacenym

jakO/\l,Ag, ,Am Plati, 26)\12/\222)\m>0

Poznamka 4.3. Poznamenejme, ze PCA je takto i v pfipadé kompozic¢nich vek-

tort zalozena na spektralnim rozkladu varianc¢ni matice W.

Ve strucnosti tedy shriime postup PCA modifikované pro kompozi¢ni vek-

tory. Nejprve provedeme centrovani kompozi¢nich proménnych U, Uy, ..., U,

o6



dle vztahu (37). V dalsim kroku spocitdme s vyuzitim vztaht (33) a (39) vari-
ancni matici W. Nésledné provedeme jeji spektralni rozklad, a tak ziskdme m
vlastnich vektorti. Nakonec uré¢ime k-tou hlavni komponentu pomoci predpisu
V=@, (ex; ©U;),prok=1,2, ..., m.

Popsanou metodou je mozné snizit dimenzi prostoru SP? na SP™ pro m < p.
Obdobné jako v predchozi kapitole, i nyni je nutné zvazit, zda ve vypoctech
pouzivat varian¢ni matici, ¢i korelacni matici. Navod k rozhodnuti o volbé matice

pak zustava stejny jako v klasickém piipadé (viz podkapitola 4.2).

Poznamka 4.4. Uvazujme centrované kompozicni proménné Uy, Uy, ..., U,.
Z nich ziskame m hlavnich komponent Vi, V,, ..., V,,. Ty spliuji nasledujici
vlastnosti:
1 1 1
E¢p (Vi) = | =, =, . 1<k<
SD( k) |:D7D7 7D:|> b,

COUSD (Vka Vl) - Oa 1< ka [ < b, [ 7£ k:7

p
U; = (erj © Vi), 1<j<np,
k=1
P P
Z Varso (Uj) = » Vargo (Vi) .
j=1 k=1
Poznamenejme, ze prvni z uvedenych vztahii plyne z centrovani piivodnich pro-
meénnych, nebof i nové vzniklé komponenty musi mit tuto vlastnost. Dostavame
tak neutralni prvek na simplexu, odpovidajici nulovému vektoru. Dalsi dvé vlast-
nosti plynou ze samotné konstrukce komponent. Ctvrty vztah pak z toho, jak
vypada kompoziéni model (viz (42)). Posledni vlastnost souvisi s tim, Ze pracu-
jeme s varian¢ni matici a vypovida o tom, Ze soucet rozptyld hlavnich komponent
je roven souctu rozptyli ptivodnich proménnych. Uvédomme si, ze zde nepracu-
jeme s rozptyly jednotlivych slozek kompozic ale s celkovymi rozptyly kompozic.
Jelikoz se jedné o jistou analogii, i diikazy téchto vlastnosti by byly obdobné jako
pro pripad klasické PCA.
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Stejné jako v klasickém piipadé vypovidd hodnota Vargo (Vi) o rozptylu
vysvetleném k-tou hlavni komponentou. Déle ma smysl zabyvat se ukazatelem
CCR (z anglického Cumulative Contribution Rate). Ptispévek prvnich m hlav-

nich komponent k celkovému rozptylu je dan vztahem

Yo Varso (Vi) 3000 M

CCR,, = = , (44)
Z?:l VCLTSD (Vj) ?:1 /\j
resp.
1 m
CORym ==Y A, (45)
Pio

pokud misto varian¢ni matice vychazime z korela¢ni matice.
Na zavér teoretické Casti této podkapitoly uvedme rovnici popisujici vztah
mezi k-tou hlavni komponentou Vj, a j-tou kompozi¢ni proménnou U;. Vztah je

dan tvarem

vV Ak
rep (Vi, U)= ——228 o j<k<p 1<j<p. 46
sp (Vi, Uj) Vargs (0,) kji» J p J=D (46)
Pokud by vsechny ptivodni kompozi¢ni proménné U; byly standardizované, tj.

Vargo (Uj) =1, vztah (46) mizeme zjednodusit a psat

T'sD (Vk, UJ) = \/ /\k; . ekj.

4.3. Aplikace na Kola data

Priklad 4.1. Uvazujme Kola data vztahujici se k méfeni koncentraci urcitych
chemickych latek ve ctyfech odlisnych vrstvach ptdy. Jednd se o mechové pa-
tro, horizont O (nadlozni organicky horizont), horizont B (metamorficky hori-
zont) a horizont C (pudotvorny substrat). Vycet vrstev uvadime dle rostouci
hloubky, ve které je mizeme v ptdé nalézt. Oznaceni proménnych provedeme

na zakladé abecedniho uspoiadani, tedy U; = horizont B, Uy = horizont C,
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U; = horizont O a Uy = mechové patro. Vice informaci o pidnim profilu a
pudnich horizontech lze najit napt. ve [15] nebo [17].

Meéreni bylo provadéno v letech 1993 az 1998 na tUzemi Finska, Norska a
Ruska. Prislusné datové soubory lze nalézt ve statistickém softwaru R v knihovné
mvoutlier postupné pod nézvy bhorizon, chorizon, humus a moss. Kazdy z da-
tovych souborii obsahuje kromé hodnot koncentraci také identifikdtory. Jedna
se o identifika¢ni ¢islo daného pozorovani a dale misto, kde bylo méfeni prove-
deno. Vzhledem k velkému objemu dat jsme se rozhodli postupovat nasledovne.
Ze vsech proménnych vybereme jen ty, které byly méfeny ve vSech ¢tyfech vrst-
vach a zaroven spadaji do kategorie geologickych hlavnich prvki. Vybereme tedy
hlinik, vapnik, zelezo, draslik, hot¢ik, mangan, sodik, fosfor, siru a kfemik. Pfi vy-
béru odpovidajicich prvka jsme vychéazeli predevsim z [13]. Ze vSech pozorovani
nam dale budou vyhovovat jen ta, jejichz identifikdtory si napfi¢ vSemi vrstvami
také odpovidaji. Prislusny kod je uveden v ptiloze C.1.

V dalsim kroku si data vyjadiime v clr koeficientech, a to s vyuzitim vztahu
(21). K vyjadfeni pouzijeme tabulkovy procesor Excel, piipadné odpovidajici
balicek a funkci v softwaru. Ziskame datovy soubor, ktery ulozime ve formatu
csv, nacteme a provedeme centrovani. Datovy soubor puda_clr.csv, ze kterého

dale vychazime, je k dispozici na prilozeném CD.

data = read.csv2("puda_clr.csv",header = TRUE)
for (i in 4:43){

datal[,i] = datal,i] - mean(datal,i])

Vysledny centrovany soubor oznacime jako puda. Pro vypocty jesté vynechame

identifikatory, tedy
puda = datal,4:ncol(data)l

Déle pracujeme s datovym souborem, ktery obsahuje n = 130 pozorovani, p = 4
kompozi¢nich proménnych, pficemz kazda z nich je slozena z D = 10 slozek.
V tabulce 22 je zobrazeno nékolik prvnich fadki jedné z vrstev.
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Tabulka 22: Ukazka datového souboru: Kola data.

U,

Al Ca Fe K Mg Mn Na P S Si
—0,243 | —0,281 0,247 1,029 | —0,269 | —0,409 | —0,776 | 0,640 0,215 | —0,153
—0,231 0,517 | —0,588 | —0,030 | —0,198 0,354 0,347 | 0,073 | —0,370 0,127

0,086 0,604 | —0,074 | —0,703 | —0,046 | —0,554 0,528 | 0,635 | —0,140 | —0,336
0,089 0,140 | —0,432 | —0,423 | —0,399 0,217 0,324 | 0,519 | —0,294 0,259
0,552 | —0,323 | —0,300 | —0,275 | —0,433 0,344 | —0,191 | 0,180 0,373 0,072
0,371 0,217 | —0,047 | —0,589 | —0,316 | —0,489 0,481 | 0,242 0,125 0,005

Nyni spoéitame varian¢ni matici W, a to s vyuzitim vztahi (36) a (39), tedy

W = matrix(0,4,4)
for (j in 1:4){
for (k in (10%(j-1)+1): (10%j)){
Wlj,jl = wlj,jl + var(pudal,k])

}
W=20.5x%W
for (i in 1:4){
for (j in (i+1):4){
if (i<=3){
for (k in 1:10){
W[i,jl = W[i,j] + cov(pudal,10*(i-1)+k],pudal,10*(j-1)+k])

W=WwW+ tW)

Jak je vidét z tabulky 23, kterd zobrazuje vyslednou varian¢ni matici W, diago-
nalni prvky této matice jsou stejného radu, proto budeme dale vychazet praveé
z varian¢ni matice, nikoli z korela¢ni matice. Nasledné provedeme spektralni roz-

klad matice W, a to prikazem

lambda = eigen(W)
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Tabulka 23: Varianéni matice W.

U1 U2 U3 U4
U, | 2513| 1,783 0,031 ] —0,156
U, | 1,783 | 2,647 | —0,091 | —0,156
U, | 0,031] —0,001 | 2,429 0,852
U, | —0,156 | —0,156 | 0,852 | 1,836

Vystupem funkce eigen jsou vlastni ¢isla ($values) a vlastni vektory ($vectors).

V nasem pripadé dostavame

$values

[1] 4.3911655 3.0169642 1.2291244 0.7879553

$vectors

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] -0.68680918 -0.1045172 -0.05101154 0.71747274
[2,] -0.71528462 -0.0649468 0.11744490 -0.68582544
[3,] 0.06955316 -0.8152064 -0.56748630 -0.09252155
[4,] 0.10873559 -0.5659476 0.81336574 0.07947393

Na zakladé téchto hodnot je mozné dopocitat procenta vysvétlené variability

jednotlivych hlavnich komponent, resp. hodnoty CCR dle vztahu (44).

vysv_var = 100*lambda$values / sum(lambda$values)
CCR = c(vysv_var[1],0,0,0)
for (i in 2:4){

CCR[i] = CCR[i-1] + vysv_var[i]

Shrnuti vyslednych hodnot nalezneme v tabulce 24. Déle ur¢ime hodnoty skér.
Kéd pro jejich vypocet uvadime v ptiloze C.2. Na zavér provedeme grafické zna-
zornéni vztahu ptuvodnich proménnych a prvnich dvou hlavnich komponent (viz

obrazek 5). Prislusny kdd je k dispozici v priloze C.3.
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Tabulka 24: Rozptyly hlavnich komponent a C'CR.

PC rozptyl PC
Hodnota | CC'R (%)
1 4,391 46,590
2 3,017 78,599
3 1,229 91,640
4 0,788 100,000
e
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PC1 (46.6 %)

Obrazek 5: Biplot datového souboru: Kola data.

Interpretace uvedeného biplotu se nelisi od interpretace biplotu v pfipadé
standardni PCA. Miuzeme vidét silnou korelaci mezi proménnymi U; a Us a
také mezi proménnymi Uz a U,. Zopakujme, Ze k analyze jsme vyuzili vrstvy
v tomto poradi: horizont B, horizont C, horizont O a mechové patro. Tento zavér
je, vzhledem k vlastnostem jednotlivych ptidnich horizontt a mechového patra,
vcelku opodstatnény.

Nyni se zabyvejme urcitou modifikaci tohoto prikladu, kdy nas budou zajimat
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pouze tii slozky (D = 3) tak, abychom skéry hlavnich komponent mohli nasledné
zobrazit v ternarnim diagramu. Rozhodli jsme se pro volbu t¥i chemickych latek,
které se spolecné vyskytuji v prikladech v ramci odborné literatury. Konkrétné
se jedna o chemické prvky K (draslik), Mg (hof¢ik) a P (fosfor).

Co se tyce provedeni PCA, zékladni myslenka postupu se oproti predchozi
situaci neméni. Zdiraznéme vsak nutnost vybéru pozadovanych sloupci z pi-
vodnich, nikoli transformovanych dat. Data vyjadiime v clr koeficientech a opét
provedeme centrovani. Datovy soubor puda_clr3.csv, ze kterého budeme v dal-

Sich vypoctech vychazet, je k dispozici na prilozeném CD. Do softwaru zadame

data = read.csv2("puda_clr3.csv",header = TRUE)
for (i in 4:15){
datal,i] = datal,i] - mean(datal,i])
}
puda = datal,4:ncol(data)l

Rozdil oproti pfedchozi situaci se projevi po vypoctu variancni matice W, kterou
ziskdme obdobnym zpisobem jako v predchozim ptipadé (viz piiloha C.4). Jak
muzeme vidét v tabulce 25, v pfipadé proménné U, se setkdvame s rozptylem

jiného Tadu nez u ostatnich proménnych.

Tabulka 25: Varianéni matice W (pro D = 3).

U | G| U] U
U, | 0,505 | 0,331 | 0,073 | 0,005
U, | 0,331 | 0,460 | 0,064 | 0,019
U; | 0,073 | 0,064 | 0,194 | 0,060
U, | 0,005 | 0,019 | 0,060 | 0,063

Tato skutecnost nas privadi k myslence spektralniho rozkladu korela¢ni matice

(viz tabulka 26) namisto varianéni matice. Pro vypocet korelaéni matice zaddme
odchylky = sqrt(diag(W))
R = matrix(0,4,4)
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for (i in 1:4){
for (j in 1:4){
R[i,j] = W[i,j] / (odchylky[i] * odchylkyl[jl)

Tabulka 26: Korela¢ni matice R (pro D = 3).

U1 U2 U3 U4
U, | 1,000 | 0,687 | 0,233 | 0,030
U, | 0,687 | 1,000 | 0,214 | 0,112
U, | 0,233 | 0,214 | 1,000 | 0,541
U, | 0,030 | 0,112 | 0,541 | 1,000

Dalsi postup je standardni jako v ptipadé D = 10. Ptislusny kdd je uveden v pii-
loze C.4. Pro zajimavost uvedeme rovnéz grafické znazornéni proménnych vzhle-
dem k prvnim dvéma hlavnim komponentam (viz obrazek 6). To, az na mirnou
rotaci zatézi, prakticky odpovida situaci pro D = 10. Na zavér vykreslime ter-
narni diagramy pro prvni dvé hlavni komponenty (viz obrazky 7 a 8). K tomu vy-
uzijeme napocitané hodnoty skéri, u nichz vsak aplikujeme inverzni clr transfor-
maci. Té mizeme dosahnout bud ru¢nim vypoctem, pfipadné za pomoci knihovny

robCompositions, a to nasledovné

library("robCompositions")

F),const=100)
F),const=100)

Vi_inv = constSum(cenlLRinv(V1l, useClassInfo

V2_inv = constSum(cenLRinv(V2, useClassInfo

Ke znézornéni samotnych ternarnich diagramt pak slouzi knihovna ggtern a jeji

stejnojmenny prikaz. Zadame

library("ggtern")
Vi_inv_d

data.frame(V1_inv)

V2_inv_d

data.frame(V2_inv)
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Obrazek 6: Biplot datového souboru: Kola data (pro D = 3).

ggtern(data=V1_inv_d,aes(x=K,y=Mg,z=P))+geom_point (pch=19)
ggtern(data=V2_inv_d,aes(x=K,y=Mg,z=P))+geom_point (pch=19)

Co se tyce interpretace diagramii 7 a 8, mizeme mezi sebou porovnavat jed-
notliva pozorovani z hlediska procentualniho zastoupeni uvedenych chemickych
prvki. Vzhledem k tomu, ze kazdy z diagramti obsahuje 130 bodti, neni efek-
tivni zabyvat se kazdym bodem zvlast. Pro prvni hlavni komponentu uvedme,
Ze v piipadé prvku K se procentuélni zastoupeni pohybuje v rozmezi 10 — 70 %
(s vyjimkou ¢ty pozorovani), pro prvek Mg je rozmezi 0 — 60 % a pro prvek P
se, stejné jako v piripadé drasliku, jednd o rozmezi 10 — 70 % (az na vyjimku
¢yt pozorovéani). Pro druhou hlavni komponentu je mozné provést interpretaci
na zakladé stejného klice. Mtizeme si v§imnout zjevné mensi variability dat, coz
ovsem odpovida konstrukci hlavnich komponent. Dalsim postupem by mohla byt
identifikace odlehlych pozorovani a jejich znazornéni do mapy dle identifikatort.

Priklad zakonc¢ime pravé zobrazenim pozorovani do mapy poloostrova Kola.

Kazdému skoéru prvni a nésledné i druhé hlavni komponenty nejprve ptiradime
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Obrazek 7: Ternarni diagram pro skory PC1.
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Obrazek 8: Ternarni diagram pro skory PC2.

jinou barvu, a to na zakladé umisténi v ternarnim diagramu. Riznobarevnost pii-
tom zajistime vyuzitim barevného modelu RGB (viz obréazek 9). Kéd grafického

znazornéni tohoto modelu byl pfevzat ze [14] a upraven.
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Obrazek 9: Barevny model RGB.

K vykresleni ternarnich diagramt pro prvni i druhou hlavni komponentu pouzi-
jeme opét prikaz ggtern. Uvadime zde kod piislusici prvni hlavni komponenté,

kéd pro druhou hlavni komponentu je uveden v priloze C.5.

barvy = matrix(0,130,1)
for(i in 1:130){
temp = V1_inv_d[i,]/100 %255
barvy[i] = rgb(temp[1],temp[2],temp[3],maxColorValue=255)
}
ggtern(data=V1_inv_d,aes(x=K,y=Mg,z=P))+geom_point (pch=19,
col=barvy)

Poznamenejme, Ze a¢ jsme se souradnicemi jednotlivych pozorovani prozatim ne-
pracovali, pri pocatecnich tpravach jsme hodnoty proménnych XCOO a Y COO
prevedli do tvaru soufadnic WGS84. V souborech puda_clr.csv apuda_clr3.csv

tedy vystupuje misto proménné X COO proménnd E (vychodni délka) a misto
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Obrazek 11: Ternarni diagram s rozliSenim barev pro skéry PC2.

proménné Y COO uvazujeme proménnou N (severni Sitka). Vzhledem k déle po-
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uzitym piikaztim pkb a points, kterymi vykreslime implementovanou mapu po-
loostrova Kola a barevné rozlisSena pozorovani, je nutné pracovat se souradnicemi
v nepfevedeném tvaru. Datovy soubor s ptivodnimi soufadnicemi (kola.csv) je
k dispozici na pfilozeném CD. Kéd dokresleni méritka mapy, stejné jako mapu
v ptfipadé druhé hlavni komponenty, uvadime v piiloze C.5. Pro ptipad prvni

hlavni komponenty zadame

read.csv2("kola.csv", header = TRUE)

souradnice

souradnicel[,c(2,3)]

souradnice

plot (souradnice,frame.plot=FALSE,xaxt="n",yaxt="n",
xlab="",ylab="",type="n",cex.lab=1.2)

pkb(map.col=c("black","black","grey","blue") ,add.plot=T)

points(souradnice,pch=20,cex=1.2,col=barvy)

Obrazek 12: Zobrazeni prvni hlavni komponenty pro datovy soubor Kola data.
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Obrazek 13: Zobrazeni druhé hlavni komponenty pro datovy soubor Kola data.

Na obrazcich 12 a 13 je znazornéno 130 pozorovani datového souboru Kola data
v mapé stejnojmenného poloostrova. K detailni interpretaci dosazenych vysledki
by bylo zapotifebi se podrobné zabyvat nejen ¢lenénim reliéfu poloostrova podle
nadmotské vysky, ale také napiiklad tim, zda se jedna o primorskou, ¢i vnitro-
zemni oblast.

Nicméné, na obrazku 12 si na prvni pohled muzeme vsSimnout dvou jasné
modrych bodi, které jsou izolovany na ostrové Magergya v severni ¢asti mapy.
Po ovéteni zjistime, zZe se jedna o body, které nalezneme na obrazku 10 v pravém
dolnim rohu. Jde o pozorovani s vysokym procentudlnim zastoupenim fosforu
(v obou ptipadech kolem 83 %). V severni ¢asti také nalezneme pozorovani s nej-
vy$§im procentudlnim zastoupenim drasliku (pfiblizné 71 %). Pozname ho podle
za¥ivé Cervené barvy (viz levy dolni roh obrazku 10). Naopak pozorovani s rela-

tivné vyssim procentudlnim zastoupenim hotéiku (kolem 50 az 60 %) je mozné
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nalézt prevazné ve stfedni ¢i jizni ¢asti mapy, a to pod odstiny zelené barvy.

K interpretaci obrazku 13 je mozné pouzit obdobny kli¢ jako u obrazku 12.
Zduraznéme vsak, ze barevné zastoupeni tentokrat neni tak pestré jako v predcho-
zim pripadé. Mapu by bylo mozné vizualné rozdelit na dvé ¢asti, a to na severni
primorskou oblast, ktera je zastoupena fadou ¢ervenych a fialovych bodi, a zby-
vajici ¢ast, v niz prevlada zelend a modra barva. O tomto rozdéleni se miizeme
presveédcit také na zakladé polohy skért v obrazku 11, kde vidime dveé elipsovité

oblasti bodu.
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Zavér

Tato prace se zabyvala popisem moznych pristupi analyzy SD ke statistické
analyze riiznych typt symbolickych proménnych. Jak nazev prace napovida, za-
sadnim pojmem pro analyzu byla v nasem piipadé ,vicerozmérnost®. Prvni dvé
kapitoly byly vénovany vyhradné symbolickym proménnym. Uvedla jsem strucny
uvod do dané problematiky, zabyvala jsem se novymi typy symbolickych promén-
nych a nasledné jsem se zaméfila na jeden konkrétni typ symbolické proménné.
Treti kapitola predstavovala myslenkovy most mezi symbolickymi a kompozic-
nimi daty. Rovnéz jsem se vénovala zakladnim poznatkiim o kompozi¢nich da-
tech. Posledni kapitola se po kratkém shrnuti PCA vénovala predevsim modifikaci
PCA pro pripad kompozi¢nich vektorii.

Cela prace je doplnéna o vysvétlujici priklady s komentari. Vypocty byly
ve vétsiné pripadl provedeny ve statistickém softwaru R, az na drobné tupravy dat
v tabulkovém procesu Excel. Odpovidajici kédy jsou vloZeny bud piimo v textu
prace, nebo v priloze, na kterou se text odkazuje.

Nejvétsi prinos pro mé predstavovalo Teseni uvedenych prikladt, obzvlasteé
prikladu obsazeného v posledni kapitole. A¢ se jednalo o data implementovand
ve statistickém softwaru R, myslim, ze jejich zpracovani pékné ilustrovalo ptfed-
chozi teoretické poznatky. A doufam, Ze spolecné s ostatnimi ¢astmi oslovi i ¢te-

nare této prace.
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Prilohy
A. Datovy soubor: Ubytovani

A.1. Grafické znazornéni

library("plot3D")
Z = cetnostiA

library(RColorBrewer)
color = brewer.pal(8, "GnBu")

hist3D(z=z, border="black",zlab = "Absolutni cetnost",
col=color, xlab="", ylab="")

text3D(x = c(-1,0), y = rep(-0.6, 2), z = rep(-0.5, 2),
labels = c("rezidenti","nerezidenti"),
add = TRUE, adj = 0)

text3D(x c(1.9,2.2,2.2,2.2), y = ¢(0.2,0.7,1.0,1.4),
zZ c(0.1,0.1,0.1,0.1),
labels = c("hotel","penzion","kemp","ostatni"),
add = TRUE, adj = 1)
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B. Datovy soubor: Pozary

B.1. Grafické znazornéni

vektor = c(p_g)
popis = round(p_g,2)

g = barplot(vektor,ylim = c(0,1),space = 0,col=heat.colors(5),
ylab="Relativni cetnost")

axis(1, at = c(0:5),labels=c(0,12,24,36,48,60))

text(x = g, y = vektor, label = popis, pos = 3, col = "black")

B.2. Vypocet symbolického vybérového priimeéru a
rozptylu

pom = c()
for (i in 1:13){
pom[i] = ((0 + 20)/2)*pozary[i,1] +
+ ((20 + 40)/2)*pozaryl[i,2] +
+ ((40 + 60)/2)*pozary[i,3]
}

prumer = (sum(pom)/m)

pom2 = c()
for (i in 1:13){
pom2[i] = ((0"2 + 0%*20 + 2072)/3)*pozary[i,1] +
+ ((2072 + 20%40 + 4072)/3)*pozaryl[i,2] +
+ ((4072 + 40%60 + 6072)/3)*pozaryl[i,3]
}
rozptyl = (sum(pom2)/m) - prumer~2
odchylka = sqrt(rozptyl)
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C. Datovy soubor: Kola data

C.1. Priprava dat

library("mvoutlier")

b = bhorizon
¢ = chorizon
o = humus
m = moss

nazvy = names (m)

indexy = matrix(0,34,4)

indexyl[,4] = 1:34

for(i in 1:34){
indexy[i,1] = max(c((1:length(b)) [names(b) =
indexy[i,2] = max(c((1:length(c)) [names(c)
indexy[i,3] = max(c((1:length(o)) [names (o)

}

vyber = indexy[indexyl[,1]*indexy[,2]*indexyl[,3]*indexy[,4]>0,]

nazvy[il],0))
= nazvy[i]],0))
nazvy[i]1,0))

indexy2 = matrix(0,598,4)
indexy2[,4] = 1:598
for(i in 1:598){

indexy2[i,1] = max(c((1:dim(b) [1]) [b$XCO0 == m$XCOO[1i]
& b$YCO0 == m$YCOO[i]],0))

indexy2[i,2] = max(c((1:dim(c) [1]) [c$XCO0 == m$XCOO[i]
& c$YCOO == m$YCOO[i]],0))

indexy2[i,3] = max(c((1:dim(o) [1]) [0$XCO0 == m$XCOO[i]
& o$YCO0 == m$YCOO[i]],0))

+
vyber2 = indexy2[indexy2[,1]*indexy2[,2]*indexy2[,3]
*indexy2[,4]>0,]

b_horizon = b[vyber2[,1],vyber[,1]]
c_horizon = c[vyber2[,2],vyber[,2]]
o_horizon = o[vyber2[,3],vyber[,3]]
moss_layer = m[vyber2[,4],vyber[,4]]

major = C(HAlll |ICal| "Fell IIKH HMgll HMnH llNa" HPII IISII HSill)
identifikace = c("ID", "XCOO", "YCO0O")
promenne = c(identifikace, major)

b_horizon = b_horizon[,promenne]
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c_horizon = c_horizon[,promenne]
o_horizon = o_horizon[,promenne]
moss_layer = moss_layer[,promenne]

C.2. Vypocet skoru

V1 = lambda$vectors([1,1] * pudal[,1:10] + lambda$vectors[2,1]
* pudal[,11:20] + lambda$vectors[3,1] * pudal,21:30]
+ lambda$vectors[4,1] * pudal,31:40]

V2 = lambda$vectors[1,2] * pudal[,1:10] + lambda$vectors[2,2]
* pudal[,11:20] + lambda$vectors[3,2] * pudal,21:30]
+ lambda$vectors[4,2] * pudal,31:40]

V3 = lambda$vectors[1,3] * pudal[,1:10] + lambda$vectors[2,3]
* pudal[,11:20] + lambda$vectors[3,3] * pudal,21:30]
+ lambda$vectors[4,3] * pudal,31:40]

V4 = lambda$vectors[1,4] * pudal,1:10] + lambda$vectors[2,4]
* pudal[,11:20] + lambda$vectors[3,4] * pudal,21:30]
+ lambda$vectors[4,4] * pudal,31:40]

C.3. Grafické znazornéni

plot(c(),c(), xlim = c(-1,1), ylim = c(-1,1), xlab = "PC (46.6 %)",
ylab = "PC2 (32.0 %)")
points(lambda$vectors[,1], lambda$vectors[,2], pch = 19)

points(0,0,pch = 19, col = "firebrick")
c(lambda$vectors[1:4,1])
c(lambda$vectors[1:4,2])

X

y

for (i in 1:4){
arrows(0, 0, x1 = x[i], y1 = y[i], length = 0.1, angle = 30,

code = 2, col = "firebrick",lty = "solid" )

}

text (lambda$vectors[1,1]+0.1,lambda$vectors[1,2]-0.1,
expression("U"[1]))

text (lambda$vectors[2,1]-0.1,lambda$vectors[2,2]+0.1,
expression("U"[2]))

text (lambda$vectors[3,1]-0.1,lambda$vectors[3,2],
expression("U"[3]))

text (lambda$vectors[4,1]+0.1,lambda$vectors[4,2],
expression("U"[4]))
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C.4. Postup v pripadé D =3

W = matrix(0,4,4)
for (j in 1:4){
for (k in (3*%(j-1)+1):(3%j)){
Wlj,jl = wlj,jl + var(pudal,k])
}

Iy
W=0.5x%W

for (i in 1:4){
for (j in (i+1):4){
if (i<=3){
for (k in 1:3)1
Wli,jl = W[i,j] + cov(pudal,3*(i-1)+k],pudal,3*(j-1)+k])
}
+
}

}
W=W+ tdW

lambda = eigen(R)
vysv_var = 100*lambda$values / sum(lambda$values)
CCR = c(vysv_var[1],0,0,0)
for (i in 2:4){
CCR[i] = CCR[i-1] + vysv_var[i]
}

plot(c(),cO, xlim = c(-1,1), ylim = c(-1,1), xlab = "PC1 (48.2 )",
ylab = "PC2 (33.0 %)")

points(lambda$vectors[,1], lambda$vectors[,2], pch

points(0,0,pch = 19, col = "firebrick")

x = c(lambda$vectors[1:4,1])

y = c(lambda$vectors[1:4,2])

19)

for (i in 1:4){
arrows(0, 0, x1 = x[i], y1 = y[i], length = 0.1, angle = 30,

code = 2, col = "firebrick",lty = "solid" )

}

text (lambda$vectors[1,1]+0.1,lambda$vectors[1,2]+0.1,
expression("U"[1]))

text (lambda$vectors[2,1]-0.1,lambda$vectors[2,2],
expression("U"[2]))
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text (lambda$vectors[3,1]-0.1,lambda$vectors[3,2],
expression("U"[3]))

text (lambda$vectors[4,1]+0.1,lambda$vectors[4,2],
expression("U"[4]))

Vi

lambda$vectors[1,1] * pudal[,1:3] + lambda$vectors[2,1]
pudal,4:6] + lambda$vectors[3,1] * pudal,7:9]
lambda$vectors[4,1] * pudal,10:12]
lambda$vectors[1,2] * pudal[,1:3] + lambda$vectors[2,2]
pudal[,4:6] + lambda$vectors[3,2] * pudal,7:9]
lambda$vectors([4,2] * pudal,10:12]
lambda$vectors[1,3] * pudal[,1:3] + lambda$vectors[2,3]
pudal,4:6] + lambda$vectors[3,3] * pudal,7:9]
lambda$vectors([4,3] * pudal,10:12]
V4 = lambda$vectors[1,4] * pudal[,1:3] + lambda$vectors[2,4]
x pudal[,4:6] + lambda$vectors[3,4] * pudal,7:9]
+ lambda$vectors[4,4] * pudal,10:12]
colnames (V1) c("K","Mg","P")
colnames (V2) c("K","Mg","P")
colnames (V3) c("K","Mg","P")
colnames (V4) c("K","Mg","P")

+ %

V2

+ *

V3

+ *

C.5. Ternarni diagram a mapa pro druhou hlavni kompo-
nentu

barvy2 = matrix(0,130,1)
for(i in 1:130){
temp = V2_inv_d[i,]1/100 *255
barvy2[i] = rgb(temp[1],temp[2],temp[3],maxColorValue=255)
}
ggtern(data=V2_inv_d,aes(x=K,y=Mg,z=P))+geom_point (pch=19,
col=barvy2)

meritko =
function(x_vlevo_dole,y_vlevo_dole,x_vpravo_nahore,
y_vpravo_nahore,posun_text,posun_km,velikost)
{
rect(x_vlevo_dole,y_vlevo_dole,x_vpravo_nahore,y_vpravo_nahore)
rect(x_vlevo_dole+(x_vpravo_nahore-x_vlevo_dole)/2,y_vlevo_dole,
x_vpravo_nahore,y_vpravo_nahore,col=1)
mtext ("0",side=1,at=x_vlevo_dole,line=posun_text, cex=velikost)

81



mtext ("50",side=1,at=x_vlevo_dole+(x_vpravo_nahore-
x_vlevo_dole)/2,line=posun_text, cex=velikost)

mtext ("100",side=1,at=x_vpravo_nahore,line=posun_text,
cex=velikost)

mtext ("km",side=1,at=x_vpravo_nahore+posun_km,line=posun_text,
cex=velikost)

invisible()

plot(souradnice,frame.plot=FALSE,xaxt="n", yaxt="n",
xlab="",ylab="",type="n",cex.lab=1.2)
pkb(map.col=c("black","black","grey","blue") ,add.plot=T)
points(souradnice,pch=20,cex=1.2,col=barvy2)
meritko (670000,7855000,770000,7870000,posun_text = -23,
posun_km = 25000, velikost = 0.9)
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