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Hahn-Banachova věta
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Počet stran: 59

Jazyk: český
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Úvod

V této práci jsem se zaměřila na představeńı jedné z nejvýznamněǰśıch vět funkcionálńı

analýzy - Hahn-Banachovy věty. Hahn-Banachova věta je tvrzeńı, které ř́ıká, že za jistých

podmı́nek lze lineárńı funkcionál definovaný na nějakém podprostoru rozš́ı̌rit na celý prostor

tak, že se přitom nezměńı jeho norma.

Větu uveřejnili Hans Hahn a Stefan Banach koncem 20. let 20. stolet́ı, kteř́ı ji dokázali

nezávisle na sobě. Pro speciálńı př́ıpad (pro prostor spojitých funkćı na intervalu) ji dokázal

již o několik let dř́ıve Eduard Helly.

Bez Hahn-Banachovy věty by funkcionálńı analýza měla odlǐsnou strukturu, než jak ji

známe dnes. Má mnoho aplikaćı a d̊usledk̊u, jak právě ve funkcionálńı, tak i v konvexńı

analýze.

U čtenáře se předpokládaj́ı základńı znalosti funkcionálńı a konvexńı analýzy.

Práce byla vysázena pomoćı typografického systému TEX ve formátu LATEX2ε.

7



1 Hans Hahn a Stefan Banach

V této kapitole bych ráda v krátkosti zmı́nila něco málo o životě Hanse Hahna a Stefana

Banacha. Čerpala jsem z [13] a [14].

1.1 Hans Hahn

Hans Hahn se narodil 27. zář́ı 1879 ve Vı́dni v tehdeǰśım Rakousku-Uhersku jako syn

vysoce postaveného vládńıho úředńıka. V roce 1898 začal studovat práva ve Vı́dni. O rok

později změnil zaměřeńı na matematiku a strávil nějaký čas na univerzitách v Mnichově,

Strassburgu a Göttingenu. V roce 1902 źıskal titul Ph.D. ve Vı́dni. V roce 1909 byl nomi-

nován v Černovićıch (Ukrajina) a později i v Bonnu (Německo) na titul mimořádný profesor.

V roce 1917 pak na titul řádný profesor ve Vı́dni. Od roku 1915 byl v Rakouské armádě,

bojoval v 1.světové válce, kde byl vážně raněn. Poté se vrátil do Vı́dně, kde z̊ustal do své

brzké smrti 24. července roku 1934, ve věku 54 let. Byl ženatý s Eleonore Minor a měl s ńı

dceru Noru.

V matematice se zabýval předevš́ım funkcionálńı analýzou, topologíı, teoríı množin, reálnou

analýzou a teoríı uspořádáńı. Zaj́ımal se ale také o filosofii, předevš́ım Mach̊uv novopoziti-

vismus.

Je po něm pojmenováno několik vět a teorémů, např́ıklad Hahn̊uv teorém rozkladu, Hahn-

Kolmogorova věta, Hahn-Mazurkiewicz̊uv teorém, Vitali-Hahn-Saksiho teorém a daľśı.

1.2 Stefan Banach

Stefan Banach se narodil 30. března 1892 v Krakově v Polsku jako syn daňového úředńıka.

Jeho matka zmizela a tak ho vychovávala babička. Po dokončeńı gymnázia chtěl Banach stu-

dovat matematiku, ale měl pocit, že v ńı už nemůže být objeveno nic nového. Začal tak

studovat techniku, odjel do Lvova a přihlásil se na Stroj́ırenskou fakultu Lvovské technické

univerzity. Vydělával si doučováńım.

Během prvńı světové války se kv̊uli špatnému zraku nedostal do armády a tak učil na kra-

kovských školách. Navštěvoval matematické přednášky na Jagellonské univerzitě v Krakově.

Zlomem v Banachově životě bylo setkáńı s Hugem Steinhausem v roce 1916. S ńım v roce

1918 vydal sv̊uj prvńı článek. Potom začal s velkou rychlost́ı publikovat daľśı d̊uležité mate-

matické články. Dı́ky Steinhausovi také potkal Lucju Braus, kterou si v roce 1920 vzal.

V tomto roce se také stal asistentem polského matematika Antoni Lomnického na Lvovské

technické univerzitě, kde také přednášel matematiku.

Roku 1922 vydal práci Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux

8



équations intégrales, která je označována za zrod funkcionálńı analýzy. V roce 1922 byla Ba-

nachovi udělena docentura za jeho práci v teorii mı́ry. Od roku 1924 byl profesorem. V roce

1929 začal vydávat společně se Steinhausem časopis Studia Mathematica zaměřený na funk-

cionálńı analýzu. V roce 1939 byl Banach zvolen prezidentem Polské matematické společnosti.

Za nacistické okupace Lvovu od června 1941 žil Banach za velmi těžkých podmı́nek. Několik

týdn̊u byl vězněn. Po dobyt́ı Lvova Sověty obnovil své bývalé kontakty a setkal se opět se

Sobolevem. Byl už ale vážně nemocný.

Zemřel 31. srpna 1945 ve Lvově (Ukrajina) na rakovinu plic.
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2 Základńı definice, pojmy a tvrzeńı

V této kapitole jsou shrnuty nejd̊uležitěǰśı definice a tvrzeńı potřebné k vysloveńı daľśıch

vět a lemmat, která později využiji k vysloveńı Hahn-Banachových vět a jejich d̊usledk̊u

a aplikaćı. V kapitole 2.1 Teorie množin jsem čerpala z [1], kapitole 2.2 Funkcionálńı

analýza z [1] a [3], v kapitole 2.3 Konvexńı analýza pak z [1],[7],[8] a [9].

2.1 Teorie množin

Následuj́ıćı definice jsou potřebné pro vysloveńı Zornova lemmatu, které hraje d̊uležitou

roli při d̊ukazu algebraické verze Hahn-Banachovy věty (věta 21).

Definice 1 (Uspořádané množiny) Množina M s relaćı ≺ a vlastnostmi

i) a ≺ a (reflexivita)

ii) a ≺ b a b ≺ c⇒ a ≺ c (tranzitivita),

kde a, b, c ∈M , se nazývá částečně uspořádaná množina.

Jestlǐze nav́ıc plat́ı

iii) jestlǐze a ≺ b a b ≺ a⇒ a = b (antisymetrie),

potom množinu M nazveme uspořádanou množinou.

Definice 2 (Lineárně uspořádaná množina) Lineárně uspořádanou množinou nazveme

takovou množinu M , kde každé dva prvky z M budou srovnatelné (lze ř́ıci, že jeden prvek je

věťśı než druhý).

Definice 3 (Řetězec) Řetězcem v uspořádané množině (M,≺) je každá lineárně uspořádaná

podmnožina M .

Definice 4 (Horńı závora) Jestlǐze p ≺ x pro každé p ∈ P , x ∈ M , kde P ⊂ M a M je

uspořádaná množina, potom prvek x nazveme horńı závorou (majorantou) množiny P .

Definice 5 (Maximálńı prvek) Prvek z ∈ M nazveme maximálńım prvkem množiny M ,

jestlǐze neexistuje žádný prvek m ∈M,m 6= z takový, že z ≺ m.

Nyńı již můžeme vyslovit samotné lemma:

Lemma 1 (Zornovo lemma) Necht’ M je neprázdná uspořádaná množina taková, že každý

jej́ı řetězec má horńı závoru. Potom M má maximálńı prvek.
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Jistou analogíı Zornova lemmatu je Hausdorffova věta (viz [12]).

Věta 1 (Hausdorffova věta) Každý řetězec uspořádané množiny je obsažen v některém

maximálńım řetězci.

2.2 Funkcionálńı analýza

Definice 6 (Metrický prostor) Dvojice (X, ρ), kde X je množina a ρ : X × X → R je

reálná funkce splňuj́ıćı:

i) ρ(x, y) = ρ(y, x)

ii) ρ(x, y) = 0⇔ x = y

iii) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) (trojúhelńıková nerovnost),

se nazývá metrický prostor.

Definice 7 (Normovaný lineárńı prostor, norma) Necht’ F je těleso reálných nebo kom-

plexńıch č́ısel. Normovaným lineárńım prostorem rozumı́me každý vektorový prostor W nad

F s normou ‖.‖, což je nezáporná funkce na W splňuj́ıćı:

i)‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

ii)‖λx‖ = |λ|‖x‖,

iii)‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost),

∀x, y ∈W a ∀λ ∈ F.

Poznámka: Norma ‖.‖ : x→ ‖x‖ je na normovaném lineárńım prostoru E spojitá funkce.

Definice 8 (Ekvivalence norem) Řekneme, že normy ‖.‖1 a ‖.‖2 na vektorovém prostoru

E jsou ekvivalentńı, jestlǐze existuj́ı konstanty α, β > 0 takové, že

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1 ∀x ∈ E.

Věta 2 Na konečně dimenzionálńım vektorovém prostoru E jsou všechny normy navzájem

ekvivalentńı.

Definice 9 (Banach̊uv prostor) Úplný normovaný lineárńı prostor se nazývá Banach̊uv

prostor.

Definice 10 (Lineárńı forma) Lineárńı formou na W nazýváme lineárńı zobrazeńı

f : W → F.
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Definice 11 (Algebraický duál) Prostor všech lineárńıch forem na W nazýváme

algebraickým duálem k prostoru W a znač́ıme W#.

Definice 12 (Topologický duál) Prostor všech spojitých lineárńıch forem na X

nazýváme topologickým duálem k prostoru X a znač́ıme X∗.

Definice 13 (Sublineárńı funkcionál) Funkcionál p : X → R, kde X je lineárńı prostor

se nazývá sublineárńı, jestlǐze plat́ı

i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),∀x, y ∈ X

ii) p(αx) = αp(x),∀x ∈ X,α > 0.

Definice 14 (Pseudonorma) Necht’ p je sublineárńı funkcionál. Pak p nazýváme pseudo-

normou, jestlǐze plat́ı

p(λx) = |λ|p(x)

∀λ ∈ F a ∀x ∈W.

Definice 15 (Algebraický součet) Řekneme, že vektorový prostor W je

algebraickým součtem podprostor̊u A a B, jestlǐze

W = A+B a A ∩B = {0},

kde

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

Označujeme W = A⊕B.

Poznámka:

1) Každý prvek w ∈W lze jednoznačně zapsat jako součet wA +wB, kde wA ∈ A a wB ∈ B.

2) Je-li

W = A⊕B,

můžeme definovat projekce PA a PB, takto:

PA(w) = wA a PB(w) = wB,

kde w = wA + wB, wA ∈ A,wB ∈ B.

Definice 16 (Algebraický doplněk) Každý podprostor B splňuj́ıćı

W = A⊕B

nazýváme algebraickým doplňkem A ve W.
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Definice 17 (Topologický součet) Řekneme, že normovaný lineárńı prostor E je topolo-

gickým součtem podprostor̊u M a N, jestlǐze plat́ı

E = M ⊕N

a projekce PM , PN jsou spojité.

Znač́ıme E = M ⊕t N.

Poznámka: Je-li E = M ⊕t N, jsou podprostory M a N uzavřené. Naopak je-li Banach̊uv

prostor E algebraickým součtem M a N a oba podprostory M, N jsou uzařené, je E = M⊕tN.

Definice 18 (Topologický doplněk) Necht’ M je uzavřený podprostor Banachova prostoru

E. Jestlǐze existuje podprostor N takový, že E = M ⊕t N, pak N nazýváme topologickým

doplňkem M v E.

Př́ıklad ([2] str. 52)

Ukažte, že jestlǐze X je konečně-dimenzionálńı Banach̊uv prostor, pak každý lineárńı funk-

cionál f na X je spojitý na X.

Řešeńı:

Necht’ {e1, e2, . . . , en} je báze X. Uvažujeme daný problém v normě

‖x‖ =
∑
i

|xi|

pro x =
∑

i xiei. Necht’ xn =
∑

n x
n
i ei.

Předpokládejme, že xni → xi pro n→ +∞, tedy

∑
n

xni ei →
∑
i

xiei.

Plat́ı také

f(xn) =
∑
n

xni f(ei)

a

f(x) =
∑
i

xif(ei).

Dále (z linearity)

‖f(xn)− f(x)‖ = ‖
∑
n

(xni − xi)f(ei)‖.
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Protože

(xni − xi)→ 0,

potom i

‖
∑
n

(xni − xi)f(ei)‖ → 0,

č́ımž je spojitost dokázána.

Př́ıklad ([2] str. 52)

Ukažte, že jestlǐze je X nekonečně-dimenzionálńı Banach̊uv prostor, pak na X m̊užeme defi-

novat nespojitý lineárńı funkcionál.

Řešeńı:

Vybereme z báze prostoru X spočetnou množinu {en} takto:

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .)

e2 = (0, 1, 0, 0, . . .)
...

ei = (0, 0, 0, . . . , 1, 0, . . .) (1 je na i-té pozici)
...

Nyńı definujeme lineárńı funkcionál f : X → R na {en} tak, že

f(en) = n, ∀n = 1, . . . ,+∞, tzn:

f(e1) = 1

f(e2) = 2
...

f(ei) = i
...

A pro ostatńı prvky báze polož́ıme f = 0. Potom

‖f(en)‖ = n, ∀k ∈ N.

Plat́ı

supn∈Nf(en) = +∞

⇒ funkcionál f neńı omezený a tedy ani spojitý.

Definice 19 (Kanonické vnořeńı) Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, X∗ je duál

X a X∗∗ je duál X∗ (prostor všech spojitých lineárńıch forem na X∗), tedy druhý duál X.
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Definujme pro x ∈ X formu εx předpisem

εx : ϕ 7→ ϕ(x), ϕ ∈ X∗

a zobrazeńı

ε : x 7→ εx, x ∈ X.

Zobrazeńı ε nazveme kanonickým vnořeńım X do X∗∗, εx je lineárńı forma na X∗, která je

omezená, protože

|εx(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖‖x‖

pro každé ϕ ∈ X∗, a je prvkem druhého duálu X∗∗.

Definice 20 (Anihlátory) Necht’ X je normovaný lineárńı prostor. M je podprostor X, N

podprostor X∗. Předpisem

M⊥ = {ϕ ∈ X∗ : ϕ(x) = 0 ∀x ∈M},

N⊥ = {x ∈ X : ϕ(x) = 0 ∀ϕ ∈ N}

definujeme anihilátory.

Poznámka:

1) M⊥ a N⊥ tvoř́ı uzavřené podprostory.

2) Plat́ı X⊥ = {0} a X∗⊥ = {0}.

Př́ıklad ([2] str. 55)

Necht’ X je Banach̊uv prostor.

(i) Ukažte, že v X∗ máme a) X⊥ = {0} a b) {0}⊥ = X∗.

Ukažte, že v X máme c) (X∗)⊥ = {0} a d) {0}⊥ = X.

(ii) Necht’ A ⊂ B jsou podmnožiny X. Ukažte, že B⊥ je podprostor A⊥.

Řešeńı:

(i)

Plyne z definice anihilátor̊u:

X⊥ = {ϕ ∈ X∗;ϕ(x) = 0, ∀x ∈ X}.

a) Z definice nulového funkcionálu, ϕ ≡ 0, tedy X⊥ = {0}.

b) Hledáme ϕ takové, že ϕ(0) = 0. To plat́ı pro všechny spojité lineárńı funkcionály, tedy

{0}⊥ = X∗. c)

X∗⊥ = {x ∈ X;ϕ(x) = 0, ∀ϕ ∈ X∗},
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což plat́ı pouze pro 0, tedy X∗⊥ = {0}.

d) Plat́ı

{0}⊥ = {x ∈ X;ϕ(x) = 0,∀ϕ ∈ {0}} = {x ∈ X; 0(x) = 0},

což plat́ı ∀x ∈ X a tedy {0}⊥ = {X}.

(ii)

A⊥ = {ϕ ∈ X∗;ϕ(x) = 0,∀x ∈ A}, B⊥ = {ϕ ∈ X∗;ϕ(x) = 0,∀x ∈ B}.

Pro B⊥ je podprostor A⊥, muśıme dokázat, že pro ∀x ∈ X plat́ı:

pro ∀ϕi ∈ B⊥, ϕj ∈ B⊥ i (ϕi + ϕj) (x) ∈ B⊥, ∀α ∈ R, ϕ ∈ B⊥ i αϕ ∈ B⊥ (zřejmé)

a B⊥ ⊂ A⊥, což plat́ı z definice A⊥a B⊥, nebot’

ϕ ∈ B⊥ ⇒ ϕ ∈ A⊥.

Definice 21 (Faktorový prostor) Necht’ Z je podprostor vektorového prostoru W. Na W

definujeme ekvivalenci takto: prvky x, y ∈W jsou ekvivalentńı, jestlǐze x− y ∈ Z.

Prostor W se tak rozpadne na tř́ıdy vzájemně ekvivalentńıch prvk̊u.

Množina x+ Z je tř́ıdou obsahuj́ıćı prvek x.

Faktorovým prostorem W/Z rozumı́me prostor právě všech tř́ıd ekvivalentńıch prvk̊u a defi-

nujeme zde

(x+ Z) + (y + Z) := (x+ y) + Z

a

λ(x+ Z) := λx+ Z.

Definice 22 (Hustá množina) Necht’ A je libovolná podmnožina metrického prostoru (P, ρ).

Jestlǐze Ā = P , potom ř́ıkáme, že A je hustá v P.

Věta 3 Množina A je hustá právě tehdy, když pro každou neprázdnou otevřenou podmnožinu

G ⊂ P je G ∩A 6= ∅.

Definice 23 (Separabilita prostor̊u) Prostor (P, ρ), ve kterém existuje spočetná hustá

podmnožina se nazývá separabilńı.

Definice 24 (Izomorfńı a izometrické zobrazeńı) Necht’ V, W jsou vektorové prostory.

Řekneme, že jsou izomorfńı, jestlǐze existuje prosté lineárńı zobrazeńı V na W.

Necht’ (E1, ‖.‖1), (E2, ‖.‖2) jsou normované lineárńı prostory a f : E1 → E2.

Jestlǐze pro každé x ∈ E1 plat́ı

‖x‖1 = ‖f(x)‖2,
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potom zobrazeńı f nazveme izometríı.

Normované lineárńı prostory E1, E2 nazveme izometricky-izomorfńı, jestlǐze exituje izomorfńı

zobrazeńı E1 na E2, které je nav́ıc izometrické.

Poznámka: Izometricky-izomorfńı zobrazeńı tedy zachovává jak algebraické operace, tak i

normy.

Věta 4 Necht’ f je spojité zobrazeńı metrického prostoru P na metrický prostor Q a necht’

P je separabilńı. Potom je i f(Q) separabilńı. Speciálně, jsou-li M,N izomorfńı normované

lineárńı prostory a je-li M separabilńı, potom je separabilńı i N.

Poznámka:

• Prostor c posloupnost́ı {xn}, takových, že limn→∞xn < ∞ a ‖x‖ = supn|xn|, je sepa-

rabilńı.

• Prostor c0 posloupnost́ı {xn}, takových, že limn→∞xn = 0 a ‖x‖ = supn|xn|, je sepa-

rabilńı.

• Prostory Rn a Cn, jsou separabilńı.

• Prostor C([0, 1]) všech reálných, resp. komplexńıch funkćı spojitých na intervalu 〈0, 1〉,

kde ‖f‖ = maxt∈〈0,1〉|f(t)| je separabilńı.

• Prostory `p = {x = (x1, . . . , xn);xi ∈ R, resp.C; ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p } pro 1 ≤ p <∞,

jsou separabilńı.

• Prostory Lp([0, 1]) všech Lebesgueovsky měřitelných funkćı na intervalu 〈0, 1〉 pro

1 ≤ p <∞, kde ‖f‖p =
(∫
X |f |

pdµ
) 1

p , jsou separabilńı.

• Prostor `∞ = {x = (x1, . . . , xn);xi ∈ R, resp.C; ‖x‖∞ = maxi{|xi|}}, neńı separabilńı.

• Prostor L∞([0, 1]) všech Lebesgueovsky měřitelných funkćı na intervalu 〈0, 1〉, kde

‖f‖∞ = supX |f |, neńı separabilńı.

Věta 5 Necht’ E je normovaný lineárńı prostor a E∗ jeho duál. Je-li E∗ separabilńı, potom

je i E separabilńı.

Př́ıklad ([2] str. 60)

Ukažte, že c0 neńı izomorfńı s C[0, 1].
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Řešeńı:

Ověř́ıme separabilitu jejich duál̊u, tedy c∗0(= `1) a C[0, 1]∗. Prostor `1 je separabilńı (viz

poznámka výše). Prostor C[0, 1]∗ separabilńı neńı (viz [2]) a tedy mezi c0 a C[0, 1] nemůže

být izomorfismus.

Definice 25 (Jádro a obor hodnot operátoru) Necht’ T je operátor na Banachově pro-

storu X.

Množinu

Ker T := {x ∈ X : Tx = 0}

nazveme jádro operátoru T.

Množinu

RT := T (x)

pak oborem hodnot operátoru.

Abychom mohli vyslovit a dokázat geometrickou verzi Hahn-Banachovy věty, budeme

potřebovat následuj́ıćı pojmy a tvrzeńı.

Věta 6 Je-li f lineárńı forma na normovaném lineárńım prostoru E, potom je f spojitá,

právě tehdy, když jej́ı jádro Kerf := {x ∈ E : f(x) = 0} je množina uzavřená.

D̊ukaz: Zřejmě jádro Ker f je uzavřenou množinou pro každou spojitou funkci f na E. Necht’

naopak f je lineárńı forma, jej́ıž jádro Ker f je uzavřená množina. Chceme ukázat, že f je

spojitá. Jestliže f = 0, potom je to zřejmé. Je-li f nenulová, volme z ∈ E pro nějž plat́ı

f(z) = 1. Protože Ker f je uzavřená množina, potom existuje δ > 0 tak, že pro množinu

U := {x ∈ E : ‖x‖ < δ}

plat́ı

(z + U) ∩Kerf = ∅.

Potom ale

U ⊂ {x ∈ E : |f(x)| < 1}.

Kdyby tomu tak nebylo, potom by existovalo takové u ∈ U takové, že

|f(u)| ≥ 1.

V tom př́ıpadě ale

w :=
−u
f(u)

∈ U
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a protože f(z + w) = 0, dostali bychom

z + w ∈ (z + U) ∩Kerf.

Ukázali jsme tak, že f je omezený funkcionál na jistém okoĺı 0, což nám už k jeho spojitosti

stač́ı. �

Věta 7 Necht’ E je normovaný lineárńı prostor, f ∈ E∗ nenulová lineárńı forma a G ⊂ E

otevřená množina. Potom množina f(G) je otevřená.

D̊ukaz: Necht’ x ∈ G. Určitě existuje a ∈ E takové, že f(a) = 1. Pak existuje ε > 0 tak, že

x+ ta ∈ G, jestliže |t| < ε. Ukažme, že pak

U(f(x), ε) ⊂ f(G).

Je-li totiž

y ∈ U(f(x), ε)

a

t = y–f(x),

potom je |t| < ε a

y = f(x) + t = f(x+ ta) ∈ f(G). �

Definice 26 (Nadrovina) Každou množinu typu

{w ∈W : f(w) = α},

kde f je nenulová lineárńı forma na W a α ∈ R, nazýváme nadrovinou ve vektorovém pro-

storu W . Ekvivalentně tak m̊užeme ř́ıci, že H je nadrovina ve W, jestlǐze existuje x ∈ W a

maximálńı vlastńı podprostor M tak, že

H = x+M.

Definice 27 (Uzavřená nadrovina) Každou množinu tvaru x + M , kde M je maximálńı

uzavřený vlastńı podprostor E, nazveme uzavřenou nadrovinou v normovaném lineárńım pro-

storu.

Věta 8 H je uzavřená nadrovina, právě tehdy, když existuje f ∈ E∗, f 6= 0 a α ∈ R tak, že

H = {x ∈ E : f(x) = α}.
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2.3 Konvexńı analýza

Definice 28 (Konvexńı množina, kužel) Necht’ X je reálný lineárńı prostor.

1) Množinu C ⊂ X nazveme konvexńı, jestlǐze s libovolnými dvěma svými body x1, x2 obsahuje

celou úsečku

[x1, x2] = {x ∈ X : x = αx1 + (1− α)x2, α ∈ 〈0, 1〉}.

2) Množina K ⊂ X se nazývá kužel, jestlǐze s každým svým bodem x0 obsahuje celý paprsek

{αx0, α > 0}.

Poznámka: Prázdnou množinu považujeme za konvexńı množinu i kužel.

Věta 9 Necht’ X,Y jsou reálné lineárńı prostory.

1) Pr̊unik libovolného počtu konvexńıch množin (kužel̊u) je opět konvexńı množina (kužel).

2) Obraz f(A) a úplný vzor f−1(B) konvexńıch množin (kužel̊u), A ⊂ X,B ⊂ Y je při

lineárńım zobrazeńı f : X → Y konvexńı množinou (kuželem).

3) Kužel je konvexńı množinou právě tehdy, když

x1, x2 ∈ K ⇒ (x1 + x2) ∈ K.

Definice 29 (Konvexńı, kuželový, lineárńı obal množiny)

1) Pr̊unik všech konvexńıch množin C obsahuj́ıćıch danou množinu M se nazývá konvexńı

obal množiny M . Znač́ı se convM.

2) Pokud v předchoźım vztahu mı́sto konvexńıch množin uvažujeme všechny možné konvexńı

kužely K, (M ⊂ K), nebo lineárńı podprostory L, (M ⊂ L), potom se pr̊unik nazývá kuželový

(coneM) nebo lineárńı (linM) obal M .

Definice 30 (Lineárńı, kuželová, konvexńı kombinace prvk̊u)

Necht’ X je lineárńı prostor, x1, x2, . . . , xn ∈ X,λ1, λ2, . . . , λn ∈ R, n ∈ N. Potom prvek

x =
n∑
i=1

λixi

se nazývá lineárńı kombinace prvk̊u x1, x2, . . . , xn.

Jestlǐze č́ısla λi splňuj́ı:

λi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n

pak se tento prvek nazývá kuželová kombinace prvk̊u x1, x2, . . . , xn.

Jestlǐze:
n∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0,∀i = 1, . . . , n

pak tento prvek nazýváme konvexńı kombinace prvk̊u x1, x2, . . . , xn.
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Věta 10

1) Konvexńı (kuželový/ lineárńı) obal množiny M je tvořen konvexńımi (kuželovými/ lineárńımi)

kombinacemi prvk̊u z M.

2) Množina M je konvexńı (konvexńı kužel/ lineárńı prostor) právě tehdy, když je totožná se

svým konvexńım (kuželovým/ lineárńım) obalem.

Definice 31 (Efektivńı množina, nadgraf) Necht’

f : X → R ∪ {−∞,∞}

je funkce.

1) Množinu

domf = {x ∈ X, f(x) <∞}

nazýváme efektivńı množinou.

2) Množinu

epif = {(x, α) ∈ X ×R, x ∈ domf, α ≥ f(x)}

nazýváme epigrafem (nadgrafem) funkce f.

Definice 32 (vlastńı a nevlastńı funkce) Funkce, pro které domf 6= ∅ a f(x) > −∞

všude na X, se nazývaj́ı vlastńı funkce.

Ostatńı funkce se nazývaj́ı nevlastńı funkce.

Definice 33 (Konvexńı funkce) Funkce f : X → R ∪ {−∞,∞} se nazývá konvexńı

funkce, jestlǐze epif je konvexńı množina.

Věta 11 Necht’ f je vlastńı funkce definovaná na lineárńım prostoru X. Pak následuj́ıćı

podmı́nky jsou ekvivalentńı:

i) Funkce f je konvexńı.

ii) Plat́ı Jensenova nerovnost, tj.:

∀x, y ∈ X,∀α ∈ 〈0, 1〉 : f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).

iii) ∀xi ∈ Xi,∀αi ≥ 0, i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 αi = 1, n ∈ N plat́ı:

f

(
n∑
i=1

αixi

)
≤

n∑
i=1

αif(xi).

Důsledek 1 Necht’ X je lineárńı prostor. Dále necht’

1) fi : X → R, i = 1, . . . , n jsou konvexńı funkce. Potom také

g(x) =
n∑
i=1

fi(x)
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je konvexńı funkce.

2) fα : X → R je konvexńı funkce ∀α ∈ A, kde A je libovolná konvexńı množina. Pak také

g(x) = supα∈Afα(x), x ∈ X

je konvexńı.

Poznámka: Konstrukce funkcionálu:

Necht’ M je podmnožina v X ×R. Označ́ıme

M [1] = {x ∈ X; ∃α ∈ R : (x, α) ∈M}

řez a

M(x, .) = {α ∈ R; (x, α) ∈M}.

Důsledek 2 Necht’ M je konvexńı podmnožina prostoru X ×R. Pro každé x ∈ X položme

f(x) = infM(x, .).

Potom f je konvexńı funkce.

Poznámka: Funkce f : X → R je konvexńı právě tehdy, když je konvexńı na každém řezu,

tj.: ∀x, y ∈ X je funkce

g : R→ R : g(t) = f [tx+ (1− t)y]

konvexńı.

Definice 34 (Uzavřené a otevřené poloprostory) Necht’ X∗ je prostor všech spojitých

lineárńıch funkcionál̊u definovaných na X, f : X → R je funkcionál. Potom množinu

H(f, α) := {x ∈ X : f(x) = α}

nazveme nadrovinou v X, množiny

H+(f, α) := {x ∈ X : f(x) ≤ α}, H−(f, α) := {x ∈ X : f(x) ≥ α}

uzavřené poloprostory v X a množiny

H◦+(f, α) := {x ∈ X : f(x) < α}, H◦−(f, α) := {x ∈ X : f(x) > α}

otevřené poloprostory v X.

Definice 35 (Minkovského funkce) Necht’ X je lineárńı prostor, A ⊂ X je konvexńı

množina obsahuj́ıćı bod 0. Potom Minkovského funkce µA(.) množiny A je pro x ∈ X de-

finovaná takto:

µA(x) = inf
{
t > 0 :

x

t
∈ A

}
.
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Na tomto mı́stě bych ráda uvedla Testy na nerovnost, nebot’ jich bude potřeba v

d̊ukazu vlastnost́ı Minkovského funkce (věta 14). Testy často využ́ıval docent Jokl (viz [8]).

Věta 12 (1.test) Necht’ a, b ∈ R̄ = R ∪ {−∞,∞}. Potom plat́ı: a ≤ b právě tehdy, když

pro každé λ ∈ R

λ < a⇒ λ ≤ b.

Věta 13 (2.test) Necht’ a, b ∈ R̄ = R ∪ {−∞,∞}. Potom plat́ı: a ≤ b právě tehdy, když

pro každé λ ∈ R

λ > b⇒ λ ≥ a.

Věta 14 Minkovského funkce je nezáporná, sublineárńı a plat́ı

{x ∈ X : µA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ X : µA(x) ≤ 1}.

Jestlǐze nav́ıc X je normovaný lineárńı prostor, pak µA(.) je spojitá funkce v bodě 0

právě tehdy, když 0 ∈ intA.

D̊ukaz:

Krok 1: Dokážeme, že pro libovolné x, y ∈ X plat́ı

µA(x+ y) ≤ µA(x) + µA(y)

pomoćı 2. testu na nerovnost. Uvažujeme λ ∈ R tak, že

λ > µA(x) + µA(y).

Potom existuj́ı k1, k2 ∈ R taková, že plat́ı

k1 + k2 = λ, k1 > µA(x), k2 > µA(y).

Z definice µA(x) plyne existence t1 > 0, t2 > 0 takových, že

k1 > t1, k2 > t2,
x

t1
∈ A, y

t1
∈ A.

Poté
x+ y

t1 + t2
=
x

t1

t1
t1 + t2

+
y

t2

t2
t1 + t2

∈ A,

z čehož vyplývá

µA(x+ y) ≤ t1 + t2 < k1 + k2 = λ,

což dokazuje

µA(x+ y) ≤ µA(x) + µA(y).
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Krok 2: Dokážeme, že pro libovolné x ∈ X,α > 0 takové, že

µA(αx) = inf
{
t > 0 :

αx

t
∈ A

}
,

plat́ı

µA(αx) = αµA(x).

Polož́ıme s = t
α . Tedy

µA(αx) = inf
{
αs :

x

s
∈ A

}
= αinf

{
s :

x

s
∈ A

}
= αµA(x).

Spolu s krokem 1 je tedy µA(.) sublineárńı funkce.

Nezápornost Minkovského funkce je zřejmá z jej́ı definice.

Krok 3: S ohledem na definici Minkovského funkce je zřejmá inkluze

A ⊂ {x ∈ X : µA(x) ≤ 1}. (1)

Dokážeme tedy, že

{x ∈ X : µA(x) < 1} ⊂ A.

Je-li x ∈ X : µA(x) < 1 potom existuje t ∈ (0, 1) takové, že x
t ∈ A.

Jelikož 0 ∈ A a A je konvexńı množina, plat́ı

x = 0(1− t) +
x

t
t ∈ A

(konvexńı kombinace), tedy plat́ı i prvńı inkluze

{x ∈ X : µA(x) < 1} ⊂ A.

Krok 4: 0 ∈ intA právě tehdy, když existuje okoĺı U1bodu 0 takové, že U1 ⊂ A, tj podle (1)

je Minkovského funkce µA(x) ≤ 1, ∀x ∈ U1.

Vzhledem k pozitivńı homogenitě µA(x) pro každé ε > 0 při položeńı Uε = εU1 dostáváme

implikaci

x ∈ Uε ⇒ µA(x).

Zřejmě

µA(0) = 0.

Tedy µA(.) je spojitá v bodě 0, právě když 0 ∈ intA. �

Věta 15 K tomu aby byl lineárńı funkcionál f na normovaném lineárńım prostoru X spojitý

stač́ı, aby existoval v nule spojitý sublineárńı funkcionál p : X → R tak, že ∀x ∈ X :

f(x) ≤ p(x).
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Definice 36 (Oddělováńı nadrovin) Necht’ X je lineárńı prostor. Řekneme, že funkcionál

f odděluje množiny A ⊂ X a B ⊂ X, jestlǐze plat́ı

supx∈Af(x) ≤ infx∈Bf(x)

a ostře odděluje množiny A ⊂ X a B ⊂ X, jestlǐze

supx∈Af(x) < infx∈Bf(x).

Poznámka: Geometrický význam:

Nadrovina

H(f, c) = {x ∈ X : f(x) = c},

kde

supx∈Af(x) ≤ c ≤ infx∈Bf(x)

odděluje množiny A a B v tom smyslu, že množina A lež́ı v jednom poloprostoru a množina

B ve druhém:

A ⊂ H+(f, c) = {x ∈ X : f(x) ≤ c}, B ⊂ H−(f, c) = {x ∈ X : f(x) ≥ c}.

Definice 37 (Uzavřená funkce) Funkce f : X → R, kde X je normovaný lineárńı prostor,

se nazývá uzavřená, jestlǐze jej́ı nadgraf (epi f) je uzavřená množina.

Definice 38 Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, f : X → R je funkce a x0 ∈ X.

Potom definujeme:

a) lim infx→x0f(x) = inf{A : A = limn→+∞f(xn), limn→+∞xn = x0, xn 6= x0}

b) lim supx→x0f(x) = sup{A : A = limn→+∞f(xn), limn→+∞xn = x0, xn 6= x0}.

Poznámka: Funkce f : X → R je spojitá v bodě x0 právě tehdy, když plat́ı

lim infx→x0f(x) = lim supx→x0f(x) = f(x0).

Definice 39 (Gâteaux̊uv diferenciál) Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, x ∈ X

a f : X → R je funkce. Jestlǐze pro každé h ∈ X existuje limita

f ′G(x, h) := limt→0+
f(x+ th)− f(x)

t

a funkce h 7→ f ′G(x, h) je spojitá a lineárńı, pak ṕı̌seme f ′G(x)(h) a funkcionál f ′G(x) ∈ X∗

nazýváme Gâteauxovým diferenciálem (Gâteauxovou derivaćı) funkce f v bodě x.
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Věta 16 Necht’ funkce f : X → R je diferencovatelná v Gâteauxově smyslu. Uvažujeme pro

ni tzv. Weierstrassovu funkci

W (x, x0) = f(x)− f(x0)− f ′G(x0)(x− x0).

Pak W je konvexńı právě tehdy, když W (x, x0) ≥ 0 pro každé x, x0 ∈ X.

Definice 40 (Subdiferenciál funkce) Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, x0 ∈ X

a f : X → R je funkce. Podmnožinu prostoru X∗, která je tvořena těmi prvky g ∈ X∗,

pro které plat́ı

f(x)− f(x0) ≥ g(x− x0)

pro každé x ∈ X, nazýváme subdiferenciálem funkce f v bodě x0.

Znač́ıme ∂f(x0).

Poznámka: Subdiferenciál ∂f(x0) je množinou směrnic afinńıch funkćı a(x) = g(x)− b,

které jsou opěrnými funkcemi pro f a plat́ı b = g(x0)− f(x0).

Věta 17 Subdiferenciál ∂f(x0) je konvexńı množina v X∗.

D̊ukaz: Necht’ g1, g2 ∈ ∂f(x0). Podle definice subdiferenciálu plat́ı

g1(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) ∀x ∈ X,

g2(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) ∀x ∈ X.

Zvolme α ∈ 〈0, 1〉, potom ∀x ∈ X :

α [f(x)− f(x0)] ≥ αg1(x− x0)

(1− α) [f(x)− f(x0)] ≥ (1− α)g2(x− x0)

f(x)− f(x0) ≥ (αg1 + (1− α)g2)(x− x0).

Tedy

αg1 + (1− α)g2 ∈ ∂f(x0). �

Věta 18 Necht’ X je normovaný linerńı prostor, ϕ : X → R konvexńı funkce, x0 ∈ X,

ϕ(x0) ∈ R. Pro každé h ∈ X uvažujeme funkci f tak, že

f(h) = ϕ(x0 + h)− ϕ(x0).

Potom plat́ı

(i) f je konvexńı funkce
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(ii) f(0) = 0

(iii) h ∈ X ⇒ −f(−h) ≤ f(h)

(iv) h ∈ X, 0 < t < 1⇒ f(th) ≤ tf(h)

(v) pro pevné h ∈ X funkce t 7→ f(th)
t neklesá v intervalu (0,+∞)

(vi) pro každé h ∈ X existuje limita

p(h) := limt→0+
f(th)

t

(vii) funkce p je sublineárńı a taková, že p(0) = 0

(viii) h ∈ X ⇒ p(h) ≤ f(h).

D̊ukaz:

(i) Posun nadgrafu a ii) dosazeńı jsou zřejmé.

(iii) Dokážeme sporem.

Necht’ pro nějaké h ∈ X plat́ı f(h) < −f(−h). Poté

0 >
1

2
(f(h) + f(−h)) ≥ f

(
1

2
h+

1

2
(−h)

)
= f(0) = 0

což je spor, tedy f(h) ≥ −f(−h).

(iv) h ∈ X, 0 < t < 1, potom

f(th) = f(th+ (1− t)0) ≤ tf(h) + (1− t)f(0) = tf(h).

(v) Zvolme 0 < t < s, potom 0 < t
s < 1 a podle (iv) plat́ı, že

f(th) = f

(
t

s
sh

)
≤ t

s
f(sh)

f(th)

t
≤ f(sh)

s
.

(vi) f(th)
t má limitu pro t→ 0+, nebot’ podle (v) je to monotónńı posloupnost.

(vii) Funkce p je zřejmě homogenńı, stač́ı tedy dokázat, že p(h+ k) ≤ p(h) + p(k). Poč́ıtejme

p(h) + p(k) = limt→0+
f(th)

t
+ limt→0+

f(tk)

t

= limt→0+

1
2f(th)

1
2 t

+ limt→0+

1
2f(tk)

1
2 t

= limt→0+

1
2f(th) + 1

2f(tk)
1
2 t

≥ limt→0+
f(1

2 th+ 1
2 tk)

1
2 t

= limt→0+
f(1

2 t(h+ k))
1
2 t

= limt→0+
f(t(h+ k))

t
= p(h+ k).

(viii) Plat́ı

p(h) = limt→0+
f(th)

t
= inft>0

f(th)

t
≤ f(h). �
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Věta 19 Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, f : X → R je konvexńı funkce, x0 ∈ X

a f(x0) ∈ R. Pak plat́ı

∂f(x0) = {g ∈ X∗, g(h) ≤ f ′+(x0, h) ∀h ∈ X},

kde

f ′+(x0, h) = limt→0+
f(x0 + th)− f(x0)

t

je směrová derivace.

D̊ukaz:

Krok 1 (⊂): Necht’ nejdř́ıve prvek

g0 ∈ ∂f(x0) = {g ∈ X∗, g(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) ∀x ∈ X}.

Zvolme h ∈ X, t > 0 a položme x = x0 + th. Poté

g(th) = g(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) = f(x0 + th)− f(x0).

Odtud

g(h) ≤ f(x0 + th)− f(x0)

t
, ∀t > 0

g(h) ≤ f ′+(x0, h).

Krok 2 (⊃): Předpokládejme, že

g0 ∈ {g ∈ X∗ : g(h) ≤ f ′+(x0, h) ∀h ∈ X}.

Zvolme x ∈ X a položme h = x− x0. S využit́ım věty 18 (v) plat́ı:

g0(x− x0) = g(h) ≤ f ′+(x0, h) ≤ f(x0 + h)− f(x0) = f(x)− f(x0).

Tedy g0 ∈ ∂f(x0). �

Věta 20 Necht’ E je reálný Banach̊uv prostor, X neprázdná konvexńı otevřená podmnožina

E. Je-li konvexńı funkce f spojitá v bodě x0 ∈ X, potom f ′+(x0) je spojitý sublineárńı funkcionál

na E. Proto f ′G(x0), pokud existuje, je spojitý lineárńı funkcionál.
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3 Hahn-Banachova věta a jej́ı d̊usledky

V této kapitole uvedu samotnou Hahn-Banachovu větu, a to jej́ı algebraickou, funkcionálńı

i geometrickou verzi. Dále zde uvedu jej́ı d̊usledky, jak pro funkcionálńı analýzu (Mazurova

věta), tak i pro konvexńı analýzu (Teorémy oddělitelnosti). Také zde zmı́ńım několik př́ıklad̊u

využ́ıvaj́ıćıch r̊uzné verze věty a d̊usledky. Definice a věty v této kapitole jsem čerpala z

[1],[6],[8] a [9], př́ıklady z [2] a [10].

Věta 21 (Algebraická verze Hahn-Banachovy věty) Necht’ p je konvexńı funkcionál

na reálném vektorovém prostoru W , M je lineárńı podprostor W a f lineárńı forma

na M , f ≤ p na M . Potom ∃ lineárńı forma F ∈W# tak, že F = f na M a F ≤ p na W .

Předpokládáme-li, že p je pseudonorma, lze zvolit F , tak aby |F | ≤ p všude na W .

D̊ukaz: Použijeme Zornovo lemma 1. Uvažujme tedy množinu Z všech lineárńıch forem h

definovaných na podprostorech Hh ⊃ M takových, že h = f na M a h ≤ p na Hh. Pro

h, g ∈ Z definujeme h ≺ g, pokud Hh ⊂ Hg a h = g na Hh. Ihned je vidět, že (Z,≺) je

uspořádaná množina.

Bud’ nyńı S ⊂ Z žetězec.

Položme

H̃ = ∪{Hh : h ∈ S}.

Je-li x ∈ H̃ a x ∈ Hh ∩Hg, kde h, g ∈ S, je h(x) = g(x) (S je řetězec.) Existuje tedy lineárńı

forma h̃ na H̃ tak, že h̃(x) = h(x), pokud h ∈ S a x ∈ Hh. Zřejmě h̃ = f na M a h̃ ≤ p na

H̃. Je tedy h̃ horńı závorou S.

Podle Zornova lemmatu 1 existuje maximálńı prvek množiny Z, označme ho F . Když ukážeme,

že HF = W , je d̊ukaz, alespoň pro př́ıpad konvexńıho funkcionálu p, hotov.

Necht’ je tedy HF vlastńı podprostor W . Volme y ∈W \HF a položme

H := {x+ λy : x ∈ HF , λ ∈ R}.

Zřejmě H je podprostor W , H 6= HF . Volme dále c ∈ R libovolně a definujeme

h : x+ λy 7→ F (x) + λc

pro x+ λy ∈ H. Tato definice je korektńı, nebot’ pokud

x1 + λ1y = x2 + λ2y,

je

(λ1 − λ2) y = x2–x1 ∈ HF ,

29



a tud́ıž λ1 = λ2 a x1 = x2. Zřejmě h je lineárńı forma na H, h = f na M , F ≺ h a h 6= F .

Když ukážeme, že lze volit takové c ∈ R, aby h ≤ p na H, máme spor s maximalitou F.

Hledáme tedy takové c, aby

h(x+ λy) = F (x) + λc ≤ p(x+ λy), ∀x ∈ HF , ∀λ ∈ R. (2)

K tomu stač́ı nalézt c tak, aby pro všechna x ∈ HF a λ > 0 platilo

F
(x
λ

)
–p
(x
λ
− y
)
≤ c ≤ p

(x
λ

+ y
)

–F
(x
λ

)
, (3)

nebot’ pro λ > 0 z druhé nerovnosti ve (3) po vynásobeńı č́ıslem λ dostaneme, že

λc ≤ p(x+ λy)− F (x),∀x ∈ HF ,∀λ > 0,

tedy

F (x) + λc ≤ p(x+ λy),∀x ∈ HF ,∀λ > 0. (4)

Pro λ < 0 položme µ = −λ a pak z prvńı nerovnosti ve (3) dostaneme postupně

F

(
x

µ

)
− p

(x
λ
− y
)
≤ c,∀x ∈ HF ,∀µ > 0,

F (x)− p(x− µy) ≤ cµ,∀x ∈ HF ,∀µ > 0,

F (x)− cµ ≤ p(x− µy),∀x ∈ HF , ∀µ > 0,

Tedy

F (x) + λc ≤ p(x+ λy),∀x ∈ HF ,∀λ < 0. (5)

Pro λ = 0 je nerovnost

F (x) ≤ p(x),∀x ∈ HF (6)

splněna rovněž, nebot’ F je maximálńı prvek množiny Z.

Vztahy (4), (5) a (6) již implikuj́ı (2).

Protože však pro všechna u, v ∈ HF plat́ı

F (u) + F (v) = F (u+ v) ≤ p(u+ v) ≤ p(u− y) + p(v + y),

určitě existuje c tak, aby

F (u)–p(u− y) ≤ c ≤ p(v + y)–F (v)

pro všechna u, v ∈ HF . Je-li p pseudonorma a x ∈W , máme

−p(x) = −p(−x) ≤ –F (−x) = F (x) ≤ p(x). �
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Poznámka: Často bývá užitečné použ́ıt následuj́ıćı speciálńı př́ıpad algebraické verze Hahn-

Banachovy věty: Je-li p konvexńı funkcionál na reálném vektorovém prostoru W, existuje

lineárńı forma F ∈ W# tak, že F ≤ p na W . Stač́ı totiž položit f = 0 na M := {0}. Je-li p

nenulový funkcionál, lze volit i F tak, aby byla nenulová lineárńı forma. Neńı co řešit, pokud

p(x) < 0 v nějakém bodě x ∈ W . Pokud p(ω) ≥ 0 pro všechna ω ∈ W a p(x) > 0 pro jisté

x ∈W , položme

M := {λx : λ ∈ R}

a

f(λx) := λp(x)

pro λx ∈M . Je-li λ > 0, je

f(λx) = λp(x) = p(λx).

Pokud λ < 0, je

f(λx) = λp(x) < 0 ≤ p(λx).

Nyńı stač́ı použ́ıt Hahn-Banachovu větu. Dostaneme F ∈W#, F ≤ p na W a

F (x) = p(x) > 0.

Věta 22 (Hahn-Banachova věta) Necht’ f je spojitá lineárńı forma na podprostoru M

reálného normovaného lineárńıho prostoru E. Potom existuje F ∈ E∗ tak, že F = f na M a

‖F‖E = ‖f‖M .

D̊ukaz: Položme p(x) = ‖f‖‖x‖. Potom p je pseudonorma na E a |f(x)| ≤ p(x) pro x ∈ M .

Podle algebraické verze Hahn-Banachovy věty existuje lineárńı forma F na E tak, že F = f

na M a |F | ≤ p na E. Odtud ihned plyne, že F je omezená a ‖F‖ ≤ ‖f‖.

Opačná nerovnost ‖f‖ ≤ ‖F‖ však plyne př́ımo z definice normy funkcionálu. �

Poznámka: Tvrzeńı věty 21 pro př́ıpad pseudonormy p, a jej́ıho d̊usledku (věta 22) plat́ı

také pro normované lineárńı prostory nad komplexńımi č́ısly. Tyto věty se někdy nazývaj́ı

Bohnenblust-Sobczykovy věty.

Myšlenka d̊ukazu algebraické verze Hahn-Banachovy věty pro komplexńı př́ıpad (stručně):

(Z ńı je současně vidět i přechod od komplexńıho k reálnému př́ıpadu, či naopak.)

Je-li F lineárńı forma na komplexńım vektorovém prostoru W, F = f + ig, jsou f a g reálné

lineárńı formy. Nav́ıc, nebot’ F (ix) = iF (x), muśı být nutně g(x) = −f(ix).

Naopak, je-li f reálná lineárńı forma na W a

F (x) = f(x)–if(ix),
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snadno ověř́ıme, že F je komplexńı lineárńı funkcionál na W .

Předpokládejme tedy, že jsme dokázali algebraickou verzi Hahn-Banachovy věty (věta 21)

pro reálný př́ıpad, že p je pseudonorma na vektorovém prostoru W a

f = f1 + if2

lineárńı funkcionál na podprostoru

M ⊂⊂W, |f | ≤ p

na M . Nebot’

|f1| ≤ |f | ≤ p

na M, proto existuje reálný lineárńı funkcionál F1 na W tak, že f1 = F1 na M a |F1| ≤ p

všude na W. Položme

F (x) = F1(x)–iF1(ix)

pro x ∈W . Podle předchoźıho je

F (x) = f1(x)–if1(ix) = f(x),

jestliže x ∈M . Muśıme ještě ukázat, že |F | ≤ p na W . Zvoĺıme tedy x ∈W .

Existuje t ∈ 〈0, 2π) tak, že

F (x) = |F (x)|eit.

|F (x)| je reálné č́ıslo a F (z) = F1(z) pokud F (z) ∈ R. Potom

|F (x)| = e−itF (x) = F (e−itx) = F1(e−itx) ≤ p(e−itx) = |e−it|p(x) = p(x).

Př́ıklad [10]

Ukažte, že

‖x‖ = sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ‖f‖ = 1}

pro x ∈ X, je-li X Banach̊uv prostor (nad tělesem F reálných nebo komplexńıch č́ısel).

Řešeńı:

Jestliže x = 0, je to zřejmé. Necht’ tedy x 6= 0, zřejmě

|f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖ ≤ ‖x‖

a přechodem k supremu na levé straně máme

‖x‖ ≥ sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ‖f‖ = 1}.
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Označme Y podprostor X, dimY = 1, tak, že Y je generován prvkem x, tj.:

Y = {λx : λ ∈ F}.

Na Y uvažujeme lineárńı funkcionál

f(λx) = λ‖x‖,

kde λ ∈ F. Zřejmě

|f(λx)| = |λ|‖x‖ ≤ ‖x‖

pro |λ| ≤ 1. Přitom f(x) = ‖x‖ a tedy ‖f‖ = 1. Podle Hahn-Banachovy věty má tento

lineárńı funkcionál rozš́ı̌reńı F na celé X takové, že ‖F‖ = 1 a

F (x) = f(x) = ‖x‖,

odkud plyne opačná nerovnost.

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch d̊usledk̊u Hahn-Banachovy věty pro funkcionálńı a konvexńı

analýzu je bezpochyby Mazurova věta.

Věta 23 (Mazurova věta) Necht’ C je otevřená konvexńı podmnožina normovaného lineárńıho

prostoru E a z ∈ E\C. Potom existuje uzavřená nadrovina H ⊂ E tak, že z ∈ H a H∩C = ∅.

D̊ukaz: Lze předpokládat, že 0 /∈ C (posunut́ım bodu z do počátku).

Necht’

G := ∪{λC : λ > 0}

(G je vlastně nejmenš́ı otevřený kužel obsahuj́ıćı C).

Lehce lze ověřit, že G je zase otevřená množina (λC je otevřená množina).

Položme

p(x) := inf{‖x+ y‖ : y ∈ G}

pro x ∈ X. p je sublineárńı funkcionál na G, nebot’ podle definice:

i)

p(x+ z) ≤ p(x) + p(z), ∀x, z ∈ X,

protože

p(x+ z) = inf{‖x+ z + g‖ : g ∈ G} = inf{‖x+ z + y + h‖ : y, h ∈ G},

kde g = y + h a plat́ı

‖x+ z + g‖ = ‖x+ z + y + h‖ ≤ ‖x+ y‖+ ‖z + h‖,
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tedy i

p(x+z) = infg∈G‖x+z+g‖ = infy,h∈G‖x+z+y+h‖ ≤ infy∈G‖x+y‖+infh∈G‖z+h‖ = p(x)+p(z).

ii)

p(αx) = αp(x), ∀x ∈ X,α > 0,

protože

p(αx) = inf{‖αx+ y‖ : y ∈ G} = inf{|α|‖x+ y‖ : y ∈ G}

a plat́ı

‖αx+ y‖ ≤ |α|‖x+ y‖

tedy i

inf‖αx+ y‖ ≤ |α|inf‖x+ y‖.

Dále pro x ∈ G je p(x) > 0. Jinak by totiž existovala posloupnost {yn} ⊂ G taková, že

‖x+ yn‖ → 0.

Potom ale −yn → x a z otevřenosti G by musel existovat index n0, pro nějž by −yn0 ∈ G.

Což vede ke sporu , protože potom by d́ıky konvexitě C

0 = yn0 + (−yn0) ∈ G.

Podle algebraické verze Hahn-Banachovy věty (21) existuje nenulová lineárńı forma f ∈ E#

taková, že f ≤ p na E. Necht’ a ∈ G. Potom

p(−a) = 0 (7)

(z definice p, nebot’ ‖(−a) + a‖ = 0),

a tud́ıž

f(−a) ≤ p(−a) = 0.

Vid́ıme, že f ≥ 0 na G.

Kdyby náhodou f(z) = 0 pro jisté z ∈ G, pak bud’ existuje koule B(z) se středem v z tak,

že f(b) = 0 pro každé b ∈ B(z), což implikuje f ≡ 0 na E, nebo existuj́ı body z1, z2:

z =
1

2
z1 +

1

2
z2

tak, že např́ıklad: f(z1) > 0 a f(z2) < 0, nebot’ muśı platit

f(z) =
1

2
f(z1) +

1

2
f(z2).
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Poté však f(−z2) > 0 a s ohledem na (7)

0 < f(−z2) ≤ p(−z2) = 0,

což je spor.

Dále když polož́ıme H := Kerf , pak je H nadrovina v E, 0 ∈ H a H ∩G = ∅.

Nyńı zbývá ukázat, že f je spojitá. Jestliže je však x ∈ E a y ∈ G, je

f(x) ≤ p(x) ≤ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Protože

inf{‖y‖ : y ∈ G} = 0,

je

f(x) ≤ ‖x‖.

Potom ale i

−‖x‖ = −‖ − x‖ ≤ −f(−x) = f(x) ≤ ‖x‖.

Odtud hned plyne, že f je spojitá v 0, ale i všude na E, nebot’ f je lineárńı forma. �

Poznámka: Mazurovu větu lze přeformulovat takto:

Necht’ C je otevřená konvexńı množina v normovaném lineárńım prostoru E a z /∈ C, potom

existuje ϕ ∈ E∗ tak, že ϕ(z) = 0 a ϕ > 0 na C.

Poznámka: Konvexńım kuželem ve vektorovém prostoru W rozumı́me takovou množinu V ,

že

V + V ⊂ V, λV ⊂ V, ∀λ > 0.

Někdy se také požaduje, aby 0 ∈ V . Je-li A libovolná podmnožina W , definujeme k(A) jako

pr̊unik všech kužel̊u obsahuj́ıćıch A. k(A) je potom nejmenš́ı kužel obsahuj́ıćı A.

(Pr̊unik kužel̊u tvoř́ı vždy kužel, W je také kužel.)

Ověřte, že

k(A) = {α1x1 + . . .+ αnxn : α1 > 0, . . . , αn > 0, x1, . . . , xn ∈ A,n ∈ N}.

Necht’ M je množina všech kuželových kombinaćı prvk̊u z A

n∑
i=1

αixi,

kde αi > 0, xi ∈ A,n ∈ N. Zřejmě A ⊂M . Ukážeme, že

M =

{
x =

n∑
i=1

αixi, αi ≥ 0, xi ∈ A,n ∈ N

}
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je kužel (pro αi = 0 plat́ı 0 ∈M):

Plat́ı

M +M =

{
z =

n∑
i=1

βixi, βi ≥ 0, xi ∈ A,n ∈ N

}
⊂M

a pro libovolné λ > 0 je λM ⊂M, nebot’

λM =

{
λx =

m∑
i=1

λαixi, λ > 0, αi ≥ 0, xi ∈ A,n ∈ N

}
⊂M.

Plat́ı tedy k(A) ⊂M.

Na druhou stranu každý bod z M lež́ı v libovolném kuželu obsahuj́ıćım A, tedy M ⊂ k(A).

Dohromady dostáváme

k(A) = M =

{
n∑
i=1

αixi = α1x1 + . . .+ αnxn, αi ≥ 0, xi ∈ A,n ∈ N

}
.�

Věta 24 (Geometrická verze Hahn-Banachovy věty)

Necht’ A,B jsou neprázdné disjunktńı konvexńı podmnožiny reálného normovaného lineárńıho

prostoru E. Potom ∃ nenulová funkce f ∈ E∗ a α ∈ R, tak že

A ⊂ {x ∈ E : f(x) > α}

a

B ⊂ {x ∈ E : f(x) < α} ,

pokud A i B jsou nav́ıc otevřené.

D̊ukaz: Necht’ jsou množiny A i B otevřené. Položme C := A−B Protože A i B jsou konvexńı,

je i C konvexńı. Je také otevřená, nebot’

C = ∪{A− b : b ∈ B}.

Podle Mazurovy věty (a po ńı následuj́ıćı poznámky) existuje f ∈ E∗ takové, že f > 0 na C.

Je-li a ∈ A, b ∈ B, pak je

0 < f(a− b) = f(a)− f(b).

Existuje tedy reálné α tak, že

sup{f(b) : b ∈ B} ≤ α ≤ inf{f(a) : a ∈ A}.

Množiny A a B jsou otevřené a konvexńı, tedy f(A) a f(B) jsou otevřené intervaly, protože

(z věty 7) jsou to otevřené, ale také konvexńı množiny, jakožto obrazy konvexńıch množin při
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lineárńım zobrazeńı f . Z toho plyne, že f > α na A a f < α na B. �

Poznámka:

1) Tato verze Hahn-Banachovy věty ř́ıká, že dvě konvexńı disjunktńı množiny A,B mohou

být za jistých předpoklad̊u odděleny (separovány) uzavřenou nadrovinou H tak, že A lež́ı

v jednom poloprostoru určeném H a množina B v druhém. Má tedy opravdu geometrický

charakter.

2) Jsou-li A,B libovolné disjunktńı množiny ve vektorovém prostoru , lze je oddělit nadrovi-

nou právě tehdy, když lze oddělit nadrovinou jejich konvexńı obaly. Požadavek konvexnosti

množin A,B tedy nelze vypustit.

Následuj́ıćı věta je bezprostředńım d̊usledkem Hahn-Banachovy věty (věta 22).

Věta 25 Necht’ x0 je nenulový prvek normovaného lineárńıho prostoru E.

Potom ∃ g ∈ E∗ tak, že ‖g‖ = 1 a g(x0) = ‖x0‖.

Speciálně jsou-li x, y dva r̊uzné body E, ∃ ϕ ∈ E∗ tak, že ϕ(x) 6= ϕ(y).

D̊ukaz: viz př́ıklad na straně 32. �

Poznámka:

1) Necht’ G je systém funkćı na množině A. Ř́ıkáme, že G odděluje body množiny A, jestliže

ke každé dvojici x, y ∈ A, x 6= y můžeme naj́ıt g ∈ G tak, že g(x) 6= g(y). V tomto smyslu

tedy prvky E∗ odděluj́ı body E.

2) Důsledek Hahn-Banachovy věty ř́ıká, že v každém bodě x0, který lež́ı na sféře

S := {x ∈ E : ‖x‖ = ‖x0‖},

můžeme sestrojit alespoň jednu tečnou nadrovinu: Existuje g ∈ E∗ tak, že ‖g‖ = 1 a označ́ıme

M := {x ∈ E : g(x) ≤ ‖x0‖},

lež́ı celá uzavřená koule

B := {x ∈ E : ‖x‖ ≤ ‖x0‖}

v M (pokud je x ∈ B, potom

g(x) ≤ |g(x)| ≤ ‖g‖‖x‖ ≤ ‖x0‖.)

Přitom x0 lež́ı v nadrovině

{x ∈ E : g(x) = ‖x0‖}.
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Proto d̊usledku 25 můžeme ř́ıkat Věta o tečném funkcionálu, nebo Věta o tečně. V daném

bodě může existovat ke sféře S v́ıce takových tečen.

Věta 26 Necht’ M je uzavřený podprostor normovaného lineárńıho prostoru E a x ∈ ErM .

Potom ∃ ϕ ∈ E∗ tak, že ϕ = 0 na M a ϕ(x) 6= 0.

Poznámka: Vynásob́ıme-li vhodně funkcionál ϕ, můžeme doćılit toho, aby ϕ(x) = 1

nebo aby ‖ϕ‖ = 1.

Daľśımi známými a d̊uležitými d̊usledky geometrické Hahn-Banachovy věty (věta 24)

pro konvexńı analýzu jsou Teorémy o oddělitelnosti.

Věta 27 (Prvńı teorém o oddělitelnosti) Necht’ množiny A,B ⊂ X jsou konvexńı, neprázdné,

disjunktńı a necht’ A je otevřená. Pak existuje nenulový lineárńı spojitý funkcionál odděluj́ıćı

množiny A a B.

D̊ukaz:

Krok 1: Jelikož A i B jsou neprázdné, existuj́ı body a0 ∈ A, b0 ∈ B. Množina

C := (A− a0)− (B − b0) = {x ∈ X : x = a− a0 − b+ b0; a ∈ A, b ∈ B}

je zřejmě konvexńı (protože A i B jsou konvexńı), obsahuje 0 (pro a ≡ a0, b ≡ b0) a je otevřená

(A je otevřená, jestliže

x̂ = â− a0 − b̂+ b0

a â ∈ A, pak existuje okoĺı U takové, že â ∈ U ⊂ A a plat́ı

x̂ ∈ U − a0 − b̂+ b0 ∈ C.)

Nav́ıc prvek c := b0 − a0 /∈ C, nebot’ v opačném př́ıpadě by platilo

b0 − a0 = a− a0 − b+ b0 ⇒ b = a ∈ A ∩B,

což ovšem nejde, protože A a B jsou disjunktńı.

Krok 2: Uvažujme nyńı Minkovského funkci p(x) množiny C. Vı́me (dle věty 14), že funkce

p(x) je nezáporná, sublineárńı a spojitá v bodě 0. Také plat́ı p(x) ≤ 1 ∀x ∈ C.

Krok 3: Na podprostoru

L := {x ∈ X : x = αc = α(b0 − a0), α ∈ R}

si definujeme lineárńı funkcionál l vztahem

l(αc) = αp(c) (∈ R).
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Pak pro α > 0 máme

l(αc) = αp(c) = p(αc)

a pro α ≤ 0

l(αc) = αp(c) ≤ 0 ≤ p(αc),

nebot’ p je nezáporná funkce.

Tedy ∀x ∈ L plat́ı nerovnost

l(x) ≤ p(x)

a podle Hahn-Banachovy věty (věta 21) můžeme uvažovat rozš́ı̌reńı l na lineárńı funkcionál

L takový, že plat́ı:

L(αc) = l(αc) = αp(c), α ∈ R (8)

a z̊ustane zachována nerovnost

l(x) ≤ p(x) −→ L(x) ≤ p(x), x ∈ X. (9)

Funkce p je (podle kroku 2) spojitá v bodě 0 a tud́ıž muśı být spojitá i funkce L

(viz věta 15).

Krok 4: Pro libovolné a ∈ A a b ∈ B máme

L(a−b) = L(a−a0−b+b0)+L(a0−b0) ≤ p(a−a0−b+b0)+ l(−1(b0−a0)) ≤ 1−p(b0−a0),

protože

(a− a0 − b+ b0) ∈ C

a na C plat́ı p(x) ≤ 1. a plat́ı (8) a (9).

Pro 0 < t ≤ 1 bod
b0 − a0

t
=
c

t
/∈ C,

nemůže, nebot’ C je konvexńı, obsahuje 0 a na interval
〈
0, ct
〉

lež́ı bod c = b0 − a0 /∈ C.

Proto tedy

p(b0 − a0) = inf

{
t > 0 :

b0 − a0

t
∈ C

}
≥ 1.

T́ım pádem

L(a− b) ≤ 1− p(b0 − a0) ≤ 0,

pak

L(a) ≤ L(b), ∀a ∈ A,∀b ∈ B.

Odtud

supa∈AL(a) ≤ infb∈BL(b).

Jelikož
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p(b0 − a0) ≥ 1 a L(b0 − a0) = p(b0 − a0),

je L 6= 0. �

Věta 28 (Druhý teorém o oddělitelnosti) Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, A

neprázdná uzavřená konvexńı podmnožina X a x̂ ∈ X je bod, který nenálež́ı do A. Potom

existuje nenulový lineárńı spojitý funkcionál ostře odděluj́ıćı množinu A a bod x̂.

D̊ukaz: Protože x̂ /∈ A a A je uzavřená množina, tak existuje okoĺı V bodu x̂ takové, že

V ∩A = ∅. Jelikož X je lokálně konvexńı prostor, tak můžeme naj́ıt otevřené konvexńı okoĺı

B ⊂ V bodu x̂. Poté zřejmě B ⊂ A = ∅ a podle 1.teorému o oddělitelnosti (27) existuje

nenulový lineárńı spojitý funkcionál f odděluj́ıćı A a B, tj.:

supx∈Af(x) ≤ infx∈Bf(x).

Nyńı si stač́ı uvědomit, že

infx∈Bf(x) < f(x̂),

nebot’ lineárńı funkcionál nemůže nabývat svého infima ve vnitřńım bodě.

f(x̂) > f(x̂+ th) = f(x̂) + tf(h),

alespoň pro jedno h bude tf(h) 6= 0. �
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Jako daľśı d̊usledky Hahn-Banachovy věty bych na tomto mı́stě chtěla uvést dvě tvr-

zeńı publikovaná v článku docenta Jokla [6] a analogii Algebraické Hahn-Banachovy věty

(věta 21) a ukázat, jak spolu tato tvrzeńı souviśı.

Nejdř́ıve je ale potřeba vyslovit pomocné lemma (viz [8]).

Lemma 2 Necht’ A je lineárńı operátor, f konvexńı funkce. Definujeme

g(y) := inf{f(x) : Ax = y}.

Potom je g konvexńı funkce.

D̊ukaz: Položme

g(y) = inf M(y, .) ∀y ∈ Y,

kde

M = (epif) ◦ (grA−1).

Funkce f je konvexńı, tedy i epif je konvexńı. Linearita A implikuje konvexitu A−1.

grA := {[x, y] ∈ X × Y : y = Ax}

je graf A a

grA−1 := {[y, x] ∈ Y ×X : y = Ax}

je graf A−1, tedy množina M bude také konvexńı. Z d̊usledku 2 nám potom vyplývá konvexita

funkce g.

Věta 29 Necht’ ϕ : X → R je v okoĺı počátku shora omezený konvexńı funkcionál.

Potom existuje lineárńı spojitý funkcionál f ∈ X∗ takový, že pro každé x ∈ X plat́ı f(x) ≤

ϕ(x).

Věta 30 Necht’ U je lineárńı prostor a V normovaný lineárńı prostor. Dále mějme konvexńı

funkcionály f : V → R a h : U → R a lineárńı zobrazeńı T : U → V . Jestlǐze plat́ı, že

(i) existuje u0 ∈ R takové, že f je konečný a spojitý v bodě v0 = Tu0,

(ii) inf{f(Tu) + h(u) : u ∈ U} = 0,

potom existuje lineárńı spojitý funkcionál g ∈ V ∗ takový, že

u ∈ U, v ∈ V ⇒ g(v)− f(v) ≤ h(u) + g(Tu).

D̊ukaz: Položme

F = {(v, λ) ∈ V ×R : f(v) ≤ λ}, H = {(Tu, µ) ∈ V ×R : u ∈ U, µ ≤ −h(u)}
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a

M = F −H = {(s, β) ∈ V ×R, (s, β) = (v, λ)− (Tu, µ) : f(v) ≤ λ, u ∈ U,−h(u) ≥ µ}.

F je konvexńı množina, nebot’ f je konvexńı funkce, tedy muśı platit, že jej́ı nadgraf

epif = {(v, λ) ∈ V ×R, v ∈ domf, λ ≥ f(v)} = F

je konvexńı množina. Také H je konvexńı množina, což plyne z definice konvexńıch množin:

Pro

u1 ∈ U, Tu1 ∈ V, µ1 ∈ R : µ1 ≤ −h(u1)

u2 ∈ U, Tu2 ∈ V, µ2 ∈ R : µ2 ≤ −h(u2)

a libovolné λ ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

λµ1 + (1− λ)µ2 ≤ −λh(u1)− (1− λ)h(u2) = −[λh(u1) + (1− λ)h(u2)]

≤ −h(λu1 + (1− λ)u2),

nebot’ h je konvexńı funkcionál a T je lineárńı zobrazeńı.

Rozd́ıl dvou konvexńıch množin je také konvexńı množina, nebot’ uvažujeme-li např́ıklad

f1, f2 ∈ F a h1, h2 ∈ H s vlastnost́ı f1 − h1 ∈M a f2 − h2 ∈M , potom pro α ∈ 〈0, 1〉 plat́ı

α(f1 − h1) + (1− α)(f2 − h2) = αf1 + (1− α)f2︸ ︷︷ ︸
∈F

− (αh1 + (1− α)h2)︸ ︷︷ ︸
∈H

,

což implikuje

α(f1 − h1) + (1− α)(f2 − h2) ∈M,

tedy M je konvexńı množina.

Funkcionál

ϕ : V → (−∞,+∞)

definovaný tak, že

w ∈ V ⇒ ϕ(w) = inf{λ ∈ R : (w, λ) ∈M}

= inf{λ ∈ R : (v − Tu, λ) ∈M,w = v − Tu}

= inf{λ ∈ R : (v − Tu, λ = r − s), r ≥ f(v), s ≤ −h(u), w = v − Tu}

= inf{f(v) + h(u) : u ∈ U, v ∈ V, v − Tu = w}

je d́ıky aplikaci lemmatu 2 konvexńı.

Polož́ıme-li totiž A(u, v) = v − Tu,

Φ : U × V → R : Φ(u, v) = h(u) + f(v).
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Φ je konvexńı, nebot’ h a f jsou konvexńı a

ϕ(w) := inf{Φ(u, v) : A(u, v) = w} = inf{h(u) + f(v) : v − Tu = w}.

Z toho dosazeńım pro v = Tu a z (ii) pak plyne

ϕ(0) = inf{f(Tu) + h(u) : u ∈ U} = 0

a také, že

u ∈ U, v ∈ V ⇒ ϕ(v − Tu) ≤ f(v) + h(u).

Podle (i) existuje konstanta α ∈ R a okoĺı počátku N ⊂ V , takové, že

w ∈ N ⇒ f(w + Tu0) ≤ α.

Necht’ w ∈ N . Potom dostaneme

ϕ(w) = ϕ((w + Tu0)− Tu0) ≤ f(w + Tu0) + h(u0) ≤ α+ h(u0).

Tedy funkcionál ϕ je shora ohraničený na N . Z věty 29 plyne existence lineárńıho spojitého

funkcionálu g ∈ V ∗ takového, že

w ∈ V ⇒ g(w) ≤ ϕ(w).

Necht’ u ∈ U, v ∈ V , když polož́ıme w = v − Tu, dostaneme

g(v − Tu) ≤ f(v) + h(u).

Z toho ale dostáváme

g(v)− f(v) ≤ h(u) + g(Tu). �

Věta 31 Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, p : X → R je spojitý sublineárńı funk-

cionál, Y ⊂⊂ X a f ∈ Y ∗ lineárńı spojitý funkcionál takový, že plat́ı f ≤ p na Y .

Potom existuje lineárńı spojitý funkcionál F ∈ X∗ takový, že

(i)F (x) ≤ p(x), ∀x ∈ X

(ii)F (x) = f(x),∀x ∈ Y .

D̊ukaz: Důkaz provedeme za použit́ı Zornova lemmatu (lemma 1) analogicky jako u alge-

braické verze Hahn-Banachovy věty (věta 21). �

Nyńı již mohu dokazovat vzájemnou ekvivalenci výše uvedených vět:

Věta 29⇒ větu 30⇒ větu 31⇒ větu 29

1) Věta 29⇒ větu 30:
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Tato implikace je popsána v d̊ukazu věty 30.

2) Věta 30⇒ větu 31:

Uvažujme normovaný lineárńı prostor W a M ⊂⊂W . Dále p : W → R je spojitý sublineárńı

funkcionál a l spojitý lineárńı funkcionál definovaný na M s vlastnost́ı

l(u) ≤ p(u), ∀u ∈M. (10)

Ve větě 30 bude nyńı v roli U podprostor M a v roli V podprostor W . Položme

T : M →W : T (u) = u, ∀u ∈M.

Dále v roli f uvažujeme sublineárńı funkcionál p a v roli konvexńı funkce h funkcionál −l.

Potřebujeme ukázat, že

inf{p(u)− l(u);u ∈M} = 0. (11)

Ze vztahu (10) v́ıme, že

p(u)− l(u) ≥ 0, ∀u ∈M,

přičemž

p(0)− l(0) = 0.

Tedy (11) plat́ı. Nyńı již podle věty 30 existuje L ∈W ∗ :

∀u ∈M, ∀v ∈W : L(v)− p(v) ≤ −l(u) + L(u).

Pro u := 0 dostaneme

L(v) ≤ p(v), ∀v ∈W (12)

a pro v := 0 dostaneme

L(u) ≥ l(u), ∀u ∈M. (13)

(12) + (13)⇒ L(u) = l(u), ∀u ∈M. �

3) Věta 31⇒ větu 29:

Uvažujme konvexńı shora omezený funkcionál

ϕ : X → R, ϕ(0) = 0.

Poté podle vět 20 (viz [3]) a 18 existuje při volbě x0 = 0 spojitý sublineárńı funkcionál

p : X → R tak, že

p(x) ≤ ϕ(x), ∀x ∈ X. (14)
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Nyńı již věta (31) dává existenci spojitého lineárńıho funkcionálu f ∈ X∗ s vlastnost́ı

f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X. (15)

Nerovnosti (14) a (15) dávaj́ı požadované

f(x) ≤ ϕ(x),∀x ∈ X. � (16)

Důležitou aplikaćı věty 30 je následuj́ıćı teorém.

Věta 32 (Moreåuv-Rochefellar̊uv teorém) Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a

fi : X → R jsou ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} vlastńı konvexńı funkce. Potom

n∑
i=1

∂fi(x) ⊆ ∂

(
n∑
i=1

fi

)
(x) ∀x ∈ X.

Jestlǐze jsou nav́ıc všechny funkce fi spojité v nějakém bodě x̄ (s výjmkou nejvýše jedné a ta

je v x̄ konečná), pak v libovolném bodě x plat́ı

n∑
i=1

∂fi(x) = ∂

(
n∑
i=1

fi

)
(x).

D̊ukaz:

Krok 1:

1. část věty:

Omeźıme se na př́ıpad n = 2, při větš́ım počtu sč́ıtanc̊u postupujeme matematickou indukćı.

Zvolme x0 ∈ X. Předpokládejme, že

a ∈ ∂f1(x0), b ∈ ∂f2(x0).

Pak plat́ı

+

a(x− x0) ≤ f1(x)− f1(x0) ∀x ∈ X

b(x− x0) ≤ f2(x)− f2(x0) ∀x ∈ X

a+ b(x− x0) ≤ (f1 + f2)(x)− (f1 + f2)(x0) x ∈ X.

Potom

(a+ b) ∈ ∂(f1 + f2)(x0).

Vzhledem k libovolné volbě x0 plat́ı

∂f1(x) + ∂f2(x) ⊆ ∂(f1 + f2)(x) ∀x ∈ X.
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Krok 2:

2.část věty:

Předpokládejme nyńı, že

c ∈ ∂(f1 + f2)(x0).

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že

x0 = 0, c = 0, f1(0) = 0, f2(0) = 0.

Pokud by tyto vztahy neplatily, tak bychom uvažovali následuj́ıćı funkce

g1(x) = f1(x0 + x)− f1(x0)− c(x)

g2(x) = f2(x0 + x)− f2(x0).

Krok 3:

Necht’ tedy 0 ∈ ∂(f1 + f2)(0). Poté ∀x ∈ X plat́ı

(f1 + f2)(x)− (f1 + f2)(0) ≥ 0(x− 0).

Odtud

(f1 + f2)(x) ≥ (f1 + f2)(0) ∀x ∈ X.

Poté

minx∈X(f1 + f2)(x) = (f1 + f2)(0) = 0.

Necht’ x̄ je bod, ve kterém je f1 spojitá a f2 konečná. Uvažujeme konvexńı množiny

C1 = {(x, α) ∈ X ×R, α > f1(x), x ∈ int dom f1} = int epi f1

kde int znač́ı vnitřek množiny,

C2 = {(x, α) ∈ X ×R, −α ≥ f2(x)}.

Množiny C1 a C2 jsou konvexńı a neprázdné. C1 je nav́ıc otevřená a C1 ∩ C2 = ∅, pokud

bychom totiž předpokládali, že nějaké

(x1, α) ∈ C1 ∩ C2,

pak by

f1(x1) < α ≤ −f2(x1)

a dostali bychom

0 = min{f1(x) + f2(x), x ∈ X} ≤ f1(x1) + f2(x1) < 0,
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což je spor.

Podle 1. teorému o oddělitelnosti (věta 27) můžeme množiny C1 a C2 oddělit nenulovým

lineárńım funkcionálem (a, β) a plat́ı:

inf(x,α)∈C2
(a(x) + βα) ≥ sup(x,α)∈C2

(a(x) + βα). (17)

Krok 4:

Zřejmě β ≤ 0, nebot’ jinak by supremum a t́ım i infimum rovnalo +∞. Připust́ıme-li β = 0,

potom

supx∈intdomf1a(x) ≤ infx∈domf2a(x).

Maximum lineárńı funkce se nenabývá uvnitř množiny:

a(x̄) < supx∈intdomf1a(x) ≤ infx∈domf2a(x) ≤ a(x̄).

a(x̄) < a(x̄),

což je spor. Proto β < 0.

Krok 5:

Nyńı můžeme v (17) dělit |β|. Označ́ıme-li ã =
a

|β|
, pak

supx∈X(ã(x)−f1(x)) = supx∈domf1(ã(x)−α) = sup(x,α)∈C1
(ã(x)−α) ≤ inf(x,α)∈C2

(ã(x)−α)

(suprema se nanabývá uvnitř), kde α ≥ f1, s využit́ım vztahu epi f1 = int epi f1. Poté

∀x ∈ X

ã(x)− f1(x) ≤ inf(y,α)∈C2
(ã(y)− α) ≤ a(0)− 0,

protože (0, 0) ∈ C2. Poté

ã(x) ≤ f1(x)− f1(0),

tedy

ã ∈ ∂f1(0).

Podobně bychom dokázali, že také

−ã ∈ ∂f2(0).

Proto

0 ∈ ∂f1(0) + ∂f2(0). �
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4 Aplikace Hahn-Banachovy věty

V této kapitole jsou popsány některé významné aplikace Hahn-Banachovy věty. Definice

a tvrzeńı pro tuto kapitolu jsem opět čerpala z [1] a dále z [11], př́ıklady z [1] a [2].

Věta 33 Necht’ M je podprostor normovaného lineárńıho prostoru E. Jestlǐze jediná spojitá

lineárńı forma z E∗, která je rovna 0 na M , je nulová, potom je M hustý v E ( M = E).

D̊ukaz: M je také podprostor E, tedy tvrzeńı je bezprostředńım d̊usledkem věty 26. �

Poznámka: Tuto větu lze vyslovit i pomoćı anihilátor̊u: Je-li M podprostor E a M⊥ = {0},

pak je M hustý v E.

Věta 34 Necht’ je M konečně-dimenzionálńı podprostor Banachova prostoru X. Potom má

M v X topologický doplněk.

D̊ukaz: Polož́ıme-li ϕi(x) := λi kde x = (λ1, . . . , λn) je vyjádřeńı prvku x ∈ M v jisté bázi,

jsou ϕi (i=1,. . . ,n) spojité lineárńı funkcionály na M.

Podle Hahn-Banachovy věty (věta 22) existuj́ı Φi ∈ X∗ takové, že Φi = ϕi na M. Potom

X = M ⊕t (∩ni=1KerΦi) . �

Př́ıklad ([1] str. 25)

Najděte jiný zp̊usob d̊ukazu předchoźı věty.

Řešeńı:

Necht’ {e1, . . . , en} je báze M . Necht’ Mi je (pro pevné i = 1, . . . , n) lineárńı obal množiny

{ej : j 6= i}. Potom je Mi uzavřený podprostor X (viz [1]) a ei /∈Mi. Podle d̊usledku Hahn-

Banachovy věty (d̊usledek 26) existuje ϕi ∈ X∗ tak, že ϕi = 0 na Mi a ϕi(ei) = 1. Když pak

definujeme

Px =

n∑
i=1

ϕi(x)ei

pro x ∈ X, potom je P projekce X na M .

Věta 35 (Vlastnosti kanonického vnořeńı) Kanonické vnořeńı ε je prosté, izomorfńı a

izometrické zobrazeńı X na εX ⊂ X∗∗.

D̊ukaz: Zobrazeńı ε je zřejmě lineárńı a plat́ı

‖ε(x)‖ = ‖εx‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ X.
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Nyńı chceme ukázat, že

‖εx‖ ≥ ‖x‖.

V př́ıpadě, že x = 0 je tato nerovnost zřejmá. V př́ıpadě, že x 6= 0, existuje podle d̊usledku

Hahn-Banachovy věty 25 g ∈ X∗ tak, že ‖g‖ = 1 a g(x) = ‖x‖. Z toho pak dostáváme

‖x‖ = g(x) ≤ sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1} = ‖εx‖.

Pokud plat́ı x 6= y, pak

‖εx − εy‖ = ‖εx−y‖ = ‖x− y‖ 6= 0,

tedy i εx 6= εy (ostatně každá lineárńı izometrie je prosté zobrazeńı).

Na tomto mı́stě uvedu aplikaci Hahn-Banachovy věty, která je publikována v [4] a

[5].

Lemma 3 Necht’ X je Banach̊uv prostor, C je konvexńı kužel, C ⊂ X. Potom plat́ı:

L := infc∈Sxsupξ∈Γ|c(ξ)| > 0,

kde Sx je jednotková koule v X, Γ = C∗ ∩ SX∗.

D̊ukaz: Pro každé c ∈ X položme

p(c) := supξ∈Γ|c(ξ)|.

Zřejmě L ≥ 0. Protože int(C∗) 6= 0, existuje ξ0 ∈ C∗ takové, že pro nějaké δ > 0 plat́ı:

ξ0 + δSX∗ ⊂ C∗.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že ξ0 ∈ Γ.

Necht’ {cn}+∞n=1 je posloupnost v SX , pro kterou plat́ı

limn→∞p(cn) = infc∈SX
p(c) = L ≥ 0.

Nyńı připadaj́ı v úvahu dvě možnosti:

1) Existuje konstanta α > 0 taková, že pro každé n ∈ N máme

|cn(ξ0)| ≥ α > 0.

Následně pro každé n ∈ N plat́ı

p(cn) = supξ∈Γ|cn(ξ)| ≥ |cn(ξ0)| ≥ α > 0
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a L > 0.

2) Existuje podposloupnost

{cnk
}+∞k=1 ⊂ {cn}

+∞
n=1

splňuj́ıćı

|cnk
(ξ0)| ≤ 1

k
,∀k ∈ N.

Odtud

limk→∞|cnk
(ξ0)| = 0.

Tud́ıž můžeme předpokládat, že pro každé k ∈ N plat́ı

cnk
(ξ0) ≥ −δ

2
.

Protože {cn}+∞n=1 ⊂ SX , existuje pro každé k ∈ N funkcionál ξk ∈ SX∗ takový, že cnk
(ξk) = 1

(viz věta 25). Potom lze také d́ıky

ξ0 + δξk ∈ C∗

pro každé k ∈ N odvodit:

p(cnk
) = supξ∈Γ|cnk

(ξ)| ≥
∣∣∣∣cnk

(
ξ0 + δξk
‖ξ0 + δξk‖

)∣∣∣∣
=

1

‖ξ0 + δξk‖
|cnk

(ξ0 + δξk)| ≥
1

1 + δ
|cnk

(ξ0) + δ(cnk
(ξk))|

=
1

1 + δ
|cnk

(ξ0) + δ| ≥ 1

1 + δ

(
−δ
2

+ δ

)
≥ δ

2(1 + δ)
> 0.

Poněvadž {cnk
}+∞k=1 je podposloupnost {cn}+∞n=1 a

limn→∞p(cn) = infc∈SX
p(c),

potom předchoźı výpočet dává L > 0.
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Zaj́ımavou aplikaćı Hahn-Banachovy věty ve funkcionálńı analýze jsou Banachovy li-

mity.

Př́ıklad ([2] str. 62)

Ukažte, že existuje lineárńı funkcionál L na `∞ s následuj́ıćımi vlastnostmi:

(1) ‖L‖ = 1;

(2) jestlǐze x = {xi} ∈ c, pak L(x) = limi→∞(xi); i = 1, . . .∞

(3) jestlǐze x = {xi} ∈ `∞ a xi ≥ 0 pro všechna i, pak L(x) ≥ 0; i = 1, . . .∞

(4) jestlǐze x = {xi} ∈ `∞ a x′ = (x2, x3, . . .), pak L(x) = L(x′), i = 1, . . .∞.

Řešeńı:

Pro jednoduchost budeme uvažovat pouze posloupnost reálných č́ısel. Necht’ M je podprostor

`∞ tvořený prvky x− x′, kde

x = (x1, x2, x3, . . .)

a

x′ = (x2, x3, . . .).

Necht’ 1 znač́ı jednotkový vektor (1, 1, 1, . . .). Ukažme, že plat́ı dist(1,M) ≤ 1:

Necht’ x ∈ `∞. Jestliže (x− x′)i ≤ 0 pro libovolné i, pak

‖1− (x− x′)‖∞ ≥ 1.

Jestliže (x− x′)i ≥ 0 pro všechna i, pak xi ≥ xi+1 pro všechna i, což znamená, že limi→∞ xi

existuje. Proto

lim
i→∞

(xi − x′i) = 0

a tedy

‖1− (x− x′)‖ ≥ 1.

Podle d̊usledku Hahn-Banachovy věty (d̊usledek 25) existuje L ∈ `∗∞ s normou ‖L‖ = 1

a L(1) = 1, L(m) = 0 pro všechna m ∈M . Tento funkcionál splňuje (1) a (4).

K d̊ukazu (2) stač́ı ukázat, že c0 ⊂ L−1(0). Abychom toho dosáhli, definujeme pro x ∈ `∞

induktivně: x(1) = x′ a x(n+1) = (xn)′ a podle teleskopického argumentu máme

x(n) − x = (x(n) − x(n−1)) + (x(n−1) − x(n−2)) + . . .+ (x(2) − x(1)) + (x(1) − x).

Protože jednotlivé sč́ıtance (x(i) − x(i−1)) ∈M , potom i celkový součet x(n) − x ∈M .

Odtud L(x) = L(x(n)) pro každé x ∈ `∞ a pro každé n. Jestliže x ∈ c0, pak ‖x(n)‖ → 0

a tak L(x) = 0.
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K d̊ukazu (3) předpokládejme, že pro nějaká x = (xn) máme xi ≥ 0 pro všechna i a L(x) < 0.

Normováńım můžeme předpokládat, že 1 ≥ xi ≥ 0 pro všechna i. Pak ‖1− x‖∞ ≤ 1 a

L(1− x) = 1− L(x) > 1,

což je spor s t́ım, že ‖L‖ = 1.

Takovéto funkcionály se nazývaj́ı Banachovy limity a je jich nekonečně mnoho.

Daľśı aplikaćı Hahn-Banachovy věty je Gelfandova věta. Abychom ji mohli vyslovit,

budeme potřebovat následuj́ıćı pojmy (viz [1]).

Definice 41 (Algebra) Algebrou A nad tělesem F rozumı́me vektorový prostor s vnitřńım

násobeńım, které splňuje

i) je asociativńı

ii) je distributivńı vzhledem ke sč́ıtáńı

iii) λ(ab) = a(λb) = (λa)b pro λ ∈ F, a, b ∈ A.

Prvek e takový, že

xe = ex = x, ∀x ∈ A

nazveme jednotkou algebry.

Definice 42 (Banachova algebra) Algebra, která je nav́ıc opatřena normou, v ńı̌z je A

Banach̊uv prostor a plat́ı

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖,

se nazývá Banachova algebra.

Definice 43 Řekneme, že prvek x ∈ A je regulárńı nebo invertibilńı, jestlǐze existuje takové

z ∈ A, že

xz = zx = e.

Označme množinu všech regulárńıch prvk̊u U . Ta spolu s operaćı násobeńı tvoř́ı grupu s jed-

notkou e.

Definice 44 (Spektrum) Necht’ A je komplexńı Banachova algebra s jednotkou e, pro nǐz

‖e‖ = 1. Množinu těch komplexńıch č́ısel λ, pro něž je prvek λe − x invertibilńı, nazveme

rezolventou a označ́ıme ρ(x).

Doplněk v C nazýváme spektrum prvku x a znač́ıme σ(x).

Konečné č́ıslo

r(x) := sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}

nazveme spektrálńı poloměr prvku x.
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Poznámka: Spektrum je uzavřená a omezená množina.

Definice 45 (Rezolventńı funkce) Necht’ A je komplexńı Banachova algebra s jednotkou

e, pro nǐz ‖e‖ = 1 a x ∈ A. Potom funkce

Rλ(x) = (λe− x)−1

definovaná na množině ρ(x) se nazývá rezolventńı funkce.

Poznámka: Pro |λ| ≥ ‖x‖ plat́ı

Rλ(x) =
∞∑
n=0

λ−n−1xn.

Věta 36 (Vlastnosti rezolventńı funkce) Necht’ x je prvek Banachovy algebry A.

Potom plat́ı

i) limλ→∞Rλ(x) = 0

ii) jestlǐze λ ∈ ρ(x) a |µ| < ‖Rλ(x)‖−1, potom i λ− µ ∈ ρ(x) a

Rλ−µ(x) =
∞∑
n=0

µnRn+1
λ (x),

iii) jestlǐze Φ ∈ A∗, potom je funkce f : λ→ Φ ◦Rλ(x) holomorfńı na ρ(x).

Nyńı již můžeme uvést zněńı samotné věty.

Věta 37 (Gelfandova věta) Spektrum libovolného prvku Banachovy algebry je neprázdná

kompaktńı podmnožina C.

D̊ukaz: Vı́me, že spektrum je uzavřená omezená množina. Necht’ pro nějaké x ∈ A je

σ(x) = ∅. Podle věty 36 je f : λ → Φ(Rλ(x)) holomorfńı v C pro každé Φ ∈ A∗. Jelikož

je f podle věty 36 a Liouvillovy věty omezená, muśı být konstantńı. Dále (také dle věty 36)

dostáváme f = 0 na celém C, speciálně 0 = f(0) = Φ(x−1). Podle d̊usledku Hahn-Banachovy

věty (věta 25) je tud́ıž x−1 = 0, což je spor. �

Posledńı aplikaćı Hahn-Banachovy věty, kterou zde uvedu je Krein-Milman̊uv teorém.

Zde jsem využ́ıvala [11].

Definice 46 (Extremálńı bod, extremálńıch množina) Necht’ K je podmnožina normo-

vaného lineárńıho prostoru. Řekneme, že x0 je extremálńı bod množiny K, právě tehdy, když

x0 = tx+ (1− t)y, 0 < t < 1, x, y ∈ K ⇒ x = y = x0.
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Jestlǐze pro S ⊂ K plat́ı

tx+ (1− t)y ∈ S

pro nějaké t ∈ (0, 1),

x, y ∈ K ⇒ x, y ∈ S,

potom množinu S nazveme extremálńı množinou v K.

Věta 38 (Krein-Milman̊uv teorém) Necht’ K je kompaktńı a konvexńı množina v normo-

vaném lineárńım prostoru X. Potom K je uzavřený konvexńı obal jej́ıch extremálńıch bod̊u.

D̊ukaz: Necht’ P je soubor všech extremálńıch množin v K. Použijeme tyto vlastnosti:

i) Pr̊unik prvk̊u z P je bud’ v P nebo prázdná množina

ii) Necht’ S ∈ P a f ∈ X∗, definujeme

Sf = {x ∈ S : f(x) = maxSf},

potom Sf ∈ P.

Abychom to dokázali, necht’ je

tx+ (1− t)y ∈ Sf ⊆ S.

Potom

f(tx+ (1− t)y) = maxSf.

Jelikož S je množina extremálńıch bod̊u, plat́ı x, y ∈ S. Tedy

tf(x) + (1− t)f(y) = maxSf. (18)

Kdyby f(x) < maxSf nebo f(y) < maxSf (tj. x nebo y by nenáleželo do Sf ), měli bychom

tf(x) + (1− t)f(y) < maxSf,

což je spor s (18). Proto

f(x) = f(y) = maxSf.

To znamená, že x, y ∈ Sf . Odtud plyne, že Sf je extremálńı množina.

Nyńı necht’ S ∈ P, P ′ je soubor všech množin extremálńıch bod̊u v S. Z Hausdorffovy

věty (věta 1) existuje maximálńı, úplně uspořádaný podsoubor Ω ⊂ P ′. Necht’ M = ∩T∈ΩT ,

M je extremálńı množina, M ∈ P ′. Potom z definice M plat́ı Mf = M

⇒ ∀f ∈ X∗, ∀x ∈M, f(x) = maxx∈Mf(x) = const.
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Proto každý f je konstantńı na M . Avšak protože X∗ odděluje body, je M jednoprvková

množina. Následkem toho pro každé S ∈ P obsahuje S extremálńı bod.

Necht’ H znač́ı konvexńı obal množiny extremálńıch bod̊u K. Chceme, aby H̄ = K.

Pro všechny S ∈ P plat́ı S ∩ H̄ 6= ∅. Zřejmě H̄ ⊆ K. Na druhou stranu přepokládejme, že

existuje x0 ∈ K \ H̄. Potom je množina {x0} kompaktńı a H̄ uzavřená. Z Hahn-Banachovy

věty (věta 24) plyne existence f ∈ X∗ tak, že f(x) < f(x0) pro každé x ∈ H̄.

Proto pokud uvažujeme

Kf = {x ∈ K : f(x) = maxKf},

můžeme vidět, že Kf ∩ H̄ = ∅, protože ∀x ∈ H̄

f(x) < f(x0) ≤ maxKf.

Množina Kf je ale extremálńı množina a tedy muśı mı́t neprázdný pr̊unik s H̄.

To je spor, tedy K ⊂ H̄. �

Nakonec bych ráda uvedla ještě daľśı dva př́ıklady, k jejichž řešeńı jsem využila Hahn-

Banachovu větu.

Př́ıklad ([2] str. 55)

Ukažte, že jestlǐze Y je podprostor Banachova prostoru X a X∗ je separabilńı, pak je také Y ∗

separabilńı.

Řešeńı:

Prostor Y ∗ je izomorfńı k separabilńımu faktorovému prostoru X∗ \Y ⊥. Nebot’ definujeme-li

zobrazeńı

σ : Y ∗ → X∗ \ Y ⊥

tak, že σ(y∗) = {mnnožina všech rozš́ı̌reńı y∗ na X}, je σ(y∗) tř́ıda faktorové množiny v

X∗ \ Y ⊥. Pokud např́ıklad σ1(y∗), σ2(y∗) ∈ σ(y∗), pak muśı platit, že

(σ1(y∗)− σ2(y∗))(y) = 0,∀y ∈ Y,

tedy

σ1(y∗), σ2(y∗) ∈ {z∗ ∈ X∗ : (y∗ − z∗) ∈ Y ⊥}.

Z Hahn-Banachovy věty (věta 22) nám plyne

‖σ(y∗)‖ = ‖y∗‖Y

(σ je lineárńı a surjektivńı zobrazeńı.) Tedy Y ∗ je také separabilńı.
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Př́ıklad ([2] str. 55)

Necht’ Y je podprostor Banachova prostoru X. Ukažte, že existuje prosté (obecně nelineárńı)

izometrické zobrazeńı ϕ : Y ∗ → X∗. Také X∗|Y = Y ∗ ( X∗|Y je množina restrikćı na Y všech

f ∈ X∗).

Řešeńı:

Použijeme Hahn-Banachovu větu k rozš́ı̌reńı funkcionál̊u na Y (Věta22). Jestliže f ∈ Y ∗, po-

tom ∃F ∈ X∗ takové, že F |Y = f . Tj.: ∃ nějaké zobrazeńı ϕ : Y ∗ → X∗, takové, že ϕ(f) = F

na X∗|Y . Toto zobrazeńı je prosté a izometrické. Z toho Y ∗ ⊂ X∗|Y , zároveň zřejmě plat́ı

X∗|Y ⊂ Y ∗, tedy X∗|Y = Y ∗.
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Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo shrnout poznatky o Hahn-Banachově větě a zd̊uraznit

jej́ı použit́ı v d̊usledćıch a aplikaćıch. Prvńı kapitolu jsem věnovala životu Hanse Hahna a

Stefana Banacha. V druhé kapitole jsem uvedla základńı pojmy a tvrzeńı, bez nichž by Hahn-

Banachovu větu nebylo možné vyslovit. Třet́ı kapitola se zabývá př́ımo Hahn-Banachovou

větou, dále pak jej́ımi d̊usledky. Čtvrtá kapitola je věnována aplikaćım věty.

Mým záměrem bylo také demonstrovat použit́ı věty na př́ıkladech, jejichž zadáńı lze naj́ıt

v [1], [2] a [10]. Dále jsem provedla některé d̊ukazy (např́ıklad věty 31 a také vzájemného

vztahu vět 29, 30 a 31) a podrobněji rozebrala d̊ukazy vět a d̊usledk̊u uvedených v [1] a [6]

(např́ıklad vět 21, 23 a 30).
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LANT, Jan a ZIZLER, Václav Functional analysis and infinite-dimensional geometry.

New York: Springer, c2001, ix, 451 p. ISBN 978-0-387-95219-2.

[3] PHELPS, Robert R. Convex functions, monotone operators, and differentiability.
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