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Uvod

V této praci jsem se zaméfila na predstaveni jedné z nejvyznamnéjsich vét funkcionalni
analyzy - Hahn-Banachovy véty. Hahn-Banachova véta je tvrzeni, které tika, ze za jistych
podminek Ize linedrni funkcionél definovany na néjakém podprostoru rozsitit na cely prostor
tak, ze se pritom nezméni jeho norma.

Vétu uvefejnili Hans Hahn a Stefan Banach koncem 20. let 20. stoleti, ktefi ji dokazali
nezdvisle na sobé. Pro specidlni ptipad (pro prostor spojitych funkei na intervalu) ji dokézal
jiz o nékolik let diive Eduard Helly.

Bez Hahn-Banachovy véty by funkciondlni analyza méla odlisnou strukturu, nez jak ji
zname dnes. Ma mnoho aplikaci a dusledku, jak préavé ve funkciondlni, tak i v konvexni
analyze.

U ¢tenafe se predpokladaji zdkladni znalosti funkciondln{ a konvexni analyzy.

Prace byla vysazena pomoci typografického systému TEX ve formatu K TEX2e.



1 Hans Hahn a Stefan Banach

V této kapitole bych rdda v kratkosti zminila néco mélo o zivoté Hanse Hahna a Stefana

Banacha. Cerpala jsem z [13] a [14].

1.1 Hans Hahn

s s

Hans Hahn se narodil 27. zaii 1879 ve Vidni v tehdejsim Rakousku-Uhersku jako syn
vysoce postaveného vladniho tfednika. V roce 1898 zacal studovat prava ve Vidni. O rok
pozdéji zménil zaméfeni na matematiku a stravil néjaky cas na univerzitach v Mnichové,
Strassburgu a Gottingenu. V roce 1902 ziskal titul Ph.D. ve Vidni. V roce 1909 byl nomi-
novan v Cernovicich (Ukrajina) a pozdéji i v Bonnu (Némecko) na titul mimofadny profesor.
V roce 1917 pak na titul fadny profesor ve Vidni. Od roku 1915 byl v Rakouské armédeé,
bojoval v 1.svétové valce, kde byl vazné ranén. Poté se vratil do Vidné, kde zistal do své
brzké smrti 24. ¢ervence roku 1934, ve véku 54 let. Byl Zenaty s Eleonore Minor a mél s ni
dceru Noru.

V matematice se zabyval predevsim funkcionalni analyzou, topologii, teorii mnozin, realnou
analyzou a teorii uspofaddni. Zajimal se ale také o filosofii, pfedevsim Machuv novopoziti-
vismus.

Je po ném pojmenovano nékolik vét a teorémil, napiiklad Hahnav teorém rozkladu, Hahn-

Kolmogorova véta, Hahn-Mazurkiewiczuv teorém, Vitali-Hahn-Saksiho teorém a dalsi.

1.2 Stefan Banach

Stefan Banach se narodil 30. bfezna 1892 v Krakové v Polsku jako syn danového tfednika.
Jeho matka zmizela a tak ho vychovavala babicka. Po dokoncéeni gymnazia chtél Banach stu-
dovat matematiku, ale mél pocit, ze v ni uz nemuze byt objeveno nic nového. Zacal tak
studovat techniku, odjel do Lvova a piihlésil se na Strojirenskou fakultu Lvovské technické
univerzity. Vydélaval si doucovanim.

Béhem prvni svétové valky se kvili §patnému zraku nedostal do armady a tak ucil na kra-
kovskych skolach. Navstévoval matematické prednasky na Jagellonské univerzité v Krakové.
Zlomem v Banachové zivoté bylo setkani s Hugem Steinhausem v roce 1916. S nim v roce
1918 vydal sviij prvni ¢lanek. Potom zacal s velkou rychlosti publikovat dalsi dilezité mate-
matické ¢lanky. Diky Steinhausovi také potkal Lucju Braus, kterou si v roce 1920 vzal.

V tomto roce se také stal asistentem polského matematika Antoni Lomnického na Lvovské
technické univerzité, kde také prednasel matematiku.

Roku 1922 vydal praci Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application auz



équations intégrales, ktera je oznacovana za zrod funkcionaln{ analyzy. V roce 1922 byla Ba-
nachovi udélena docentura za jeho préci v teorii miry. Od roku 1924 byl profesorem. V roce
1929 zacal vydavat spoleéné se Steinhausem ¢asopis Studia Mathematica zaméfeny na funk-
ciondalni analyzu. V roce 1939 byl Banach zvolen prezidentem Polské matematické spolecnosti.
Za nacistické okupace Lvovu od ¢ervna 1941 zil Banach za velmi tézkych podminek. Nékolik
tydnt byl véznén. Po dobyti Lvova Sovéty obnovil své byvalé kontakty a setkal se opét se
Sobolevem. Byl uz ale vdzné nemocny.

Zemfel 31. srpna 1945 ve Lvové (Ukrajina) na rakovinu plic.



2 Zakladni definice, pojmy a tvrzeni

vét a lemmat, kterd pozdéji vyuziji k vysloveni Hahn-Banachovych vét a jejich dusledkua
a aplikaci. V kapitole 2.1 Teorie mnozin jsem cerpala z [1], kapitole 2.2 Funkcionalni
analyza z [1] a [3], v kapitole 2.3 Konvexni analyza pak z [1],[7],[8] a [9].

2.1 Teorie mnozin

Nasledujici definice jsou potiebné pro vysloveni Zornova lemmatu, které hraje dulezitou

roli pii dukazu algebraické verze Hahn-Banachovy véty (véta 21).

Definice 1 (Uspoifddané mnoziny) MnoZina M s relaci < a vlastnostmi
i) a=<a (reflezivita)
i) a<bab=<c=a<c (tranzitivita),

kde a,b,c € M, se nazyvd castecné usporddand mnozina.
Jestlize navic plati
iii) jestliZe a <b ab<a=a=>b (antisymetrie),

potom mnozinu M nazveme usporddanou mnozinou.

Definice 2 (Linedrné uspofadand mnozina) Linedrné usporddanou mnoZinou nazveme
takovou mnozinu M, kde kazdé dva prvky z M budou srovnatelné (lze rici, Ze jeden prvek je

vétsi nez druhy).

Definice 3 (Retézec) Retézcem v usporddané mmoziné (M, <) je kazdd linedrné usporddand

podmnozina M.

Definice 4 (Horni zavora) Jestlize p < x pro kazdé p € P, x € M, kde P C M a M je

usporddand mnozina, potom prvek x nazveme horni zdvorou (majorantou) mnoziny P.

Definice 5 (Maximalni prvek) Prvek z € M nazveme maximdlnim prvkem mnoZiny M,

jestlize neezistuje Zadny prvek m € M, m # z takovy, Ze z < m.

Nyni jiz muzeme vyslovit samotné lemma:

Lemma 1 (Zornovo lemma) Necht M je neprdzdnd usporddand mnoZina takovd, Ze kazdy

jeji Tetézec md horni zdvoru. Potom M md mazximdlni prvek.

10



Jistou analogii Zornova lemmatu je Hausdorffova véta (viz [12]).
Véta 1 (Hausdorffova véta) Kazdy retézec usporddané mnozZiny je obsaZen v nékterém

maximalnim retézci.

2.2 Funkcionalni analyza

Definice 6 (Metricky prostor) Duwojice (X, p), kde X je mnoZina a p : X x X — R je
redlnd funkce splnugici:

i) p(z,y) = p(y, z)

i) pz,y) =0 z=y

iti) p(z,y) < p(z,z) + p(z,y) (trojihelnikovd nerovnost),

se nazyvd metricky prostor.

Definice 7 (Normovany linedrni prostor, norma) Necht F je téleso redlngjch nebo kom-
plexnich ¢isel. Normovanym linedrnim prostorem rozumime kaZdy vektorovy prostor W nad

F s normou ||.||, coZ je nezdpornd funkce na W splnugici:
i)zl =0, lz]| =0 & 2 =0,

it) || Azl = [Alll],

1)z + y|| < |lz|| + |yl (trojihelnikova nerovnost),

Ve,yeW a VAeF.

Poznamka: Norma ||.|| :  — ||z|| je na normovaném linedrnim prostoru E spojitéd funkce.

Definice 8 (Ekvivalence norem) Rekneme, Ze normy ||.|[1 a ||.|]2 na vektorovém prostoru

E jsou ekvivalentni, jestliZe existuji konstanty o, 5 > 0 takové, Ze
allzlly < [|zllz < Bllzli  Vz e E.

Véta 2 Na konecné dimenziondlnim vektorovém prostoru E jsou vsechny normy navzdjem

ekvivalentndt.

Definice 9 (Banachuv prostor) Uplny’ normovany linedrni prostor se nazyvd Banachuv

prostor.
Definice 10 (Linearni forma) Linedrni formou na W nazgvdme linedrni zobrazeni
f:W — F.

11



Definice 11 (Algebraicky dudl) Prostor vSech linedrnich forem na W nazgvdame

algebraickym dudlem k prostoru W a znacime W7,

Definice 12 (Topologicky dudl) Prostor vsech spojitych linedrnich forem na X

nazyvdame topologickym dudlem k prostoru X a znacéime X*.

Definice 13 (Sublinedrni funkciondl) Funkciondl p: X — R, kde X je linedrni prostor
se nazyvd sublinedrni, jestlize plati

i) p(z +y) < pla) +py),Ve,y € X
ii) plax) = ap(x),Vor € X,a > 0.

Definice 14 (Pseudonorma) Necht p je sublinedrni funkciondl. Pak p nazgvdme pseudo-

normou, jestlize plati

p(Az) = [Alp(x)

VAe F a VxeW.

Definice 15 (Algebraicky soucet) Rekneme, Ze vektorovy prostor W je

algebraickym souctem podprostorid A a B, jestliZe
W=A+B aANB = {0},

kde
A+B={a+b:ac Abec B}

Oznacujeme W = A® B.

Poznamka:

1) Kazdy prvek w € W lze jednoznaé¢né zapsat jako soucet wq + wp, kde wq € A a wp € B.
2) Je-li
W=A®B,

muzeme definovat projekce P4 a Ppg, takto:
Pj(w) =wy a Pp(w) = wp,
kde w = wa +wpg, wa € A,wp € B.
Definice 16 (Algebraicky doplnék) Kazdy podprostor B spliujici
W=A®B
nazyvame algebraickym dopliikem A ve W.

12



Definice 17 (Topologicky souéet) Rekneme, Ze normovany linedrni prostor E je topolo-

gickym souctem podprostoru M a N, jestlize plati
E=M&N

a projekce Pyr, PN jsou spojité.

Znacime E = M ®; N.

Poznamka: Je-li E = M &; N, jsou podprostory M a N uzaviené. Naopak je-li Banachuv
prostor E algebraickym sou¢tem M a N a oba podprostory M, N jsou uzaiené, je £ = M ®; N.

Definice 18 (Topologicky doplnék) Necht M je uzavieny podprostor Banachova prostoru
E. Jestlize existuje podprostor N takovy, ze E = M @¢ N, pak N nazyvdme topologickym
doplrikem M v E.

Priklad ([2] str. 52)
Ukazte, Ze jestlize X je konecéné-dimenziondlni Banachuv prostor, pak kazdy linedrni funk-

ciondl f na X je spojity na X.

Reseni:

Necht {e1,es,...,e,} je baze X. Uvazujeme dany problém v normé

[EIE

i
pro x =y, z;e;. Necht z, = >, zle;.

Piedpokladejme, Ze zi' — x; pro n — +o0, tedy

X, € — T;€;.
n A

Plati také
flan) =Y} fle)

f(z) = Z ;i f(es).

Daéle (z linearity)

1f (zn) = fl@)ll = 1Y (2 = zi) f (el

13



Protoze

(x —x;) = 0,
potom i

1D (@} — @) f(e)ll = 0,

¢imz je spojitost dokazéna.

Piiklad ([2] str. 52)
Ukazte, Ze jestlize je X mekonecéné-dimenziondlni Banachuv prostor, pak na X muZeme defi-

novat nespojity linedrni funkciondl.

Resent:

Vybereme z béze prostoru X spocetnou mnozinu {e, } takto:
e1 =(1,0,0,0,...)

e2 =(0,1,0,0,...)

e; = (0,0,0,...,1,0,...) (1 je na i-té pozici)

Nyni definujeme linedrni funkciondl f : X — R na {e,} tak, ze

flen)=n, Vn=1,...,+00, tzn:

fler) =1
fle2) =2

flei) =1

A pro ostatni prvky béze polozime f = 0. Potom

|l f(en)|| =n, Vk € N.

Plati

supneN f(en) = +00

= funkcional f neni omezeny a tedy ani spojity.

Definice 19 (Kanonické vnoreni) Necht X je normovany linedrni prostor, X* je dudl

X a X** je dudl X* (prostor vSech spojitiych linedrnich forem na X*), tedy druhy dudl X.

14



Definugme pro x € X formu €, predpisem
€ ox), pe X*

a zobrazeni

€:x+— €, v €X.

Zobrazeni € nazveme kanonickym vnorenim X do X**, e, je linedrni forma na X*, kterd je
omezend, protoze

ez ()] = le(2)] < llellll]l

pro kaZdé p € X*, a je prokem druhého dudlu X**.

Definice 20 (Anihlatory) Necht X je normovany linedrni prostor. M je podprostor X, N
podprostor X*. Predpisem

Mt ={pe X*:p(x)=0 Yz c M},

N ={zeX:p(x)=0 Vpe N}

definujeme anihildtory.

Poznamka:
1) M+ a N, tvoif uzaviené podprostory.

2) Plati X+ = {0} a X% = {0}.

Piiklad ([2] str. 55)

Necht X je Banachiiv prostor.

(i) Ukazte, 7e v X* mdme a) X+ = {0} a b) {0}+ = X*.

Ukazte, ze v X mdme ¢) (X*), ={0} a d) {0}, = X.

(ii) Necht A C B jsou podmnoziny X. Ukazte, Ze B+ je podprostor A*.

Resent:
(i)
Plyne z definice anihildtor:

Xt={peX* o) =0,Vzrec X}

a) Z definice nulového funkcionalu, ¢ = 0, tedy X+ = {0}.
b) Hleddme ¢ takové, ze ¢(0) = 0. To plati pro vSechny spojité linedrni funkcionaly, tedy
{0}t = X*. ¢)

X7 = {w € X;p(a) = 0,¥p € X},

15



coz plati pouze pro 0, tedy X} = {0}.
d) Plat{
{0} ={z e X;p(x) =0,Vp € {0}} = {z € X;0(z) = 0},
coz plati Vo € X a tedy {0}, = {X}.
(ii)

At ={pe X*;p(x) =0,Vz € A}, B+ = {p € X*;¢(z) = 0,Vz € B}.

Pro B je podprostor A+, musime dokazat, ze pro Vz € X plati:
pro Yo; € BY, p; € BLi (¢i + ¢;) (v) € BY, Va € R,p € Bt i ap € Bt (ziejmé)

a B+ C A, coz plati z definice Ata B*, nebot
peBt=pe At

Definice 21 (Faktorovy prostor) Necht Z je podprostor vektorového prostoru W. Na W
definujeme ekvivalenci takto: prvky x,y € W jsou ekvivalentni, jestlize x — y € Z.

Prostor W se tak rozpadne na t7idy vzdjemné ekvivalentnich prvki.

MnoZina © + Z je tridou obsahugici prvek x.

Faktorovym prostorem W/Z rozumime prostor prdvé vsech trid ekvivalentnich prvki a defi-
nujeme zde

(x+2)+(y+2)=(x+y)+ 2

N+ 2Z):= z+Z.

Definice 22 (Hust4 mnozina) Necht A je libovolnd podmnoZina metrického prostoru (P, p).

Jestlize A = P, potom tikdme, Ze A je hustd v P.

Veéta 3 MnozZina A je hustd prdveé tehdy, kdyz pro kaZdou neprdzdnou otevienou podmnoZinu

GCPjeGNA#(.

Definice 23 (Separabilita prostora) Prostor (P, p), ve kterém ezistuje spocéetnd hustd

podmmnozina se nazyvd separabilni.

Definice 24 (Izomorfni a izometrické zobrazeni) Necht V, W jsou vektorové prostory.
Rekneme, Ze jsou izomorfni, jestlize existuje prosté linedrni zobrazeni V na W.
Necht (E1, ||.11), (E2,||-|l2) jsou normované linedrni prostory a f : Ey — Es.

Jestlize pro kazdé x € FEq platd
llly = 11f (2)ll2,

16



potom zobrazeni f nazveme izometrii.
Normowvané linedrni prostory E1, Es nazveme izometricky-izomorfni, jestlize exituje izomorfni

zobrazent E1 na Fo, které je navic izometrické.

Poznamka: Izometricky-izomorfni zobrazeni tedy zachovava jak algebraické operace, tak i

normy.

Véta 4 Necht f je spojité zobrazeni metrického prostoru P na metricky prostor Q a necht
P je separabilni. Potom je i f(Q) separabilni. Specidlné, jsou-li M,N izomorfni normované

linedrni prostory a je-li M separabilni, potom je separabilni i N.

Poznamka:
e Prostor ¢ posloupnosti {z,}, takovych, ze lim, oo, < 00 a ||z|| = sup,|z,|, je sepa-
rabilni.
e Prostor ¢y posloupnosti {z,}, takovych, ze limp oo, = 0 a ||z|| = supp|zy|, je sepa-
rabilni.

e Prostory R™ a C", jsou separabilni.

e Prostor C([0,1]) vsech redlnych, resp. komplexnich funkei spojitych na intervalu (0, 1),

kde || f|| = maz,c(0,1y| f(t)| je separabilni.

1
e Prostory £, = {z = (z1,...,2n);2; € R,resp.C; ||z]l, = (D7 |zi|P)? } pro 1 < p < o0,

jsou separabilni.

e Prostory L,([0,1]) vSech Lebesgueovsky méfitelnych funkei na intervalu (0, 1) pro
1
1<p<oo, kde | fllp = ([x |f[Pdu)?, jsou separabilni.

e Prostor (oo = {z = (1,...,2n); 2 € R,resp.C;||z]|oc = maz;{|x;|}}, neni separabilni.

e Prostor L ([0, 1]) vSech Lebesgueovsky meéfitelnych funkei na intervalu (0, 1), kde

I fllco = supx|f|, neni separabilni.

Véta 5 Necht E je normovany linedrni prostor a E* jeho dudl. Je-li E* separabilng, potom

je v E separabilni.

Piiklad ([2] str. 60)

Ukazte, Ze co neni izomorfni s C[0,1].

17



Resenf:
Oveéifme separabilitu jejich dudla, tedy ci(= ¢1) a C[0,1]*. Prostor ¢; je separabilni (viz
poznamka vyse). Prostor C|0, 1]* separabilni nenf (viz [2]) a tedy mezi ¢y a C]0,1] nemuze

byt izomorfismus.

Definice 25 (Jadro a obor hodnot operatoru) Necht T je operdtor na Banachové pro-
storu X.
MnoZinu
KerT:={x e X : Tz =0}
nazveme jadro operdtoru T.
MnoZinu

RT :=T(z)
pak oborem hodnot operdtoru.

Abychom mohli vyslovit a dokdzat geometrickou verzi Hahn-Banachovy véty, budeme

potfebovat nasledujici pojmy a tvrzeni.

Veéta 6 Je-li f linedrni forma na normovaném linedrnim prostoru E, potom je f spojitd,

pravé tehdy, kdyz jeji jadro Kerf :={x € E : f(x) = 0} je mnoZina uzaviend.

Diikaz: Ziejmé jadro Ker f je uzavienou mnoZinou pro kazdou spojitou funkci f na E. Necht
naopak f je linedrni forma, jejiz jadro Ker f je uzaviend mnozina. Chceme ukazat, ze f je
spojita. Jestlize f = 0, potom je to ziejmé. Je-li f nenulova, volme z € E pro néjz plati

f(z) = 1. Protoze Ker f je uzaviend mnozina, potom existuje § > 0 tak, ze pro mnozinu
U:={ze€E:|z| <d}

plati
(z+U)Nn Kerf = 0.

Potom ale

Uc{zeFE:|f(x) <1}

Kdyby tomu tak nebylo, potom by existovalo takové u € U takové, ze

[f(u)| = 1.

V tom pripadé ale



a protoze f(z + w) = 0, dostali bychom
z4+we€ (z+U)NKerf.

Ukazali jsme tak, ze f je omezeny funkciondl na jistém okoli 0, coz nam uz k jeho spojitosti

staci. W

Véta 7 Necht E je normovany linedrni prostor, f € E* nenulovd linedrni forma a G C E

otevirend mnozina. Potom mnozina f(G) je oteviend.

Diikaz: Necht x € G. Urcité existuje a € E takové, ze f(a) = 1. Pak existuje € > 0 tak, zZe

x +ta € G, jestlize |t| < e. Ukazme, ze pak

U(f(x),€) C [(G).

Je-1i totiz

potom je [t| < € a

Definice 26 (Nadrovina) KazZdou mnoZinu typu
{weW: f(w) =a},

kde f je nenulovd linedrni forma na W a o € R, nazijvdme nadrovinou ve vektorovém pro-
storu W. Ekvivalentné tak mizZeme rici, Ze H je nadrovina ve W, jestlize existuje x € W a

maximdlni vliastni podprostor M tak, Ze
H=x+ M.

Definice 27 (Uzaviena nadrovina) KazZdou mnozinu tvaru x + M, kde M je mazimdlni
uzavreny vlastnt podprostor E, nazveme uzavienou nadrovinou v normovaném linedrnim pro-

storu.

Véta 8 H je uzavrend nadrovina, pravé tehdy, kdyz existuje f € E*, f #0 a o € R tak, Ze

H={x€FE: f(z)=a}.
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2.3 Konvexni analyza

Definice 28 (Konvexni mnozina, kuzel) Necht X je redlny linedrni prostor.
1) Mnozinu C C X nazveme konvexnt, jestlize s libovolngmi dvéma svimi body x1,xo obsahugje
celou usecku

[1,20] ={z € X :x =ax1 + (1 — a)ze,a € (0,1)}.

2) Mnozina K C X se nazyvd kuZel, jestlize s kazdym sviym bodem xo obsahuje cely paprsek
{azg,a > 0}.
Poznamka: Prazdnou mnozinu povazujeme za konvexni mnozinu i kuzel.

Véta 9 Necht X,Y jsou redlné linedrni prostory.

1) Pranik libovolného poctu konvexnich mnozin (kuZeli) je opét konvexni mnoZina (kuzel).
2) Obraz f(A) a dplnyg vzor f~1(B) konvernich mnoZin (kuzeli), A C X,B C Y je pri
linedarnim zobrazend f : X — 'Y konvexni mnoZinou (kuZelem).

3) Kuzel je konvexni mnoZinou prdvé tehdy, kdyz
r1,20 € K = (.%'1 +£L'2) e K.

Definice 29 (Konvexni, kuzelovy, linearni obal mnoziny)

1) Prunik vSech konvexnich mnozin C' obsahugicich danou mnoZinu M se nazgvd konvexni
obal mnoziny M. Znaéi se convM.

2) Pokud v predchozim vztahu misto konvexnich mnozin uvaZujeme vsechny mozné konverni
kuzely K,(M C K), nebo linedrni podprostory L, (M C L), potom se prunik nazgvd kuzZelovy
(coneM ) nebo linedrni (linM ) obal M.

Definice 30 (Linedrni, kuzelova, konvexni kombinace prvkiu)

Necht X je linedrni prostor, 1,22, ...,2n € X, A\, A2,..., \ € R,n € N. Potom prvek

n
=1

se nazyvd linedrni kombinace prvki x1,xs, ..., Tn.
Jestlize c¢isla N\; splriugi:

A >0Vi=1,...,n

pak se tento prvek nazgvd kuZelovd kombinace prvkd xi,xo, ..., Ty.
Jestlize:

dN=LA>0Vi=1,...,n
=1

pak tento prvek nazyvame konvexni kombinace prokid x1,xs, ..., Tn.
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Véta 10

1) Konvexni (kuzelovy/ linedrni) obal mnoZiny M je tvoren konvexnimi (kuzZelovymi/ linedrnimsi)
kombinacemi prvku z M.

2) Mnozina M je konvexni (konvexni kuzel/ linedrni prostor) pravé tehdy, kdyz je totoznd se

svgm konvexnim (kuZelovym/ linedrnim) obalem.
Definice 31 (Efektivni mnozina, nadgraf) Necht
f: X —>RU{—00,00}

je funkce.
1) Mnozinu
domf ={z € X, f(x) < oo}

nazyvdme efektivni mnozinou.
2) MnoZinu
epif ={(z,a) € X x R,z € domf,a > f(x)}

nazgyvame epigrafem (nadgrafem) funkce f.

Definice 32 (vlastni a nevlastni funkce) Funkce, pro které domf # 0 a f(z) > —o0
vsude na X, se nazyvaji vlastni funkce.

Ostatni funkce se nazyvaji nevlastni funkce.

Definice 33 (Konvexni funkce) Funkce f : X — R U {—o00,00} se nazyvd konvexni

funkce, jestlize epif je konvexni mnoZina.

Véta 11 Necht f je vlastni funkce definovand na linedrnim prostoru X. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:
i) Funkce f je konvexnd.

i1) Plati Jensenova nerovnost, tj.:
Ve, y € X,Va € (0,1) : flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

i) Vo, € X;, Vo > 0,0 =1,...,n,% ;" o =1,n €N plati:

f (Zl Oéixi) < Zlaif(xi)~

Diusledek 1 Necht X je linedrni prostor. Ddle necht

1) fi: X > R,i=1,...,n jsou konvexni funkce. Potom také
n
g(z) = fi(x)
i=1
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je konvexnt funkce.

2) fa: X = R je konvexni funkce Vo € A, kde A je libovolnd konverni mnozZina. Pak také
9(z) = supaeafo(r),z € X
je konvexni.

Poznamka: Konstrukce funkciondlu:

Necht M je podmnozina v X x R. Ozna¢ime
MY ={reX;3aeR: (z,a) € M}

rez a

M(z,.) ={a € R;(z,a) € M}.
Dusledek 2 Necht M je konvexni podmmnoZina prostoru X x R. Pro kazdé x € X poloZme
f(x)=infM(z,.).
Potom f je konvexni funkce.

Poznamka: Funkce f: X — R je konvexni pravé tehdy, kdyz je konvexni na kazdém Tezu,
tj.: Vz,y € X je funkce
g:R—=>R: g(t)= fltz + (1 —t)y]

konvexni.

Definice 34 (Uzaviené a oteviené poloprostory) Necht X* je prostor vsech spojitijch

linedrnich funkciondlu definovangch na X, f: X — R je funkciondl. Potom mnoZinu
H(f,a):={ze X : f(z) =a}
nazveme nadrovinou v X, mnoziny
Hi(f,a):={zeX: f(z)<a}, H(f,a):={ze€ X : f(x) > a}
uzavrené poloprostory v X a mnoziny
H(f,a) ={zeX: f(z)<a}, H (f,a) ={zc X : f(z) > a}
otevirené poloprostory v X.

Definice 35 (Minkovského funkce) Necht X je linedrni prostor, A C X je konvexni
mnoZina obsahujici bod 0. Potom Minkovského funkce pA(.) mnoziny A je pro x € X de-

finovand takto:

uA(x):inf{t>O:%€A}.
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Na tomto misté bych rdda uvedla Testy na nerovnost, nebot jich bude potieba v

dikazu vlastnosti Minkovského funkce (véta 14). Testy ¢asto vyuzival docent Jokl (viz [8]).

Véta 12 (1.test) Necht a,b € R =R U{—o0,00}. Potom plati: a < b prdvé tehdy, kdy?
pro kazdé A € R

A<a=A<b.

Véta 13 (2.test) Necht a,b € R =R U{—0o0,00}. Potom plati: a < b prdvé tehdy, kdyz
pro kazZdé A € R

A>b=\>a.

Véta 14 Minkovského funkce je nezdpornd, sublinedrni a plati
{reX pAlz) <1} CAC{re X : pA(x) <1}

Jestlize navic X je normovany linedrni prostor, pak pA(.) je spojitd funkce v bodé 0

pravé tehdy, kdyz 0 € intA.

Dukaz:

Krok 1: Dokazeme, ze pro libovolné x,y € X plati

pA(x +y) < pA(z) + pA(y)
pomoci 2. testu na nerovnost. Uvazujeme A € R tak, ze

A > pA(z) + pA(y).
Potom existuji k1, ko € R takovd, ze plati
ki + ko = A, k1 > pA(z), ko > pA(y).
Z definice pA(x) plyne existence t; > 0,ty > 0 takovych, ze
h>hﬂﬁw%%€A£€A.

tq

Poté
r+y o £ t1 4 2 to
t1 + 1o t1t1+ty  toty +1to

€A,

z ¢ehoz vyplyva

pA(x 4+ y) <tg1 4+t < k1 +ka = A,

coz dokazuje

pA(z +y) < pA(z) + pA(y).
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Krok 2: Dokazeme, ze pro libovolné z € X, a > 0 takové, ze
uA(ax):mf{t>O:%eA},

plati
pA(ax) = apA(x).

Polozime s = é Tedy

pA(ax) =inf {as : % € A} =ainf {s : % € A} = apA(z).

Spolu s krokem 1 je tedy pA(.) sublinedrni funkce.
Nezapornost Minkovského funkce je ziejmé z jeji definice.

Krok 3: S ohledem na definici Minkovského funkce je zfejm4 inkluze
Ac{zxe X : pA(x) <1}. (1)

Dokazeme tedy, ze

{r e X :pAlx) <1} C A

Je-li z € X : pA(x) < 1 potom existuje t € (0,1) takové, ze § € A.

Jelikoz 0 € A a A je konvexni mnozina, plati
x
(konvexni kombinace), tedy plati i prvni inkluze
{r e X : pA(z) <1} C A

Krok 4: 0 € intA prévé tehdy, kdyz existuje okoli Ujbodu 0 takové, ze U; C A, tj podle (1)
je Minkovského funkce pA(z) <1, Vz € Uj.
Vzhledem k pozitivni homogenité pA(z) pro kazdé € > 0 pii polozeni U = eU; dostavame
implikaci

z € Ue = pA(x).
Ziejmé

wA(0) = 0.

Tedy pA(.) je spojita v bodé 0, praveé kdyz 0 € intA. B
Véta 15 K tomu aby byl linedrni funkciondl f na normovaném linedrnim prostoru X spojity

stact, aby existoval v nule spojity sublinedrni funkciondl p : X — R tak, Ze Vo € X :
f(x) < p().
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Definice 36 (Oddélovani nadrovin) Necht X je linedrni prostor. Rekneme, Ze funkciondl

f oddéluje mnoziny A C X a B C X, jestlize plati

supgeaf(z) < infrepf(x)

a ostie oddéluje mnoziny A C X a B C X, jestlize

supgeaf(z) <infrepf(x).

Poznamka: Geometricky vyznam:

Nadrovina
H(f,c)={z € X : f(z) =c},
kde

supzeaf(z) < c <infrepf(x)

oddéluje mnoziny A a B v tom smyslu, ze mnozina A lezi v jednom poloprostoru a mnozina

B ve druhém:
ACH(f,e)={xzeX: f(x)<c}, BCH_(f,c)={xeX: f(zx)>c}.

Definice 37 (Uzaviena funkce) Funkce f: X — R, kde X je normovany linedrni prostor,

se nazyvd uzavrend, jestlize jeji nadgraf (epi f) je uzaviend mnozina.

Definice 38 Necht X je normovanyj linedrni prostor, f : X — R je funkce a xy € X.

Potom definujeme:
a) lim infygo f(x) =inf{A: A =limpioof(Tn), liMmp_sioc®n = To,Tn # To}
b) lim supg—g, f(x) = sup{A: A = limp—so0f(Tn), liMp—stoo®n = To, Tn # To}-
Poznamka: Funkce f : X — R je spojitd v bodé xg pravé tehdy, kdyz plati
lim in fomsa f(x) = lim supp—a, f(2) = f(20).

Definice 39 (Gateauxuv diferencidl) Necht X je normovany linedrni prostor, x € X

a f: X — R je funkce. Jestlize pro kazdé h € X existuje limita

f(z+th) — f(x)
t

Fi ) = limy_gs

a funkce h — fl(x, h) je spojitd a linedrni, pak piseme fl.(x)(h) a funkciondl f{,(x) € X*

nazyvame Gateauzovym diferencidlem (Gateaurovou derivaci) funkce f v bodé x.
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Véta 16 Necht funkce f: X — R je diferencovatelnd v Gateauwoveé smyslu. UvaZujeme pro

ni tzv. Weierstrassovu funkci

W(x,z0) = f(x) = f(x0) — fG(z0)(x — o).
Pak W je konvexni prdvé tehdy, kdyz W(x,zg) > 0 pro kazdé x,xo € X.

Definice 40 (Subdiferencidl funkce) Necht X je normovany linedrni prostor, xg € X
a f: X — R je funkce. PodmnoZinu prostoru X*, kterd je tvorena témi prvky g € X*,

pro které plati
f(z) = f(z0) = g(z — o)

pro kazdé x € X, nazijvdme subdiferencidlem funkce f v bodé xq.

Znacime O f(xg).

Poznamka: Subdiferencidl 0f(zp) je mnozinou smérnic afinnich funkef a(x) = g(z) — b,

které jsou opérnymi funkcemi pro f a plati b = g(xg) — f(zo).
Véta 17 Subdiferencial Of (zo) je konverni mnozina v X*.
Diikaz: Necht g1, g2 € 0f(xg). Podle definice subdiferencidlu plati
g1(x — o) < f(x) — f(xo) Vo € X,
g2(x — x0) < f(x) — f(zo) Vo € X.
Zvolme « € (0,1), potom Vz € X :
a(f(z) = f(xo)] = agi(z — o)

(1 =) [f(z) = f(zo)] = (1 — @)ga(z — 20)
f(@) = f(xo) = (ag1 + (1 — a)g2)(x — o).

Tedy
agr+ (1 —a)gz € 0f(x0). B

Véta 18 Necht X je normovangj linernd prostor, ¢ : X — R konvexni funkce, o € X,

©(zp) € R. Pro kazdé h € X wvaZujeme funkci f tak, Ze

f(h) = @(xo + h) = ¢(x0)-

Potom plati
(i) f je konvexni funkce
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(i) f(0) =0
(iii) h € X = —f(—=h) < f(h)
(iv) h e X,0<t<1= f(th) <tf(h)

f(th)

(v) pro pevné h € X funkce t — == neklesd v intervalu (0, +oc)

(vi) pro kazZdé h € X existuje limita

. th
p(h) = limy s L0
(vii) funkce p je sublinedrni a takovd, Ze p(0) =0

(viii) h € X = p(h) < f(h).

Dikaz:

(i) Posun nadgrafu a ii) dosazeni jsou ziejmé.

(iii) Dokazeme sporem.

Necht pro néjaké h € X plati f(h) < —f(—h). Poté

1 1

0> M+ 51 = £ (h+ 5(-1) = £0) =0

coz je spor, tedy f(h) > —f(—h).
(iv) h € X,0 <t < 1, potom
f(th) = f(th+ (1 —=1)0) <tf(h) + (1 —1)f(0) = tf(h).

(v) Zvolme 0 < t < s, potom 0 < é < 1 a podle (iv) plati, ze

~I(sh)

Fth) = f (Zh) <

£ith) _ £(sh)
t s

(vi) @ mé limitu pro ¢ — 07, nebot podle (v) je to monoténni posloupnost.

(vii) Funkce p je zfejmé homogenni, staci tedy dokézat, ze p(h+ k) < p(h) + p(k). Pocitejme

th th
p(h) + p(k) = limy_,o+ f(t ) + limy_yo+ f(t )
5/ (th L1tk Lean) 4+ L f(¢k
= lzmt%()‘*@ + limy_o+ Qfl( ) _ lim,_ g+ 5/ (th) : 5/ (k)
ot 3t st
5th+ 5tk Li(h+k P
2 limy o+ f(2 1 : ) = limy_o+ (1 = limtﬁoﬁ-w = p(h + k?)
(viii) Plati
th
() =ty T8 = g T8 < ). m
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Véta 19 Necht X je normovaniyj linedrni prostor, f : X — R je konvexni funkce, vog € X

a f(zo) € R. Pak plati
af($0) = {g € X*ag(h) < f—/i-(‘r()ah) Vh € X}v

kde
f(zo +th) — f(zo)
t

f-/|-(3307 h) = limy_,o+

je smérovd derivace.

Diikaz:
Krok 1 (C): Necht nejdifve prvek

go € 0f (z0) = {g € X™, g(x — o) < f(w) — f(wo) Vo € X}.

Zvolme h € X,t > 0 a polozme x = xg + th. Poté

g(th) = g(z — xo) < f(z) — f(z0) = f(x0 + th) — f(z0).

Odtud
f(zo+th) — f(xo)
t b

g(h) < fi(xo, h).

g(h) < vt > 0

Krok 2 (D): Piedpokladejme, ze
go € {g € X*: g(h) < f\(xo,h) Vh € X}.
Zvolme x € X a polozme h = z — xg. S vyuzitim véty 18 (v) plati:
go(x — o) = g(h) < fi(wo,h) < f(xo + h) — f(xo) = f(x) — f(z0).

Tedy go € 0f(x0). A

Véta 20 Necht E je redlny Banachiv prostor, X neprdzdnd konvexni oteviend podmnoZina
E. Je-li konvexnt funkce f spojitd v bodé xy € X, potom f! (x0) je spojity sublinedrni funkciondl

na E. Proto f{.(xo), pokud existuje, je spojity linedrni funkciondl.
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3 Hahn-Banachova véta a jeji dusledky

V této kapitole uvedu samotnou Hahn-Banachovu vétu, a to jeji algebraickou, funkcionalni
i geometrickou verzi. Déle zde uvedu jeji dusledky, jak pro funkcionélni analyzu (Mazurova
véta), tak i pro konvexni analyzu (Teorémy oddélitelnosti). Také zde zminim nékolik piikladu
vyuzivajicich razné verze véty a dusledky. Definice a véty v této kapitole jsem cCerpala z

[11,[6],[8] a [9], piiklady z [2] a [10].

Véta 21 (Algebraicka verze Hahn-Banachovy véty) Necht p je konvexni funkciondl
na redlném vektorovém prostoru W, M je linedrni podprostor W a f linedrni forma
na M, f <p na M. Potom 3 linedrni forma F € W# tak, e F = f na M a F <p na W.

Predpokldddme-li, Ze p je pseudonorma, lze zvolit F, tak aby |F| < p viude na W.

Dukaz: Pouzijeme Zornovo lemma 1. Uvazujme tedy mnozinu Z vsech linedrnich forem h
definovanych na podprostorech H; D M takovych, ze h = f na M a h < p na Hj. Pro
h,g € Z definujeme h < g, pokud H, C H; a h = g na Hj. lhned je vidét, ze (Z, <) je
usporadana mnozina.

Bud nyni S C Z Zetézec.

Polozme

H=U{Hy:heS}

Jeliz € Haxe HyNHy, kde h,g €S, je h(z) = g(z) (S je fetézec.) Existuje tedy linearn{
forma h na H tak, ze h(x) = h(z), pokud h € S a = € Hj,. Ziejmé h = f na M a h < p na
H. Je tedy h hornf zévorou S.

Podle Zornova lemmatu 1 existuje maximalni prvek mnoziny Z, oznacme ho F'. Kdyz ukazeme,
ze Hp = W, je dukaz, alespon pro piipad konvexniho funkcionélu p, hotov.

Necht je tedy Hp vlastni podprostor W. Volme y € W \ Hp a polozme
H:={z+\y:x€ Hp, X € R}.
Ziejmé H je podprostor W, H # Hp. Volme dile ¢ € R libovolné a definujeme
h:x+Xy— F(z)+ A
pro x + Ay € H. Tato definice je korektni, nebot pokud
1+ Ay = 22 + Agy,
je

(/\1 — /\Q)y = To—Xx1 € HF,
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a tudiz Ay = Ao a 1 = z9. Zfejmé h je linedrni forma na H, h = fna M, F < ha h # F.
Kdyz ukazeme, ze 1ze volit takové ¢ € R, aby h < p na H, médme spor s maximalitou F.

Hledame tedy takové c, aby
h(z+ Ay) = F(x) + Ae < p(z + \y),Vax € Hp, V) € R. (2)
K tomu stac¢i nalézt c tak, aby pro vSechna x € Hp a A > 0 platilo
x x x x
F(5) 2 (G-v)e<r(Gry) 7 (3),
v) Py y)sese(y Ty 5 (3)
nebot pro A > 0 z druhé nerovnosti ve (3) po vyndsobeni ¢islem \ dostaneme, 7e

Ae < p(x+ A\y) — F(x),Ve € Hp,VA > 0,

tedy

F(z)+ Ae < p(z+ A\y),Vz € Hp,YA > 0. (4)
Pro A < 0 polozme = —\ a pak z prvni nerovnosti ve (3) dostaneme postupné

F <x> —p(E —y) <c¢ Ve e Hp,Vu >0,

7 A

F(z) —p(x — py) < cu,Vo € Hp,Vu > 0,

F(x) —cu < plx — py),Vo € Hp,Vu > 0,
Tedy

F(z)+ Ae < p(z+ A\y),Vz € Hp,VA <O0. (5)
Pro A = 0 je nerovnost

F(z) < p(z),Vo € Hp (6)

splnéna rovnéz, nebot F je maximdlni prvek mnoziny Z.
Vztahy (4), (5) a (6) jiz implikuji (2).

Protoze vsak pro vSechna u,v € Hp plati
F(u)+ F(v) = Flu+v) <plu+v) <plu—y)+plv+y),
urcité existuje c tak, aby
F(u)-pu—y) <c<plv+y)-F(v)

pro vSechna u,v € Hp. Je-li p pseudonorma a x € W, mame
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Poznamka: Casto byvé uzitetné pouzit nasledujici specidlni pifpad algebraické verze Hahn-
Banachovy véty: Je-li p konvexni funkciondl na redlném vektorovém prostoru W, existuje
linedrni forma F' € W7 tak, ze F' < p na W. Staéf totiz polozit f = 0 na M := {0}. Je-li p
nenulovy funkcional, lze volit i F' tak, aby byla nenulové linedrni forma. Neni co fesit, pokud
p(z) < 0 v ngjakém bodé x € W. Pokud p(w) > 0 pro vSechna w € W a p(z) > 0 pro jisté
x € W, polozme

M :={ z: XeR}

fx) = Ap(z)
pro Ax € M. Je-li A > 0, je
F(Az) = Ap(a) = p(Aa).
Pokud A < 0, je
f(Az) = Ap(z) < 0 < p(Az).

Nynf sta¢i pouzit Hahn-Banachovu vétu. Dostaneme F € W#, F < pna W a

Véta 22 (Hahn-Banachova véta) Necht f je spojitd linedrni forma na podprostoru M

redlného normovaného linedrniho prostoru E. Potom existuje F' € E* tak, e FF = f na M a

1l = [l fllar-

Dikaz: Polozme p(x) = || f||||z||. Potom p je pseudonorma na E a |f(x)| < p(z) pro x € M.
Podle algebraické verze Hahn-Banachovy véty existuje linedrni forma F' na E tak, ze F' = f
na M a |F| < pna E. Odtud ihned plyne, ze F' je omezena a || F| < || f]].

Opacnd nerovnost || f|| < [|F|| vSak plyne piimo z definice normy funkciondlu. l

Poznamka: Tvrzeni véty 21 pro piipad pseudonormy p, a jejiho dusledku (véta 22) plati
také pro normované linearni prostory nad komplexnimi ¢isly. Tyto véty se nékdy nazyvaji
Bohnenblust-Sobczykovy véty.

Myslenka dukazu algebraické verze Hahn-Banachovy véty pro komplexni piipad (strucné):
(Z ni je soucasné vidét i prechod od komplexniho k redlnému piipadu, ¢ naopak.)

Je-1i F' linedrni forma na komplexnim vektorovém prostoru W, F' = f + ig, jsou f a g redlné
line4rn{ formy. Navic, nebot F(ix) = iF(x), musi byt nutné g(z) = —f(ix).

Naopak, je-li f redlnd linearni forma na W a
F(z) = f(z)-if(iz),
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snadno ovérime, ze F' je komplexni linearni funkcionél na W.
Piedpokladejme tedy, ze jsme dokézali algebraickou verzi Hahn-Banachovy véty (véta 21)

pro redlny piipad, Ze p je pseudonorma na vektorovém prostoru W a
f=h+ife
linearni funkcional na podprostoru
MccW,|fI<p

na M. Nebot

lfil < [fl<p

na M, proto existuje redlny linedrni funkciondl F; na W tak, ze f; = F; na M a |F}| < p
v8ude na W. Polozme

F(x) = F1 ($>*ZF1(ZJ})
pro x € W. Podle predchoziho je
F(z) = fi(z)-ifi(iz) = f(z),

jestlize x € M. Musime jesté ukdzat, ze |F| < p na W. Zvolime tedy z € W.
Existuje t € (0,2m) tak, ze

|F'(x)| je redlné ¢islo a F(z) = Fi(z) pokud F(z) € R. Potom
|F(x)| = e " F(z) = F(e™"z) = Fi(e""z) < p(e”"x) = [e""|p(x) = p(x).

P#iklad [10]
UkaZzte, Ze

]l = sup{|f(2)| : f € X7, [If[l = 1}

pro x € X, je-li X Banachuv prostor (nad télesem ¥ redlngch nebo komplexnich cisel).

Reseni:

Jestlize x = 0, je to ziejmé. Necht tedy x # 0, zfejmé

[f @) < (I f )l < ]

a pfechodem k supremu na levé strané mame
[z = sup{|f(z)| : f € X" | fll =1}
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Ozna¢me Y podprostor X, dimY =1, tak, ze Y je generovan prvkem z, tj.:
Y ={\z:\eF}
Na Y uvazujeme linearni funkcional
fQAz) = Az,

kde A € F. Ziejmé
[f )| = [A[lJ=]] < [|l]]

pro |A| < 1. Pritom f(x) = ||z|| a tedy ||f|] = 1. Podle Hahn-Banachovy véty mé tento

linedrni funkciondl rozsifeni F' na celé X takové, ze ||F|| =1 a

F(z) = f(x) = [l],

odkud plyne opacna nerovnost.

vvvvvv

analyzu je bezpochyby Mazurova véta.

Véta 23 (Mazurova véta) Necht C je oteviend konvexni podmnoZina normovaného linedrniho

prostoru E a z € E\C. Potom ezistuje uzaviend nadrovina H C E tak, e z € H a HNC = ().

Dukaz: Lze predpokladat, ze 0 ¢ C' (posunutim bodu z do pocatku).
Necht
G:=U{\C: >0}

(G je vlastné nejmensi otevieny kuzel obsahujici C').
Lehce lze ovérit, ze G je zase oteviend mnozina (AC je oteviend mnozina).

Polozme
p(z) :=inf{llz+yl: y € G}
pro x € X. p je sublinedrni funkciondl na G, nebot podle definice:
i)
p(z+ 2) < p(x) + p(z), Yo,z € X,
protoze
plx+z)=infllle+z+gll: ge G} =inf{lle+z+y+nl: yheG}
kde g = y + h a plati

lz+2z+gll=lle+z+y+hl <llz+yl+z+nl,
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tedy i
p(a+z) = infoecllzt+z+gl = infyneclle+z+y+h| < infyeallz+yll+infrcallz+hl = p(z)+p(2).

ii)

plaz) = ap(zx), Ve € X, a > 0,

protoze
plaz) = inf{llax +y|: y € G} =inf{lal|z +y| : y € G}
a plati
loz +y| < |elllz +yll
tedy i

infllox +y| < lafinflz +yl|

Déle pro = € G je p(z) > 0. Jinak by totiz existovala posloupnost {y,} C G takova, ze
| +ynl — 0.

Potom ale —y,, — z a z otevienosti G by musel existovat index ng, pro néjz by —y,, € G.

Coz vede ke sporu , protoze potom by diky konvexité C

Podle algebraické verze Hahn-Banachovy véty (21) existuje nenulova linedrnf forma f € E#

takova, ze f < pna E. Necht a € G. Potom

p(~a) =0 (7)

(z definice p, nebot ||(—a) + a|| = 0),

a tudiz
f(=a) <p(—a)=0.

Vidime, ze f > 0 na G.
Kdyby nahodou f(z) = 0 pro jisté z € G, pak bud existuje koule B(z) se stfedem v z tak,
ze f(b) =0 pro kazdé b € B(z), coz implikuje f = 0 na E, nebo existuji body z1, z2:

11
z=—2z1+ =z
91T 92

tak, ze napiiklad: f(z1) > 0 a f(22) < 0, nebot musi platit

£(2) = 5 (e0) + 5 (22)
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Poté vsak f(—z2) > 0 a s ohledem na (7)

0 < f(—22) <p(—22) =0,

COZ je Spor.
Dale kdyz polozime H := Kerf, pak je H nadrovinav E,0€ H a HNG = 0.

Nyni zbyva ukdazat, ze f je spojita. Jestlize je vSak ¢ € E a y € G, je

f(@) < plz) < llz+yll < llzll + [yl

Protoze
inf{llyll : y € G} =0,
je
f(@) < =]
Potom ale i
=zl = =l =zl < —f(=2) = f(z) < |||

Odtud hned plyne, Ze f je spojitd v 0, ale i vSude na E, nebot f je linedrn{ forma. B

Poznamka: Mazurovu vétu lze preformulovat takto:
Necht C' je oteviend konvexni mnozina v normovaném linedrnim prostoru F a z ¢ C, potom
existuje ¢ € E* tak, ze ¢(2) =0a ¢ > 0na C.

Poznamka: Konvexnim kuzelem ve vektorovém prostoru W rozumime takovou mnozinu V,

ze

V+VCcV, A\VCV, VAx>0.

Neékdy se také pozaduje, aby 0 € V. Je-li A libovolnd podmnozina W, definujeme k(A) jako
prunik vSech kuzelu obsahujicich A. k(A) je potom nejmensi kuzel obsahujici A.

(Prunik kuzelu tvoii vzdy kuzel, W je také kuzel.)
Oveérte, zZe

E(A) ={aix1+ ...+ apzp a1 >0,...,0 > 0,21,...,2, € A,n € N}
Nechf M je mnozina vsech kuzelovych kombinaci prvki z A

n
E Q; T,
=1

kde a; > 0,x; € A,n € N. Ztejmé A C M. Ukazeme, ze

n
M = {:C:Zai:ci,oci > 0,x; EA,neN}
i=1
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je kuzel (pro a; = 0 plati 0 € M):
Plati
n
M+ M = {Z—Zﬁz$17,@z >0,z EA,TLGN} cM

i=1

a pro libovolné A > 0 je AM C M, nebot

m
AM = {)\{L‘:Z)\Oéil'i,)\>0,ai > 0,x; GA,nGN} C M.
i=1

Plati tedy k(A) C M.
Na druhou stranu kazdy bod z M lezi v libovolném kuzelu obsahujicim A, tedy M C k(A).

Dohromady dostavame

n
k(A) =M = {Zaixi =ax1+...+apxp,a; > 0,25 GA,nGN}.I
i=1

Véta 24 (Geometricka verze Hahn-Banachovy véty)
Necht A, B jsou neprdzdné disjunktni konvexni podmnoziny redlného normovaného linedrniho

prostoru E. Potom 3 nenulovd funkce f € E* a o € R, tak Ze

AcCc{zeFE: f(zx)>a}

Bc{zeFE: f(z)<a}l,

pokud A i B jsou navic oteviené.

Diikaz: Necht jsou mnoziny A i B oteviené. Polozme C' := A— B ProtoZe A i B jsou konvexni,

je i C konvexni. Je také oteviend, nebot
C=U{A—-b:be B}.

Podle Mazurovy véty (a po ni nésledujici pozndmky) existuje f € E* takové, ze f > 0 na C.
Je-lia e Abe B, pak je

0 < fla—b)=f(a) = f(b).
Existuje tedy realné o tak, ze

sup{f(b) : b€ B} <a<inf{f(a):a € A}.

Mnoziny A a B jsou oteviené a konvexni, tedy f(A) a f(B) jsou oteviené intervaly, protoze

(z véty 7) jsou to oteviené, ale také konvexni mnoziny, jakozto obrazy konvexnich mnozin pii
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linedrnim zobrazeni f. Z toho plyne, ze f >ana Aa f <ana B. R

Poznamka:

1) Tato verze Hahn-Banachovy véty fikd, ze dvé konvexni disjunktni mnoziny A, B mohou
byt za jistych predpokladi oddéleny (separovany) uzavienou nadrovinou H tak, ze A lezi
v jednom poloprostoru uréeném H a mnozina B v druhém. M4 tedy opravdu geometricky
charakter.

2) Jsou-li A, B libovolné disjunktni mnoziny ve vektorovém prostoru , lze je oddélit nadrovi-
nou pravé tehdy, kdyz lze oddélit nadrovinou jejich konvexni obaly. Pozadavek konvexnosti

mnozin A, B tedy nelze vypustit.

Nésledujici véta je bezprostiednim dusledkem Hahn-Banachovy véty (véta 22).

Véta 25 Necht xq je nenulovy prvek normovaného linedrniho prostoru E.
Potom 3 g € E* tak, zZe ||g|]| =1 a g(xo) = ||zo]|-

Specidlné jsou-li z,y dva rizné body E, 3 ¢ € E* tak, Ze p(x) # ¢(y).

Diikaz: viz piiklad na strané 32. B

Poznamka:

1) Necht G je systém funkcf na mnoziné A. Rikdme, ze G oddéluje body mnoziny A, jestlize
ke kazdé dvojici z,y € A,z # y muzeme najit g € G tak, ze g(z) # ¢(y). V tomto smyslu
tedy prvky E* oddéluji body E.

2) Dusledek Hahn-Banachovy véty ik, ze v kazdém bodé zg, ktery lezi na sfére
Si={r e E: |zf = [lzoll},

muzeme sestrojit alespon jednu tec¢nou nadrovinu: Existuje g € E* tak, ze ||g|| = 1 a ozna¢ime
Mi={z€E: () < o},

lezi celd uzavienda koule

Bi=A{z e E:|[zf <o}
v M (pokud je z € B, potom
9(x) < g(@)| < llgllllz]] < [lzol|.)

Pritom xg lezi v nadroviné

{z e E:g(x) = |laoll}-
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Proto dusledku 25 muzeme fikat Véta o tecném funkciondlu, nebo Véta o teéné. V daném

bodé miuze existovat ke sféfe S vice takovych tecen.

Véta 26 Necht M je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru E a v € E~ M.

Potom 3 ¢ € E* tak, zZe ¢ =0 na M a ¢(x) # 0.

Poznamka: Vyndsobime-li vhodné funkciondl ¢, muzeme docilit toho, aby ¢(z) =1

nebo aby ||¢|| = 1.

Dalsimi zndmymi a dulezitymi dusledky geometrické Hahn-Banachovy véty (véta 24)

pro konvexni analyzu jsou Teorémy o oddélitelnosti.

Véta 27 (Prvni teorém o oddélitelnosti) Necht mnoziny A, B C X jsou konvexni, neprdzdné,
disjunktni a necht A je otevrend. Pak existuje nenulovy linedrni spojity funkciondl oddélujici

mnoziny A a B.

Dukaz:

Krok 1: Jelikoz A i B jsou neprazdné, existuji body ag € A, bg € B. Mnozina
C:=(A-ay)—(B—by)={zeX:x=a—ap—b+by;ac Abe B}

je ztejmeé konvexni (protoze A i B jsou konvexni), obsahuje 0 (pro a = ag,b = by) a je oteviena
(A je oteviend, jestlize

Z=a—ag—b+ b
a a € A, pak existuje okoli U takové, ze a € U C A a plati
teU—ag—b+byeC)
Navic prvek ¢ := by — ag ¢ C, nebot v opa¢ném piipadé by platilo
bop—apg=a—ay—b+by=b=a€ ANDB,

coz ovsem nejde, protoze A a B jsou disjunktni.
Krok 2: Uvazujme nyni Minkovského funkci p(x) mnoziny C. Vime (dle véty 14), ze funkce
p(x) je nezédpornd, sublinearni a spojita v bodé 0. Také plati p(x) < 1 Vz € C.

Krok 3: Na podprostoru
L={rxeX:z=ac=a(by—ap),a € R}
si definujeme linedrni funkciondl | vztahem
l(ac) = ap(c) (e R).
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Pak pro a > 0 mame
l(ac) = ap(c) = p(ac)

aproa<0
l(ac) =ap(c) <0

IN

p(ac),

nebot p je nezdpornd funkce.

Tedy Vz € L plati nerovnost
I(z) < p(x)
a podle Hahn-Banachovy véty (véta 21) muzeme uvazovat rozsifeni | na linearni funkcionél
L takovy, ze plati:
L(ac) =l(ac) = ap(c), a € R (8)
a zustane zachovana nerovnost

l(z) <p(z) — L(z) <p(z), v € X. (9)

Funkce p je (podle kroku 2) spojitd v bodé 0 a tudiz musi byt spojita i funkce L
(viz véta 15).

Krok 4: Pro libovolné a € A a b € B mame
L(a—b) = L(a—ao—b+b0)+L(a0—bo) < p(a—ag—b—i—bo)—l—l(—l(bo—ao)) < 1—p(b0—a0),
protoze

(a—ap—b+by) €C

a na C plati p(x) < 1. a plati (8) a (9).

Pro0 <t <1 bod
bo—ao_f
t ot

¢ C,
nemize, nebot C je konvexni, obsahuje 0 a na interval <0, %> lezi bod ¢ = by —ag ¢ C.

Proto tedy
bo — ao

p(boao):inf{t>0: 60}21.

Tim padem

L(a—b) <1 —p(bo —ao) <0,

pak
L(a) < L(b), Ya € A,Vb € B.
Odtud
supacaL(a) < infoep L(D).
Jelikoz
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p(bo — CL(]) Z 1a L(bo — CLQ) = p(bo — ao),

je L#0. 1

Véta 28 (Druhy teorém o oddélitelnosti) Nechf X je normovany linedrni prostor, A
neprazdnd uzaviend konvexni podmmnozZina X a £ € X je bod, ktery nendlezi do A. Potom

existuje nenulovy linedrnd spojity funkciondl ostie oddélujici mnoZinu A a bod .

Dikaz: Protoze & ¢ A a A je uzaviend mnozina, tak existuje okoli V' bodu & takové, ze
VN A=1(. Jelikoz X je lokéalné konvexni prostor, tak muzeme najit oteviené konvexni okoli
B C V bodu z. Poté ziejmé B C A = ) a podle 1.teorému o oddélitelnosti (27) existuje

nenulovy linedarni spojity funkcional f oddélujici A a B, tj.:

supeeaf(z) < infoepf(z).
Nyni si sta¢i uvédomit, ze
infrepf(z) < f(2),
nebot linedrni funkciondl nemize nabyvat svého infima ve vnitinim bodé.
f(&) > f(&+th) = f(2) +tf(h),

alespon pro jedno h bude tf(h) #0. R
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Jako dalsi dusledky Hahn-Banachovy véty bych na tomto misté chtéla uvést dvé tvr-
zeni publikovand v ¢lanku docenta Jokla [6] a analogii Algebraické Hahn-Banachovy véty
(véta 21) a ukdzat, jak spolu tato tvrzeni souvisi.

Nejdiive je ale potfeba vyslovit pomocné lemma (viz [8]).

Lemma 2 Necht A je linedrni operdtor, f konvexni funkce. Definujeme

9(y) := inf{f(z) : Av = y}.
Potom je g konvexni funkce.

Dikaz: Polozme
g(y) =inf M(y,.) VyeY,
kde
M = (epif)o (grA71).

Funkce f je konvexni, tedy i epif je konvexni. Linearita A implikuje konvexitu A~1.
grA ={lz,y] € X xXY :y = Az}

je graf A a
grA™ = {[y,2] €Y x X : y = Az}
je graf A=, tedy mnozina M bude také konvexni. Z dtsledku 2 ndm potom vyplyva konvexita
funkce g.
Véta 29 Necht ¢ : X — R je v okoli pocdtku shora omezenyj konvexni funkciondl.
Potom existuje linedrni spojity funkciondl f € X* takovy, Ze pro kazdé x € X plati f(x) <
().
Véta 30 Necht U je linedrni prostor a V. normovansj linedrni prostor. Ddle méjme konvexnd
funkciondly f:V — R a h:U — R a linedrni zobrazeni{T' : U — V. JestliZe plati, Ze
(i) ezistuje ug € R takové, Ze f je konecény a spojity v bodé vg = Tuy,
(i) inf{f(Tu) +h(u) :ue U} =0,

potom existuje linedrnd spojity funkcional g € V* takovy, Ze
ueUwveV =g — f(v) <h(u)+ g(Tu).
Diikaz: Polozme

F={(v,\) eV xR: fv) <A, H={(Tu,p) e VxR:ueUp<—h(u)}
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M=F—H={(s,8) €V xR, (5,8) = (v,\) = (Tu,p) : () < \u€U,~h(u) > p}.
F je konvexni mnozina, nebot f je konvexni funkce, tedy musi platit, Ze jeji nadgraf
epif ={(v,\) € VxR,v € domf,\> f(v)} =F

je konvexni mnozina. Také H je konvexni mnozina, coz plyne z definice konvexnich mnozin:
Pro
up €U, Tu € Vs € R: g < —h(uy)

ug € U,Tugs € Vg € R: g < —h(ug)

a libovolné A € (0, 1) plati
A+ (1= Mz € ~Nh(ur) — (1= \h(uz) = —Nh(ur) + (1 — Ah(uz)]

< —h(Aur + (1 = Nug),

nebot h je konvexni funkciondl a T je linearni zobrazeni.
Rozdil dvou konvexnich mnozin je také konvexni mnozina, nebot uvazujeme-li napiiklad

fi,f2 € F ahy,he € H s vlastnosti fj —h; € M a fo — hy € M, potom pro « € (0,1) plati

affi —h1) + (1 = a)(fo—h2) = afi + (1 — @) fa — (@hs + (1 — a)ha),

EF cH

coz implikuje
a(fi =)+ (1= a)(f2 — he) € M,

tedy M je konvexni mnozina.
Funkcionél

p:V = (—00,+00)

definovany tak, ze

weV = pw)=inf{xeR: (w,\) € M}
=mf{reR:(v—-—Tu,\) e M,w=v—Tu}
—infIANeR: (v—Tu =71 —3s),r> f(v),s < —h(u),w =v — Tu}
— inf{f(v) +h(u):ueUveV,o—Tu=w

je diky aplikaci lemmatu 2 konvexni.

Polozime-li totiz A(u,v) =v — Tu,
®:UxV —=R:P(u,v)=h(u)+ f(v).
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® je konvexni, nebot h a f jsou konvexni a
p(w) i= inf{D(u,0) : Alu,v) = w} = inf{h(w) + f(v) v — Tu=w}.
Z toho dosazenim pro v = Tu a z (ii) pak plyne
0(0) =inf{f(Tu) + h(u) :uecU}=0

a také, ze

uelU,veV = pv—Tu) < f(v)+ h(u).
Podle (i) existuje konstanta o € R a okoli poc¢dtku N C V, takové, ze
we€ N = f(w+Tup) < .
Necht w € N. Potom dostaneme
p(w) = o((w + Tug) — Tug) < f(w + Tug) + h(uo) < o+ h(up).

Tedy funkciondal ¢ je shora ohrani¢eny na N. Z véty 29 plyne existence linearniho spojitého

funkciondlu g € V* takového, ze
w eV =gw) < pw).
Necht u € U,v € V, kdyZ polozime w = v — T, dostaneme
g(v —Tu) < f(v) + h(u).

7 toho ale dostavame

g(w) = f(v) < h(u) + g(Tu). W

Véta 31 Necht X je normovany linedrni prostor, p : X — R je spojity sublinedrni funk-
ciondl, Y CC X a f € Y™ linedrni spojity funkciondl takovy, Ze plati f < p na Y.

Potom existuje linedrni spojity funkciondl F € X* takovy, Ze

())F(x) < p(z),Vr e X

(1)) F(z) = f(x),Vz €Y.

Dukaz: Dukaz provedeme za pouziti Zornova lemmatu (lemma 1) analogicky jako u alge-
braické verze Hahn-Banachovy véty (véta 21). B
Nyn{ jiz mohu dokazovat vzajemnou ekvivalenci vyse uvedenych vét:

Véta 29 = vétu 30 = vétu 31 = vétu 29

1) Véta 29 = vétu 30:
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Tato implikace je popsdna v dikazu véty 30.

2) Véta 30 = vétu 31:
Uvazujme normovany linearni prostor W a M CC W. Déle p: W — R je spojity sublinearni

funkciondl a [ spojity linearni funkcional definovany na M s vlastnosti
l(u) < p(u), Yu e M. (10)
Ve vété 30 bude nyni v roli U podprostor M a v roli V' podprostor W. Polozme
T:M—W:T(u)=u, Yue M.

Daéle v roli f uvazujeme sublinedrni funkcional p a v roli konvexni funkce h funkcional —I.
Pottebujeme ukazat, ze

inf{p(u) — l(u);u € M} =0. (11)

Ze vztahu (10) vime, ze

p(u) —l(u) >0, Vu € M,
pricemz
p(0) = 1(0) = 0.

Tedy (11) plati. Nyni jiz podle véty 30 existuje L € W* :
Yu e M, Yv e W: L(v) — p(v) < —Il(u) + L(u).

Pro v := 0 dostaneme

L(v) <p(v), Yve W (12)

a pro v := 0 dostaneme

L(u) > l(u), Yu € M. (13)
(12) + (13) = L(u) = l(u),Yu e M. R
3) Véta 31 = vétu 29:
Uvazujme konvexni shora omezeny funkciondl
v: X =R, p0)=0.

Poté podle vét 20 (viz [3]) a 18 existuje pii volbé zy = 0 spojity sublinedrni funkciondl
p: X — R tak, ze
p(x) < (@), ¥z € X. (14)
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Nyni jiz véta (31) dava existenci spojitého linedrniho funkciondlu f € X* s vlastnosti
/(@) < pla),¥a € X. (15)
Nerovnosti (14) a (15) davaji pozadované

flx)<epz),vze X. 1 (16)

Dulezitou aplikaci véty 30 je nasledujici teorém.

Véta 32 (Moreauiv-Rochefellariiv teorém) Nechf X je normovany linedrni prostor a

fi: X = R jsouVie {1,2,...,n} vlastni konvexni funkce. Potom

> ofi(z)co (Z fi> (z) Vz e X.
=1 i=1

Jestlize jsou navic vSechny funkce f; spojité v néjakém bodé T (s vyjmkou nejvyse jedné a ta

je v T konecnd), pak v libovolném bodé x plati

Z@fi(m) =9 (Z fz») (2).

Diikaz:

Krok 1:

1. ¢ast véty:

Omezime se na ptipad n = 2, pii vétsim poctu séitancu postupujeme matematickou indukei.

Zvolme xg € X. Piredpokladejme, ze

a € 9f1(x0),b € dfa(zo).

Pak plati
a(x —xo) < fi(x) — fi(zg) Ve X
T b(z —x0) < folx) = folwe) Vo eX
a+b(z— o) < (fi + f2)(x) = (fi+ f2)(w0) zeX.
Potom

(a+b) € 0(f1 + f2)(wo)-

Vzhledem k libovolné volbé xq plati

dfi (x) + afg(l‘) C 8(f1 + fz)(x) Ve e X.
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Krok 2:
2.Cast véty:
Predpoklddejme nyni, ze
c € d(f1+ f2)(zo).
Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
330207 CZO, fl(o):07 f2(0>20
Pokud by tyto vztahy neplatily, tak bychom uvazovali nasledujici funkce

g1(x) = fi(xo + ) = fi(zo) — ()

g2(x) = fa(wo + ) — fa(xo).

Krok 3:
Necht tedy 0 € 9(f1 + f2)(0). Poté Va € X plati

(f1 + fo)(x) — (f1 + f2)(0) = O(z — 0).

Odtud
(fi + fo)(x) > (fi + f2)(0) VzeX.

Poté
mingex (fi1 + f2)(z) = (f1 + f2)(0) = 0.

Necht Z je bod, ve kterém je fi spojité a fo koneénd. Uvazujeme konvexni mnoZiny
Cy ={(z,a) e X xR, a> fi(z), © € int dom fi1} = int epi fi

kde int znac¢i vnitfek mnoziny,
Cy ={(z,a) e X xR, —a > fa(x)}.

Mnoziny C; a Cy jsou konvexni a neprdzdné. C; je navic oteviend a C; N Cy = (), pokud

bychom totiz predpokladali, ze néjaké
(1‘1,04) eCin CQ,

pak by

fi(z1) < a < —fo(21)
a dostali bychom
0 =min{fi(x) + fa(z), v € X} < fi(x1) + fa(x1) <0,
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COZ je Spor.
Podle 1. teorému o oddélitelnosti (véta 27) muzeme mnoziny C; a Cy oddélit nenulovym

linedrnim funkciondlem (a, 3) a plati:

inf(z,a)ec, (a(z) + Ba) = sup a)ec, (a(z) + Ba). (17)

Krok 4:
Ziejmé [ < 0, nebot jinak by supremum a tim i infimum rovnalo +oo. Pfipustime-li 3 = 0,

potom
Supmeintdomfla(x) < infxedomfga($)'

Maximum linearni funkce se nenabyva uvniti mnoziny:
a(i’) < Supmeintdomfla(x) < infxedomfga(l‘) < a(i‘)

a(z) < a(z),

coz je spor. Proto 5 < 0.
Krok 5:

Nyni muzeme v (17) délit |5|. Oznacime-li a = i, pak

16|
supzex (a(2) = f1(2)) = supzedom, (A(x) — @) = sUP(z.a)ec, (A(2) =) < inf(za)ec, (@(z) —a)

(suprema se nanabyva uvnitt), kde o > f1, s vyuzitim vztahu epi f; = int epi fi. Poté

Ve e X
a(z) — fi(@) < infyaec, (@y) — a) < a(0) -0,
protoze (0,0) € Cs. Poté
a(z) < fi(x) — f1(0),

tedy

a € dfi(0).
Podobné bychom dokazali, ze také

—a € 0f2(0).

Proto
0e 8f1(0) + 8f2(0) |
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4 Aplikace Hahn-Banachovy véty

V této kapitole jsou popsany nékteré vyznamné aplikace Hahn-Banachovy véty. Definice

a tvrzeni pro tuto kapitolu jsem opét ¢erpala z [1] a déle z [11], ptiklady z [1] a [2].

Véta 33 Necht M je podprostor normovaného linedrniho prostoru E. Jestlize jedind spojitd

linedrni forma z E*, kterd je rovna 0 na M, je nulovd, potom je M hustjv E ( M = E).

Diikaz: M je také podprostor E, tedy tvrzeni je bezprostfednim disledkem véty 26. B

Poznamka: Tuto vétu lze vyslovit i pomoci anihilatort: Je-li M podprostor E a M+ = {0},

pak je M husty v E.

Véta 34 Necht je M koneéné-dimenziondlni podprostor Banachova prostoru X. Potom md

M v X topologicky doplnék.

Dukaz: Polozime-li p;(x) := \; kde x = (A1,...,\,) je vyjadieni prvku x € M v jisté bazi,
jsou p; (i=1,...,n) spojité linearni funkcionaly na M.

Podle Hahn-Banachovy véty (véta 22) existuji ®; € X* takové, ze ®; = ¢; na M. Potom

X=M Dt (ﬂ?leer@i) .n

Piiklad ([1] str. 25)

Najdéte jing zpusob dikazu predchozi véty.

Resent:

Necht {ej,...,e,} je bdze M. Necht M; je (pro pevné i = 1,...,n) linedrni obal mnoziny
{ej : j #i}. Potom je M; uzavieny podprostor X (viz [1]) a e; ¢ M;. Podle dusledku Hahn-
Banachovy véty (dusledek 26) existuje ¢; € X™* tak, ze p; = 0 na M; a p;(e;) = 1. Kdyz pak

definujeme
n
Pz = Z pi(T)e;
i=1
pro z € X, potom je P projekce X na M.

Véta 35 (Vlastnosti kanonického vnofreni) Kanonické vnoteni € je prosté, izomorfni a

izometrické zobrazeni X na eX C X**.
Dukaz: Zobrazeni € je ziejmé linedrni a plati

le(@)| = llezll < [l2l], V2 € X.
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Nyni chceme ukazat, ze

lexll = -

V piipadé, ze x = 0 je tato nerovnost ziejma. V ptipadé, ze x # 0, existuje podle dusledku

Hahn-Banachovy véty 25 g € X* tak, ze ||g|| =1 a g(x) = ||z||. Z toho pak dostavame

2]l = g(z) < sup{lp(x)] : ¢ € X7, [l@] <1} = [lel]

Pokud plati = # y, pak
ez — eyl = llea—yll = llz — yll # 0,

tedy i €, # €, (ostatné kazdd linedrni izometrie je prosté zobrazeni).

Na tomto misté uvedu aplikaci Hahn-Banachovy véty, ktera je publikovana v [4] a

[5].
Lemma 3 Necht X je Banachiv prostor, C je konvexni kuzel, C C X. Potom plati:
L :=infees, supeer|c(§)| > 0,
kde S je jednotkovd koule v X, I' = C* N Sx~.
Diikaz: Pro kazdé ¢ € X polozme
p(c) := supger|c(§)|-
Ziejmé L > 0. Protoze int(C*) # 0, existuje &y € C* takové, ze pro né&jaké o > 0 plati:
&+ 0Sx+ C C*.

Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze & € T'.

Necht {c,}125 je posloupnost v Sy, pro kterou plat{

limp—oop(cn) = infees, p(c) = L > 0.

Nyni ptipadaji v ivahu dvé moznosti:

1) Existuje konstanta « > 0 takové, ze pro kazdé n € N mame
len(€o)| = a > 0.

Nasledné pro kazdé n € N plati

p(cn) = supeerlen(§)] = [en(€0)| > a >0
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alL>0.
2) Existuje podposloupnost

{en 21 € {entn 2
splnujici

1
en(€0)] < 7.V € N.

Odtud

limg oo |ny (€0)] = 0.

Tudiz muzeme predpokladat, ze pro kazdé k € N plati

-0
Cny, (‘SO) > 7

Protoze {c,}12 C Sx, existuje pro kazdé k € N funkcional & € Sx+ takovy, 7e c,, (&) = 1
(viz véta 25). Potom lze také diky
&+ 0& € CF

pro kazdé k € N odvodit:

p(cnk) = Sup£€F|cnk (£)| >

. ( &o + 0&k >‘
"\ €0 + 08|

1 1
= m|6nk (§o + 0&)| > m|cn’“ (&) + 0(cn, ()]

1 ) P
= — > —— [ — > .
1+5’C"k(50)+5‘— 1+5<2 +5> = 2(1+496) >0

Ponévadz {cy, };2] je podposloupnost {c,},:% a

l@mn_x)op(cn) = infCESXp(c)7

potom predchozi vypocet dava L > 0.
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Zajimavou aplikaci Hahn-Banachovy véty ve funkciondlni analyze jsou Banachovy li-

mity.

Piiklad ([2] str. 62)

Ukazte, Ze existuje linedrni funkciondl L na €s s ndsledujicimi vlastnostmi:
(1) 1Ll = 1;

(2) jestlize x = {x;} € ¢, pak L(x) = lim;o0(z;); i =1,...00

(3) jestlize x = {x;} € los a x; > 0 pro vSechna i, pak L(x) > 0;i=1,...00
(4) jestlize x = {x;} € oo a ' = (x2,23,...), pak L(z) = L(2'),i =1,...0c0.

Resent:
Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze posloupnost redlnych &sel. Necht M je podprostor
lso tvofeny prvky x — 2/, kde

x = (x1,22,23,...)

v = (w9, 13,...).

Necht 1 znaé¢i jednotkovy vektor (1,1,1,...). Ukazme, ze plati dist(1, M) < 1:

Necht z € lo. Jestlize (x — 2’); < 0 pro libovolné i, pak
= (=)o = 1.

Jestlize (z — 2’); > 0 pro vSechna i, pak x; > ;11 pro vSechna i, coz znamend, zZe lim;_, o x;
existuje. Proto

lim (z; — 2}) =0
1—00

a tedy
1= (=) = 1.

Podle dusledku Hahn-Banachovy véty (dusledek 25) existuje L € £5 s normou ||L|| =1
a L(1) =1, L(m) = 0 pro vSechna m € M. Tento funkciondl spliuje (1) a (4).
K ditkazu (2) staci ukazat, ze cg C L~1(0). Abychom toho dosahli, definujeme pro = € £,

induktivne: (V) = 2/ a (1) = (2")’ a podle teleskopického argumentu mame
2™ — g = (2™ — D) 4 (2D — =Dy (2@ — 2y 4 (2D — 2.

Protoze jednotlivé séitance (z(9 — (=) € M, potom i celkovy soucet z(") —z € M.
Odtud L(z) = L(z™) pro kazdé = € £ a pro kazdé n. Jestlize x € cg, pak ||z(™| — 0
a tak L(z) = 0.
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K dukazu (3) predpoklddejme, ze pro néjakd x = (x,) mame z; > 0 pro viechna i a L(x) < 0.

Normovanim muzeme pfedpoklddat, ze 1 > x; > 0 pro vSechna i. Pak |1 — 2| <1 a
L(1—-xz)=1-L(z) >1,

coz je spor s tim, ze ||L|| = 1.

Takovéto funkciondly se nazyvaji Banachovy limity a je jich nekone¢né mnoho.

Dalsi aplikaci Hahn-Banachovy véty je Gelfandova véta. Abychom ji mohli vyslovit,

budeme potiebovat nésledujici pojmy (viz [1]).

Definice 41 (Algebra) Algebrou A nad télesem F rozumime vektorovy prostor s vnitinim
ndsobenim, které splnuge

i) je asociativni

it) je distributivni vzhledem ke sc¢itdni

i11) A(ab) = a(Ab) = (Aa)b pro A € F,a,b € A.

Prvek e takovy, Ze

re=er=ux, Ve A

nazveme jednotkou algebry.

Definice 42 (Banachova algebra) Algebra, kterd je navic opatiena normou, v niz je A
Banachuv prostor a plati

labll < {lallllo]],

se nazyvd Banachova algebra.

Definice 43 Rekneme, ze prvek x € A je requldrni nebo invertibilni, jestlize existuje takové
z€e A, Ze

rzZ = Zx = e.

Oznacéme mnozZinu vsech requldrnich prvki U. Ta spolu s operaci ndsobeni tvori grupu s jed-

notkou e.

Definice 44 (Spektrum) Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou e, pro niz
llell = 1. Mnozinu téch komplexnich éisel X, pro nézZ je prvek Ae — x invertibilng, nazveme
rezolventou a oznacime p(x).
Doplnék v C nazgvdme spektrum prvku x a znacime o(x).
Konecéné éislo

r(x) := sup{|\| : A € o(z)}

nazveme spektrdlni polomér proku .
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Poznamka: Spektrum je uzavienad a omezend mnozina.

Definice 45 (Rezolventni funkce) Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou

e, pro niZ |le]| =1 a x € A. Potom funkce
Ry(z) = (Ne—xz)7!
definovand na mnoziné p(x) se nazgvd rezolventni funkce.

Poznamka: Pro || > ||z|| plati

[e.9]

Ry(z) = Z AT gn

n=0
Véta 36 (Vlastnosti rezolventni funkce) Necht z je prvek Banachovy algebry A.
Potom plati
i) limyooRa(2) =0

ii) jestlize X\ € p(z) a |u| < ||Rx(z)|| 7L, potom i A\ —pu € p(z) a
Racule) =S i Ry @),
n=0

i11) jestlize ® € A*, potom je funkce f: X — ® o Ry(x) holomorfni na p(x).

Nyni jiz muzeme uvést znéni samotné véty.

Véta 37 (Gelfandova véta) Spektrum libovolného prvku Banachovy algebry je neprdzdnd

kompakini podmnoZina C.

Diikaz: Vime, Ze spektrum je uzaviend omezena mnozina. Necht pro néjaké x € A je

o(z) = 0. Podle véty 36 je f : A = ®(Ryx(x)) holomorfni{ v C pro kazdé & € A*. Jelikoz
je f podle véty 36 a Liouvillovy véty omezend, musi byt konstantni. Déle (také dle véty 36)
dostdvame f = 0 na celém C, specialné 0 = £(0) = ®(x~1). Podle diisledku Hahn-Banachovy

véty (véta 25) je tudiz 2! = 0, coz je spor. B
Posledni aplikaci Hahn-Banachovy véty, kterou zde uvedu je Krein-Milmanuv teorém.
Zde jsem vyuzivala [11].

Definice 46 (Extremalni bod, extremalnich mnozina) Necht K je podmnoZina normo-

vaného linedrniho prostoru. Rekneme, Ze xo je extremdini bod mnoziny K, prdvé tehdy, kdyz

ro=tr+(1-ty, 0<t<l, z,ye K =1z=y=mx.
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Jestlize pro S C K plati
tr+(1—-t)yesS

pro néjaké t € (0,1),

z,ye K=uz,yes,

potom mnoZinu S nazveme extremdini mnoZinou v K.

Véta 38 (Krein-Milmanuv teorém) Necht K je kompaktni a konvexni mnoZina v normo-

vaném linearnim prostoru X. Potom K je uzavieny konvexni obal jejich extremdlnich bodui.

Drikaz: Necht P je soubor vsech extremdlnich mnozin v K. PouZijeme tyto vlastnosti:
i) Prunik prvka z P je bud v P nebo prazdnd mnozina

ii) Necht S € P a f € X*, definujeme
Sg={x€S: f(z) =maxsf},

potom Sy € P.

Abychom to dokézali, necht je
tx—i—(l—t)yESf cSs.

Potom
fltz + (1 —t)y) = mazxgf.
Jelikoz S je mnozina extremadlnich bodt, plati z,y € S. Tedy

tf(z) + (1 —1)f(y) = mazxsf. (18)

Kdyby f(x) < maxsf nebo f(y) < maxsf (tj.  nebo y by nenalezelo do Sy), méli bychom

tf(z) + (1 =1)f(y) < mazxsf,

coz je spor s (18). Proto
f(x) = f(y) = mazsf.

To znamend, Ze x,y € Sy. Odtud plyne, Ze Sy je extremalni mnozina.

Nyni necht S € P, P’ je soubor vSech mnozin extremalnich bodu v S. Z Hausdorffovy
véty (véta 1) existuje maximélni, iplné usporddany podsoubor 2 C P’. Necht M = NreaT),

M je extremdlni mnozina, M € P’. Potom z definice M plati My = M

=Vfe X" Ve e M, f(x) = maxyen f(x) = const.
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Proto kazdy f je konstantni na M. Avsak protoze X* oddéluje body, je M jednoprvkova
mnozina. Nasledkem toho pro kazdé S € P obsahuje S extremalni bod.

Necht H znaéi konvexni obal mnoziny extremalnich bodti K. Chceme, aby H = K.

Pro véechny S € P plati SN H # (. Ziejmé H C K. Na druhou stranu ptepokladejme, ze
existuje rop € K \ H. Potom je mnozina {x¢} kompaktni a H uzaviend. Z Hahn-Banachovy
véty (véta 24) plyne existence f € X* tak, ze f(x) < f(xo) pro kazdé x € H.

Proto pokud uvazujeme

Ki={z€K: f(z) =mazkf},

mizeme vidét, ze Ky N H = (), protoze Yz € H
f(z) < f(zo) < maxkf.

Mnozina Ky je ale extremalni mnozina a tedy musi mit neprazdny prunik s H.

To je spor, tedy K ¢ H. R

Nakonec bych rada uvedla jesté dalsi dva priklady, k jejichz feSeni jsem vyuzila Hahn-
Banachovu vétu.
Piiklad ([2] str. 55)
Ukazte, Ze jestlize Y je podprostor Banachova prostoru X a X* je separabilni, pak je také Y*

separabilni.

Resent:
Prostor Y* je izomorfni k separabilnfmu faktorovému prostoru X*\ Y. Nebot definujeme-li

zobrazeni

o Y* 5 X*\ Yt

tak, ze o(y*) = {mnnozina vSech rozsifeni y* na X}, je o(y*) tiida faktorové mnoziny v

X*\ Y. Pokud napiiklad o1 (y*), oa(y*) € o(y*), pak musf platit, ze

(01(y") = o2(y™))(y) = 0,Vy € Y,

tedy
o1(y),o2(y") € {zF € X*: (y* —2*) e Y1}

Z Hahn-Banachovy véty (véta 22) ndm plyne

lo (™) = lly*lly

(o je linedrni a surjektivni zobrazeni.) Tedy Y* je také separabilni.
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Piiklad ([2] str. 55)
Necht Y je podprostor Banachova prostoru X. Ukazte, Ze existuje prosté (obecné nelinedrni)

izometrické zobrazeni p : Y* — X*. Také X*|y = Y™ ( X*|y je mnoZina restrikci na Y vsech

fex)

Regeni:

Pouzijeme Hahn-Banachovu vétu k rozsifeni funkciondlu na Y (Véta22). Jestlize f € Y™, po-
tom JF € X* takové, ze F|y = f. Tj.: 3 ngjaké zobrazeni ¢ : Y* — X*, takové, ze p(f) = F
na X*|y. Toto zobrazeni je prosté a izometrické. Z toho Y* C X*|y, zdroven ziejmé plati

X*ly CY*, tedy X*|y =Y™.
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Zavér

Cilem této diplomové prace bylo shrnout poznatky o Hahn-Banachové vété a zduraznit

jejl pouziti v dusledcich a aplikacich. Prvni kapitolu jsem vénovala zivotu Hanse Hahna a
Stefana Banacha. V druhé kapitole jsem uvedla zakladni pojmy a tvrzeni, bez nichz by Hahn-
Banachovu vétu nebylo mozné vyslovit. Tteti kapitola se zabyva piimo Hahn-Banachovou
vétou, déle pak jejimi disledky. Ctvrtd kapitola je vénovana aplikacim véty.
Mym zamérem bylo také demonstrovat pouziti véty na ptikladech, jejichz zadéni lze najit
v [1], [2] a [10]. Dale jsem provedla nékteré dukazy (napiiklad véty 31 a také vzdjemného
vztahu vét 29, 30 a 31) a podrobnéji rozebrala dukazy vét a dusledku uvedenych v [1] a [6]
(naptiklad vét 21, 23 a 30).
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