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Abstrakt

V této praci se zabyvame doprednou inverzni kinematiku robotického ramene za pomoci
modelu dvoudimenzionalniho prostoru v konformni geometrické algebre. Cilem této prace
je navrh algoritmu k Teseni tohoto problému a jejich naslednéd implementace.

Vysledkem je pét algoritmu implementovanych v jazyce python, konkrétné jeden pro
vypocet polohy ramene a ¢tyfi pro vypocet trajektorie gripperu ramene.

V préci byl problém vyfesen za pomoci véty o orientaci normély a s pomoci signatury
trojuhelniku, diky ¢emuz byla sniZzena vypocetni narocnost nejkomplexnéjsiho algoritmu,
ktery kombinuje pohyb gripperu po lomené ¢are s pohybem gripperu po kruznicich. Pfino-
sem této prace je novy pohled na feseni inverzniho kinematického problému.

Abstract

In this thesis we are dealing with forward and inverse kinematics of a robotic arm using
a model of two dimensional space in conformal geometric algebra. Goal of this thesis is a
proposal of algorithms for dealing with inverse kinematics problem and their implementaion.

Five algorithms were constructed and implemented in python language. One for com-
puting a position of a robotic arm and four for calculating the trajectory of the gripper.

In this thesis, the problem was solved using a theorem about orientation of the line
segment normal and with the triangle signature. Because of that, the cumputing load was
reduced in implementation of the most complex algorithm which is combining the motion
of the gripper along a polygonal chain and motion of the gripper along circular trajectory.
The benefit of this thesis is a new approach to solving inverse kinematics problem.
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Kapitola 1

Uvod

Robotickd ramena nalézaji mnoho uplatnéni, af uz v oblasti automatizace vyroby nebo
dokonce i mediciny. Uspésné nahrazuji lidsky faktor vyroby, zefektiviiuji jeji rychlost a
presnost. Jsou v drtivé vétsiné ovladany vypocetni technikou, na kterou kladou nemalé
vypocetni naroky, a proto zlepSovat moznosti fizeni téchto robotickych ramen je pfirozenym
pozadavkem.

Tato prace ma prispét ke zlepSeni téchto ridicich procest za pomoci pokroc¢ilé matema-
tiky, presnéji geometrické algebry, a prispét k nahrazeni aktualnich vypocetnich zptisobu
pomoci matic. Z hlediska pocitacové vypocetni ndrocnosti je totiz reseni s pomoci matic
mnohem vypocetné narocnéjsi, nez reseni s pomoci geometrickych algeber.

Této praci jsem se zacal vénovat, protoze pracuji ve vyrobé jednoucelovych strojiu k
automatizaci vyroby, kde robotickd ramena velice ¢asto vyuzivame. Proto reseni inverzniho
kinematického problému, ktery se zabyva otdzkou, jak pohybovat robotickym ramenem, tak
aby vykonalo konkrétni ¢innost nebo pohyb, je mé velice blizkym tématem.

Cilem této prace je tedy prostudovani geometrickych algeber a jejich nasledné vyu-
ziti ke konstrukci algoritmii pro vypocet inverzni kinematiky robotického ramene a jejich
implementace v podobé kratkého vypocetniho kédu.

V ramci prace bude sestrojen algoritmus pro pohyby néastroje robotického ramene po
kruznici a primce, ale budou sestrojeny i komplexnéjsi algoritmy pohybu po lomené ¢are
a algoritmus pohybu po lomené ¢are, kde jsou ostré rohy pohybu nahrazeny pohybem po
kruznicich, ke kterému jsem vyuzil i vlastnich teoretickych poznatki.

V prvni kapitole rozeberu konstrukci geometrické algebry, jeji zakladni operace a prin-
cipy. V druhé se budu zabyvat jiz konkrétni geometrickou algebrou, potfebnou k sestrojeni
pozadovanych algoritmu a vysvétlenim potfebnych pojmi pro vypocéty v jazyce python. V
posledni kapitole provedu navrh algoritmt k reseni problému pohybu robotického ramene.



Kapitola 2

Teoreticky tivod do geometrickych
algeber

Geometrickd algebra je Cliffordova algebra, kde s pomoci kvadratické formy a zobrazeni
bodu z R™ do této algebry modelujeme geometrii. V pripadé eukleidovské geometrie prvky
této algebry reprezentuji geometrické objekty a eukleidovské transformace téchto objektu
jako rotace a translace.

2.1 Bilinearni a kvadratické formy

K zavedeni geometrické algebry bude tfeba pfripomenout vlastnosti kvadratickych a biline-
arnich forem.[1]

Definice 1. Bud R" vektorovy prostor. Zobrazeni (,) : R” x R™ — R se nazyva bilinedrni
forma, pokud je linearni v obou slozkéach, tedy pokud

(ox + By, 2z) = a(x,z) + By, 2) (2.1)

(2, 0x + By) = a(2z, %) + B(2,y) (2.2)

pro vSechny x,y € R" a «, 8 € R. Dale bilinearni formu nazveme:

1. symetrickou, jestlize
(x,y) = (y,x)

pro vSechna x,y € V,

2. antisymetrickou, jestlize
<X7 Y> = _<Y7 X>

pro vSechna x,y € V,

3. alternujici, jestlize
(x,x) =0

pro vSechna x € V.

Bilinearni formé, ktera je bud symetrickd, antisymetrickd nebo alternujici také fikame
unitrni soucin.



Vnitini soucin na vektorech se nazyva skalarni soucin, protoze vysledkem této operace
je skalar.
Kazdou bilinearni formu lze déale jednoznacné zadat pomoci matice.

Véta 2. Bud B = (e, ..., en) usporddand bdze vektorového prostoru R™, kde e; znaci bazovy
vektor (0,...,1,...,0) s 1 na i-tém misté, s vnitrnim soucinem (,), pak bilinearni forma
zaddvagici vnitrni soucin (,) je jednoznacné uréena matici Mg o rozmérech n X n s proky

Mp = (ai;) = ({es, €3)),
kdei=1,..naj=1,...,n.
Pro ukazku uvedme priklad symetrické bilinearni formy.

Piiklad 1. Bud R? vektorovy prostor s vnitinim soucinem (,), zadanjm pomoci matice
M, kde

1 2 0
M=12 10
0 0 1
Vnitini souéin dvou vektori u, v € R3 lze pak spocitat
(u,v) = uMv.
A vnitrni souciny bazovych vektora jsou
(e1,e1) = (e2,e2) = (e3,e3) = 1,

<e27e1> = <e17e2> = 27
(e3,e1) = (e1,e3) = (e2,e3) = (e3, ez) = 0.
Pomoci téchto vztahtl, lze spocitat vnitini soucin dvou vektort z R3, a to diky linearité
bilinedrni formy (2.1), (2.2), kdy vnitini soucin rozlozime na soucet vnitinich souc¢int bazo-
vych vektort, které jiz jsou matici uréené. Tedy pro nas pripad lze ukazat, ze vnitini soucin
dvou vektori aey + fSeg + ves a ae; + bes + ces je
(ae1 + Peq + e, aeq + bez + ceg) = aaler,e1) + abler, ez2) + acler, e3)+
+ Balez, e1) + Bb(ez, e2) + Bclez, es)+
+ vales, e1) + yb(ez, e2) + ycles, e3)
= aa + 2ab + 2Ba + b + e,

kde a, 8,7, a,b,c € R.

Definice 3. Kvadratickd forma na vektorovém prostoru R™ je bilinearni zobrazeni
@ : R® — R s nasledujicimi vlastnostmi:

1. Pro vSechna a € R, x € R",

Q(ax) = a*Q(x).

2. Zobrazeni
(x,¥)o=Q(x+y) - Qx) —Q(y)

je symetricka bilinearni forma, kterd se nazyva asociovand ke kvadratické formé Q).



Kazda kvadraticka forma lze reprezentovat symetrickou matici, protoze se jedné o specialni
pripad bilinedrn{ formy. Nyn{ uvedme ukazku nalezeni asociované bilinearni formy.

Ptiklad 2. Necht mame dva obecné vektory o soufadnicich («, 3,7), (a,b,c) € R? a kvad-
ratickou formu Q(x) = 5:@ + 3x% + 4:E?2) + 2w129 + 22973 pro X = (21, 2, x3) € R3. Pak Q
lze reprezentovat matici

= = O

5 1

Qx) =11 3

0 1

Potom prislusnou asociovanou bilinedrni formu ziskdme néasledovneé:

(e, 8,7): (a,b,¢))q = Q((a, B,7) + (a,b,¢)) — Q((e, 8,7)) — Q((a, b, ¢)) =
=5(a+a)?+3(B+b)? +4(y+c)>+2(a+a)B+b)+
+2(8 4 b)(ye) — 5a? — 38% — 4y — 2a8 — 2By — ba*—
— 3b? — 4¢% — 2ab — 2bc =
=50’ 4+ 10aa + 5a% + 38% + 68b + 3b* + 49° + 8yc+
+4¢% + 208 + 2ab + 2a + 2ab + 26~ + 26¢ + 2by + 2be—
—5a% — 382 — 4y — 2a8 — 2B~ — 5a® — 3b> — 4¢? — 2ab — 2bc =
= 10aa + 68b + 8yc + 2ab + 2a + 25c + 2by.

7 koncového vyrazu lze vidét maticovy tvar asociované bilinearni formy:

10 2 0
xyjg=12 6 2
0 2 8
Véta 4. [5] Necht Q je symetrickd bilinedrni forma (striktnéji kvadraticka forma), na
vektorovém prostoru R™. Potom existuje bize R™ a mezdpornd cisla p a q, tak Ze p+q =,
kde r je Tad matice Q tak, Ze je-li Q reprezentovdno matici B = (bi;), pak

bi; =1 pro1 <i<p,
bii=—-1prop+1<i<p+yq,

bij = 0 v ostatnich pripadech.

Cisla p,q, (r —p — q) potom nazjvdme signaturou bilinedrni, pripadné kvadratické, formy.

7 definice tedy plyne ze kazda kvadratickd forma @ na R™ definuje symetrickou biline-
arni formu (x,y)g. Této vlastnosti pozdéji vyuzijeme pfi konstrukei vnitiniho soucinu na
geometrické algebre. Dale navic plati

Véta 5. Ke kazdé bilinedrni formé (,) na vektorovém prostoru R™ existuje prdvé jedna
symetrickd a antisymetrickd bilinedrni forma (,)s a (,)a tak, Ze (,) = (,)s + (,)a a navic

(. ¥)s = 5 (Boy) + (v ),

(¥ = 506 y) — v %)

pro vSechna x,y € R™.



Nyni uvedme priklad tohoto rozkladu na symetrickou a antisymetrickou c¢ast. Volili
jsme jinou matici M urcujici bilinearni formu, jelikoz matice M z ptredchoziho prikladu
byla symetrickd a z toho tedy trivialné vyplyva, ze antisymetrickou bilinearni formou by
byla nulovd matice.

Piiklad 3. Necht (,) je bilinedrni forma dand matici M na vektorovém prostoru R? nad
polem R, kde

1 00
M=10 2 2
4 0 3

Potom symetrickou ¢ast podle Véty 5 vypocCteme néasledovneé:

L[((L 00 10 4 L (2 0 4 10 2
(Js=5 (02 2]+[020)=5]042]=(021
40 3 02 3 4 2 6 2 1 3

a antisymetrickou ¢ast
L[ (L 00 10 4 L [0 0 —4 0 0 -2
(a=z ([0 22]-|020)f=]0 0 2|=]|0 0 1
40 3 02 3 4 -2 0 2 -1 0

Spravnost ovérime tak, ze jejich soucet dava puvodni matici M, tedy

10 2 0 0 -2 100
MO=1([o2 1]+]o o 1]]=1]0 2 2
2 1 3 2 -1 0 4.0 3

Ziskali jsme tedy rozklad bilinedrni formy na symetrickou a antisymetrickou ¢ast.

2.2 Geometricka algebra
Zamérime se pouze na geometrické algebry nad redlnymi ¢isly s koneénymi dimenzemi.

Definice 6 (Geometrickd algebra). Geometrickd algebra (také zvand Cliffordova algebra)
je volna unitarni asociativni algebra generovana vektorovym prostorem R™ s kvadratickou
formou @ a soucinem o, pro ktery plati

uou = (u,u)g,
kde u € R™.

Geometrickou algebru budeme znacit symbolem G, 4, kde p, ¢ je signatura kvadratické
formy na geometrické algebie dle Véty 4. Lze v indexu uvadét i treti ¢islo ze signatury,
nicméné v této praci se budeme zabyvat pouze algebrami, kde se toto ¢islo rovna nule a
obecné rovné-li se nule, tak se tento index i v ostatnich publikacich neuvadi. Lze ukézat,
ze prevodem na matici urcujici signaturu ziskdme ortonormalni bazi vektorového prostoru
generujictho G, 4, ve formé fadki.

Nyni identifikujeme operace na této algebfe. Zacneme vnéjSim soucinem.



2.2.1 Vnéjsi soucin
Vnéjsi soucin je operace, kterd bude pro vektory a pozdéji i pseudoskalar reprezentovat
objemy, a fekne nam mnohé o strukture geometrické algebry. Budeme Cerpat predevsim

z [11]. Nejdrive tyto operace zavedeme pro vektory a nasledné je nadefinujeme pro celou
geometrickou algebru.

Definice 7 (Vnéjsi soucin). Necht u,v,w € R" a 8 € R. Potom zobrazeni A : R" AR"™ —
A*R™, s vlastnostmi

Antisymetrie: uA v =—uAv
Skélovani: u A (Bv) = B(u A V)
Distributivita: u A (v+w) = (uA V) + (uA W)

kde /\2 R™ je linearni prostor dimenze (g), nazyvame wvnéjsi soucin. Operator A se Cte
anglicky "wedge".

Vnéjsi soucin lze zavést také jako zobrazeni A : R™ A R®" A R™ — /\3 R™, pro které navic
plati

Asociativita: (WAV) Aw=uA (VvAw)

kde /\3 R™ je linearni prostor dimenze (g)

Vnéjsi soucin ti vektorti z R™ mizeme chapat jako orientovany objem, respektive dvou
vektori z R2, jako orientovanou plochu . Poznamenejme, ze vnéjsi soucin se nékdy zavadi
bez asociativity. Z antisymetrie vyplyva, ze vnéjsi soucin dvou stejnych vektori, respektive
linearné zavislych vektori, je nula, coz je jedna z pozadovanych geometrickych vlastnosti.
Vnéjsi soucin dvou vektort nazveme bivektor. Analogicky tii vektoru trivektor, k vektoru
k-vektor apod. Tyto prvky muzeme také nazyvat anglicky blady stupné k, kde k je pocet
vektori, mezi kterymi tento vnéjsi soucin providime. Diky linearité vnéjsiho soucinu pak
muzeme definovat prostor vnéjsich soudcint.

Definice 8 (Prostor vnéjsich soucinu k vektort). Bud R™ vektorovy prostor a vnéjsi soucin
zobrazeni z kartézského soucinu k vektorovych prostori do prostoru k-vektoru znaceného
/\k R"tj. A R" x R" x ... x R" — /\k R™. Pak prostor /\k R™ nazyvame prostor vnéjsich
soucinu k-vektori, nebo ho také nazyvame napt. bivektorovy prostor pro k = 2, trivektorovy
prostor pro k = 3 apod.

Ukazme nyni zajimavou vlastnost vnéjsitho soucinu.

Piiklad 4. Bud u,v € R?, s bazi (ey,ez) prostoru R?, tedy u = uje; + useq a v =
vie1 + veeq, kde ui,uq,v1,v2 € R. Pak vnéjsi soudin spocitame jako

uAv= (u1e1 + UQez) AN (vlel + v2e2)
= uq1vi1€e1 N ey + viuser A e + vaviea A ey + ugvaeq N eg

= (uyvy — ugvy)er A ea.

7 vysledku lze vidét, ze koeficient u vysledného wedge bazovych vektort je determinant
matice skladajici se z vektori u, v dimenze 2. Tedy mizeme vidét, ze u A v ma vyznam
vazené, orientované oblasti dvoudimenzionalniho prostoru.

Lze ukézat, ze /\O R™ je 0-dimenzionalni prostor skalari, jelikoz zlistane pouze skalovaci



vlastnost z definice vnéjsiho soucinu. Lze tedy Tici, ze skalary jsou blady stupné 0. Podobné
1ze ukazat, ze /\1 R" je vektorovy prostor, ze kterého jsme /\k R"™ generovali. Poznamenejme,
ze generovani gradovaného vektorového prostoru se zarucené zastavi diky antikomutativité a
asociativité vnéjsitho soucinu v pripadé kone¢né dimenze vektorového prostoru, nad kterym
vznika. Demonstrujme to na prikladu.

Piiklad 5. Necht R? je vektorovy prostor s bazi (eq, ez, es). Potom provedeme-li vnéjsi
soucdin trivektoru a dalstho vektoru, tak uz nemuzeme dostat 4-vektor, respektive vektor
vysstho ¥adu, neZ je dimenze vektorového prostoru R3. Tedy pro o, 8,7 € R

e1NeaNegA\(ae1+fea+ves) = e AeaNegAaer+e1N\eaNegAfea+er AeaNegAveg = 0.

Pro vektorovy prostor tedy plati AR" = @, A*R™ kde k € {0,1,...,n}, a proto ho
nazyvame gradovany. Uvedme priklad usporadané béaze tohoto prostoru pro n = 3. Tato
usporadand baze je

(1, e1,e2,e3, €1 ANeg, ez Neg, ez Aer, e1 Aeg Aeg).

Jedna se tedy o osmidimenzionalni prostor. Obecné lze tici, ze pokud tento prostor gene-
rujeme z R™, pak dimenze bude 2.

Definice 9 (Pseudoskalar). Blade nejvyssiho stupné v bazi A\ R™ se nazyva pseudoskaldr.

2.2.2 Geometricky soucin

Definice 10 (Geometricky soucin). [13] Necht Gy 4 je geometrickd algebra s kvadratickou
formou ). Operace této algebry se nazyva geometricky soucin, neznadci se a definuje se jako
eje; = (ej, €1)0, kde e; € RPTY je bazovy vektor.

Geometricky soucin ma pro vektory néasledujici vlastnosti, které pozdéji rozsifime na
cely gradovany prostor, respektive blady a skalary.

Axiom 1. [13] Necht u,v,w € R" C Gp4 a vnitrni soucin - na R™ C Gy 4. Dile a € R,
pak:

1. Uzavrenost algebry vici geometrickému soucinu:

uv € Gpq.

2. Asociativita:
(uv)w = u(vw).

3. Distributivita:

u(v+w)=uv+uw a (V+w)u=vu+wu.

4. Ndsobeni skaldrem:
au = ua.

5. Definiéni rovnice:
uu=u-u.



Lze nalézt v [13, 11], Ze tento souc¢in ma komutativni a antikomutativni ¢dst. Tuto
vlastnost navic pouzivame pri generovani geometrické algebry a k ukdazce, ze geometricka
algebra ma strukturu gradovaného prostoru. Zkusime tedy pro vektory nyni najit tuto
symetrickou a antisymetrickou ¢ast [13].

Bud u,v € G, , jednavektory. Potom z bodu 3 a 5 Axiomu 1 a vlastnosti vnitiniho
souc¢inu mizeme odvodit:

(u+v)(u+v)=(u+v)-(utv)

<— uu+t+uv+vu+vv=u-ut+2u-v+v-v

1
= §(uv+vu):u-v

Vyrazu 3(uv + vu) se ¥ké antikomutdtor a budeme jej znacit x. Podobnou konstrukef

se tvori operand komutdtor %(uv — vu), ktery budeme znacit x. Soucet téchto operaci je

geometricky souc¢in vektoru.
— 1 1
uv = uXv + uxv = E(uv +vu) + E(uv —vu)

Jsou-li dva vektory ortogonalni, tedy u-v = 0, a vyjadiime-li to pomoci geometrického
soucinu, tak uxv = 0. Pro bazové vektory e;,e; € R" C G, , ddle plati:

eiYei 75 0a eiYej = 0, 7 75 ]
A dile pro i # j:
ejej = eiYej + ejXej = ejXe;j
eje; = ejxe; + e;xXe; = e;Xe€;
a protoze z definice X plyne uxv = —vxu, potom
ejej; = —eje;.

Prvek ejxe; i ejxej neni prvkem z R". Geometricky souc¢in ndm tedy vygeneroval novy
prvek, ktery patif do Gy, 4, coz je jeden z prvnich kroki k odhaleni struktury geometrické
algebry a toho, jak se generuje. Nyni uvedme priklad pro dva vektory u = ujeq; + uses a
v = vie1 + veeq, kde {el,e2} C R™.

uv = (u1e1 + ugez)(viey + voe2) = (ujviere; + ugvoeses) + (ujvaeres + usviezer)
= (u1v1 + ugve) + (a1ve — ugvi)ejeavu
= (vier + veez)(urer + uzez)
= (viujerey + vougeses) + (viugeres + voujezer)

= (u1v1 + ugva) — (a1vg — ugvy)eres.

7 téchto dvou vypoclti muzeme vidét, ze

_ 1
uxv = §(uv + vu) = uv1 + ugva,

1
uxv = §(uv —vu) = (u1v9 — ugvy)ejes.

7 téchto dvou rovnic lze vidét, ze symetrickou ¢asti geometrického soucinu vektort bude
vnitini soucin a antisymetrickou bude vnéjsi souc¢in. Tedy uv = u - v 4+ u A v. Nicméné



tyto vlastnosti jsme zatim odvodili pouze pro vektory a bude tfeba je rozsitit na multi-
vektory. Zaroven diky vlastnostem vnéjsiho soucinu vime a [13, 11], Ze geometricky soucin
vygeneruje gradovany vektorovy prostor a ten tedy bude strukturou geometrické algebry.
Stupet bladu A € Gp4 budeme znacit jako gr(A), podle anglického slova grade.

Definice 11 (Béazovy blade). Bazovy blade G, 4, je geometricky soucin rozdilnych dvou a
nebo vice bazovych vektori RPTY,

Definice 12 (Projekce na stupen). Necht E je bazovy blade Gy 4. Potom projekce bladu
E na stupen k se znac¢i (E); a definuje se

E gr(E)=k
(B (E)
0, gr(E) #k
pricemz tento operator je distributivni a pro vSechna a € R plati
(aE) = a(E). (2.3)

Definice 13 (Vnitini souc¢in geometrické algebry). Necht Eq, E2 jsou bazové blady G, , a
necht gr(Eq) = k, gr(E2) = [. Potom vnitrni soucin dvou bazovych bladu se definuje jako

E; - Ez = (E1E2)y , k,1>0,
a pro multivektory A,B,C € G, , ma nasledujici vlastnosti

A-B+C)=A-B+A-C,
(aA) - (bB) = ab(A - B),

kde a,b € R.

Tedy vnitini souc¢in dvou multivektort A, B € G, 4, kde Ey jsou bazové blady, ax, by €
R, A =5, a;E; a B=)", b,E, lze spocitat

A-B= Zakbl(Ek . El)
k,l

Uvedme piiklad vypoctu.

Priklad 6. Necht B1,B2 € Gg, napiiklad By = 2e1ez + 4e; a B2 = 6ejez + ea. Pak
jejich vnitrni soucin ziskame nasledovné.
Bi - B2 = (2e1e2 +4eyp) - (Gerez + e2) = ((2e1e2)(6e1ez)) oo + ((2e1e2)(€2)) o1+
+ ((4e1)(6e1ez)) 12 + ((4e1)(e2))—1) =
= 12(e1eze1e2)o + 2(e1eze2)1+
+ 24(erere2)1 + 4(e1e2)0 =
=12(—1)g + 2(e1)1 + 24(e2)1 + 4{e1ez)g =
= —12 + 2eq + 24e-

Nyni obdobné zavedeme vnéjsi souc¢in multivektorii. Zac¢neme opét bazovymi blady a
nasledné rozsitenim na multivektory jako vyse.
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Definice 14 (Vné&jsi soucin geometrické algebry). Necht E;, Eo jsou bazové blady G, 4 a
necht gr(Eq1) = k, gr(E2) = [. Potom vnéjsi soucin dvou bazovych bladu se definuje jako

Ei ANEq = <E1E2>k+la
a pro multivektory A,B,C € G, , ma nasledujici vlastnosti

ANB+C)=AANB+AANC,
(aA) A (bB) = ab(A A B),
kde a,b € R.
Tedy vnéjsi souc¢in dvou multivektori A, B € Gy, 4, kde Ey jsou bazové blady, ay, b, € R,
A =5, a;E; a B =), bEy, lze spocitat
AANB= Zakbl(Ek AN El).
k.l
Nyni znovu uvedme piiklad pouziti. Zadmérné pouzijeme stejné blady jako v predchozim
prikladeé.
Priklad 7. Necht By,B3 € G270, napriklad B; = 2ej1e2 + 4e1 a By = 6ejes + e3. Pak
jejich vnéjsi soucin ziskame nasledovneé
B; ABs = (28182 + 481) A\ (68182 + 82) = <(2€182)(68182)>2+2 + <(2e1e2)(e2)>2+1+
((4e1)(6erez))142 + ((4e1)(e2))141 =
= 12(ejezerez)s + 2(e1ezez)3 + 24(erere2)3+
+ 4<e1e2>2 = 4ejesq.

Nyni ukazme i geometricky soucin dvou prvku z predchozich dvou piikladi.

Priklad 8. Necht B:1,B: € G270, napfiklad B1 = 2e1e2 + 4e1 a Ba = 6ejes + eo. Pak
jejich geometricky soucin ziskdme nasledovné

B1B: = (28182 + 481)(68182 + ez) = 2ejez26e1e2 + 2e1eqes + 4de16e1ez + dejeq =
= —12 + 2eq1 + 24e5 + 4eqe9.

Déle poznamenejme, Ze pro rizné bazové vektory e;, e; € Gy, 4 plati eje; = ejAej. Wedge
bazovych bladi pouzivame castéji i v bazi, jelikoz je z néj zfejma gradovana struktura
geometrické algebry. Nyni zavedme dal$i operatory, které budeme nésledné pouzivat pri
konstrukci algoritmi.

2.2.3 Dudl a reverze

Nyni uvedeme operaci, kterad se pouziva pfi aplikaci transformaci a pred ni zavedeme jesté
definici inverze multivektoru.

Definice 15 (Inverze multivektoru). Budte multivektory A, B € Gy, ,. Rekneme, Ze multi-
vektor B je inverzi multivektoru A, jestlize plati

AB =1.

Inverzi multivektoru A budeme znadit A~1.
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Definice 16 (Reverze). [11]. Necht B € G, 4 a n je stupeil pseudoskaldru tohoto prostoru.

Pak reverzi definujeme
n

B =Y (-1)7"¢-D(B),.
k=0
Poznamenejme, ze tato operace ma nasledujici vlastnosti

(B) =B a (B; ABy) = B; ABa.

Definice 17 (Dual). [13] Necht E je bazovy blade G, 4 a I jednotkovy pseudoskalar tohoto
prostoru. Pak dual definujeme jako

E*:=EI !

kde I"! je inverze pseudoskalaru.

2.2.4 OPNS a IPNS

Nyni zminime dva typy reprezentaci podprostori R™ pomoci prvkt geometrické algebry.

Definice 18 (Prostor nulovych vnéjsich souc¢ini (OPNS)). Prostor nulovjch vnéjsich sou-
c¢ini respektive OPNS (outer product null space) bladu B € Gy, 4 stupné k, znaceny NO(B),
je definovan jako

NOB):={ueR"” : unB =0}.

Definice 19 (Prostor nulovych vnitinich sou¢int (IPNS)). Prostor nulovijch vnitinich sou-
c¢int respektive IPNS (inner product null space) bladu B € G, ; stupné k, znaceny NI(B),
je definovan jako

NOB):={ueR" : u-B=0}.

Mezi témito reprezentacemi lze snadno prechazet pomoci operace dudlu, kterou jsme
zavedli vyse. Navic pozdéji budeme geometrické objekty reprezentovat praveé reprezentacemi
v OPNS a IPNS.
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Kapitola 3

2D Konformni geometricka algebra
CGA2

Daéle se budeme zabyvat takzvanou 2D konformni geometrickou algebrou Gs 1, jejiz pred-
nosti je hlavné jednoducha prace s primkami a kruznicemi. Této vlastnosti nésledné vy-
uzijeme pii konstrukeci matematického modelu robotického ramene. V nasledujici kapitole
budu ¢erpat predevsim z knihy [9], kterd se CGA2 zabyvd mnohem podrobnéji. Bazi R?
je (e1,e2) a generdtory Gz jsou {e1,ez2,er,e_}. Kvadratickou formou této geometrické
algebry je

10 0 O
010 O
@= 001 O
0 00 -1

V bazi tohoto prostoru nam piibyly 2 bazové vektory e, e_, s kladnou a zapornou signa-
turou, coz znamena, ze

e+2 =1, e =1, e;-e_=0.

Provedenim zmény baze ziskdme vektory

1
egzi(e_—e+), €x =€e_ +eq,

pricemz tyto vektory pro nas budou mit geometricky vyznam. Skute¢né, eg reprezentuje
bod v poéatku R? a e reprezentuje bod v nekoneénu. Vektory es a eg jsou takzvané
null-vektory, tedy

e02 =ex’=0.

Béazové blady tohoto prostoru jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Stupen Nazev Blady Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor e1, €2, €, €9 4
2 Bivektor e;1 ANeg, e1 Ney, €1 Neg, €2 Ney, ea A€y, € A €g 6
3 Trivector e1 Nea Ney, e1NeaANeg, e1 Nex Aeg, e Nes Aeg 4
1 Pseudoskalar | e1 A e Aes Aeg 1

Tabulka 3.1: Bazové blady
Tato algebra mé tedy dimenzi 2* = 16.
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3.1 Objekty CGA2

3.1.1 Bod

Body z R? je v CGA2 tfeba ziskat pomoci zobrazeni C na nulovy kuzel, blizsi informace se
daji najit v [8, 12, 14]. Toto zobrazeni vypada nasledovné

1
C(x)=P:=x+ §(x - X)es + €,
kde x € R2. Vlozenim bodu x € R? je tedy vektor P € Gg 1.

3.1.2 Primka

IPNS reprezentace primky, tedy PNS reprezentace bodi P = x + %(x - X)es + €g lezicich
v R? na pifmce L, je v CGA2 déna nésledovné

L =n+ de,

kde n je normalovy vektor piimky L z R? a d € R je ortogonalni vzdilenost bodu od
pocatku. V OPNS reprezentaci je konstrukce primky intuitivnéjsi. Lze si ji predstavit jako
kruznici s nekoneénym polomérem, lze vidét z (3.2), prochézejicimi dvéma body P, a P (
a nebo jako spojnici dvou bodu s bodem v nekonecnu), tedy

L*"=P APy ANey.

Daéle poznamenejme, ze se skutetné jedna o kruznici s nekone¢nym polomérem, coz mé za
nasledek neprijemnosti pri vypoctu pruniku, a to takové, ze prunik dvou primek neni jeden,
jak bychom prirozené uvazovali, nybrz jsou 2. Jeden v nekone¢nu a druhy realny, ktery
bychom obycejné ocekavali.

Pri konstrukci algoritmi a jejich ladéni v praktické Casti této bakalarské prace jsme
zaznamenali nasledujici pozorovani. Sestrojime-li piimku v OPNS reprezentaci timto
zpusobem P; A P> A eo, nésledné ji prevedeme do IPNS pomoci operace dudlu a vycéteme
ze zapisu jeji normalu, tak tato norméla ma vzdy jeden urcéity smér i kdyz jsou pripustné
dva. Pro uchopitelnéjsi predstavu si lze prestavit, ze jdeme z bodu P; do bodu P, tedy
v poradi, ve kterém byly v konstrukci piimky. Pak normaéla této piimky(modrd) bude
smérovat doprava od této primky, jak je vidét na obrazku 3.1.

P2

P4

Obrazek 3.1: Orientace normaly
Toto pozorovani jsem zformuloval do nésledujici véty.
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Véta 20. Necht Py = C(uey + vea) a Py = C(zey + yea) jsou 2 rozdilné redlné body

2z R? zobrazené do Gs,1 a necht L* = Py N\ Py N\ e je OPNS reprezentace primky. Pak

L =L"I = n+ dex, md vektor normdly n a koeficient d ve tvaru
n=(y—uvey+ez(u—x),

d = (uy —vx).

Diikaz. Nejdrive zobrazme body P a P> do G3 1. Tedy

Py = C(uey + veg) = uey + vea + i Uzeoo—i—eg,
2,2
Py, = C(zey + yez) = xey + yea + ey + €g.
Nyni sestrojme primku L.
u? + 2 22 + o2

L* = (uey + veg + €ex 1+ €9) A (ze1 + yes + €x +€0) Nexw =

2,2 2,2
u® + v xr° +
€x +€0) A (ze1 A ey + yea N ey + y

= (uey +veg + € N ex + €0 Nex) =
= uyeijNea2Nex+uerNegAex+vreaNey ANes +vesNege +regNerNes+yegNea/\eq.

A nyni provedeme operaci dudlu, tedy prevedeme primku do IPNS reprezentace.

L = (uye1 Nea ANey + uer Aeg A ex + vrea Aer A eq + veg A egesot
+ xeg A ey Aes + yeg A es /\eoo)[_1 =
= UYCso + UL — VT€s — V€1 — Te2 + Y€1 =

= (y —v)er + (u—wz)ez + (uy — vr)es
Odtud tedy plyne, ze

n=(y—v)er+ (u—z)es a d= (uy—vx).

3.1.3 KruZnice

Pro reprezentaci kruznice C' v IPNS potfebujeme bod S = C(x), stfed kruznice, a jeji
polomér r. Reprezentace kruznice v IPNS je nasledujici, [9].
L o L o o
C:S—ireoo:x—i—i(x —r%)es + €p. (3.1)
P1i IPNS reprezentaci pouzivame piredevsim prvni tvar, nicméné z druhého tvaru lze nazorné
vidét, Zze bod je kruznici s nulovym polomérem. Kruznice v OPNS reprezentaci vypada
nasledovné
C*:Pl/\Pg/\Pg. (32)

Pricemz C* je kruznice prochézejici pravé body P, Ps, P3. Je zde vidét na prvni pohled
spojitost s OPNS reprezentaci primky, ktera je také kruznici prochéazejici tfemi body. V
algoritmech budeme také pouzivat jesté jednu konstrukci kruznice v IPNS reprezentaci
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z [10]. K sestrojeni této kruznice budeme potiebovat stied kruznice S a bod P, kterym
prochazi. Tato reprezentace vypadd nasledovné

C=P- -(SANex)

Pri feSeni algoritmi v pozdéjsi ¢asti této prace je tento tvar pouzit pomérné casto, pri-
padné je pouzit zékladni tvar IPNS (3.1). Stfed s polomérem nebo bodem, kterym kruznice
prochazi, jsou totiz vétsinou jediné informace, které mame.

3.1.4 Dvojbod

Jednim z velice zvlastnich prvkda CGA2 je takzvany dvojbod. Je definovan jako prunik dvou
kruznic. Roli pruniku v CGA2 hraje vnéjsi dvou IPNS reprezentaci objektu [9]. Tedy

szcl A Co,

kde Cq, Cs jsou IPNS reprezentace dvou kruznic. Poznamenejme, ze vysledkem je vzdy
dvojbod. V pripadé Ze kruznice maji redlny prunik, tak vysledkem jsou pravé dva body
tohoto pruniku.

Samotny dvojbod je spise vysledkem pruniki, takze ho vétSinou nezadavame, ale je vysled-
kem vypocCtu. V ramci téchto vypocti je tedy treba i prijit na to, z jakych dvou bodu se
tento dvojbod sklad4, protoze to neni na prvni pohled hned zrejmé. K vypoctu nam slouzi

nasledujici vzorec
Pro = (P, £ /Py Py)ex - Pp)

3.2 Programovani vypocti v pythonu

V naésledujicich kapitolach uz zac¢neme vyuzivat programu v jazyce python, abychom
ukdzali vypocty v geometrické algebfe. Budeme vyuzivat baliku clifford, ktery obsahuje
vypocetni nastroje pro geometrické algebry a geometrické algebry jako takové. Je mozné si
v ném vytvorit svou vlastni geometrickou algebru, nicméné my uz vyuzijeme preddefino-
vané CGA2. Znaceni v tomto baliku je uvedeno v néasledujici tabulce 3.2.

CGA2 Znaceni v clifford || CGA2 | Znaceni v clifford || CGA2 | Znaceni v clifford
e1,e2 el, e2 e;,e_ | ep, en nebo e4, eb €o €o
€ex einf . | A )
g. soucin * c* (C).dual() a N
Bod [x,y] | up(x*el + y*e2) (B)1 B(1) a “u
Bod do R? down(Bod)

Tabulka 3.2: Python legenda
Daéle budeme vyuzivat funkci normal(), kterda normalizuje blade viéi eukleidovské normé. K
vykresleni geometrickych objektt vyuzijeme baliku pyganja a dalsi potfebné matematické
funkce z baliku numpy. Pyganja je schopna vykreslit i pole, do kterého jsou ulozené objekty,
coz se ndm bude hodit pfi iteracich algoritmi.
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Dale kazdy program nize zacind stejnou hlavickou. nebude-li uvedeno jinak. Tuto hlavicku
jiz nebudeme v prikladech psat a je nasledujici

from numpy importx*

from clifford import *

from clifford.g2c import *

from pyganja import GanjaScene, draw
import pyganja;

Vsechny kody k programim jsou soucasti piilohy.

3.3 Transformace v CGA2

Jednou z hlavnich vyhod geometrické algebry je jednoduché reprezentace transformaci a
jejich aplikace. Oproti maticim rotace a podobnym objektiim se jedna o velké zjednoduseni.

3.3.1 Reflexe

Reprezentace reflexe je vcelku primocara. Méjme objekt O € Gz a primku L v IPNS
reprezentaci prochazejici po¢atkem, tedy L = n, pres kterou chceme provést reflexi objektu
O. Prislusnou reflexi pak provedeme nésledovné.

ORefl =—-LOL.

Priklad 9. Bud O kruznice se sttedem S = C(2e1 + e2) a polomérem 1, takze
O=S5- %12%0. Dale primka L, prochazejici bodem B = C(e1 + e2) a pocatkem. Pak
reflexi kruznice O pres ptimku L provedeme nasledovneé.

S = up(2xel+lx*e2)
B = up(el + e2)
0=(S-0.5%1% 1 *einf).dual()

L =eo © B "einf

Orefl = -Lx0xL

GS = GanjaScene()

GS.add_object(S, color (255, 0, 0))

GS.add_object(0, color (255, 0, 0), label = ’07)
GS.add_object(0Orefl, color = (0, 255, 0), label = ’0Orefl’)
GS.add_object(L, color = (0, 0, 255), label = ’L’)
draw(GS,sig = layout.sig, scale = 0.6, grid = True)

Na obrazku 3.2 je nasledné vidét vysledek.
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Obrazek 3.2: Reflexe

3.3.2 Rotace

Chceme-li provést rotaci objektu O okolo osy dané bivektorem e A e2,tedy okolo pocatku,
o thel 6, pak rotor R konajici tuto transformaci ma tvar, [9],

0 . (0
R = cos (§> —e1 A egsin (§> (3.3)

Muzeme déle sestrojit obecny rotor nasledujicim zptusobem. Chceme-li provést rotaci o tthel
# okolo bodu rotace B, pak rotor vypadéa takto

e (2) o ()@ e ”

Poznamenejme, ze pii B = eg, nam vznikne obycejny rotor kolem pocatku.
O’I‘Ot - ROR-

P¥iklad 10. Provedme rotaci kruznice C = S — $1%es kde S = C(2el + le2) o thel
f = 50° okolo osy dané bivektorem e; A es.

S = up(2xel+lx*e2)

C=( -0.5x*1=x%1 *%einf).dual()

theta = (50 / 180) * pi;

R = cos(theta/2) - (el = e2) * sin(theta/2)

Orot = R *x C *x ~R

GS = GanjaScene()

GS.add_object(S, color (255, 0, 0))

GS.add_object(C, color (255, 0, 0), label = ’C?)
GS.add_object(0rot, color = (0, 255, 0), label = ’0Orot’)
draw(GS,sig = layout.sig, scale = 0.65, grid = True)

Vysledek je uveden na obrazku 3.3.
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Obrazek 3.3: Rotace

3.3.3 Translace

Translator 7" pro translaci objektu O o vektor t = (t1e1 +toea+t3es) se sestroji nasledovné
[9],

1
T=1- 51:600
a aplikujeme jej takto ~
Otyran = TOT.

Priklad 11. Provedme translaci kruZznice C = S — %129007 kde S = C(2e1 + lez) o vektor
t= —281.

S = up(2xel+l*e2)

C=( -0.5x*1x% 1 *xeinf).dual()
t = -2x%xel

T=1-0.5 %1t *x einf

Otrans = T * C x ~T

GS = GanjaScene()

GS.add_object(S, color = (255, 0, 0))

GS.add_object(C, color = (255, 0, 0), label = ’C’)
GS.add_object(Otrans, color = (0, 255, 0), label = ’Otrans’)
draw(GS,sig = layout.sig, scale = 0.6, grid = True)

Vysledek je uveden na obrazku 3.4.

oC

Obrazek 3.4: Translace
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3.3.4 Motor - obecny pohyb objektu

Pohyb hmotného télesa, v angli¢tiné oznacovan rigid body motion, se provadi pomoci slozeni
rotace R a translace T'. Vyslednym operatorem je motor M, ktery v geometrické algebre
ma tvar

M = TRT (3.5)

a aplikujeme jej na objekt O, stejné jako translator a nebo rotor, tedy
Oy = MOM.

Priklad 12. Méjme kruznici C; se sttedem S = C(2e; + 0.5e2) a s polomérem r; = 1
(Gervend kruznmice). Zvolme tihel § = 50°. Motor M sestrojime podle (3.5). Pro sestrojeni
translatoru pouzijeme vektor t = —ley + 0.5e2. Kruznici C7 nésledné dvakrat transformu-
jeme pomoci motoru M (zelené kruznice). Pro kontrast kruznici Cy také dvakrat otocime
pomoci rotoru, ktery jsme pouzili ke konstrukeci motoru (modré kruznice). Piiklad prove-
deme nasledujicim kédem.

’?’Motor’’’

S =up(2 *x el + 0.5 x e2)
t =-el + 0.5 x e2
ri1=1

Cc_1 (S - 0.5 % r_1 x r_1 *einf) .dual()

theta = (pi / 180) * 50

R = cos(theta / 2) - (el ~ e2) * sin(theta / 2)
T=1-0.5* (t) * einf

M=T=xxR *x ~T

C_Im =M *x C_1 x ~M #Zelena
C2m =M * C_1m * ~M

C_1r = R *x C_1 *~R #Modra
C_2r = R *x C_1r *~R

GS = GanjaScene()

GS.add_object(S, color = (255, 0, 0))
GS.add_object(C_1, color = (255, 0, 0))
GS.add_object(C_1m, color = (0, 255, 0))
GS.add_object(C_2m, color (0, 255, 0))
GS.add_object(C_1r, color (0, 0, 255))
GS.add_object(C_2r, color (0, 0, 255))
draw(GS,sig = layout.sig, scale = 0.6, grid = True)

Vysledek je uveden na obrazku 3.5

20



Obrazek 3.5: Motor

3.4 Signatura trojahelniku

V této casti budeme cerpat predevsim z [10]. V algoritmech, které budeme nésledovné
konstruovat budeme ¢asto potfebovat ndstroj, ktery budeme nazyvat signatura trojihelniku.
Tato vlastnost se ndm bude hodit v algoritmech k zjisténi informace o natoceni robota nebo
o vzhledu trasy zadané uzivatelem do algoritmt. Mé&jme tii body A, B,C € G3 1, po kterych
se budeme chtit pohybovat, respektive je v néjakém poradi projit. Pokud projdeme body
podle abecedy, pak signaturou trojihelniku rozumime ¢islo

sign((AANBAC A ex)™).
Toto ¢islo muze nabyvat tii hodnot, které nam fikaji nasledujici informaci
e -1, body jsme prosli proti sméru hodinovych rucicek
e 1, body jsme prosli po sméru hodinovych rucicek
e 0, body lezely na primce

Pro predstavu si uvedme obréazek 3.6 se tfemi moznymi polohami bodu C', znac¢enymi Cy, Cy
a (3, pro nazornost toho jak poloha bodu ovlivni signaturu trojihelniku.
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C1 C3

Obrazek 3.6: Signatura
Ve skutecnosti se jednd o orientovany objem. V 2D nam objem redlné vzniknout nemize,
nicméné si muzeme pouzit informaci o jeho orientaci.
Nyni uz mame vSechny potfebné informace k sestrojeni algoritmti. Pokud by ctenare pro-
blematika teorie geometrickych algeber a aplikaci zajimala vice, 1ze nahlédnout také do
[4, 2, 6, 7].
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Kapitola 4

Inverzni kinematika a algoritmy

Jednim z cila této bakalarské prace je Tesit inverzni kinematiku, konkrétné se budeme za-
byvat inverzni kinematikou robotického ramene. Kinematika je odvétvi mechaniky, které
se obecné zabyva popisem pohybu. Klasicky kinematicky problém spociva v otazce, jak se
bude pohybovat téleso, respektive po jaké trajektorii, v pripadé daného zrychleni, polohy
rychlosti apod. Inverzni kinematicky problém spociva v presném opaku, jakymi rychlostmi,
zrychlenimi, v nasem ptipadé pohyby dosihneme predem dané trajektorie néjakého hmot-
ného bodu.

4.1 Model robota

V této bakalarské praci se budeme zabyvat predevsim modelovym prikladem robotického
ramene v roviné, které ma jeden pevny bod B (base) jako zdkladnu, jeden bod J (joint)
kloub a jeden bod G (gripper), reprezentujici néstroj robota. Tyto body jsou spojeny
takzvanymi linky, které vétsinou nebudeme zobrazovat, zminujeme je predevsim proto, ze
definuji vzdalenosti bodu B, J a G. Tento model ukazuje obrazek ¢islo 4.1.

S

Obrazek 4.1: Model robota
Dale modelovy robot nebude mit omezené rotace v kloubech. Inverzni kinematika pro tohoto
robota se sklada z nasledujici otdzky, jak musime pohybovat bodem J a G, tak aby trajek-
torie gripperu byla dle nasich pozadavku, respektive aby gripper vykonal konkrétni pohyb.
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K feseni konkrétnich typt trajektorii gripperu jsme sestrojili algoritmy a nasledné provedli
jejich implementaci v jiz ve vyse zminéném programovacim jazyce python za pomoci balikt
clifford, pyganja a numpy. Algoritmy jsme programovali v prostiedi jupyter notebook, které
je velice uziteéné pro jednoduché vypocty a ladéni algoritmii. Proto nasledujici algoritmy
postradaji strukturu funkei z objektové orientovaného programovani. Dale poznamenejme,
ze algoritmy jsou naprogramovany bez ovéreni smysluplnosti vstupu od uzivatele, proto pri
zadani nerealizovatelnych pohybi nefunguji, respektive nevraci smysluplné vysledky.

V nasledujicich algoritmech nebudeme explicitné oznacovat, zda se jedna o body z R? nebo
jejich vlozeni do Gg3 1, nicméné z kontextu to bude ziejmé.

4.2 HVN algoritmus

Prvni algoritmus, kterym se budeme zabyvat, je algoritmus na vypocet polohy bodu J.
Je nutné zminit, ze tento algoritmus neni pivodni, jde jen o implementaci v pythonu.
Jedna se o algoritmus z ¢lanku Notes on Planar Inverse Kinematics Based on Geometric
Algebra, [10] a tomuto algoritmu budu v této praci fikat HVN algoritmus, podle jeho autoru
Hrdina-Vasik-Navrat. Chceme-li ramenem otocit tak, aby se gripper dostal do bodu G,
potfebujeme k tomu znat kone¢nou polohu jointu a také rotory k provedeni tohoto pohybu.
Uvedme nyni teoreticky tento algoritmus. Budeme postupovat v popisu algoritmu sestupné
dle implementace v pythonu, aby byly ¢tenari jasné kroky, které se déji v implementaci.
Nicméné jej uvedeme pouze teoreticky, kod uz kvuli vétsimu rozsahu uvadét nebudeme
a bude k dispozici v priloze. Aby bylo zfejmé, jaké reprezentace objekti pouziviame pri
dosazovani do vzorci, budou zde prvky OPNS oznacovany operatorem duélu a prvky IPNS
bez néj.

Vstup:

o Pocatecni poloha, tj. body By, Jy a Gy.

¢ Koneény bod G polohy gripperu.

Vystup:
e Hledany bod J.
o Uhel oto¢eni prvniho linku a.
o Uhel linki ve vysledné pozici ¢.
e Rotory R; a Rs k provedeni pohybu.

o Vizualizace.

Postup algoritmu:
Nejprve pottebujeme sestrojit kruznici
Sp=Jy- (B /\eoo),

kterd ma stfed bod B a prochazi bodem Jjy. Tato kruznice vystihuje vSsechny mozné polohy
jointa J. Protoze prvni link je pevné pripevnén k bodu B, musi body J na této kruznici
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lezet. Nasledné potiebujeme zjistit délku druhého linku, a to provedeme tak, Ze sestrojime
kruznici Sg, = Jo - (Go A ex) a zjistime jeji polomeér r¢g, pomoci vzorce, [10].

_ [ *
TGy = Go " PGo*

V implementaci je t¥eba také pouzit uvnitt odmocniny funkci double(), protoze i kdyz
je vysledkem skaldr, objektové se stdle jednd o multivektor stupné 0 a ten funkce sqrt()
neumi zpracovat. Toto bude potfeba pii vSech pouzitich odmocnin, ve kterych vystupuji
multivektory. Nasledné sestrojime kruznici Sg = G — %régeoo se stredem G a polomérem
rG,. Prinik Sg a Sp, nam da 2 mozné polohy jointu J, Ji a J2. Tento prinik provedeme
pomoci vnéjsiho soucinu IPNS reprezentaci kruznic Sg a Sp. Tedy

JiNJy =8 AS¢.

Pro rozlozeni dvojbodu budeme potrebovat nasledujici vzorec, ktery nasledné budeme po-
uzivat i v dalsich algoritmech, [10].

Jo— = (Ji Ao/ (J1 AJ2) - (J1 AJ2))(eso(J1 A J2)) (4.1)

Vypoctené body Ji a Jo budeme indexovat podle toho, jaké znaménko jsme pouzili ve
vzorci, pokud to bude tfeba. Nyni je tfeba zjistit, ktery z dvojice bodu je hledanym bodem
J. I kdyz se jedna o modelovy manipulator, je ziejmé, Ze je nezddouci, aby se pfi pohybu
pretocil. At uz z pohledu technického, ze tento pohyb by nejspise nemél byt mozny, a nebo
kinematického, ze kdyby se rameno pri pohybu i prohnulo, tak by se pohybovalo po delsi
trajektorii. Zde pouzijeme praveé signaturu trojihelniku. Budeme potfebovat signaturu sigg
trojuhelniku B, Jy a Gy v tomto poradi. Pouzijeme k tomu funkci sign, ktera vraci hodnoty
—1 nebo 1, podle znaménka argumentu. Tedy

sigo = sign((B A Jo A Gp)™).

Vhodny bod J; nebo J_ nasledné zvolime tak, ze ve vzorci na jeho vypocet musi byt
znaménko stejné jako v signatufe trojihelniku. Tedy pokud sigg = 1, pak J = J; a pokud
sigo = —1, pak J = J_. Algoritmus tedy takhle zjisti, jaky je ohyb ramene v puvodni
poloze a zvoli ji tak, aby findlni ohyb ramene byl souhlasny s piivodnim. Poznamenejme, ze
funkce sign, podobné jako funkce sqrt(), neumi zpracovat multivektor, a proto je zde znovu
zapotfebi v kddu pouzit i funkci double().

Nésledné algoritmus spoc¢ita ihly a a ¢. K vypoctu budeme potiebovat zkonstruovat nor-
malizované primky. Normalizace zde probiha stejné jako v pripadé klasickych vektoru, jen
se zde ve vyrazech nachazi i blady. Analogicky budeme pracovat s koeficienty u bladu jako
s koeficienty u vektoru a znormalizujeme je dle eukleidovské normy. V baliku Clifford na
to slouzi funkce normal(), kterou lze aplikovat na objekty typu multivektor. Budeme po-
tfebovat sestrojit nasledujici primky.

pBIJ, = BN Jo A e,
pp; = BAJ A e,
pip =J ANBA ey,
pic=J NG A ex.

Uhly, které hleddme, nasledné ziskdme po zminéné normalizaci pfimek diky vlastnostem
vnitiniho sou¢inu. Tedy napriklad tihel pootoceni prvniho linku ziskdme jako

a = arccos (pBJ, - PBJ)
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Znovu je zde potteba i funkce double() a vysledek v programu navic prevddime jesté na
stupné, jelikoz vysledkem této funkce je tihel v radidnech. Obdobné ziskame thel prohnuti

@ = arccos (pyB - PJG)-

Nyni uz zbyva ziskat rotory pro provedeni pohybu, které budou realizovat vysledny pohyb.
K tomu budeme potifebovat i pomocné body. Nejdrive ziskdme bod

Jo = (J() AN J)eoo(Jo AN J)
A z néj nasledné ziskame rotor
Ry = (B A Jo /\eoo)(B AJog A eoo).

Mame tedy rotor R; pro rotaci bodu J. Jelikoz se celé rameno pootocilo o thel a po této
rotaci, musime oto¢it i bodem G, tedy G4 = R1GoR;. Rotor pro rotaci bodu G pak ziskdme
analogicky, tedy

Geo = (G1 A G)eoo(Gl A G)

a nasledné

Ry = (J/\ Go /\eoo)(J/\Gl /\eoo).

Poznamenejme, zZe tyto rotory ponesou informaci o pohybu po kruznici, bod J se bude po
kruznici pohybovat vzdy, ale kdybychom potfebovali pohyb bodu G naptiklad po piimce,
budeme potiebovat translator. Tuto moznost uvedeme az v nasledujicim ptikladu.

Dalsim vystupem algoritmu je vizualizace v paganja pro kontrolu. Pro vstup

up(0)

= up(1.2 *x el + 0.5 * e2)
= up(1.7 x el + 1.2 * e2)
up(-1.5 * el + 1.5 * e2)

o o

B
J_
G_
G

je vizualizace na obrazku 4.2.

oG / \

3/// - \\\4\ 0G0 )
//. /

Obrazek 4.2: Algoritmus HVN

Je treba dodat, ze k nazornéjsi vizualizaci by bylo vhodnéjsi, aby body robota byly spojeny
useCkami, nicméné tuto moznost balik pyganja pro 2D vizualizaci neumoznuje.
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Tim algoritmus konci

Nasledujici algoritmus budeme cyklicky pouzivat pro série bodd pohybu, které uréime dal-
$imi algoritmy. Dostaneme tedy body pohybu GG a mezi posunem z jednoho do nasledujiciho
vzdy provedeme tento algoritmus.

Stoji za zminku, ze nasledujici algoritmus dopoctu polohy kloubi jako jediny zavisi na
konstrukci robota, respektive modelu robota. Zbylé algoritmy uz jen pocitaji trasu gripperu,
kterd na robotovi zavisi jen z pohledu, zda je trasa gripperu dosazitelna, a to, Ze by ji robot
nemohl provést, bychom se dozvédéli az z nesmyslného vysledku algoritmu na dopocet
kloubti. Nese to s sebou nevyhodu, Zze muzeme provést velkou Cast vypoctu a nasledné
az na konci zjistit, ze pocitame pohyb, ktery nelze uskutecnit. Nicméné tento postup s
sebou nese i zna¢nou vyhodu. Diky tomu, Ze algoritmus na dopocet kloubtu je jedina c¢ast,
kterd zavisi na modelu robota, sta¢i k algoritmim na vypocet pohybu gripperu pouzit jiny
algoritmus na dopocet kloubti a bude fungovat pro jiného robota. Nasledujici algoritmy lze
tedy pouzit i pro jiné roboty, nez je nas modelovy.

4.3 Pohyb po primce

Druhym algoritmem, kterym se budeme zabyvat, je algoritmus pohybu gripperu po piimce.
Uvadime ho diive, protoze je jednodussi nez pohyb po kruznici, i kdyz by se na prvni pohled
mohlo zdat, ze to bude naopak.
Vstup:

o Pocatecni poloha, tj. body By, Jy a Gy.

¢ Koneény bod G pohybu gripperu.

¢ Pocet kroku pohybu n.

Vystup:
e Hledany bod J.
e List bodu pohybu gripperu Gn.
¢ List bodu pohybu jointu Jn.

o Vizualizace.

Postup algoritmu:

Postup je ve své podstaté velice jednoduchy. Staci ziskat z pocateéniho a koncového bodu
pohybu translator a vektor urcujici tento translator nasledné rozdélit podle poc¢tu kroka n.
Potiebujeme tedy ziskat vektor t, ten obdrzime ze soufadnic bodi Gg a G v R%. K tomu,
abychom je ziskali, lze programatorsky pristoupit dvéma zpusoby. Prvni variantou je ziskani
slozek u e1 a ez pomoci hranatych zévorek. Prikaz G[el] vrati koeficient u slozky e1. Tento
piikaz lze pouzit i na vSechny blady. My nicméné vyuzijeme vlastnosti vnitintho soucinu a
tyto slozky ziskdme jako vnitini souciny bodu s bazovymi vektory e; a es. Vektor t bude
vypadat tedy nasledovné

t:(G-e1—Go-el)e1+(G-e2—Go-ez)e2.
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Tento vektor v programu nepocitame zvlast, nybrz rovnou uvniti translatoru, ktery sestro-
jime, jak jsme si jiz fekli vyse, nasledovné

T=1- 55800'

Nasledné vytvorime list bodi pohybu Gn, kde n neni ¢iselny index, pro indexaci budeme
pouzivat ¢isla a index ¢. Tento list vytvorime tak, zZe n-krat provedeme translaci bodu Gg a
vSechny body po ni vzdy ulozime do listu. Nasledné v cyklu provedeme opakované vypocet
poloh kloubu J pomoci HVN algoritmu, pricemz v kazdé iteraci vypocteny bod J ulozime
do listu Jn a pouzijeme jej k vypoctu bodu dalsiho. Tento algoritmus cyklicky aplikujeme
tak, ze pouzijeme vychozi polohu robota a néasledujici bod pohybu z listu Gn, a vypoc¢teme
k ni polohu bodu J. Tuto polohu nyni pouzijeme jako vychozi a vezmeme dalsi bod z listu
Gn a tento postup opakujeme, dokud nespocitdme polohy kloubi ke vSem bodum z listu
Gn. Je tfeba dodat, ze pri realizaci translaci vznikaji v programu numerické chyby v podobé
vlastnosti objektl na pozadi, které mohou ovlivnit vypocet nebo zabranit vykresleni. Tuto
potiz obejdeme nasledujicim zpusobem. Vime, Ze se jedna o bod, a tudiz pomoci funkce
down(), kterd provede projekci bodu z Gz do Ra, jej pievedeme na bod R2. Nésledné
tento bod znovu zobrazime pomoci funkce up() a tim jej znovu inicializujeme. Tento styl
vycisténi prebyteénych vlastnosti bodu, které jsou na pozadi programu, se v programech
objevuje velice ¢etné, jelikoz se jedna o Casty problém. U bodt po transformaci je to skoro
pravidlem. Nésledné vysledek vizualizujeme.

Pro vstup

n==6

B = up(0)

J_0 =up(6 *x el + 2.5 * e2)
G_O = up(10 * el + 5 * e2)

G = up(-7.5 x el + 7.5 x e2)

je vizualizace na obrazku 4.3.
G6
2 oCh

14 G2
Pulc ® L) oCL
0G0

o3

)0
512

B

Obrazek 4.3: Algoritmus pohybu po primce

Tim algoritmus konci

vvvvv

dalsi algoritmus, a to algoritmus pohybu po kruznici.
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4.4 Pohyb po kruznici

Puvodni myslenkou bylo provddét tento pohyb pomoci rotoru (3.3), jenomze to by mélo za
nasledek nasledujici dvé véci. Stred rotace bodu Gg by musel lezet v poc¢atku a za druhé by
cilovy bod musel lezet na kruznici S = G- (B Aex). To sice z matematického hlediska neni
zadny problém, ale fakt, ze budeme mit tyto pozadavky pro programéatora nebo operdtora

vvvvv

verzi, kterd se bude hodit i v dalsim algoritmu a je mnohem prakti¢téjsi. Gripper se bude
totiz pohybovat po kruznici se zadanym polomérem a smérem pohybu. Timto zadanim jsme
se inspirovali v programovani CNC stroju u funkci G02 a G03. Vysledny pohyb tedy bude
provadén pomoci obecného rotoru (3.4).
Vstup:

o Pocatecni poloha tj. body By, Jo a Gp.

¢ Koneény bod G pohybu gripperu.

¢ Pocet kroku pohybu n.

e Smeér pohybu.

o Polomér pohybu r.

Vystup:
e List bodu pohybu gripperu Gn.
¢ List bodu pohybu jointu Jn.

o Vizualizace.

Postup algoritmu:

K provedeni pohybu po kruznici nejdiive potfebujeme znat stfed tohoto pohybu. Ten algo-
ritmus zjist{ tak, zZe si sestroji dvé kruznice Sy, a S, o poloméru r v poc¢atecnim a koncovém

bodé. Tedy

1
Sro = Go — §r2eoo,

1
ST =G - 57’2800.

Nasledné z priniku kruznic Sy, a S, ziskdme dva body, kde muze stfed rotace lezet. Tento
prunik, respektive dvojbod, ziskame takto

Py =S,y A Sp.

Nasledné oba body dvojbodu, Py a P_, ziskdme pomoci vzorce (4.1) na rozklad dvoj-
bodu. Spravny stfed zvolime na zakladé signatury trojihelniku. Budeme-li chtit pohyb po
kruznici, kterd je zakfivend smérem od zakladny B, zjednodusené feceno, pak signatura
trojuhelniku GoBG a GoPG bude souhlasné. Tedy algoritmus vybere ten bod P, ktery
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tuto podminku spliiuje. Kdybychom chtéli opak, ze kruznice bude zakfivena smérem k za-
kladné, pak signatura trojuhelniku bude rozdilna, a algoritmus vybere ten bod, ktery tuto
podminku splituje. K sestrojeni motoru jesté potfebujeme thel rotace. Uhel zjistime z thlu
dvou piimek

prc, = P AN Go A e,

ppc = P NG N e,

které normalizujeme a nasledné z nich pomoci vlastnosti vnitiniho soucinu ziskame tihel
rotace . Tedy

¢ = arccos (ppa, - PPG)-

Nyni uz jen stac¢i vhodné sestrojit obecny rotor pro provedeni pohybu. V obecném rotoru
zaroven délime tihel otoceni poc¢tem kroki, abychom pohyb rozdélili na pozadovany pocet
bodu listu Gn. V pripadé, ze bude trajektorie zakfivena smérem od stredu, zvolime obecny

rotor
R=cos| =2 —sin (-2 (PAex),
2n 2n

v opa¢ném piipadé zvolime obecny rotor

¥ : ¥ *
R=cos(£) —sin (£)(P Ao
cos {5 - sin { 5 - ( 00)
Nisledné ziskame list bod@ pohybu gripperu Gn cyklickym aplikovanim obecného rotoru
na pocatecéni bod Gp, dokud se nedostaneme do bodu G, tedy neprovedeme transformaci
n-krat. Poté ziskame list Jn poloh bodu kloubu J pomoci HVN algoritmu stejné jako v
pripadé pohybu po pfimce. Nasledné probéhne vizualizace. Pro vstup

B = up(0)

= up(0.6 * el + 0.25 * e2)
= up(l * el + 0.5 * e2)
up(-0.75 * el + 0.75 * e2)
.3

B R QO o
nmnm o o
=

]
o

GO2
GO3

0 #Kruznice prohnuta smerem ke stredu
1 #Kruznice prohnuta smerem od stredu

ziskdme obrazek 4.4.
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Obrazek 4.4: Algoritmus pohyb po kruznici G03
A pro vstup

B = up(0)

_0 = up(0.6 x el + 0.25 * e2)
0 = up(l * el + 0.5 * e2)

= up(-0.75 * el + 0.75 * e2)
=1.3

6

B R Qg

GO2
GO3

1 #Kruznice prohnuta smerem ke stredu

0 #Kruznice prohnuta smerem od stredu

ziskame obrazek 4.5.

Obrazek 4.5: Algoritmus pohyb po kruznici G02
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Tim algoritmus konci

Obzvlasté u tohoto algoritmu je treba dat pozor na zadané hodnoty, protoze jednoduse
vzniknou body pohybu, které jsou mimo dosah robota.

4.5 Pohyb po lomené care

V technické praxi tento druh pohybu nalezneme v ptipadé, kdy pohyb po krivce aproximu-
jeme pomoci pohybu po lomené ¢are. Vstupem je tedy posloupnost bodi, kterd muze byt
bud déna uzivatelem, nebo urc¢ena pomoci néjakého funkéniho predpisu zadané krivky. Také
tento pohyb muze byt uziteény, pokud se chce robot po cesté vyhnout uréitym prekdzkam,
ale to zminime na konci algoritmu. Tedy
Vstup:

o Pocatecni poloha, tj. body By, Jy a Gy.

o Body G, pres které povede pohyb gripperu (3 za sebou nesmi byt na piimce).

e Pocet kroku pohybu n mezi kazdymi dvéma nasledujicimi body.

Vystup:
e List bodu pohybu gripperu Gn.
¢ List bodu pohybu jointu Jn.

o Vizualizace.

Postup algoritmu:

Jedna se pouze o cyklické pouziti algoritmu pohybu po piimce. Nejprve algoritmus v prvni
iteraci provede vypocet bodi pohybu po pfimce mezi poc¢atecnim bodem (Gg a prvnim
bodem z listu bodd G a ulozi je do listu Gn. Nasledné ke vSem témto bodtim pomoci HVN
algoritmu zjisti polohy joint J a ty ulozi do listu Jn. V druhé iteraci se algoritmus posune
na dvojici prvni bod z listu G a druhy bod z listu G. A podéita znovu body pohybu G; a
polohy jointa J. Déle se uz jen analogicky posouva v listu bodti G az nakonec. Nakonec
program provede vizualni vystup. Pro vstup

B = up(0)
J_0 = up(6 * el + 2.5 * e2)
0 = up(10 * el + 5 * e2)

G_
n=3

G_list = [up(-7.5 * el + 7.5 x e2), up(-7 *x el + 3 * e2),...
up(-8 * el + 1 * e2)]

ziskame obrazek 4.6.
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Obrazek 4.6: Algoritmus pohybu po lomené ¢are

Tim algoritmus konci

Jak jsme jiz zminili vyse, tento algoritmus je vhodny k aproximaci trasy po kiivce. Nicméné
kdybychom jej chtéli pouzit v praxi k tomu, aby se robot vyhnul ruznym prekdzkam, tak
vzdalenosti mezi body G by byly veliké jako na obrizku 4.6. Kolegové z praxe, ktefi se i
se mnou zabyvaji automatizaci, mé upozornili na fakt, ze pohyb robota po takové krivce
nebude plynuly. Respektive v rozich lomené ¢ary bude muset robot zastavovat na nulovou
rychlost, coz ma neptiznivy vliv na mechanizmus robota a miize mit i Spatny vliv na ¢innost,
kterou vykonava. Prevedeno do matematické feci, poukazovali na fakt, Ze se nejednd o
kiivku tfidy C. Zaroven jsem se od kolegt dozvédél, Zze se tento problém fesi tak, ze
gripper se v rozich pohybuje po kruznicich, coz je i vyborné feSeni, protoze s kruznicemi
umime v CGA2 zachazet velice dobie. Proto vznik algoritmus nasledujici.

v sV

4.6 Pohyb po lomené care prokladany kruznicemi

Tento algoritmus je prakticky kombinaci vsech predchozich. Velkou vyhodou je, Ze jsme vy-
tvorili pohyb po kruznici tak, ze je pripraveny na stejné vstupy jako budou zde. Respektive
orientace pohybu po kruznici urci algoritmus, uzivatel zada jen polomér. Zména trasy pak
muze napiiklad vypadat jako na obrazku 4.7.

Obrazek 4.7: Prolozeni lomené ¢ary

Vstup:
o Pocatecni poloha tj. body By, Jg a Gj.
o Body G, pres které povede pohyb gripperu (3 za sebou nesmi byt na piimce).
e Pocet kroku pohybu n mezi kazdymi dvéma nasledujicimi body.

e Polomér kruznic r.
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Vystup:
e List bodu pohybu gripperu Gn.
¢ List bodu pohybu jointu Jn.

o Vizualizace.

Postup algoritmu:

Na zac¢atku vypocétu potrebuje algoritmus zjistit, kde maji lezet kruznice, po kterych se
bude robot pohybovat, a potfebuje tedy informaci o tom, jak trasa bez kruznic po lomené
¢are vypada. Oznac¢me G;, kde i = 0,1, ..., k, body pohybu, kde G je pocatecni bod a G4
az (G;, jsou zadané body pohybu. Algoritmus sestroji k-tici OPNS pfimek prochéazejicich
body G; a Gi41 pro ¢ = 0,1,....k — 1. Nyni algoritmus pro kazdou trojici bodt G;, G411 a
Git2 a dvojici pfimek L1 = G; A Gi41 A €co, Lo = Git1 A Giga A e provede nésledujici.

Spocita signaturu trojuhelniku G;G;4+1Gi12. Tato signatura nam tika, jakym zptsobem

jsme body prosli, a diky Vété 20 také rika, kterym smérem jsou orientované normély, jako
na obrazku ¢islo 4.8.

Gisz n Gi
. Signatura n
S|gnatur,a Git1 kladna ¢ Gi+1
zaporna
n
n
G Gis2

Obrazek 4.8: Algoritmus pohybu po lomené ¢are

Poznamenejme, ze je tedy ziejmé vidét, ze pokud budeme mit zadpornou signaturu, pak
normaly duala pfimek Li a Lo budou smérovat vzdy vné z trojuhelniku. Naopak, pokud
bude signatura kladné, tak normély budou sméfovat vzdy smérem do trojahelniku.

Nyni algoritmus nalezne stfed kruznice tak, Ze sestroji translator a posune primky L; a
Lo do vnitini strany rohu pohybu. Tedy algoritmus zjisti normaly pfimek L; a Lo pomoci
operace dudlu, viz Véta 20. Znormalizuje tyto normaély dle eukleidovské normy a nasledné je
vynasobi polomérem kruznice r. Pokud byla signatura zdporna, tak normaly sméruji vné z
trojuhelniku, a tedy i opaénym smérem nez pozadujeme, vynasobime tedy navic normalové
vektory —1 pii zaporné signatute. Tim jsme tedy zjistili vektory t1 z normaly primky L4
a to z normdly pfimky Lo, potifebné pro translaci. Translatory 717 pro L1 a Th pro Lo
sestrojime nasledovné

1
T1 =1- 5131800,

1
T2 =1- 5132800.

Nyni provedeme translaci ptimek L1 a Lo prislusnymi translatory. Tedy Litrans = T1L1T1 a
Loyrans = ToLoTs. Prusecikem téchto dvou primek je dvojbod PP = Litrans A Latrans, Ktery
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nasledné rozlozime pomoci vzorce z [9]. Tedy dvojbod PP znormalizujeme viéi e1 A ea,
nasledné koeficienty p1 a po, kde p; je koeficient dvojbodu PP u bladu es A eg vynasobeny
—1 a ps je koeficient dvojbodu PP u bladu e A esg. Prusecik P potom vypada nasledovné

P = C(p1e1 +p2e2).

Body postupné ukladame do listu. Takto si algoritmus pro kazdou trojici bodu, respektive
pro kazdy roh, zjisti stfed kruznice.

Nyni si v kazdém z téchto bodu P sestroji kruznici o poloméru r, tyto kruznice si také
uklada do listu. Algoritmus nyni zjisti upraveny tvar hlavnich bodu pohybu G. Tyto body
ziska tak, ze vytvori list bodl, na jehoz zac¢atku je GGy. Nasledné poporadé pro kazdou trojici
bodu najde prusecik P jejich kruznice, nejdrive s L1 a nésledné s Lo jako na obrazku 4.9,
a v tomto poradi je ulozi.

Obrazek 4.9: Priseciky piimek a kruznic
Takto pokracuje pro vSechny trojice a na zavér pripoji bod Gj. Tim jsme dostali sérii
bodu G, po kterych se budeme stridavé pohybovat po primce a po kruznici, coz jiz umime.
Algoritmus pro pohyb po kruznici jiz necerpa vstup o sméru pohybu, protoze stfed pro
konstrukci obecného rotoru, ¢ili stredy kruznic ve zlomech pohybu, jsme jiz vypocitali a
Cerpame z nich. Polohy kloubt ziskdme znovu cyklickym pouzitim algoritmu HVN.
Pro vstup

B = up(0) #Base poin

= up(6 * el + 2.5 * e2) #Joint point pocatecni
up(10 * el + 5 * e2) #Efector point pocatecni
1.2

3 #pocet kroku

G_list = [G_O, up(-7.5 *x el + 7.5 x e2),...

up(-7 * el + 3 * e2), up(-8 *x el + 1 * e2)]

N o o
]

J_
G_
T
n

Jako vystup dostaneme néasledujici obrazek 4.10.
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Obrazek 4.10: Algoritmus pohybu po lomené ¢are prolozeny kruznicemi

Tim algoritmus konci

Timto jsme trasu po lomené ¢are prolozili trasami po kruznicich tak, ze vysledna kiivka
je diferencovatelna. Poznamenejme, Ze jsme vyuzili zna¢ného vypocetniho zjednodusSeni
diky znalosti signatury trojuhelniku a orientace normaly z konstrukce primek. Algoritmus
algoritmus je zavéreCnym algoritmem této prace.

V piiloze 1ze nalézt také implementaci algoritmu z ¢ldnku Radka Tichého [3] na dopocet
kloubi realného robota, jedna se o algoritmus podobného typu jako HVN. Tento algoritmus
nebyl v praci popisovan a byl naprogramovan v ramci tréninku béhem reSerse, nicméné jej
prikldadame jako ukazku.
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Kapitola 5
Zaver

Cilem této prace bylo ziskani zakladnich znalosti geometrickych algeber a jejich nasledna
aplikace na inverzni kinematicky problém robotického ramene.

V prvni Casti bakalafské prace jsme se zabyvali bilinearnimi a kvadratickymi formami, které
jsme nasledné pouzili ke konstrukci geometrické algebry. Teoretické pojmy byly doplnény
nazornymi priklady pro vyjasnéni postupi vypoctu a provedeni konstrukei vnitiniho a vnéj-
$tho soucinu. Vnitini a vnéjsi soucin jsme nasledné rozsirili z vektori na celou geometrickou
algebru a zobecnili jejich vypocty pomoci projekci. Byly také zavedeny operace reverze a
dudl a také prostorové reprezentace OPNS a IPNS.

V druhé ¢asti bakalarské prace jsme zavedli konformni geometrickou algebru, ukazali jsme
konstrukci geometrickych objektt v této algebie a tuto konstrukci jsme doplnili o vlastni
Vétu 20 o orientaci normaly véetné dikazu, kterd byla stézejni v nasledné aplikaci. Déle jsme
Ctenare seznamili se zdkladni praci s geometrickou algebrou v programovacim jazyce python.
Diky tomu jsme mohli zavedeni transformaci doplnit i ndzornymi ukdzkami a piiklady
reflexe, translace, rotace a obecného pohybu. Na zavér této ¢asti jsme Ctendfe seznamili s
pojmem signatury trojuhelniku, o kterém jsme zjistili, ze mé v algoritmech velky potencial.
V treti ¢asti bakalarské prace jsme zavedli inverzni kinematicky problém a vytvorili si mode-
lovy priklad robota, na kterém jsme nasledné testovali sestrojené algoritmy v jazyce python
k feseni inverzniho kinematického problému. Prvnim algoritmem byl algoritmus HVN, ktery
byl implementovan v ramci reserse. Nasledoval navrh jiz iplné vlastnich algoritmti. Nejdiive
jsme zkonstruovali algoritmus pro pohyb gripperu po piimce a nasledné pro pohyb po kruz-
nici. Tyto algoritmy pak poslouzily ke konstrukci komplexnéjsich algoritmti. Nejdiive se
jednalo pouze o algoritmus pohybu po lomené ¢are, ale na zakladé pripominek, které jsme
obdrzeli z praxe, jsme tuto praci nad ramec doplnili o algoritmus pohybu po lomené ¢are
prokldadané kruznicemi. V ramci tohoto algoritmu jsme dosahli pozorovani, které vyustilo
v jiz vysSe zminénou Vétu 20, a toto pozorovani bylo vyuzito k podstatnému zjednoduseni
vypoc¢tu v kombinaci se signaturou trojihelniku.

Hlavnim piinosem préace tedy byla implementace péti algoritmi, z nichz ¢tyfi byly zkon-
struovany v ramci této prace.

Prace mné dala siroky prehled v probirané problematice a motivaci problematiku inverzniho
geometrického ramene v geometrickych algebrach rozsifovat i do budoucna. V praci bych
chtél pokracovat tak, ze bych tento problém a algoritmy nejen rozsiril do tfidimenzionalniho
prostoru, ale také pomoci nich ovladal realné robotické rameno, a tim nahradil matice
rotaci, které jsou vypocetné velice naro¢né. Chtél bych zkusit se iplné vyhnout softwaru od
vyrobce robota, abych dosahl co nejvétsiho vypocetniho zjednoduseni. V mé praci by se také
dalo pokracovat pridanim moznosti zadavat piimo kifivku misto série bodu v algoritmu pro
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pohyb po lomené ¢are. Dale by se dal nahradit algoritmus HVN za komplikovanéjsi model
robotického ramene.

38



Literatura

BRuUcCE, C. Advanced Linear Algebra. 3. vyd. CRC Press, 2010. ISBN
978-1-4398-2966-0.

CALVET, R. G. Treatise of Plane Geometry Through Geometric Algebra. 1. vyd.
[nakladatel neni znamy], 2007. ISBN 978-84-611-9149-9.

CONFORMAL GEOMETRIC ALGEBRA, 1. K. for the Industrial Robot IRB4400
Based on. Radek Tichy [online]. Springer, Cham, biezen 2020. Dostupné z:
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-030-43890-6_12.

DoORAN, C. a LASENBY, A. Geometric Algebra for Physicists. 1. vyd. Cambridge
University Press, 2003. ISBN 0-521-48022-1.

GARLING, D. J. H. Clifford Algebras: An Introduction. Cambridge University Press,
2011. ISBN 978-1-107-42219-3.

HESTENES, D. New Foundations for Classical Mechanics. 2. vyd. Kluwer Academic
Publishers, 2002. ISBN 0-7923-5514-8.

HESTENES, D. Geometric Algebra Computing in Engineering and Computer Science.
1. vyd. Springer, 2010. ISBN 978-1-84996-107-3.

HILDENBRAND, D. Foundations of Geometric Algebra Computing. 1. vyd. Springer,
2013. ISBN 978-3-642-31793-4.

HILDENBRAND, D. Introduction to Geometric Algebra Computing. 1. vyd. Taylor &
Francis Group, 2019. ISBN 978-1-4987-4838-4.

HRDINA, J., NAVRAT, A. a VASIK, P. Notes on Planar Inverse Kinematics Based on
Geometric Algebra. Springer, 2018. Dostupné z:
https://doi.org/10.1007/s00006-018-0890-7.

LEO DORST, S. M. Geometric Algebra for Computer Science. 2. vyd. Elsevier Books,
2009. ISBN 978-0123749420.

MACHALEK, L. Korekce obrazovijch vad pomoci CGA.

PERwWASS, C. Geometric Algebra with Applications in Engineering. 1. vyd. Springer,
2009. ISBN 978-3-540-89067-6.

PERwASS, C. a HILDENBRAND, D. Aspects of Geometric Algebra in Euclidean,
Projective and Conformal Space [online]. 2004 [cit. 2022-4-04]. Dostupné z:
http://wuw.gaalop.de/dhilden_data/CLUScripts/gatpdf.pdf.

39


https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-030-43890-6_12
https://doi.org/10.1007/s00006-018-0890-7
http://www.gaalop.de/dhilden_data/CLUScripts/gatpdf

