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Uvod

~Matematickd fyzika je védeckd disciplina zabyvajici se aplikaci matematiky
k resent fyzikdlnich problémii a s tim souvisejicimu (sic!) rozvijeni matematickych
metod vhodnych pro takové aplikace.” [37]

Tato diplomova prace je pravé z oblasti matematické fyziky. Cilem jeji teoretické
Casti je vystavét pojem spektralni determinant nesamoadjugovaného operatoru
tak, aby Ctenar po precteni teoretické ¢asti mohl plynule prejit k casti praktické.

Teoreticka cast nejprve pojednava o komplexnich Ccislech, jejich historii,
vyznamu a aplikacich. DalSi oddil detailné vysvétluje ¢iselné rady a popisuje dana
konvergen¢ni kritéria. Prace s matematickymi fadami je také jeden z dlivodi, proc
mé toto téma oslovilo. Poclitani snimi je nedilnou soucasti praktické casti.
Nasleduje seznameni se zdkladnimi pojmy komplexni analyzy, zejména pak tedy
s funkcemi komplexni proménné. V neposledni radé teoretickd Cast obsahuje
struné pojednani o Riemannové zeta funkci a v rychlosti pripomina stéZejni
pojmy linearni algebry. Zavérecnou ¢asti prvniho oddilu je poté krok po kroku
zavedeny pojem spektrum operatoru.

Cilem praktické casti je pak vnavaznosti na clanek [25] zkoumat zavislost
spektralniho determinantu pro dany operator na fezu logaritmu. Prakticka ¢ast ma
tfi sméry, které vyustily ve spolecné zobecnéni.

Vprvnim sméru mame vlastni hodnoty spektralniho determinantu na
imaginarni ose. Zkoumame, jak se méni v determinant v zavislosti na rozmisténi
vlastnich hodnot.

V druhém sméru mame vlastni hodnoty na nékolika polopiimkach dle daného
predpisu a zkoumame, jak se hodnota determinantu méni v zavislost na dhlu, ktery
polopiimky sviraji s redlnou osou.

Treti pohled praktické Casti na chovani determinantu je ten, kdy se vlastni
hodnoty danym poloptimkam pouze pribliZuji.

Vysledkem prace je pak zobecnéni vSech tii pohledi a sestaveni véty, ktera
takové vlastni hodnoty co nejobecnéji popisuje.

13


https://cs.wikipedia.org/wiki/Aplikovan%C3%A1_matematika
https://cs.wikipedia.org/wiki/Fyzika
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Matematick%C3%A1_metoda&action=edit&redlink=1
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Matematick%C3%A1_metoda&action=edit&redlink=1

Teoreticka cast

1 Komplexni Cisla

1.1 Zavedeni komplexnich Cisel a jejich historie

Historie komplexnich ¢isel saha aZ do starovékého Recka. Starovéci matematici
resili rtizné ulohy, ve kterych se prakticky setkali s komplexnimi ¢isly, a to uz pred
diikazem jejich existence. Jednim z nich byl napriklad Herén, ktery narazil
na odmocninu ze zaporného cisla pri vypoctu objemu komolého jehlanu. Dalsi
badani vedla pres Diofanta, Leonarda Pisanského aZ po Gerolama Cardana, jemuZz
je objev komplexnich Cisel ve vice zdrojich [2, 21] pripisovan, ackoliv ne tak uplné
pravem. Niccolo Fontana, ktery priSel na teSeni kubickych rovnic, o které se
Cardano tolik zajimal, nakonec prozradil, sice bez dlikazu, Cardanovi tajemstvi
onoho reSeni. Ten mél slibit, Ze tajemstvi nikdy neprozradi. Cardano vSak diky
svym matematickym schopnostem umél diikaz sestrojit, a navic vzorce, které dnes
zname pod nazvem "Cardanovy vzorce", vydal ve svém dile v roce 1545. Jako
autora sice uvedl Fontanu, ale i tak se mezi nimi tahl vécny spor. Vitéz sporu je
vSak evidentni jiZ podle jména téchto vztaht. Toto dilo bylo prvni knihou o algebie
psanou latinsky, méla ovSem velice neStastnou a naro¢nou symboliku. V dnesni
rovnic feSime zejména za pomoci numerickych metod. ,Velkou nevyhodou téchto
vzorcli je véetné jejich sloZitosti to, Ze v nékterych pripadech vyjadruji redlné koreny
kubické rovnice pomoci Cisel imagindrnich. Tento detail pritom nelze odstranit. Lze
dokdzat, Ze Zddné jiné vzorce, které by tento nedostatek nemély, neexistuji. Do doby,
neZ byla otdzka komplexnich ¢isel v matematice dostatecné objasnéna, znamenaly
tyto pripady znacné neprekonatelné téZkosti.“ 2, s. 19-20]

Pravé Cardano ve svych spisech uvaZoval zapis komplexniho ¢isla, ktery je
velice blizko zapistim dnesnim: z = a + b+ /(—1). [2]

1.2 Operace s komplexnimi Cisly

Dlivodii pro zavedeni komplexnich Cisel je v matematice opravdu mnoho. Maji
sva prakticka vyuZiti v algebre, geometrii ¢i fyzice. Na ivod uved'me jednoduchy
stiedoskolsky problém. Re$me rovnici: x2 + 1 = 0.

Ze znalosti redlnych Ccislech, popr. elementarnich funkci vime, Ze neexistuje
takovy Ctverec Cisla, aby zvétSeny o jedna dal nulu, respektive, Ze dana funkce
nema prusec¢ik s osou x. Na mnoziné redlnych cisel je tedy tento problém
neresitelny. Potfebovali bychom jako vysledek takové ¢islo x, pro které plati pravé:
x =+/(=1).

Pravé odmocninu z minus jedné oznacime jako i a budeme ji nazyvat imaginarni
jednotkou, z ¢ehoz vyplyva zndmy vztah: i? = —1.
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Na zikladé téchto informaci miZeme polynom x? + 1 rozloZit na soucin dvou
zavorek (x — i) - (x +0).[7, 21]

Komplexni cisla maji spousty ,hezkych" vlastnosti jako cisla realna, ale maji
i dalsi, které jejich podobor nema. Vyslovme jesté pied zavedenim komplexnich
Cisel zakladni vétu algebry: ,KaZdy polynom nad komplexnimi ¢isly ma koren.” UZiti
této véty zdaleka nekonci reSenim algebraickych rovnic, saha daleko za hranice
matematiky. Prvni, kdo vétu dokazal, byl némecky matematik C. F. Gauss v roce
1799. [8, 21]

1.2.1 Algebraicky tvar komplexniho cisla

Komplexnim c¢islem z nazvéme vyraz ve tvaru: z = a + bi;a,b € R. [27, s. 12]
Clen a budeme nazyvat redlnou ¢&asti, ¢len b budeme nazyvat imaginarni ¢asti
a Cisloije imaginarni jednotka. Slovo ,imaginarni" zavedl René Descartés, jeji
oznaceni i na misto 4/(—1) zavedl Leonhard Euler. [22] Casto se setkdvame s
oznacenim Re(z) = a, Im(z) = b. Mnozina vSech komplexnich ¢isel ma znaceni C.
[27,s.12]

Piiklad: z = 1 + 2i,Re(z) = 1;Im(z) = 2.

1.2.2 Maticové zavedeni komplexniho Cisla

Vyjdéme z predchoziho zavedeni komplexniho ¢isla z =a + bi;a,b € R.

Polozme z =a + bi;a,b € R rovno (—ab Z

komplexni ¢islo jako matici 2 X 2. Pri pohledu na matici nikde neshleddvame
imaginarni jednotku. UkaZzme, Ze je v matici obsazZena, tedy, Ze je vySe uvedeny tvar
matematicky korektni.

Vezméme Cislo 1 a vyjadieme jej jako matici tohoto typu. Vime, Ze je ¢islo 1 1ze
zapsat jako 1 + 0i. Tedy Re(z) = a = 1, zatimco Im(z) = b = 0. Z toho vyplyva, Ze

)1 a muizeme vyjadrit libovolné

1=((1) (1’) Diky tomuto faktu miZeme libovolné realné &slo a vyjadit
0 1

, . _f(a
nasledovne.a—(0 1 0

komplexni cislo, které by mélo pouze imaginarni c¢ast, vyjadiime jako bi =

2) a podobné i imaginarni jednotku i = ( ) Libovolné

(_Ob g) Jak je jiZ v praci zminéno, komplexni ¢isla jsou spojena se vztahem i? =

—1. Nasledné, ukaZeme, Ze tento vztah plati i v maticovych zapisech komplexniho
Cisla:

1 Presnéji zavedeme pojem matice a determinant v kapitole 5.
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2= (_01 (1)) . (_01 é) = (_01 _01) = —1.Je tedy jasné, jak se maticovy tvar

rozklada na realnou a imaginarni c¢ast pomoci s¢itdni matic, které funguje tzv.

wposlozkach”:a + bi = (§ V) + (0 )=(% D).p27)

1.3 Operace s komplexnimi Cisly

1.3.1 Rovnost komplexnich cisel

Necht jsou dana cisla zy,z; € C, necht jsoua,b,c,d € R. Necht zy =a + bia
dale z; = ¢ + di. Rovnostz, = z; plati pravé tehdy, kdyZa = ca zaroven b =d,
tedy rovnaji se redlné a imaginarni slozky Cisel: Re(z,) = Re(z;) a zaroven
Im(zo) = Im(z,). [7]

Priklad: zy = 3 + i,z; = 3 + i, pak Re(zy) = Re(z;) = 3alm(zy) = Im(z) = 1.

1.3.2 Soucet komplexnich Cisel

Necht jsou dana cislazy, z; € C, necht jsoua,b,c,d € R. Potomz, =a + bi
adale z; = c+di. Pak operaci scitani na komplexnich C¢islech zavadime
nasledujicim  zpisobem: zy+z;=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i=2z,
komplexni ¢islo z, je tedy soucet komplexnich Ccisel zg,z;. Tuto definici lze
interpretovat tak, Ze soucet dvou komplexnich cisel je sloZen ze souctu realnych
Casti a souCtu imaginarnich casti: Re(zg + z;) +i-Im(zy + z;) = 2,.[27, s. 15,
upraveno]

Priklad: (4 + i) + (-2 —3i) = (4 + (-2)) + (i + (-30)) = 2 — 2i.

1.3.3 Rozdil komplexnich Cisel a Cislo opacné

Necht jsou dana Cdisla z;,z; € C, necht jsou a,b,c,d € R. Pak rekneme,
ze komplexni ¢islo z,' ve tvaru z," = —a — bi je k Cislu z, = a + bi opacné, jestlize
jeho realna a imaginarni Cast jsou tvoreny opacnymi cisly k redlnym cisltim a, b.
Potom operace odcitani komplexnich ¢isel z; = ¢ + di a zy, = a + bi v tomto poradi
je definovana jako soucet Cisel z; + z,', tedy z; —z, =c +di + (—a — bi) =
(c—a)+ (=b+ d)i = z3, kde z3 je tedy rozdil komplexnich ¢isel z,, z, vtomto
poradi. [27, s. 17, upraveno]

Priklad: (4+i) —(-2-3)=A+D+2+3)=@+2)+ ([ +3i) =6+4i.

1.3.4 Soucin komplexnich Cisel

Necht jsou dana Cisla zy,z; € C, necht jsoua,b,c,d € R. Potomz, = a + bi
adale z; = a + bi. Pak operace nasobeni na komplexnich ¢islech je stejna, jako
nasobeni mnohoclent, tedy: z,-z; = (a + bi) - (c +di) = (ac + adi + bci —

16



bd) = (ac — bd + adi + bci) = (ac — bd) + (ad + bc)i = z,.
Komplexni ¢islo z, je tedy soucin komplexnich ¢isel zy, z;. [7]
Priklad: (4 + i) - (-2 — 3i) = =8 — 12i — 2i — 3i?> = =5 — 14i.

1.3.5 Podil komplexnich Cisel a ¢islo komplexné sdruzené

Necht jsou dana ¢isla zy, z; € C, necht jsoua,b,c,d € R. Potom fekneme, Ze
Cislo z, ve tvaru z, = a — bi je Cislem komplexné sdruzZenym k Cislu z, = a + bi.
Operaci déleni komplexnich C¢isel z;y =c+di a zy =a + bi vtomto poradi
zavedeme jako operaci, kde proa # 0V b # 0 plati: A-_2.2_4% pomoci z

Zg Zy Zp Zy'Zg
vySe zavedené operace nasobeni komplexnich ¢isel a algebraického vzorce Vx,y €
R: (x —y) - (x +y) = x? — y? je ziejmé, Ze jmenovatel tohoto zlomku je realné
z1Zg __ (c+di)-(a—bi) _ ca-bci+dai+bd _
Zo'Zy " (a+bi)-(a—bi) a?+b? -

Cislo. Citatel nyni roznasobime:

(ac+bd)—(bc—da)i

= z5. Komplexni ¢islo z5 je podilem komplexnich Ccisel zy, z,

a?+b?
v tomto poradi. [7]
o 4+i 4+i (=243 _ —8+12i-2i-3 _ —11+10i 11 , 10,
Priklad: — = — - ~ = s = = —— 4
(-2-3i)  (-2-3i) (-2+3i)  4—6i+6i+9 13 13 13

1.3.6 Dalsi operace s komplexnimi Cisly

Necht jsou dana jina libovolna z, z4, z,, z3 € Ca ¢islam,n € N, pak plati:
1. z'-z{ =z,
Diikaz: Ztejmy podle pravidel pro praci s mocninami.
2. (2o z)" =25 " 27,

Diikaz: Ztejmy podle pravidel pro praci s mocninami.
3. @ =2

Diikaz: Ztejmy podle pravidel pro praci s mocninami.

1 —-n
n __ — - 0 _
4. z, _(_20) ,pron =0:z," =1,

Diikaz: Ztejmy podle pravidel pro praci s mocninami.
5. =z, =—Z,,kdezy, =a+ bi,kdea,b € R,
Diikaz:
L:—(a + bi) = —a — bi = —a + bi.
P: — (a+ bi) = —(a — bi) = —a + bi.
L=P.m
6. zo+2zy=2y+7;,kdezy=a+biaz, =c+dikdea,b,c,d €R,

Diikaz:
L(a+b)+(c+d)=(@a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i
P:(a+ b))+ (c+di)=(a—-bi)+(c—di)=(a+c)—(b+d)i
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L=P.nm
7. Zg 21 =29 Z;,kdezyg =a+biaz; =c+di,kdea,b,c,d € R,
Dtlikaz:
L: (a+ bi) - (c +di) = ac + adi + bci — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i
= (ac — bd) — (ad + bc)i
P:(a+ bi) - (c+di) = (a—bi) (c—di) =ac—adi — bci — bd
= (ac — bd) — (ad + bc)i

b"

=P.n
8. (2—0) =§ kdezy =a+biaz; =c+di,kdea,b,c,d € Rac,d # 0,

)
Z1

Diikaz:
L_m=((a+bi)-(c—di)>=<ac—adi+bci+bd>=
“\c+di c?+d? c?+d?
(ac + bd) — (ad — bc)i ac+bd (ad — bc) |
:< c? +d? >:c2+d2+ Z+d?

P_a+bi_a—bi_(a—bi)-(c+di)_ac+adi—bci+bd_
"c+di c—di c? + d? c? + d?
ac+ bd (ad — bc)
Tzt az c?+d? '

L=P.m
9. zy+2zy=2-Re(zy),kdez, =a+ bi,kdea,b € R,

Diikaz:
L:a+bi+a—Dbi=2a
P:2a
L=P.m
10. zy — zg = 2i - Im(z,), kde z, = a + bi,kde a,b € R.

Dikaz:
L:a+ bi — (a — bi) = 2bi
P:2bi

L=P.m

1.3.7 Mocniny komplexni jednotky

Necht n € Z, potom:
im=1,

l-4n+1 =i,

i4n+2 — _1’

B W N e

i4n+3 = —i.
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Pak lze rict, Ze mnoZina c¢isel: 1;i; —1; —i tvofi s operaci nasobeni cyklickou
grupu?, kde generatorem je prvek +i. Ukazka toho, jak prvek +i generuje dalsi
prvky. [22]

=i i2=-13=—;i*=1,-D=—; (-D)?*=-1,(-D3=i;(-)*=1.

1.4 Absolutni hodnota komplexniho Cisla

Necht je dano komplexni ¢islo zy = a + bi, kde a,b € R, potom absolutni
hodnotou C¢isla z,, nékdy nazyvanou jako modul, myslime: |zy| = |a + bi| =
Va2 + b2. Akoliv mluvime nékdy o velikosti komplexniho &fsla, komplexni &isla
nejdou usporadat podle velikosti jako napft. ¢isla redlna. Existuje i varianta, ktera
obsahuje ¢islo komplexné sdruzené, definujeme ji takto: |zy| = /2, * Z,. Vratme se
jesté k naSemu maticovému zapisu komplexniho ¢isla, pomoci kterého miiZeme
zavést jeSté jednu variantu definice absolutni hodnoty, a to za pomoci

determinantu matice. |z,| = +/det(zy). [7, 21, 27]
Dtikaz: det z, = |—ab 2| =a%— (-b?) =a*+b? > /detzy =Va? + b’ m

1.4.1 Operace s absolutnimi hodnotami komplexnich Cisel

Necht jsou dana komplexni ¢isla z,, z; € C, necht' jsoua, b, c,d € R, pak plati:
1. |zy| = |Zyl, kde zy = a + bi,kde a, b € R,

Diikaz:
L:|a + bi| = \/a? + b?
P:|a+bi| = |a - bi| = /a2 + (=b)2 = a2 + b?
L=P.m
2. \zgl*1z1l =129 21|, kde zg = a+ biaz, = c+di,kdea,b,c,d € R,

Diikaz:
L:|la+ bi| - |c + di| = Va? + b2 -/c? + d? = a%c? + a?d? + b%c? + b2d?
P:|(a + bi) - (c + di)| = |lac + adi + bci — bd| = |(ac — bd) + (ad + bc)i|
= \/(ac — bd)? + (ad + bc)?
= \/azc2 — 2abcd + b?d? + a?d? + 2abcd + b?c?
=y a%c? + a2d? + b2c? + b2d?

L=P.nm
Zo| _ Izl kdezy, = a+biaz, =c+di,kdea,b,c,d €R,

- )
Z1 [21]

Dukaz:

2 Grupa G je cyklick4 praveé tehdy, kdyZ existuje g € G takové, Ze mnoZina G = {g*|k € Z}. Prvku
g potom rikdme generator. O teorii grup vice v [22].
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L. a+bi| [(@+bi)(c—di)| ’ac—adi+bci+bd‘ B
“le+di c?+d? c?+d?
(ac + bd) — (ad — bc)i \/(ac + bd)? + (ad — bc)?
- c?+d? - c?+d? -
VaZc? + 2abcd + b?d? + a?d? — 2abcd + b%c?  /(c? + d?) - (a? + b?)
- c?2+d? - c? + d? -

@A) (@ +0)  J[@ D) a2+ b?
VeZ+d2-VeZ+d2 \[(cZ+d?) P td?

p. la + bi| a? + b?
"o +di| L%+ d?

L=P.m
4. |zol —|z1| < 1zg + 21|, kde zy = a+ biaz, = c+di,kdea,b,c,d € R

5 |z 4z <lzg|l + |2zl kdezy =a+biaz; =c+dikdea,b,c,d €R

Diikazy obou vySe uvedenych tvrzeni vyplyvaji z trojuhelnikové nerovnosti.

1.4.2 Komplexni jednotka

Komplexni jednotkou nazyvame komplexni c¢islo z,, pro které plati:|z,| = 1.
"MnoZina vsech komplexnich jednotek je jednotkovd kruZnice se stfedem v pocdtku.
Péknd vlastnost téchto Cisel je, Ze kdyZ je mezi sebou ndsobime, dostdvdame jen dalst
komplexni jednotky." [27, s. 5]

Piiklad:
1 12| 1 (—i) —i I—i]
= - = |- |— = |—| = |—I| =
SRR I ) B I l
\/2+\/2, o 2 .
= — —_ > = - - =
ATy TytTIAa 47
1 (V2 VZ _ \/2+\/2, NI I 1
R |t iz a

1.4.3 Geometrické znazornéni komplexnich cisel

Komplexni ¢isla mliZeme zobrazit do roviny pomoci zobrazeni f: R X R — C,
f:(a,b) = a + bi, tedy usporadané dvojice redlnych cisel, kterd se zobrazi jako
Cislo komplexni. Tuto rovinu budeme oznacovat jako Gaussovu rovinu. Ve
frankofonni literatuie se mizeme setkat s ndzvem Argandova rovina. V Gaussové
roviné je osa x takzvanou redlnou osou, osa y je takzvanou imaginarni osou. [7]
Zajimavym prikladem je z = oo. Predstavme si, Ze mame nad komplexni rovinou
kouli, ktera se jiZznim po6lem dotyka v pocatku. Spojenim libovolného komplexniho
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Cislo z, z komplexni roviny se severnim polem tzv. Riemannovy sféry dostaneme
na kouli ¢islo z,’, jeZ je dano jednoznacné. Potom pravé Cislo z = oo je severni pol
této koule. [34]

V Gaussoveé roviné ma vyuziti hlavné absolutni hodnota komplexniho ¢isla, ktera
znazornuje vzdalenost od pocatku. Absolutni hodnota rozdilu komplexnich cisel
oznacuje jejich vzdalenost v komplexni roviné.

1.5 Goniometricky tvar komplexniho cisla

Algebraické zapisy komplexnich cisel nejsou ale pro vSechny operace vzdy ty
nejvyhodnéjsi. Komplexni ¢islo zy, = a + bilze zapsat i v jiné formé. Této formé
budeme fikat goniometricky tvar: z, = |z,| - (cos @ + i - sin @), kde je ¢ = arg(z,)
a oznaCujeme jej jako argument komplexniho ¢isla a ¢ = (0; 2m). Goniometricky
tvar je dobré reprezentovat obrazkem, protoZze ma skvélou geometrickou
interpretaci. Absolutni hodnota ¢isla z, je délka Usecky od pocatku k danému z,,
a ta svira s kladnou realnou osou thel ¢. [7]

a ANY .
RO Zy ' sing
bi ZO m
Zy - cos ¢ |0 X

Obrdzek 1 - Goniometricky tvar komplexniho cisla

[17]

1.5.1 Prevod komplexniho Cisla z algebraického tvaru na tvar
goniometricky a naopak

Necht je dano komplexni ¢islo z, = a + bi, kde a, b € R. UkaZme, jak prevedeme
tento tvar na tvar goniometricky.
0l (o + 1) = Vol (s + s ) = o]+ (c05 9 1 sin )
zy = |zo|l " | —+—) = |20 - =|zg| - (cosp +i-sing
1Zo] |20l Va? + b2  +a? + b?
Pokud se podivame na obrazek 1, vidime, ieﬁje v naSem pravouhlém
b
VaZ+p?
pravouhlém trojuhelniku protilehld ku preponé, tedy sinus. Pripomenme, Ze
Va2 + b? = |z,|.Ziskat z goniometrického tvaru tvar algebraicky je mnohem
0 g g y )
jednodussi. Vypocitdme prislusné hodnoty sinu a kosinu.

trojuhelniku prilehla ku preponé, tedy kosinus. Analogicky pak je vnaSem
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1.6 Operace s komplexnimi Cisly

Pro scitani a odc¢itani je vidy vyhodnéjsi pouZit algebraicky tvar. OvSem pro
Zo = |zo| - (cos @ + i -singy) az; = |z1| - (cos @, + i - sin¢,), potom plati:
1 zy-zy = |zg 71| - [cos(@o + 1) + i (singg + ¢4)],

Zg

. “[cos(@o — @1) + i (singy — @4)],

Z1

2. 2=

1 __ €0os0+i'sin0

= cos(0 — @) + isin(0 — @) = cos(—¢) + i sin(—¢).

cos @+i-sing " cos @+i-sing

Véty uvedeme bez diikaz. [7]

1.7 Moivreova véta

Uvazujme soucin komplexnich ¢isel zy - zq -+~ z,_1 v _goniometrickém tvaru:
|Zo| - (cos @ + i - singg) - |z1| - (cos @y + i -singy) -+ |z,| - (cos @, + i - sinpy)
,Rovnd-li se kazdy z téchto cCinitelii Cislur - (cos¢@ +i-sing), tzn. je-lizy =z, =
o=z, =1r-(cosp+i-sing) .“ [7, str. 54] Odtud plyne: VvneN,Vz =
(cos +i-sin ) plati: [r(cos @ + i -sin@)]™ = r*(cosng + i - sinne). ,Dosadime-
lisem r = 1, obdrZime ndsledujici tvrzeni, tzv. Moivreovu vétu, kterd je pojmenovand
po francouzském matematikovi jménem A. de Moivre jiZz poldtkem 18. stoleti.”
[3,str.54] Vn € N,Vp € Rplati: (cosp +i-singp)™ = cosng +i-sinng

Diikaz provedeme matematickou indukci. Dokazovani matematickou indukci
spociva ve trech krocich. Nejprve vidy uvaZujeme, zda dany vztah funguje pro
nejmensi n, které byva zpravidla 1. Poté uvaZujeme, Ze problém plati pro libovolné
k € N. Této avaze rikdme tzv. induk¢ni predpoklad. Ten vyuZijeme v poslednim
kroku, kdy dokaZeme, Ze problém funguje i pro k + 1.

Dtikaz: Vn € N: (cos@ +i-sing) ™ = cosng +i- sinng,

1. n=1:(cos@p+i-sing)! =cosle +i-sinlep,

2. n=k:(cosp+i-sing)* =coske +i-sinkgp,

3. n=k+1:(cosp +i-sing) ! = (cosg +i-sing)k-(cose +i-singp)
= (coske +i-sinke) - (cos@ +i-sin¢) /vyuziti indukéniho piredpokladu
= coskq - cosp —sinkq -sing + i(sinkg - cos ¢ + cos ke - sin @) /3
= cos(kp + @) +i-sin(kp + @)
= cos(qo(k + 1)) +i- sin(go(k + 1)). ]

3 Pouzijeme goniometrické vzorce pro sinus a kosinus souc¢tu argumentti. P¥ipometime:
sin(a + ) = sina - cos f + cosa - sin f3,
cos(a+ B) = cosa-cosP —sina - sin .
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1.8 Exponencialni tvar komplexniho cisla

Definujme funkci, kterou nazveme komplexni exponenciala; exp: C —» C — {0},
ktera vSem komplexnim C¢islim z, = a + bi priradi e® - (cosb + isinb). Tato
funkce ma periodu 2krr.

Pozdéji v kapitole funkci komplexni proménné provedeme tu definici znovu
a korektnéji. Nyni nam staci tato.

VSimnéme si, Ze komplexni exponencidla je prakticky identicka s
exponencialnim tvarem komplexniho C¢isla. Necht je dano komplexni Ccislo
v goniometrickém tvaru: z, = |z,| - (cos ¢, + i - sin ¢,). Pak Ize definovat jako z, =
|Zo| - €0, Jestlize zapis v goniometrickém tvaru nam znaéné ulehéil nékteré
operace s komplexnimi Cisly, pak exponencialni zapis je jesté ,Sikovné;jsi“, nebot k
nému pouze postaci znat vztahy pro praci s mocninami.

Dtlikazy nasledujicich tvrzeni uvadét nebudeme, jsou zirejmé podle pravidel pro
praci s mocninami.

1. zozy = |zo| - €190 - |z4| - €191 = |zpz4 | - el(Pote1)

|zo|-e™P0

Zg
Z1

2. Zo _ . el(@o—91)

AT

3. z{ = (Il " ei""’)n = |z,|" - e pron € Z

Mezi dalsi diilezité vztahy, které jsou dlsledky komplexni exponencialy, patii
napt. Eulerova identita, jeZ mezi matematiky byva oznacovana jako nejkrasnéjsi
vztah matematiky. Spojuje konstanty mae s Cisly 0,1 ai. Jeji tvar ma ndasledujici
podobu: e + 1 = 0. Svym fundamentalnim vyznamem piipomina Einsteinovu
rovnici E = mc?.[7, 27]
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2 Ciselné rady
2.1 Zakladni pojmy

2.1.1 Pojem ¢iselné Fady a posloupnosti ¢asteénych souctd

Necht' je dana posloupnost realnych nebo komplexnich ¢isel {a,}n-;, potom
Ciselnou radou rozumime formalni symbol:

Yo, Gy nebo a; + a, + a; + -+ in infinitum neboli do nekonecna.

,Ciselnou fadou tedy rozumime tilohu "najit soucet” nekonecné mnoha cisel, které
jsou usporddané do néjaké posloupnosti” [10] Prvky posloupnosti {a,}n-1
nazyvame Cleny rady Y.n—; ay,.

Necht je dana posloupnost realnych nebo komplexnich ¢isel {s, },-;, kde:

S1=0a4,S, =aq +az, -, Sp=a, +a; +--+ay-

potom tuto posloupnost nazyvame posloupnosti ¢aste¢nych souéti této Fady. Cislo
S, hazyvame n-tym ¢astecnym souctem této rady. [10]

2.1.2 Pojem konvergence a divergence Ciselné rady

Pokud existuje vlastni limita ¢astecnych souctt, tedy: lim s,, = s, kde s € R(C),
n—»>oo

pak tekneme, Ze tada konverguje a s je jejim soucltem. Konvergentni radu
zapiSeme: },;;—, a, = S.
Pokud ovSem limita castecnych soucti neni vlastni, tedy: lim s, = too
n—-,oo

v pripadé redlnych Cisel ¢i lim s,, = 400 v pfipadé komplexnich ¢isel, pak fekneme,

n—»>oo
ze rada diverguje a nema soucet. Divergentni fadu zapiSeme: ),;; a, = +oo, popf.
o —
Zn:l ap = —x.
Pokud limita ¢astecnych souctli neexistuje viibec, rikame, ze rada osciluje.
[10, 29]

2.1.3 Aritmeticka rada

Radu Y% ,a, nazyvame aritmetickou, jestlize posloupnost {a,}>, je
aritmeticka. [6] Aritmeticka posloupnost je takova, kde je staly rozdil mezi

sousednimi ¢leny. Tento rozdil oznacujeme jako diferenci. Soucet prvnich n ¢lent
n-(ai+an)

je pak dan vztahem: § = ——
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2.1.4 Geometricka rada

Pro velké mnozstvi fad je velice tézké najitn-ty castecny soucet. Jednou
z vyjimek je Fada geometricka, ktera je fadou typu: Y ag™ = a + aq + aq®* + -+ +
aq™ + -+ - O cisle g mluvime jako o kvocientu rady.
Je-li ¢ = 1, pak nalezneme n-ty ¢aste¢ny soucet rady velice snadno nasledujicim
zplisobem:a + -+ a = (n+ 1)a.
Je-li ¢ # 1, budeme rozliSovat dva pripady. Nejprve uvazme tuto rovnost:
1-@-A+g+-+qg)=1-q""
obé strany rovnice vydélime Clenem (1 — g) a vynasobime nenulovym cislem a.
Ziskame tak rovnici v nasledujicim tvaru:
a+aq+--+aq" =ﬁ- (1—q™").

Z vyse uvedené rovnice vidime, Ze geometrickd tada konverguje pro|q| <1
a ze diverguje pro |q| > 1. To Ize ukazat velice snadno. Pro|q| <1 ,jde clen”
(1 —qg"*Y) kjedné, zatimco pro |g| > 1jde kplus nebo minus nekonetnu. Pro
prvni pripad pak dostavame:

Sreaq™ ™t = kde|q| < 1.[6]

2.1.5Véta nutné podminky konvergence

Necht je tada ), a, konvergentni, pak plati, Ze lim a,, = 0. Nutno Fici, Ze se
n—oo
jedna o podminku nutnou, nikoliv postacujici. Neplati tedy ani véta obracena. [6]

Dtikaz: Necht rada ),;-; a,, konverguje, jeji soucet je s, kde s € R, tedy lim s, = s.

n—oo

Potom z posloupnosti ¢astecnych souctl {s,}n=;, vybereme podposloupnost
takovou: {s,,_1}n=,. Podle véty o limité vybrané posloupnosti* plati lim s,,_; = s.
n—-oo

Nasledné podle zakladnich aritmetickych pravidel®slimitami musi platit, Ze:
lim(s, —s,_4) = lims, — lims,_{ =s—s=0. A vzhledem ktomu, Ze plati
n—-oo n—-co n-—-oo

tvrzeni: a, = s, —s,_q,tak lima, = 0. m
n—oo

2.1.6 Harmonicka rada

vaivs

sy I . 1 IV s
nekonverguji, je fada harmonicka. Ta ma tvar: Z;?:l;. ,V této radeé je kazdy clen

1 1

Ll 7z o v e v (e} Ll 7 1 -
harmonickym priimérem dvou sousednich clend, tj. plati: — = % “[10]
n

4 Necht {b;}r-, je vybrand zposloupnosti {a,};_;. Jestlize plati lim a, =s € R, pak také
n—-oo
Illm bk = S.

5Necht' lima, =s € Ralimb,, =t € R, potom plati: lim(a,, + b,) = s + t. [upraveno podle 3]
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Tato rada byla také prvni, u které byla divergence prokazana, konkrétné
francouzskym matematikem jménem Nicole Oresme. [10] Duikaz toho, Ze
harmonicka tfada diverguje, provedeme v kapitole 4.1. se znalosti integralniho
kritéria. Je ovSem mozné divergenci této rady dokazat i bez néj. Tento dikaz lze
najit v [6].

2.1.7 Grandiho rada

Velkou polemiku mezi matematiky vyvolala rada, ktera je dnes nazyvana jako
Grandiho rada. Pro nekonecné rady neplati asociativni zdkon. Nelze s nimi
pracovat jako s kone¢nymi souéty. Rada vypada takto:

1+D+1+CED+ =Y ,=D™

Jelikoz limita CasteCnych souctli neexistuje: s; =1, s, =0, s3 =1, ,tak

samotna rada osciluje a nema tedy soucet. [10]

2.1.8 Zbytek rady po k-tém clenu

Méjme Ccislo k, kde k € N. Dale méjme tady }.n-; @, @ Yp—k+1 Qn- ~Potom rady
bud’ obé konverguji, nebo obé diverguji k +oo, nebo obé diverguji k —oo, nebo obé
osciluji. Maji-li obé uvaZované rady soucet, potom pro jejich soucty plati:

5 Yn=1Gn = Ay + -+ ag + Xplpp1 O
Radu });_; 1 a, nazyvame zbytkem rady ).,—; a, po k-tém clenu. Vétu zanechame
bez diikazu. [upraveno podle 6]

2.1.9 Rada s nezdpornymi ¢leny

Radu ¥'_, a,, nazyvame fadou s nezapornymi ¢leny, pokud Vn € N: a,, > 0.
,KazZdd rada s nezdpornymi cleny bud’ konverguje, nebo diverguje k +oo.
Dlkaz: ,Posloupnost {s,},-, Cdstecnych souctii uvaZované rtady je neklesajici
posloupnost, a proto md limitu rovnou Cislu: s = sup{s, € R:n € N} € R*.“
[s. 432, 6]

2.1.10 Rady s libovolnymi ¢leny

Radu ¥%_; a,, nazyvame fadu s libovolnymi ¢leny, pokud Vn € N: a,, € R. [6]

2.1.11 Cauchyovska posloupnost

Posloupnost {a, },—; se nazyva cauchyovskd, pokud pro ni plati nasledujici
formule: Ve > 0,3n,, Vn,m = ngy: |a, — a,| < &. [16]

26



2.2 Aritmetika Ciselnych rad

Necht jsou dany dvé rady: ).,-, a,, se souctem s a ),5—; b,, se souctem t. Necht je
dano c € R. Soucty s a t smi byt i nevlastni. Pak plati:
1. Pokud Ize definovat ¢islo (s +t) € R, potomiada Y ,-,(a, +b,) ma
soucet s + t.
2. RadaY¥ ,c-a,=c Y% a,a jeji soucet jecs. Jestlize byc=0as = +oo,
pakcs = 0.[6]
Dtikazy lze najit v [6].

2.3 Kritéria konvergence

2.3.1 Srovnavaci kritérium

Necht }.;_; a, a Y:n—q by, jsou Fady s nezapornymi Cleny a plati: a,, < b, ¥n € N.
Pak plati, ze pokud rada };;_, b,, konverguje, konverguje i rada ),;-; a,. Pokud
fada ),,_; a,, diverguje, diverguje i fada Y,;—, by,.

Dlkaz: Predpokladejme, Zen =1, {s,}n=1 je posloupnost castecnych souctd
fady Yo; ay a {t,};=q je posloupnost ¢astecnych souctd rady Y.o—; b,. Je zfejmé,
ze provVn € Nplati: 0 < s, < t,, tedy 711_{130 Sp < Tlll_r)?o t,. Limity urcité existuji podle

véty vsekci 2.1.9. Ztoho plyne: limt, € R=> lim s, € R, lim s, = +00 =>
n—-oo n—-oo

n—-oo

lim t,, = +o0. Pron > 1 bychom dokazali véty pro zbytky fad Y.;1 @y, Dipe1 bn PO

n—->oo

(n — 1)-nim ¢lenu. Analogicky jako u prvni ¢asti diikazu. m [upraveno podle 6]

2.3.2 Podilové kritérium téz d’Alembertovo

Necht },;-; a, je fada skladnymi cleny. Pokud plati pro Vn € N nerovnost

% <q <1, tak rada };-; a, konverguje. Pokud plati pro ¥n € N nerovnost

% > 1, tak fada Y., a, diverguje. [31]
n

Dlikaz prvni implikace: a,, < an,, Gpo41 < Ay " G, Angrz < Angr1 "G < Ap, q2.
Z tohoto tvrzeni je jasné, Ze od indexungje vradé ukryta geometricka rada
s kvocientem: g € (0; 1), o které ze sekce 2.1.4. vime, Ze je konvergentni. m

Druhou implikaci dokazovat nebudeme.

2.3.3 0Odmocninové kritérium téz Cauchyovo

Necht },;-; a, je fada skladnymi cleny. Pokud plati proVn € N nerovnost
“a, < q <1, tak tada ), a, konverguje. Pokud plati nerovnost’/a, = 1 pro
nekonec¢né mnoho n € N, tak fada };—; a, diverguje. [6]
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Dlikaz této véty provadét nebudeme. Je témér identicky s dikazem
d’Alembertova kritéria.

2.3.4 Cauchyovo kondenzacni kritérium

Necht {a,}-; je nerostouci posloupnost nezapornych c¢isel. Pokud konverguje
fada: Y5_,2%-a,x, pak konverguje i fada Y5_,a, Navic pokud Y5, a,
konverguje, pak plati, Ze soucet zhusténé rady neni dvakrat vétsi oproti Yo a,.
[24]

Dlikaz: Necht's, = a; + a, + -+ a, je posloupnosti ¢aste¢nych soucti rady
Y1 an. Necht ty, = a; + 2a; + -+ + 2¥a,k je posloupnosti ¢asteénych soudtd Fady
Y1 2% - a,k. Potom pokud n < 2K, plati:

sn<ap+(a;+ag)+ o+ (ap + o+ agpe_y) S ap +2a, + -+ 2Kau = 4.

Z konvergence {t; } plyne konvergence {s,} a zdivergence {s,} plyne divergence
{tx}. Pokud je n > 2¥, vyplyne analogicky zavér - vice v [4]. m [pievzato z 4, s. 96]

2.3.5 Integralni kritérium

Necht };-;a, je fada skladnymi cleny. Necht existuje funkce f, kterd je
nezaporna a nerostouci a je definovana na intervalu (1; + o) takova, Ze pro Vn € N
je a, = f(n). Pak je rada ),,_;a, konvergentni tehdy a jen tehdy, pokud
konverguje nevlastni integral: floo f(x)dx. [6] Provedeme i dlikaz, protoze

integralni kritérium budeme dale vyuzivat.
Dtikaz: Z definice integralniho kritéria vime, Ze funkce f je na intervalu (1; + )
monoténni. Diky tomuto faktu pak podle véty® musi existovat Riemanniv integral

F(t) = fltf(x)dx prot € (1; +o0) a plati: Jim F(6) = f1+°°f(x) dx.

Uvazme nyni fadu ) b, takovou, Ze Vn € N je b, = f;“f(x) dx. Tato frada
konverguje, kdyZ konverguje nevlastni integral floof(x) dx. Cleny by, by, ..., b, jsou
jednotlivé plochy pod ktivkou f.

Plati totiz rovnost lim (b, + b, + - b,) = lim [ S fG) dx+ [ f(x) dx +

n—oo n—oo

e [T () dx| = lim [ 0 x| = limF(n+1) = [[” f(x) dx.

Funkce je nerostouci, a tak proVx € (n,n+ 1): f(n) = f(x) = f(n + 1). Celou
nerovnici miiZeme integrovat: f:“f(n) dx > f:ﬂf(x) dx = f;ﬂf(n + 1) dx,
potom: f(n) > b, = f(n+ 1) atedya, = b, = a,41.

Pokud je Y;-; a, konvergentni, pak je podle srovnavaciho kritéria a vyse
uvedené nerovnosti konvergentni i fada ), -, b, a konverguje i nevlastni integral.

Pokud je konvergentni nevlastni integral, pak je podle srovnavaciho kritéria
avySe uvedené nerovnosti konvergentni i trada),,_;b, a konverguje i frada

6 Tuto vétu Ize nalézt [s. 384, 6].
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Ym—1Qnyq. Pokud Konverguje Yo-; dpi+q, pak iY-;,a, ® [upraveno podle 6,
s. 438]

2.3.6 Leibnizovo kritérium

Jesté, nez zavedeme Leibnizovo kritérium, upustime od pozadavku, aby rada
byla nezaporng, tedy podle 2.1.10. uvaZujeme fadu s libovolnymi ¢leny. Zaved'me
pojem tzv. absolutni konvergence.

Rada ¥*_, a, je absolutné konvergentni, pokud konverguje fada Yo,|a,l.
Pokud je Fada ),,;_; a,, absolutné konvergentni, pak je i konvergentni.

Nyni predpokladejme, ze Fada Y5 (—1)" - a,, 7 spliiuje dvé vlastnosti.

1. vneN:gq, >0V a, <0,
2. vneN:|a,| = a1l >0,
3. lima, =0,

n—->0oo

pak fada );;,_;(—=1)™ - a,, konverguje. [6] Diikkaz dostupny v [10].

7 Tuto fadu nazyvame alternujici, tedy Ze cleny uvazované tady pravidelné stiidaji znaménko:
vn € Nisgn((—1)"a,) = —sgn((-1)" 1 a,_,).
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3 Funkce komplexni proménné

,Komplexni funkce je funkce, u které defini¢ni obor i obor hodnot jsou podmnoZiny
komplexni roviny. Pro kaZdou komplexni funkci Ize nezdvislou proménnou i zdvislou
proménnou separovat na redlnou a imagindrni ¢dst.” [38]

Tedy: z=x+iyaw=f(2) =u(x,y) + iv(x,y), kde x,y € Rau(x,y); v(x,y)
jsou funkce s redlnymi hodnotami: u = u(x,y); v = v(x,y) a nazyvame je slozky.
[38]

3.1 Komplexni derivace a holomorfni funkce

Necht' je funkce f(z) definovana v néjakém okoli bodu z, € C. Pravé tehdy, kdyz

f(2)~f(z0)

existuje limita: lim , ma v bodé z, derivaci. Znacime: f'(z,).8 [s. 52, 28]

z-zg 2720

3.2 Holomorfni funkce

Necht f(z) je funkce komplexni proménné. Rekneme, Ze funkce f(z) je
holomorfni v bod€, ma-li v néjakém jeho okoli derivaci. [s. 52, 28] Tato derivace je
opét holomorfni funkci. Jestlize je definovana podél urcité krivky hladka funkce,
existuje jednoznacny zpusob, jak danou funkci rozsitit do zbytku komplexni
roviny. Tento déj je oznacovan jako analytické prodlouZeni, nékdy také jako
holomorfni prodlouZeni, vratime se k nému v kapitole 4 u Riemannovy zeta funkce.
Jednim ze zptlisobi jeho provedeni je pomoci Cauchyho-Riemannovych podminek.

[20]

3.3 Cauchyovy-Riemannovy podminky

Necht je funkce f(z) definovana v néjaké oblasti O € C, ma v kazdém bodé této
oblasti totalni diferencial® jako funkce dvou realnych proménnych. Potom funkce
f(2) je holomorfni v oblasti O tehdy a jen tehdy, jestlize funkce u a v spliuji
v oblasti O tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky:

ou v u v
a(x'y) —E(x,y); a(x'y) = _a(x'y)' [S' 49'20]

8 Zdiiraznéme, Ze uvedend limita musi existovat pro libovolnou cestu, po niZ se bod z bliZi k bodu
tomu u redlnych funkci redlné proménné. V disledku toho i velice jednoduché funkce nemusi byt
diferencovatelné.” [s. 52, 20]

9 ,Definice totdlniho diferencidlu: Necht' D je otevienou mnoZinou v prostoru R™ a necht F: D —

R™. Rekneme, Ze zobrazeni F je v bodé a € D diferencovatelné, existuje-li linedrni zobrazeni

(Homomorfismus) L: R" —» R™ tak, Ze plati: Jim E@HE@LE) _ g « [4]
h=0 /Zihiz
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3.4 Harmonicka funkce

Necht' je funkce f(z) definovana v néjaké oblasti O € Ca ma spojité parcidlni
derivace druhého radu v oblasti O c C, pak ji nazveme harmonickou funkci, jestlize

2 2
splituje Laplaceovu rovnici: 4f (2) = 52 (z) + Z—y’; (2) = 0. [s. 49, 20]

3.5 Meromorfni funkce

Funkce, ktera je holomorfni na otevrené souvislé podmnoZiné komplexni
roviny C, az na body v mnoziné izolovanych bod{, se nazyvd meromorfni. [14]
Kazdd meromorfni funkce miiZe byt vyjddrena jako podil dvou holomorfnich funkci,
Jjmenovatel nesmi byt 0, izolované body se pak vyskytuji v nuldch jmenovatele.” Tyto
body nékdy byvaji oznacovany jako pdly. [preloZeno z 26]

Priklady meromorfnich funkci jsou gama funkce nebo Riemannova zeta funkce.

3.6 Neékteré elementarni funkce komplexni proménné

3.6.1 Celociselna mocninna funkce komplexni proménné

,Funkci z" definujeme podobné jako v redlném oboru pomoci opakovaného
ndsobeni (pron > 0) a inverze (pron < 0).“ [s. 5, 1] Pro komplexni ¢islo, které
ma tvar: z = |z| - (cos @ +sin @), je z" = |z|™ - (cos n@ +i - sin ng).

Funkce z" je holomorfni na daném definicnim oboru a derivujeme ji podle
pravidla o derivaci polynomu jako funkce realné proménné. [26]

3.6.2 Exponencialni funkce komplexni proménné

Exponencialni funkci komplexni proménné oznaCujeme symbolem exp pro
odliSeni od exponencidly redlné proménné a definujeme ji takto: exp(x + iy) =
exp(x) - (cosy +i-siny),pro x,y € R. Tato formule je jediné holomorfni rozsireni
exponencialy do komplexnich cisel. [26] ,Funkce exp md periodu 2ir a nikde
nenabyvd hodnoty 0.“[s. 6, 26]

3.6.3 Logaritmicka funkce komplexni proménné

Logaritmickou funkci komplexni proménné definujeme v komplexni roviné jako
funkci inverzni k funkci exponencialni. Exponencialni funkce ma v oboru realnych
Cisel obor hodnot vSechna kladna ¢isla. V oboru komplexnich ¢isel jsou to vSechna
¢isla bez nuly. Logaritmicka funkce je k této funkci inverzni, tedy jeji defini¢ni obor
musi byt veSkera komplexni ¢isla bez nuly. [upraveno podle 5]
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Méjme komplexni €islo z = u + iv. Najdéme jeho komplexni logaritmus. Plati
nasledujici formule: In(z) = In(u + iv) = In(re’?) = In(r) + ip = In|z| + iArg(z2).
Obecné bude pak dan takto In(z) = In|z| + i(Arg z + 2nn).

Z vyse uvedeného vztahu je vidét, Ze se hodnota méni v zavislosti na n. Zaved'me
tedy tzv. hlavni hodnotu logaritmu. Bude vypadat takto: Logz = In|z| +
iArgz,pro Argz € (—m; m). Hlavni hodnota se zavadi proto, Ze komplexni
logaritmus je vice hodnotova funkce, ktera se méni pravé v zavislosti nan € Z.
Takto ale ziskame pravé jednu hodnotu. Pro kazdé nenulové komplexni cislo
z existuje hlavni hodnota logaritmu Log(z).Je to logaritmus, jehoZ imaginarni ¢ast
lezi vintervalu (—m, ). Hlavni hodnota logaritmu neni definovana pro Log(0),
protoZe neexistuje komplexni ¢islo, pro které plati, Ze e? = 0. ,,Pro komplexni Cisla,
ktera nejsou kladnymi redlnymi Cisly, je hlavni hodnotou komplexniho logaritmu
analytické prodlouZeni prirozeného logaritmu. Pro zdpornd komplexni ¢isla se hlavni
hodnota ziskd dalsim prodlouZenim vyjddrenym zdpornymi redlnymi Cisly jako limity
komplexnich cisel s kladnymi imagindrnimi ¢dstmi.”[1, 14, 25]

Necht' In(z) = In|z| + i(Arg z + 2mn), ozna¢me dvojclen Arg z + 2mn = ¢. Necht
a€R a @ €(a;a+2m), pak In(z) =In|z| +ip znali tzv. vétev logaritmu.
[38, upraveno]

Obrdzek 2 - Riemmanova plocha logaritmu [37]
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3.6.4 Goniometrické funkce

Goniometrické funkce komplexni proménné definujeme v komplexni roviné
nasledujicim zpiisobem:

COSZ = —(eiz T e_iZ)
2

. B (eiz _ e—iz)

SInz = T

Tyto funkce spliiuji Cauchyovy-Riemannovy podminky a jsou tedy holomorfni.
Vzorec pro funkci kosinus vyuzijeme v praktické casti. [26]
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4 Riemannova zeta funkce

4.1 Definice

Zeta funkce je definovana jako soucet nekonec¢né rady, tzv. Dirichletovy rady:
1 1 1 1
{(S) =1 +;+;+E+...: sz:l;'

4.2 Chovani rady pro dana s podle klasické teorie rad

4.2.1 Chovani na intervalu (—o0; —1)

Riemannova zeta funkce diverguje pro s € (—oo; —1).
Dlkaz: Pro s € (—oo; —1) ovéfime chovani frady nejlépe pomoci integralniho
Kritéria, tedy:
lim [

to—c“t n t—oo L1-=s

-1

11 i P21 2 gim (C27 27 L pi F— 1)1 — 18] —
Sdn_ im ]t _th—>rg( 1-s 1—5)_1—5 ELIEIO[( 1) t ]_

—o00,

4.2.2 Chovani pro s = —1

Riemannova zeta funkce diverguje pro s = —1. Rada bude vypadat takto:

() =1+ G+ g+ g+ =1+2+3+4+ =0,

Dostavame totiz aritmetickou radu s diferenci 1.

4.2.3 Chovani na intervalu (-1;1)

Riemannova zeta funkce diverguje pro s € (—1;1).
Dtikaz: Pro s € (—1;1) ovéiime chovani Fady nejlépe pomoci integralniho kritéria,
s t1 i [0S t ety 1 1-s _
tedy: tll_)rg fl ;dn = lim [ ]1 = lim ( — ) = thrn(t 1) = +oo.

t—ooo L1-5 t—oo \1-5 1-s 1-s —00

4.2.4 Chovani pros=1

Riemannova zeta funkce diverguje pro s = 1. Rada bude vypadat takto:

((s) =1+ % + % + i + .-+ = 0o, Dostavame tak harmonickou radu, ktera diverguje.

34



4.2.5 Chovani na intervalu (1; «)

Riemannova zeta funkce konverguje pro s € (1;), konverguje dokonce
absolutné.
Diikaz:
Pros € (1; ) ovéiime chovani fady opét nejlépe pomoci integralniho Kkritéria,
t

tedy:  Jim f{ |5 an = Jim [ = Jim (- 12) = (55) - lim Qe - D) =

tooo L 1-5 t—»oo \ 1-5 1-s

; Tim je absolutni konvergence dokazana.

4.3 Riemannova hypotéza

»~Riemannova hypotéza je tvrzeni o tom, jak jsou rozmistény netrividlni koreny
analytického prodlouZeni Riemannovy funkce { do komplexni roviny. VSechny

o , . o ‘. 1

netrividlni nulové body Riemannovy zeta funkce maji redlnou ¢dst rovnu 5 [32]
. C e y s 1 v oy .
Cisla, kterd maji realnou cast rovnou > tvori v komplexni roviné primku, ktera

se nazyva Kritickd piimka. Na celé rozloZeni zeta se podrobné milizeme podivat
na obrazku 3 na konci této kapitoly. Riemannova hypotéza je také soucasti
takzvanych Problémi tisicileti.

Riemannova zeta funkce je definovana na celé komplexni poloroviné s realnou
Casti s od jedné az do nekonecna.

1 1
{(s) = Z—= +—+§+4S+ .,pros € C; Re(s) > 1

Funkce je na celé této poloroviné analyticks, tedy je to takova funkce, kterou Ize
na okoli kazdého bodu vyjadrit jako soucet mocninné tfady. Na zakladé téchto
tvrzeni mizeme uvazovat, Ze Riemannova zeta funkce jde prodlouzit na opacné
poloroviné, tedy pro s € C; Re(s) < 0.[32, 35, 36]

4.4 Analytické prodlouzeni

Z kapitoly o holomorfni funkci vime, Ze jeji derivace je opét holomorfni funkci,
dale také vime, pokud tato jeji derivace existuje, pak existuje jednoznacny zpiisob,
jak danou funkci rozsirit do komplexni roviny. Analytické prodlouzeni v komplexni
roviné ma oproti prodlouZeni na realné ose velkou vyhodu. Analytické prodlouZeni
je v komplexni roviné jednoznacné, staci, kdyz pro danou funkci existuje pravé ona
kone¢na komplexni prvni derivace ve vSech bodech. Na realnych cislech to ovSem
neplati i pti shodé ve vSech derivacich. [26, 32]

Pojd'me tedy ukazat néktera analyticka prodlouZeni Riemannovy zety funkce.

oo

1 1 1 1
Z(S)—Z s= 14555+ +. pros € G Re(s) > 1

n=1

35


https://cs.wikipedia.org/wiki/Re%C3%A1ln%C3%A1_%C4%8D%C3%A1st

Riemannova zeta funkce jde prodlouzit na opa¢né komplexni poloroviné, tedy
pros € C; Re(s) < 0. Posledni nezminéna ¢ast komplexni roviny je pravé interval
0 < Re(s) < 1. Tam se nachazi takzvany kriticky pas.

S timto vztahem prisel sdm Riemann. 10

s
{(s)=25-75"1-T(1 —s)-sin7-((1 —5s),pros € C; Re(s) <0

Jeho diikaz Ize najit naptiklad v [36].11

4.4.1 Analytické prodlouzeni pro s = —1

Do vySe uvedené rovnice dosad'me za s. 12
T
(-1 = 2‘1-n‘l‘l-F(Z)-shl(—-E)-((2)

1 mw? 1
D=5z "D e="53

Jedna z moZnych interpretaci vysledku je nasledujici. Nejedna se ale o soucet.

1 . 1+ 1+ 1+ 1+
12 ==~ 1-1 " 2-1 7 3-1 7 4-1

=14+2+3+4+

4.4.2 Nalezeni trividlnich kotfen( pro Re(s) < 0

Méjme znovu Riemannovu rovnici a poloZme ji rovnu nule.

1 . TS . TS
ARE o -F(l—s)-sm;-{(l—s)=0—>sm7=0

Jedna se o rovnici v sou¢inovém tvaru, jediny Clen, ktery miiZe byt roven nule je

pravé sinus. Najdéme konkrétni hodnotu s.
TS
- = nmw—s=2n

Pohybujeme se ale v Re(s) < 0, takZe s = —2n,n € N.

4.4.3 Hodnota ¢(0)

Pro nasSe vypocty v praktické ¢asti bude velmi diilezité znat hodnotu {(0).
Vyjdéme opét z Riemannem sestrojené rovnice a dosadme s = 0.

10T je oznaceni tzv. gama funkce, ktera spojité proklada funkci faktorial na realnych cislech. Je
definovano jako I'(n) = (n — 1)!

11 Rovnice vykazuje také symetrii v zeta viici bodu % Je to jeden z diivodu, proc¢ se zrovna tam
nachazi osa kritického pasu. Rozlozeni kofenti ma velky vyznam pro rozloZeni prvocisel.

2
12¢(2) = % je tzv. basilejsky problém, jehoZ feSeni nasel Leonhard Euler.
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¢(0) =2°- 7% -T(1~0)sin=>-{(1 - 0)
Pro {(1) je nutné pouZit limitni prechod, nebot {(1) = co.

)

1 SIn—- 1 1 1

¢0) =~ 1) lim |2 2 )| == (-2 (- ¢) = -3
2

T 2 S 2

4.4.4 Hodnota {'(0)

K dlikazu derivace Riemannovy zeta funkce vyjdeme z monografie [11].
Pro Re(s) > 1 plati niZe uvedené rovnice, diky analytickému prodlouZeni toto
miiZzeme aplikovat pro vSechna s, tedy:

1 ® o N-1 ® N o
{(s) — _1=Zn_5—f x‘sdx=2n_5+2n_5—f x‘sdx—f xS dx
s n=1 1 n=1 n=N 1 N
1 N 1 °_
{(s) — =Zn‘5—f x‘sdx+—-N_5—sf By(x) x5t dx.14
s—1 1 2 N

Pros = 1 bude prava strana rovnice vypadat niZze uvedenym zpiisobem, jeji
hodnota se bliZi Eulerové konstanté y pro N — oo.

1+1+1+ ! 1N+1 fooé ~2d
y T3ty Ny~ ) Bi)rxdx

Taylorova Fada pro (s—1){(s) vokoli s=1 ma podobu:
(s—1{()=1+y(s—1)+--.15 ZvySe uvedené Kkapitoly vime, ze plati
i nasledujici funkcionalni rovnice:

TS
(s—1){(s)=-T(1—5)-(2m)5 - sin7 (1 —25).
Logaritmicky zderivujme obé strany pro s = 1:

T
P LLC) (0)+1n2n+f.cos(2>_5(0) _

H(O) 2 sin (%) Z(O) h

¢'(0)
4ON

y+1In2mr —

— _ g 8O 70y = : -1
0=In2m 70 - In2m 70 - {(0)=7¢(0) In2n > In 2.

[preloZeno ze s. 134-135, 11]

13 Funkci sinus jsme upravili podle pravidla: Liiré Smxﬁ =1, pro (1)~ (— %)

14 B (x) = B,(x — [x]), kde [x] je cela ¢ast ¢isla a B, je tzv. Bernoulliho polynom, konkrétné B, =
.-

15y je Eulerova-Mascheroniho konstanta, y = 0,57721 a plati, ze: [I(1 —s) = (1 —s) - T'(1 = 5)
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£ dosud znamé netrividlni kofeny
¢le (vesmés na kritické pfimce)
’/‘/’:' ﬁ
hypotetické kofeny mimo kritickou pfimku .
(dosud Zadny nenalezen)
i f—————  Kritickéd pfimka
_-'4 -'3 -.z -II ? 2 3
\ / T ‘\ pol
trividalni kofeny ¥
=20}
zde je zeta funkce definovéna I zde je zeta funkce definovéna
pomaoci funkcionalni rovnice *T e pomoci zakladniho vzoreéku
_” - I

kriticky péas

Obrdzek 3 - Mapa Riemannovy zeta funkce [35]
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5 Vybrané zakladni pojmy z linearni algebry
5.1 Matice

,Necht' (T, +,") je libovolné pole, necht m,n jsou nenulovd prirozend cisla. Pak
obdélnikové schémals niZe uvedeného tvaru, kde a;j € T jsou prvky matice A pro

vSechna i =1,2,....m a j=12,...,n, se nazyvd matice typu mXn nad
polem T.” [22,s. 32]

5.1.1 Ctvercova matice

Necht je dana matice A = (a;;) typum X nnad polem T. Matice se nazyva
Ctvercova, jestlize m = n, tedy pocet fadkd je roven poctu sloupcti. [22]

5.1.2 Jednotkova matice

Necht' je dana ctvercova matice A fadun a plati, Ze a;; = O proi # j, kde i,j =
1,2,...,nazarovenn a;; = 1 proi = 1,2,...,n, pak se tato matice nazyva jednotkova
Ffadu n a znacime ji E. [22]

5.1.3 Soucet matic

Necht' jsou dany matice A = (a;;) a B = (b;j) typum X nnad polem T. Pak
sou¢tem matic A, B mame na mysli matici A+ B = C = (¢;;) typum X n s prvky
provSechnai=1,2,....maj=12,...,n [22]

ve tvaru ¢;; = a;; + by,

5.1.4 Nasobeni matice Cislem

Necht' jsou dany matice A = (a;;) aB = (b;j) typum X nnad polem T ar € T.
Potom r-nasobek matice A je maticer4A = D = (d;j) typum X ns prvky ve tvaru

d;; = ra;;, provsechnai =1,2,...,maj =12,...,n [22]

ij

16 Obdélnikové schéma neni prilis korektni pojem, ale je velmi nazorny. Zcela presné by se
matice definovala jakoZto zobrazeni.
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5.1.5 Soucin matic

Necht' je dana matice A = (a;;) m X p a matice B = (b;;) typu p X nnad polem
T. Pak soucinem matic 4, B v tomto poradi mame na mysli matici AB = F = (f;;),
ktera je typum X na ma prvky f;; = P ajibyj, pro vSechnai =1,2,...,maj =
1,2,...,n.[22]

5.1.6 Determinant matice

Necht je dana C(tvercovd matice A = (a;;) n-tého radu nad polem T.
Determinantem matice A je pak prvek télesa T tvaru: detA = Y es zn(m) -
A -azn(z)'--ann(n),kde s¢itame pres vSechny permutace m (poradi) mnoZiny
1,2,---,n. MnoZinou téchto permutaci mame na mysli mnoZinu S,,. [11, 22] Da se
také rici, Ze determinant je zobrazeni, které prirazuje matici A skalar z pole T.

A1 0 Qan
Determinant také znac¢ime det A = |A| nebo det A = :

An1 ** Ann

5.1.7 Regularni a singularni matice

Necht je dana Ctvercova matice A = (a;;) n-tého fadu nad polem T. Tato matice
se nazyva regularni, jestlize det A # 0, pakliZe jedetA = 0, jednd se o matici
singularni. [22]

5.1.8 Charakteristicka matice a charakteristicky polynom

Necht je dana ctvercovd matice A n-tého fadu nad polem T a necht 1je
proménnd. Charakteristickou matici matice A je pak myslena matice A — AE,,.

a;; — A ai2 A1n
. . a ayy, — A - a L,
Jeji determinant det (A — AE,) = :11 22 21 ['se nazyva
ani ano Ann — A

charakteristickym polynomem. [22]

5.1.9 Vlastni Cisla a jejich nasobnost, spektrum matice

7 vrs

,Koreny charakteristického polynomu matice A se nazyvaji viastni ¢isla matice A.
Ndsobnosti vlastniho cisla budeme rozumét jeho ndsobnost jako korene
charakteristického polynomu. Spektrem matice A budeme nazyvat soubor utvoreny
z vlastnich cisel matice A; kaZdé vlastni Cislo se v ném vyskytuje prdvé tolikrat, kolik
Cini jeho ndsobnost.” [22, s. 115]
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5.1.10Vlastni vektor

,Necht' je ddna ctvercovd matice A n-tého rddu nad polem T a necht Aje jeji
viastni ¢islo. Vlastnim vektorem matice A, ktery prislusi viastnimu cislu A, budeme
rozumét kazdy nenulovy vektorv € T", pro ktery AvT = AvT.“ [22,s. 117]
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6 Operatory
6.1 Zakladni pojmy

6.1.1 Linearni (vektorovy) prostor

Necht existuje neprazdnd mnozina V/, mnozina prvki, které oznacujeme jako
vektory, a Ciselné téleso (pole)’ T, jehoz prvky nazyvame cisla. Necht dale existuje
zobrazeni, které nazyvame scitani vektori @:V XV — V a necht dale existuje
zobrazeni, které nazyvdme nasobeni vektord Ccislem @:T XV — V. Potom
rekneme, Ze V je linearni prostor nad télesem T s operacemi @ a &, pravé tehdy
kdyz plati:

1. Vsoperaci @ je komutativni grupalé,
2. Va,b€eTax,y €V plati:
a) 1Q x = x, (ndsobeni jednotkovym prvkem)
b) a® (b ® x) = (ab) Q x, (asociativnost)
) @®b)R®x=(@®x)P (bR x), (distributivnost)
a@Q(xPy) =((@®x) D (a® y). (distributivnost). [upraveno podle 16]

Piikladem vektorového prostoru je mnozina komplexnich ¢isel s operaci scitani

nebo mnozina vS§ech matic m X n s operaci scitani.

6.1.2 Podprostor linearniho prostoru

Necht' Vje linearni prostor nad polem T. Necht existuje mnoZina W, ktera je
podmnoZina prostoru V nad polem T vzhledem k témuz s¢itani vektorl a témuz
nasobeni vektort skalary neboli mizeme na ni ,z0zit“ operace @ a @, potom je
mnozina W podprostorem linedrniho prostoru V,zn.W cc V.

MnoZina W je podprostor prostoru V, pokud:

a) W=+¢,
b) (Vx,yeW):x@yeWw,
c) (WVaeT)(VxeW):a@®xeW.[22]

6.1.3 Podprostor generovany mnozinou

Necht Vje linearni prostor nad polem T. Necht M je libovolna podmnoZina
mnoziny V. Prinik vSech téch podprostort linedrniho prostoru V, které obsahuji
mnoZzinu M, se nazyva podprostor generovany mnozinou M, zn. [M]. MnoZina M se

17 Pole = komutativni{ téleso.

18 Komutativni grupa je takova struktura s mnoZinou a operaci, ktera je asociativni, ma neutralni
prvek s inverznimi prvky, a navic je komutativni. V literatute byva nékdy oznacovana jako Abelova
nebo abelovska grupa.

42



nazyva systém generatord vektorového prostoru [M] neboli linedrni obal
mnoziny M. [22]

6.1.4 Linedrné nezavisla mnozina na linearnim prostoru

Necht Vje linedrni prostor nad polem T. Necht M je neprazdnd podmnozina
mnoZiny V. Mnozina M je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyZ pro kazdou vlastni
podmnoZinu N € M je [N] c [M]. [22]

6.1.5 Baze linearniho prostoru

Necht Vje linearni prostor nad polem T. Necht B je podmnoZina mnoZiny V.
MnoZina B se nazyva bazi linearniho prostoru V, pokud:
a) V=I[B],
b) B je linedrné nezavisla mnozina. [22]

6.1.6 Dimenze linedrniho prostoru

Necht Vje linedrni prostor nad polem T. Jeho dimenzi mame na mysli pocet
prvki jeho libovolné baze, zn. dim V. [22]

6.1.7 Lineadrni prostor se skalarnim soucdinem neboli Pre-
HilbertQv prostor a norma

Linedrni prostor VV se nazyva linedrni prostor se skalarnim soucinem, jestlize
kazdé usporadané dvojici prvku x,y € V je prirazeno cislo (x, y) € R(C), které ma
tyto vlastnosti:

1. (x,y)=(y,x),Vx,y €V,

2. (Ax,y) =AUx,y),VAEC(R)aVx,y €V,
3. (x+y,2z)={(x2z)+(y,2),Vx,y,z€V,
4. (x,x)=0,Vx €V.

(x,y) se nazyva skalarni soucin x, y.

Norma vektoru x indukovana skalarni sou¢inem je ¢islo ||x|| = +/{x, x). [16]

6.1.8 Metrika indukovana normou a Uplnost

Metrika indukovand normou je zobrazeni d na linedrnim prostoruV, kde
d:V xV — R definované takto: d(x,y) = |[|x —y||. Ke kazdé dvojici vektori
z V tedy priradime realné cislo d(x, y), které se nazyva vzdalenosti x, y v metrice d.
Prostor s metrikou nazyvame metricky prostor.
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Metricky prostor je uplny pravé tehdy, kdyZ vném kazda cauchyovska
posloupnost!? konverguje. [4, 16]

6.1.9 BanachUv prostor

Uplny normovany linearni prostor. Je mozné jej znacit nap¥. B. [16]

6.1.10 Hilbertlv prostor

Uplny normovany linedrni prostor se skalarnim soudinem a normou
indukovanou skalarnim soucinem. Je moZné jej znacit napr. H. [4, 16]

6.1.11 Operator

Zobrazeni A: 7 - H nazveme operator A na Hilbertové prostoru 7. Plisobeni
operatoru A na prvek x € H zapiseme: y = Ax. [4, 16]
6.1.12 Defini¢ni obor operatoru

MnoZina v$ech vektort z #, pro které je definovano zobrazeni A: H — # se
nazyva defini¢ni obor operatoru. Oznacujeme D (A). [4]
6.1.13 Vlastni Cisla a vlastni vektor operatoru

Necht' 1 € C a necht A € L(X) je operator. Cislo A € C je vlastni ¢islo operatoru
A € L(X) pravé tehdy, pokud existuje x € X, kde x # 0, takové, Ze Ax = Ax.
Vektor x je pak vlastnim vektorem operatoru A patiici vlastnimu &islu A. [9]
6.2 Druhy operatort

6.2.1 Linearni operatory

Operator A na Hilbertové prostoru A nazveme linearni, jestlize pro Vx,y € H
aproVa,f € C(R) plati: A(ax + fy) = aAx + BAy. [4, 16]

19 viz kapitola 2.1.11.
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6.2.2 Operator identity

Operator [ na Hilbertové prostoru /% nazveme operatorem identity, jestlize pro
Vx € H plati [x = x. [12]

6.2.3 Symetricky operator

Operator A na Hilbertové prostoru H nazveme symetricky, jestlize plati:
(f,Ag) = (Af,g) provf,g € D(4).[12]

6.2.4 Sdruzeny neboli adjungovany operator

Operator A*na Hilbertové prostoru H nazveme adjungovany k operatoru A
na Hilbertové prostoru 7, jestlize A: H — H aA*:H — 3 a zaroven plati, Ze
(Ax,y) = (x,A*y), kde Vx € D(A). Takova y, pro kterd existuje A*y splitujici
piredchozi rovnici, tvoii D(4*). [4, 16]

6.2.5 Samosdruzeny neboli samoadjungovany operator

Operator A na Hilbertové prostoru H nazveme samoadjungovany, jestlize je
roven své adjunkci, tedy takovy operator 4, pro ktery plati: A = A*aD(A) =
D(A"), to znamen4, Ze operator ma se svym adjungovanym operatorem stejny
defini¢ni obor. Opakem je operdtor nesamosdruzeny. [18]

6.2.6 Invertibilni operator

Necht A je linearni operator na Hilbertové prostoru . Operator se nazyva
invertibilni, existuje-li inverzni zobrazeniS € H takové, Ze:S=A"1o Sod =
AoS=1118]
6.3 Typy zobrazeni podle pokryti vychozi a cilové mnoziny

6.3.1 Surjektivni zobrazeni neboli surjekce

Zobrazeni f: A —» B se nazyva surjektivni nebo také zobrazeni A na B, pokud
k libovolnému b € B existuje a € A takové, Ze f(a) = b.
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Obrdzek 4 - Ukdzka surjekce, zobrazeni je shora dolii [17]

6.3.2 Injektivni zobrazeni neboli injekce

Zobrazeni f: A — B se nazyva injektivni nebo také prosté zobrazeni A do B,
pokud pro Va, b € A, kde a # b plati, ze f(a) # f(b).

(4
ORONO

Obrdzek 5 - Ukdzka injekce, zobrazeni je shora dolii [17]

6.3.3 Bijektivni zobrazeni neboli bijekce

Zobrazeni f: A — B se nazyva bijektivni nebo také prosté zobrazeni A na B,
pokud f je surjektivni i injektivni.

999

Obrdzek 6 - Ukdzka bijekce, zobrazeni je shora dolii [17]
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6.4 Zakladni pojmy spektralni analyzy

Zkoumejme operatorovou rovnici neznamé x € X. Smyslem jejiho feseni bude
ukazat, co znamena spektrum operatoru.

(T—2A1)x =u, kde A€ C,T € L(X),u € X 20

Oznaéme Ty:=T — Al. Pak plati nasledujici implikace T; € L(X) & T € L(X).
Ptame se, zda existuje feSeni pro libovolnou pravou stranu rovnice u € X, a pokud
ano, je jednoznacné, a je Vu € R(T,), 3! x € X; T;(x) = u?! toto reSeni stabilni?2?
Méjme tedy T € L(X), kde X je Banachiiv, A € C, Tj:=T — Al € L(X). Parametr
A nam tik3, jaké vlastnosti mize mit operator T z hlediska velikosti oboru hodnot,
spojitosti, inverze Ci prostoty. Nize uvedena tabulka definuje rtizné kategorie, kam
miiZze parametr A € C patrit. Dvé vynechana okénka tabulky oznacuji mozZnosti,
které nemohou nastat. [33] Diivod a dlikaz, pro¢ tomu tak je, je vysvétlen ve [33].

Tabulka 1: Spektrdlni tabulka pro linedrni omezené operdtory v nekonecné dimenzi [prevzato z 33]

T; je surjektivni T; neni surjektivni | T, neni surjektivni
R(T) = X R(Ty) = X, R(T) = X R(T) # X
T, injektivni Aje regularni bod A € og(T)
3(T, ") aje spojity operéatoru T
T, injektivni A€ ac(T) A € og(T)
EI(T[l) a neni
spojity
T, neni injektivni A€ ap(T) A€ ap(T) A€ ap(T)

6.4.1 Bodové spektrum operatoru

Kdyz T) neni injektivni, pak plati, Ze: 3x; # x,, T3x; = Tx,. Definujme x jako
rozdil x; — x,, tedy 3x # 0 takové, Ze: Tyx =0 - (T — Al )x = 0 >Tx = Ax. Pak
mnoZina vSech vlastnich cisel se nazyva bodové spektrum op operatoru T, jinymi
slovy 1 € 0p(T) & 3x # 0: Tx = Ax, kde 1 je vlastni Cislo operatoru T ax # 0 je
odpovidajici vlastni vektor. [30, 33]

20 L(X,Y):={T:X —» Y,X,Y jsou normované linedrni prostory, T linedrni omezeny operator}.

Jedna se o specialni prostor operatori a je vzdy Banachtv.

2L R(Ty): = {y € X,3x € X, T)X = Yy} je obor hodnot neboli range operatoru.

22 _Pod pojmem stabilni FeSeni minime (zjednodusené) situaci, kdy v rovnici T;X = u, kterd md
jednoznacné uréend reseni pro Yu € U(u,) plati, Ze ,malé zmény u € U(uy)“ maji za ndsledek ,malé
zmény FeSeni”. To presné odpovidd situaci, kdy je inverzni zobrazeni T~12 spojité na U(u,). Tato
viastnost je velmi diileZitd pri hleddni pribliZzného reseni. PFi ném Casto aproximujeme pravou stranu
u néjakou ,ji blizkou pravou stranou”u a doufdme, Ze i reSeni x, které odpovidd pravé strané u, bude
blizké resent x, odpovidajicimu pravé strané u. Pro nestabilni operdtory to vSak nemusi byt pravda.”
[33,s5.14]
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6.4.2 Rezidualni spektrum operatoru

KdyZ T, je injektivni, ale obor hodnot R(T;) # X neni tak husty v £ neboli nejsou
k dispozici reSeni pro velkou castu € X, pak A do spektra, které se nazyva
rezidualni spektrum op operatoru T. [30, 33]

6.4.3 Spojité spektrum operatoru

KdyZ T; je injektivni a neni surjektivni a obor hodnot R(T;) = X je husty v L.
Spojité spektrum se tedy sklada z pribliznych vlastnich hodnot, které nejsou
vlastnimi hodnotami a neleZi v rezidualnim spektru. [30, 33]

6.4.3.1 Dodatek o spojitém spektru operatoru

~Pokud A € o., tak rovnice T)y = u nemd reseni pro kaZdou pravou u € X,
nicméné ke kazdému e > 0 existuje u, € X, ||u; — ully < € a pritom existuje reseni
rovnice Tyy = u, € X (to je diisledek toho, Ze R(T)) =X ). Nékdy se jim rikd
,skororeseni”, Zdroveri viak T je nestabilni (T; ™" je nespojity), takZe neddvd dobry
smysl se bavit o tom, co se déje s resenimi, kdyZ trochu ménime pravé strany u,.” [33,
s. 16]

6.5 Véta o spektru operatoru
Necht X je Banachlv aT € L(X). Mnozinao(T):= op(T) U az(T) U a-(T) se

nazyva spektrum operatoru T. Zjevnym diisledkem miiZe byt to, Ze ne kazdy prvek
spektra a(T) je vlastnim ¢islem. [33]

48



V 4 ~

Prakticka cast

7 Motivace

Prakticka ¢ast navazuje na clanek [13], ve kterém je popsan velmi zajimavy
a netrivialni problém. V ném je uvazovan jednoduchy matematicky model Sifeni
viny na tlumené struné upevnéné na obou koncich. Je popsan vlnovou rovnici
0 | 0 20 - P
podminky v(¢t,0) = v(t,T) = 0aa(x) € C([0,T)).

Ve vySe uvedené rovnici operator neni samoadjungovany. Jeho umisténi
vlastnich Cisel je asymptotické a ukazalo se, Ze jeho vlastni cisla A konverguji

proménné x na intervalu (0,T): , pro okrajové

k primce Re(4) = —(a)?3, kdyz jejich imaginarni ¢ast jde k too.

Na zakladé toho, Ze je pojem determinant matice zobecnén i pro operatory,
chceme ziskat soucin vlastnich hodnot daného operatoru. Uvazujme, Ze operator §
ma vlastni Cisla déna takto?*: {(s) = X 72, A;° = X2, e~*"%j, kde s € C v takové
poloroviné, kde tato Dirichletova fada konverguje. UvaZzujme, Ze vlastnich cisel je
kone¢né mnoho a zderivujme. Po provedeni derivace ziskavame nasledujici
formuli {'(s) = X%, —In; e 5%, Po dosazeni s = 0 plati, ze {'(s) = X7~ —InA;.
Spektralni determinant pak méZeme definovat pomoci vzorce: detS = e~%©),
protoze platie‘csl(o) = eZj=1~In%; = H?zlxlj. Pro tento soucin vlastnich hodnot
operatoru s bodovym spektrem, ktery ma nekone¢né mnoho vlastnich hodnot,
hledame jejich soucin, ktery neni nekonecno (uvaZujeme, Ze Zadné vlastni Cislo
neni nula). JenZe jak to udélat, kdyz diverguje? [13, 25]

Jak jiz vime zteoretické casti, rada definujici zeta funkci obecné nebude
konvergovat pro s = 0. Pouzijeme tedy definici zeta funkce pro dostatecné velkou
redlnou cast, tu pak lze chapat jako jeji analytické prodlouzeni do komplexni
roviny. Pro zavedeni spektrdlniho determinantu je nejprve nutné spravné
zadefinovat komplexni prirozeny logaritmus.2> Komplexni prirozeny logaritmus je
vicehodnotova funkce, zavisi u ni na vybéru vétve, proto se mize jeho imaginarni
cast lisit ndsobky 2m. To souvisi s vybérem fezu pro spektralni determinant. [25]

VdalSich oddilech zkoumam tfi sméry. Zmény hodnot spektralniho
determinantu nesamoadjugovaného operatoru v zavislosti na rozlozZeni vlastnich
hodnot, kdyZ vlastni hodnoty leZi na imagindrni ose. Zmény hodnot spektralniho
determinantu nesamoadjugovaného operatoru v zavislosti nardznych rtezech,
vlastni hodnoty lezi na rlznych polopfimkach. Zmény hodnot spektralniho
determinantu nesamoadjugovaného operatoru, pokud se vlastni hodnoty dané
poloprimce pouze pribliZuji. Cilem je potom najit co nejobecnéjsi reSeni.

23 (a) oznacuje primér funkce tlumeni na intervalu (0, T).
24 Jedna se o zobecnénou zeta funkci, coz je v [13] dale vysvétleno.
25V teoretické casti je o ném psano v Casti 3.6.4.
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8 Vlastni hodnoty spektralniho determinantu
jsou na imaginarni ose
8.1 Priklad 1 - fez na zaporné redlné ose

Tento priklad vychazi zukazkového prikladu v ¢lanku [25]. Rez logaritmu
volime na zaporné realné ose. Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy z intervalu
(—m; ). Vlastni ¢isla operatoru H, v horni poloroviné, respektive dolni poloroving,
jsou dany niZe uvedenymi predpisy.

i
A+ =i-Cj=C-j-ez,jeENCER?

i
A-=—i-Cj=C-j-e"2,jEN,CER"

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (C -j)~°

v o ’ SR, 7 v - l—T[ L s
z obou ¢lenti a pro zbyvajici ¢leny plati, Ze e °z + e°2 = 2 - cos (7)

cHo(s)—Z[ (e (c;n)]

zHo(s)—Zz () - cos (%) tals), kdezR(s)—ZrS

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci souc¢inu. Tento vzorec
budeme pouzivat ve vSech dalsich prikladech:

(u-v) =u"-v+u-v', kdeu,vjsoulibovolné funkce.

Tu, () = [Z-es'ln(%)]’ cos (n ) r(s)+2- esm( ). [cos( ) (R(s)]

y, (s) = [2 : es'ln(%)] cos (n ) R(s)+2- esm( )
[(eos(5)) - als) + cos (3) /(9]

{HOI(S) =2-In (%) . eSln(l) cos (HS) (r(s)—2- esln(c) % sin (T[S) (r(s)+2
_esln(l) cos (ns) ()
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Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocCty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {z(0) = ~1a {z'(0) = —%ln(Zn). Pro tuto C¢ast také

2
potfebujeme znat pravidla pro praci s logaritmy:

Va,b € R*:In(a) + In(b) = In(a - b);

a
+. _ — — -
Va,b € R*:In(a) —In(b) = In (b)'

Va € R*; k € R:In(a)* = k - In(a);

Va € RT:em@ = g,

{4, (0) =2-1n (%) ) eO-ln(%) . COS (HTO)  2p(0) = 2- eo-ln(%) %

+2- eo'ln(%) © COS <7T70> - {z'(0)

, 1 21
{n, (0) = —]nE—IHZTE = —ln(?)

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto:

I} 2
det HO = e_ZHO ©) = eln(Tﬂ:) = 2?77:
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8.2 Priklad 1 - Fez na kladné realné ose

Analogicky budeme postupovat pro rez logaritmu nakladné realné ose.
Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy zintervalu (0,2m). Vlastni C¢isla
operatoru Hy v horni poloroving, respektive dolni poloroviné, jsou dana niZze
uvedenymi predpisy.

in
At =i-C-j=C-j-ez,jeN,CeR?
3im

A-=-i-C-j=C-j-ez,jENCERY

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (C - j)~°
1.77.'

S2 +e2 =2-cos ( > ) Pro tento fez navic ziskame

z obou ¢lent a dale plati, Ze e

¢len e,

cﬂo(s)—zl (cj-e?) (61e37")]

) = 3 e (51 o)

j=1

Gy () = 2+ e e17() - cos (2) - (o), kdecR(s)—Zfs

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu.
. In(L s
Tu, () = [2 - TS esm(C)] cos( ) (r(s) +2-e7ims
esm( ) [cos( ) CR(S)]

S N

26CH,, (s)—l ~S . (—im) - (%) +2-e7ims. ( ) (%l cos (R(s)

s

ZHOZI(S) =D.p7ims . esln(l) [cos( ) (R (s) —sin ( 5

)- %-cR(s)]

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {(0) = — % aly'(0) =— % In(2n).

26 (Hon je n-ty scitanec
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0 1 0

(Hol'(O) = [2 -e% - (—im) - (%) +2-e°- (E) -In (%)l - cos(0) - ¢z (0)
=1im —In (%)

Gy 0 =200+ €% [cos(0) &' (0) —sin(0) - (@] = 2[5 1nCzm)|
= —In(2m)

, , , ) 1 ) 21
{n, (0) = CHo, (0) + Cho, (0)=ir—1In (E) —In(2r) =imr—1n (?>
Spektralni determinant operatoru Hy je dan takto.

det Hy, = e_zHo,(O) = e_(in_ln(zTn)) = 2

Hodnota spektralniho determinantu se pro oba rezy v prikladu 1 lisi pouze
znaménkem.
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8.3 Priklad 2 - fez na zaporné realné ose

Priklad 2 je velmi podobny prikladu 1. Zménu jsme provedli na rozmisténi
vlastnich hodnot, které nyni rostou s druhou mocninou j. Rez logaritmu volime
na zaporné realné ose. Argumenty komplexnich cisel budou tedy zintervalu
(—m; ). Vlastni ¢isla operatoru H, v horni poloroviné, respektive dolni polorovinég,
jsou dany niZe uvedenymi predpisy.

in
A+ =C-j*-ez,jeN,CER"

i
A-=C-j* e 2,jEN,C€R*

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (C « j2)~$

“l o e . in s
z obou ¢lenti a pro zbyvajici ¢leny plati, Ze e °z + e*z = 2 - cos (—)

2
{hy (5) = z [(C Lj2 e‘%f)_s N (C j2 e_%f>—s]
=1

T () = Z(C . j2)s - (e‘%ns + ei") = 2. ¢5M(8) . cos (?) . 22(25), kde g (25)
=1

J

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu.
TS

ROE [2 - eS"“(%)]’ . cos (7) 2o (25) +2- 5@ [cos (g) : (R(ZS)],

(Hol'(s) = lZ - (%)S -In (%)l * COS (g) - (r(25)
1

Che, (5) =2 eshn(z) . [cos (g) -2+ (5" (25) —sin (?) : (g) : (R(Zs)]

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: (3 (0) = — % ady'(0) =— % In(2m).

Sy, (0) = 2+1n (%) c05(0) - x(0) = — In (%)

s 1
Sy, (0) = 2+ [cos(0) - G&'(0) -2 = sin(0) - (5) - ¢a (0| = 4- [—Eln(ZE)]
= —2-In(2m)
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1 412
Gy’ (©) = Gy, (0) + ' (0) = —In (=) = 2+ In(2m) =~ In <%>

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

4m?
C

' 4772
det Hy = =510’ @ = ((E) = 4T

55



8.4 Priklad 2 - Fez na kladné realné ose

Analogicky budeme postupovat pro rez logaritmu nakladné realné ose.
Argumenty komplexnich c¢isel budou tedy zintervalu (0,2m). Vlastni C¢isla
operatoru Hy v horni poloroving, respektive dolni poloroviné, jsou dana niZze
uvedenymi predpisy.

i
A+ =C-j*-ez,jEN,CER?

3im

A-=C-j*-ez,jeN,CER*

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (C - j2)~$

z obou clent a dale plati, ze e 52 +e%2 =2-cos ( ) Pro tento fez navic ziskame

Clen e 'S,

(. o T, Em
5HO(S)=JZ[(C-JZ eZ) +(C j? ez) l
(HO(S) = i(c 'jz)_s celms . (e%n's + e—%”s)

j=1

Gy () = 277 006 - cos () - g 2), kdecR<2s)—Zf25

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu.

G @ = 27670 -cos () 4u2) 207D

Jeos ()t
<H01'<s>=[2'9_""5-<—in)-e5'1“(f)+2'e'““'(%)s'1“(%)l <03 (5) 4r(29)
Sy, () = 27 7™ - es1n(g) . [cos(z) 2.2, (25)—sm(25) (2)-(R(25)]

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — l ady'(0) =— 2 ln(27r).

(0)—[2 (—im) +2- ln( )] ¢r(0) = im — (2)

o, (0) = 2-[c0s(0) - 2 ' (0) — 5in(0) - ( ) &(0)] = =2 - In2m)
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2
T (0) = Tygo,"(0) + Gy '(0) = im — In (%) —2-In(2r) =im —In (%)

Spektralni determinant operatoru Hy je dan takto.

. 4772 2
detHy = e—fHOI(O) — e—m+1n<T) — _4L

Hodnota spektralniho determinantu se liSi pro oba frezy v prikladu 2
znaménkem. V Citateli je pak druha mocnina clenu, ktery vysel v piikladu 1.
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8.5 Priklad 3 - fez na zaporné realné ose

Piiklad 3 zobecnuje priklady 1 a 2. Zménu jsme provedli na rozmisténi vlastnich
hodnot, které nyni rostou s obecnou kladnou mocninou ¢isla j, tu jsme oznacili c,.
Cislo j¢2 ale je$té vynasobime kladnym realnym ¢&islem c;. Tuto skutecnost jsme
opsali nize uvedenou sumou. Vlastni hodnoty jsou podle ni rozmistény. Rez
logaritmu volime na zdporné realné ose. Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy
z intervalu (—m; ). Vlastni ¢isla operatoru H, v horni poloroviné, respektive dolni
poloroving, jsou dany niZe uvedenymi predpisy.

A

i+ =lwj=i¢j%jEN

Ai-=—l-wj=—i-c;-j?j €N, kde {a)]} ]e posloupnost, kde c¢;, ¢, € R*
Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (c; - j¢2)~5

lTL'

z obou clent a dale plati, Ze e Sz + e’z =2-cos ( 25)

() = i [(q Jeree®) 4 (ege e?”)]
=1

i, () = 2(01) ~5-jT2% - 2 cos (TEZS) =2 COS( ) (c)™% - {rlc2s)

j=1

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soudinu.

') = [2005 () (€] +Galeas) + 208 () (€)™ 2 G (eas)
Sio,' () = [~25in (5) 5 (€)™ = 2c0s (5) - (=)™ “Iney] - Gales)
Gy (8) = 205 () (€7 - €3G (9)

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — % ady'(0) =— % In(2m).

Sio, (©) = [~25in(0) -3+ (e)™* = 2€os(0) (=)0 *Incy] - £ (0) = Incy

Ch,, (0) = 2c0s(0) - (c1)° ¢ * {g"(0) = —In(2m)

{n, (0)=1Inc; —In(2m)®2 = In (2;1)02]
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Spektralni determinant operatoru Hy je dan takto.
(2m)“

' _]n[c_l]
det Hy = e $Ho ©0) = o~ MEme] =
€1
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8.6 Priklad 3 - Fez na kladné realné ose

Analogicky budeme postupovat pro rez logaritmu nakladné realné ose.
Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy zintervalu (0,2m). Vlastni C¢isla
operatoru Hy v horni poloroving, respektive dolni poloroviné, jsou dana niZze
uvedenymi predpisy.

Me=i-w=icj%jEN

Ai-=—l-wj=—i-c;-j?j €N, kde {a)j};il je posloupnost, kde ¢, ¢, € R*

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (c; - j¢2)~°

“ o , , v -5 n TS Y . 1
z obou ¢lend a dale plati, Ze e °z + e°2 = 2+ cos (7) Pro tento fez navic ziskame

¢len e,

() = i [(q Jeree®) 4 (ege e37”)]
=1

ZHO(S) = Z(clei”)_s - j¢2 -2 cos (?) = cos( ) (cle‘") - (r(cys)

j=1

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu.

Cu, (s)—[Zcos( ) (cre™) ] CR(czs)+2cos( ) (c1 e”’) ¢y - (' (c,8)

Chy, (8) = {—2 sin (g) 3 (cei™)™
+ [2 cos (g) ~¢; e - [—1In(cy)] + 2 cos (g) ¢, Semims . (—in)]}
- {r(c25)

oy () =2 cos( ) (cre™) ™ ¢y - Gr' (c38)
Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — % adz'(0) = —%ln(Zn).
/s
AOE [—2 sin(0) -5+ (€)™ = 2cos(0) - (¢1)° -Inc; — zm] -2 (0) = Inc¢, — i
(g, (0) = 205(0) - (ce™)" - ¢ - {5 (0) = — In(2m)%

{4, (0)=Inc, + ir —In(2m)* = In

(2:)02] —im
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Spektralni determinant operatoru Hy je dan takto.

(2m)°2
C1

! —ln(c—1> ;
detH, = e_(HO © — e n)z) . pin —

V prikladu 3 se determinanty vramci fezii opét lisSi znaménkem. Vidime, Ze
Citatel determinantu je stejny jako v predchozich prikladech, zména je pouze
v mocniné a ve jmenovateli. Ve jmenovateli je pak zvolené realné cislo c;.
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8.7 Priklad 4 - fez na zaporné realné ose

Piiklad 4 méni rozmisténi vlastnich hodnot zcela zdsadné. Nyni posloupnost
volime tak, aby odpovidala obecné exponencialni funkci, oproti predchozim
piipad@im, kde se vidy jednalo o polynomy. Rez logaritmu volime na zaporné
realné ose. Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy z intervalu (—m; 7). Vlastni
Cisla operatoru H, v horni poloroviné, respektive dolni poloroving, jsou dany nize
uvedenymi predpisy.

A

i+ =lirwj=i-ce?,jeN

Aj-=—i-wj=—i-c; e, jeN, kde {wj};il je posloupnost, kde ¢, c, € R*

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (c;)~* z obou
1.77.'

Clenti a dale plati, Zee ™ S2 +e’z =2- cos( ) Rada oyl 1(ec21) je geometricka
a tu umime secist.

T, (5) = zl c, e e2 + (01 - e/ - e_%r)_sl

T, (s) = z(cl - eCZf)_S 2 cos (%S)
=1

)

_ 1 _
{u,(s) = (¢1)™% - 2 cos (?) . , kde v 1]e G ¢25)J pros > 0

ec25—-1

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu.

') =22 (s 2 cos (2)- ()

€251

(Hol'(s) = [—cl‘s In(c;) - 2 cos (nzs) — 2sin (ns) = (c)” ] pro

C2 eCzS

s
G, (5) = =) 2008(5) oy

Do derivace dosadime s = 0, avSak vyraz oznacime jako limitu, protoZe pokud
by s =0, ziskali bychom jmenovatel roven nule. Pro vypocty vyuZivame

v teoretické ¢asti odvozené hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — % alp'(0) = —%ln(Zn).
. I _ . _ —-S . ns
LI_I)% Cu, () = £1_r)13 [( ¢; *In(cy) - 2 cos ( 5 ) 2 sm( ) “(c1)” )

! —(cl) ~S.2cos (ns)

CZ eCzS
) eCzS
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i ! ; —c1751n(cy)-2 cos(=) =2 sin(% )2 (c1) ™5 )-(e°25—1)~(c1) "Sc,-e€25-2 cos (=
!Sl_r)%(Ho (s) :?_r)% (-a 1 (2) (2)(2C2::—1))2 1)77¢ (z) _

—o0 pro ¢q,c, € RY

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

detH, = e ¥ ) = =) = oo

Spektralni zeta funkce diverguje v nule, proto spektralni determinant diverguje.
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8.8 Priklad 4 - rFez na kladné realné ose

Analogicky budeme postupovat pro rez logaritmu nakladné realné ose.
Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy zintervalu (0,2m). Vlastni C¢isla
operatoruH, v horni poloroviné, respektive dolni poloroviné, jsou dany niZe
uvedenymi predpisy.

At =i-wj=1i-c;-e?,jeN

Aj-=—i-wj=—i-c; e, jeN, kde {wj};il je posloupnost, kde ¢, c, € R*

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (c;)~° z obou

¢lentt a dale plati, Zze e” T 4 eT =2 cos( ) Rada 32,(e/) " je geometricka

a tu umime secist.

) ] i )
n, (5) = zl cy el e2 +(C1'eczf-e_7) l

= TS
{1y (5) = E ceC2)) 0 L gmins L 9
H. (S jzl(C1 e ) cos(z)

T, (8) = (¢1) ™ - 2 cos (?) cemims . L Kde je X5 (e™*) pros >0

e€25—-1 e€25—-1

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu.

(c1) ™52 cos(= ' . —ims N/
(HOI(S) — [ C1 eczsc_ols(z )] . e—m:s + (Cl)_s - 2 cos (?) . (:025_1)

Chy, (5) = [—cl‘s In(cy) - 2 cos (nzs) — 2sin (ns) = (c)” ] pror

ns> I—ine“”s (e —1) —e~ims . czeCZSI

' () = ()™ - 2cos (o CEEE

Do derivace dosadime s = 0, avSak vyraz oznacime jako limitu, protoZe pokud
by s =0, ziskali bychom jmenovatel roven nule. Pro vypocty vyuZivame

v teoretické ¢asti odvozené hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — % alp'(0) = —%ln(Zn).

li "(s) =i | ) s 2 si TS\ I, -s). e ™
lim ¢y, (s) = lim | (—e1 ™ In(ey) - 2cos (57) = 2sin (5) 5+ () ™*)  —o
T[S) I_ine—ins ) (eCzS _ 1) — e-ims. Czeczs” _

-s. i
+ (¢;)75-2cos ( > e —1)2
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lim ¢, '(s) =
(—01_5 In(cy)-2 cos(?)—z sin(?)-g-(cl)‘s)-(ecﬁ—1)—(cl)‘s-(—ine‘iﬂs-(eCZS—1)—e‘i"5-cze025)-2 cos(?)

lim =
50 (e€25-1)2

—o0 pro ¢y, ¢, € RY

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

det Hy = e %Ho © = o=(-=) = oo

V prikladu 4 se determinanty v ramci ezl neliSi ani znaménkem. Spektralni
zeta funkce diverguje vnule do —oo, proto nema smysl uvaZovat determinant,
ktery diverguje do +o.
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8.9 Priklad 5 - fez na zaporné realné ose

Piiklad 5 méni rozmisténi vlastnich hodnot opét zasadné. Nyni posloupnost
volime tak, aby odpovidala libovolné logaritmické funkci, oproti predchozim
piipadiim, kde se jednalo polynomy a v piikladé 4 o exponencialu. Rez logaritmu
volime na zaporné realné ose. Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy z intervalu
(—m; m). Vlastni ¢isla operatoru H, v horni poloroving, respektive dolni poloroving,
jsou dany niZe uvedenymi piedpisy.

Aj+ =l(l)] =i-c2-ln(C]j),j€ N
A~ = —i-w; = —i-c; - In(cy)),j € N, kde {“)f};il je posloupnost, kde ¢;,c, € RT A
c1>1

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (c;)~* z obou
lTL'

Clend a dale plati, Ze e Sz + e’z =2-cos ( 25)

—S

{n,(s) = i [(62 “In(cyj) - e%r) + (Cz - In(cqj) - e_%t)_sl

oo

Cho(s) = Z(c ™)™« [In(c)] ™S - e - 2 cos (n ) kdeZ[ln(clj)]_S =

j=1

CHy (s) =00
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8.10 Priklad 5 - rez na kladné realné ose

Analogicky budeme postupovat pro rez logaritmu nakladné realné ose.
Argumenty komplexnich ¢isel budou tedy zintervalu (0,2m). Vlastni C¢isla
operatoru Hy v horni poloroviné, respektive dolni poloroviné, jsou dany niZe
uvedenymi predpisy.

Aj+ =l(l)] =i-c2-ln(C]j),j€ N
A= —iwj=—i-c;- In(cyj),j €N, kde {wj};ozl je posloupnost, kde ¢;,c, € Rt A
c1>1

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme (c;)~* z obou
lTL'

Clend a dale plati, Ze e Sz + e’z =2-cos ( 25)

N

ZHO(S) = i [(Cz “In(cyj) - e%ﬂ)_ + (Cz -In(cq)) - e¥)_sl
j=1

Giy(5) = ) (€27 [In(er )] -7 - 2 cos (3) ke ) [In(en)] ™ =

]

CHy (s) =00

Spektralni zeta funkce neni definovanad pro Zadna s. Nema proto viibec smysl
uvazovat determinant. Dale ukaZme pomoci srovnavaciho kritéria, Ze pro
libovolnou posloupnost @, > 0 s pomalejSim riistem, neZ je rist logaritmicky,
dosahneme stejného vysledku, tedy suma bude také divergovat.

o, < In(cy)) = 2;0=1(a;)_s > Y5z1[In(c)]™® = +o0, pros > 0
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9 Vlastni hodnoty spektralniho determinantu
jsou na nékolika poloprimkach

9.1 Priklad 1 - prvni rfez

V této casti zobecnime polohu vlastnich hodnot na obecné dané poloprimky.
Argumenty komplexnich C¢isel jsou zintervalu (f;,f; + 2m). Vlastni Cisla
operatoru H, jsou dany niZze uvedenym piedpisem, kde fez volime jako
polopfimku pod uhlem f; a zaroven plati: 0 < f; < a; < 5, < a, < 2m.

A+ =j-e'®,j €N, a; €(0,2m)

/1]_ =j- eiaz,j €EN,a, €(0,2m)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme Y52, j™° =

{r(s) z obou cleni a pouzijeme tuto formuli:

e~ias 4 7B = (—j-sinas — i - sin Bs) + cos as + cos s, kde a, f € R.

oo

{n, (8) = Z[(] . eial)—s n (j . eiaz)—s] _ 2]-_5 ) (e—ials + e—i(xzs)
j=1

Jj=1

{u,(s) = qr(s) - [—i-sin(ays) — i - sin(ays) + cos(a;s) + cos(a,s)]

Nésledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci souginu.
Chy, () = [—i - {r(s) - sin(eys)] = =i [{'(s) - sin(ays) + (r(s) - cos(ays) - a;]
Chy, () = [—i - r(s) * sin(azs)]" = =i [r'(s) - sin(azs) + (r(s) - cos(a,s) - ;]
Tty (8) = [Cr(s) - cos(ay8)]" = [{r'(s) - cos(ays) — Cr(s) - sin(ass) - ay]
Cho, (8) = [Cr(s) - cos(as)]" = [r'(s) - cos(azs) — Cr(s) - sin(a,s) - ]

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — % ady'(0) =— % In(2m).

1
Chy, (0) = —i - [3g'(0) - sin(0) + r(0) - cos(0) - 4] = Sl

Gy (0) = i G/ (0) sin(0) + x(0) - os(0)  aa] = 5 i

1
Cho, (0) = [¢r'(0) - cos(0) — ¢r(0) - sin(0) - ay] = —Eln(Zﬂ)

1
Ch, (0) = [¢r'(s) - cos(0) — ¢x(0) - sin(0) - a,] = —Eln(Zﬂ)
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u, (0) = €H01,(0) + (HOZI(O) + (HOSI(O) + <H04,(0)

1 1 1 1 1
u, (0) = Eial + ziaz — Eln(Zn) — Eln(Zn) = Ei “(a; + @) — In(2m)

Spektralni determinant operatoru Hy je dan takto.

det HO = e_ZHOI(O) — e—%'(ia1+ia2)+ln(2n) _ e_%i'(al‘l'az) o
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9.2 Priklad 1 - druhy rez

Analogicky budeme postupovat pro druhy rez. Argumenty komplexnich cisel
jsou z intervalu (B,, B, + 2m). Vlastni Cisla operatoru H, jsou dany niZe uvedenym
predpisem, kde tez volime jako polopfimku pod thlem 8, a zaroven plati: 0 <
b1 <a; <fy<a, <?2m.

/1]_+ =j- ei(“1+2”),j € N,a; €(0,2m)

A- =j-e',jeN,a, €(0,2m)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme Y52, j™° =
{r(s) z obou €lent a pouzijeme tuto formuli:

e~ias 4 7B = (—j-sinas — i - sin Bs) + cos as + cos s, kde a, f € R.

o)

G ) = [ e ) 4 et

j=1
(o]
— =S, —iaqS , ,—2ims —iays
i, (5) J e e te
j=1

{n, () = r(s){—i - sin[(a; + 2m)s] — i - sin(a;s) + cos[(a; + 2m)s] + cos(a,s)}

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci souinu.
Ty, () = (=i + G (s) - sin[(ay + 2m)s]Y
Ty, ' () = =i {3&'() - sinl(ay + 2m)s] + Gg (s) - cos[(ay + 2m)s] - (ay + 2m)
Sy, () = (=i+ Cr(s) " sin(a))’ = =i+ (o' (5) " sin(azs) + {a(s) - cos(azs) - atz)
Tho, () = (Tr(s) - cos((ay +2m)s))
Cho, (5) = {Gr'(5) - cos[(ay + 2m)s] — (s - sin((ay + 2m)s) - (ay + 2m)}
So, () = (Gr(s) +08(a5)) = (g (5) - cos(atz5) = Cr(s) - sin(atzs) - @)

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypolty vyuZivime v teoretické ¢4sti odvozené
hodnoty zeta funkce: {z(0) = — % alp'(0) = — § In(27).
G (©) = —1 [44(0)$in(0) + Ga(0) - cos(0) - (@ + 2m)] = 7i(ay +2m)
Gy (©) = 1 G/ (0) sin(0) + x(0) - os(0) ] = 5 iy
Gty (©) =[5/ (0) - c05(0) ~ {x(0) - sin(0) - (a; +2m)] = — 3 In(2m)
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1
CHo, (0) = (Gr'(0) - c05(0) — ¢ (0) - 5in(0) - @) = —5In(2m)

u, (0) = €H01,(0) + (HOZI(O) + (HOSI(O) + <H04,(0)
L1 11 1
{u, (0) = El(al + 2m) + i — Eln(Zn) — Eln(Zn)

1
ZHOI(O) = E(lal + 2im + laz) - ln(Zn')

Spektralni determinant operatoru Hy je dan takto.

det Hy = e~%'© — pFliai+2im+ico)+n(m) _ _ —giai+a) 5o

Porovname-li oba rezy v prikladu 1, opét se nam lisi pouze znaménkem.
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9.3 Priklad 2 - prvni rez

Tento priklad je kombinaci udlohy zprvniho pohledu na praktickou cast
a prikladu predeslého. Vlastni hodnoty jsou rozmistény podle posloupnosti,
azaroven lezi na obecnych poloptfimkach. Argumenty komplexnich cisel jsou
z intervalu (B;, B; + 2m). Rez volime jako polopfimku pod thlem f3; a zaroveii plati:
0<pBi <oy <fBy<a, <?2m.

/1].+ = w; - eltn — 1 .jCz . eia1’j EN,a, € (0,2m)

Aj‘ = w; - el — 1 .jCz . eiaz’j EN,a, € (0,27-[)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme(c;)™*
a Xj21J % = {gr(cps) zobou Clenl a pouZijeme formuli, kterou jsme zavedli
v predchozi dloze.

o)

Gup(5) = ) [(ex -y - ei@1) ™ 4 (cg j2 - ei2) ]

j=1
(HO(S) = z(cl)—s cjCeS (e—ials + e_iazs)
j=1
Sy (s) = (1) 7% {r(c28) - [=i - sin(ays) — i - sina,s) + cos(ays) + cos(a,s)]

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci souc¢inu a do kazdého
zderivovaného vyrazu dosadime s = 0. Toto opakujeme pro kazdy scitanec.

cH01:(s) = [(c1) ™% Cr(c2s) - (—i - sin(ays))]’
(Holl(s) = —i[(c;) 7% - {r(czS) - sin(ay5)]
(Holl(s) = —i-[(c1)™ " (=Incy) {rcas) + (1) ¢y - {r'(c29)]

-sin(ays) — i [(c1) 7% - {r(c28) - cos(ays) - ay]

! 1 .
{Hol (0) = Ewﬁ

Ch,, () ={(c))™ - rlcas) - [—i - sin(az )]}
{HOZI(S) = —i[(c)) ™% {r(c28) - sin(a,s)]
ZHOZI(S) = —i+[(c)™ " (=Incy) Jrlcz8) + (1) 5cy - R\ (€29)]

-sin(a,s) — i [(c1) 7% - {r(c,5) - cos(a,s) - ay]
1
{HOZI(O) = Eiaz
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{HOSI(S) = [(c1) ™% Cr(c25)]" * cos(ays) + (1) 7%+ {r(cys) - [cos(a;s)]
Cﬂos'(S) = [(c1)™* - (=Incy)- Tr(cps) + (c1)Pcy v Gr'(c28)]
- cos(ays) —(c1)7™° - {r(czs) * sin(ays) - a4

(271)62]

C1

(HOS (0) = —ln(c1) 1 ¢, In(2m) = —Eln[

ZH04I(S) = [(c1)™° - {r(c25)]" - cos(ays) + (c1) 7 * r(cys) - (cos(ays))’
ZH04I(S) = [(c1)™ - (=Incy) {rcas) + (c1) ¢z - Tr'(€25)]

- cos(a,s) —(c1) ™ r(cys) » sin(a,s) - ay

Gy (0 = 3Iner) — 3+ ¢ In(2m) = —=1n [(27;)02]
1
Seéteme
ZHO (0) = —lal %laz__ In (Zn)czl %]n (Zn)czl
2m)%
G/ (©) = 50 +2) - l( Z) l

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto. Je to soucin determinantt
z prikladu 4 (kapitola 8.7.) a prikladu 1 (kapitola 9.1.).

i(a1+a2) ) [(Zﬂ)CZl
C

c2
e —%i(al +ay) +1n[(2n)

det Hy = e~%Ho (@ = ] =e
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9.4 Priklad 2 - druhy rez

Analogicky budeme postupovat pro druhy rez. Argumenty komplexnich cisel
jsou z intervalu (B,, B, + 2m). Vlastni Cisla operatoru H, jsou dany niZe uvedenym
predpisem, kde tez volime jako polopfimku pod thlem 8, a zaroven plati: 0 <
b1 <a; <fy<a, <?2m.

A+ = wj - e @t2m = ¢, - jer . pll@t2m) je N, q € (0,2m)

/1]__ =w, - eltz — cyjC - eiaz’j €N, a, € (0,2m)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme(c;)™*
a Xji1J % = {g(cys) zobou Clenl a pouZijeme formuli, kterou jsme zavedli
v predchozi uloze.

o)

o) = ) [(en 2 et@nsam) ™ 4 (g, jer - gtan) |

Jj=1

ZH (S) = (Cl)_s .j_CZS . (e_i(a1+27T)S + e—iazs)
0 Z
j=1

Cu,(8) = (1) 7% - (r(cys)
~{—i-sin[(a; + 2m)s] — i - sin(a,s) + cos[(a; + 2m)s] + cos[a,s]}

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci souc¢inu a do kazdého
zderivovaného vyrazu dosadime s = 0. Toto opakujeme pro kazdy scitanec.

Chy, () = {(c1) ™+ rlcs) - [—i - sin(ay )Y
(Holl(s) = —i[(c))7* - {r(c28)  sin(a; )]

(Holl(s) = —i-[=(c)™ *In(cy) - (rca8) + (1) ¢z - {r'(€25)]
sin[(a; + 2m)s] —i{(c;)75 - (r(cys) - cos[(ay + 2m)s] - (a; + 2m)}

1 1
{Hol'(O) = Ei(al +2m) = Eml +im

Ch,, () ={(c))™ - rlcas) - [—i - sin(az )]}
{HOZI(S) = —i[(c)) ™% {r(c28) - sin(a,s)]
ZHOZI(S) = =i+ [=(c1)™ " In(cy) - Jr(cz8) + (1) ™Pcy * Gr'(€29)]
-sin(ays) — i{(c)™* - {r(c28)  cos(ays) - a,}
! — 1 .
{HOZ (0) = Elaz
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o, (8) = [(e)™ + Ga(cos)]’

-cos[(ay + 2m)s] + (¢1) ™% - {r(cys) -{cos[(a; + 2m)s]}
(HOSI(S) = [=(c1)™* " In(cy) - {r(c28) + (1) ¢z " GR'(€29)]

- cos[(ay + 2m)s] —(c;) ™% - {g(cys) - sin[(ay + 2m)s] - (a; + 2m)

1 1 . 1 C1
G,/ (0) = 51n(er) =5 ¢, ) = 51 [ 2]
CHO4'(S) = {[(c)7% - {r(c25)]" - cos(ays) + (c1)7° - {r(c28) * [cos(a,s)]'}
ZH04I(S) = [=(c1)™* " In(cy) - {r(c28) + (1) ¢y - {R'(c9)]

- cos(azs) —(c1) 7 - {r(cy8) - [sin(ays)] - ay

1
§H04’(0) —ln(cl) “ Cy ln(Zn)——ln (27I)C2]

Secteme.

1 1 C1
{u, (0) ——la1 +im+ = la2 +In 2n )CZ]

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto. Je to soucin determinanti
z prikladu 4 (kapitola 8.8.) a prikladu 1 (kapitola 9.2.).

1. .
detHO — e_zHOI(O) — e_zl(al'l'az)—lﬂ—ln[(zfcﬁ] — _e_%i(al'l'az) ) l(zn)czl
€1

Spektralni determinanty se viiCi sobé lisi pouze znaménkem.
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9.5 Priklad 3 - prvni rez

Nyni budeme postupovat jako v prikladu 1 (kapitola 9.1. a 9.2.). Rozdil bude ale
v tom, Ze vlastni hodnoty budou leZet na trech primkach. Argumenty komplexnich
¢isel jsou zintervalu (B, B; + 2m).Rez volime jako polopfimku pod tihlem f;
azarovenplat: 0 < f; < a; < B, < a, < f3 < a3 < 2m.

A, =j-e',jeN,a; €(0,2m)
A, =j-e',jeN,a, €(0,2m)

A, =j-e'%,j €N, az €(0,2m)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme Y72, j™° =

{r(s) z obou €lentl a pouzijeme tuto formuli:
e~las 4 o=ifs 4 p=lys —

= (—i-sinas —i-sinfs —i-sinys) + cosas + cos s + cosys,kdea, [,y € R.

o)

T (5) = Z[(] , eial)—s e eiaz)_s + (- eia3)—s]

j=1
oo

EHO (S) = zj_s ) (e_ials + e_iaZS + e—iags)
j=1

{n,(s) = (r(s)[—i-sin(a;s) — i - sin(a,s) — i - sin(azs) + cos(a;s)
+ cos(a;,s) + cos(ass)]

N4sledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soutinu kazdy s¢{tanec.
Chy, () = (=i Cr(s) - sin(ays)) = =i (C&'(s) - sin(ays) + Jr(s) - cos(eys) - 1)
Chy, () = (=i Cr(s) - sin(a,s)) = —i- ({r'(s)  sin(ays) + (r(s) - cos(a,s) - ;)
Chy, (8) = (=i Cr(s) - sin(ass))’ = —i- ({&'(s) - sin(azs) + Cr(s) - cos(azs) - as)
Cho, () = (Cr(s) - cos(a;5))" = ($r'(s) - cos(ays) — Jr(s) - sin(ays) - ay)
Tt (8) = (Gr(s) - cos(az5))’ = (Gr'(s) - cos(a,s) — {r(s) - sin(azs) - a;)
Sty (8) = (Cr(s) -cos(ass))’ = ({g'(s) - cos(azs) — r(s) - sin(ass) - as)

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocty vyuZivame v teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: {3 (0) = — % ady'(0) = —%ln(Zn).
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G, (0) = 1+ (&' (0)5in(0) + (o (0) - cos(0) @) = 5
Gy (0) = i (G (0) in(0) + Ga(0) - cos(0)  a3) = 3 i
Gy (©) = i (G (0)5in(0) + G (0)  cos(0) - a3) = 5 it
G, (0) = (G'(0) - c0s(0) — £x(0)  sin(0) @) = —3In(2m)
G (5) = (G’ (0)  c05(0) ~ () sin(0) @) = 7 In(2n)

1
Cho, () = (Cr'(0) - cos(0) — {g(0) - sin(0) - a;) = —5In(2m)

T, (0) = CHoll(O) + 51102,(0) + 5H03’(0) + {H04I(0) + (HOSI(O) + (H06,(0)

’(0)—1' +1' +1' 31 (2)—1'( +a, + as) 31 (2m)
Ch, —21a1 zlaz 21a3 2n TL'—Zldl a, + a; 2n T

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

1,. . . 3 1. 3
det Hy = e—(HO’(o) _ e—7(1a1+1a2+1a3)+§-1n(2n) _ e—zl-(a1+a2+a3) . (27‘[)5
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9.6 Priklad 3 - druhy rez

Postupujme analogicky pro dal$i fez. Argumenty komplexnich ¢isel jsou
z intervalu (B,, B, + 2m). Rez volme jako polopiimku pod thlem f3,, a aby zarovei
platilo: 0 < 1 < a1 < fy, < a; < B3 < a3 < 2m.
A, =j-e'@*?m je N, a, €(0,2m)
A, =j- e, jEN, a, €(0,2m)
A, =j-e's,jeEN, a; €(0,2m)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme Y72 j™° =

{r(s) z obou ¢leni a pouzijeme tuto formuli:
e~las 4 o=ifs 4 p—lvs —

= (—i-sinas—i-sinffs —i-sinys) + cosas + cos s + cosys,kde a,,y € R.

oo

Gy (5) = ) [0 e ) (- et) 4 (o)

j=1

zH (S) _] " (e l( 1 ) —|— e iaZS e _ia35)
0 ; -|—
j_—

{n,(s) = r(s){—i-sin[(a; + 2m)s] — i - sin(a,s) — i - sin(azs) + cos[(a; + 2m)s]
+ cos(a,s) + cos(ass)}

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soucinu kazdy scitanec.

o, (5) = (=i Ga(s) - sinl(@, + 2m)s]}
= —i-[{g'(s)sin[(a; + 2m)s] + Cr(s) - cos[(a; + 2m)s] - (ay + 2m)]

Sy, () = [+ Gr(s) - sin(ays)]’
Sy, () = —i+ {Ga' (5) - sin(azs) + G (s) - cos(azs) - az)
Sy, () = (=i Ga(s) - sin(as )Y’
Sy, (5) = =i {Gx'(5) - sin(ass) + G (s) - cos(ass) - as)

Sy, (5) = (Ga(s) - cos[(ay + 2m)s]y’
= {{r'(s) - cos[(a; + 2m)s] — {r(s) - sin[(a; + 2m)s] - (a; + 2m)}
ZHOSI(S) = {¢r(s) - cos(a,s)} = [{r'(s) - cos(ays) — {r(s) - sin(a,s) - a,]

{HOGI(S) = {¢r(s) - cos(a3s)} = [{r'(s) - cos(azs) — {r(s) - sin(ass) - a3]
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Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocCty vyuZivame z teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: (3 (0) = — ; adg'(0)=— % In(2m).

G, (0) = 1+ (G'(0)$in(0) + Ga(0) +c0(0) - (s +2m) = 7 i(as +2m)
G, (0) = —i+ G/ (0) sin(0) + (0) - cos(0) @) = i

G (0) = —i (G (0) sin(0) + Ga(0) * cos(0) - a3) = 5t
G, ©) = (G'(0) - c05(0) = G4 (0)sin(0) - (ay +2m)) =~ In(2n)

1
Tt (8) = (Gg'(0) - cos(0) — {(0) - sin(0) - az) = —5In(2m)

1
Sty () = (Cr'(0) - cos(0) — g (0) - sin(0) - a3) = —5n(Zm)

Chy (0) = Sy, "(0) + Ty "(0) + Gy, "(0) + Gy, "(0) + (HOSI(O) + iy, (0)

, 1 1 1 1 1 1
{n, (0) = El(al + 2m) + S i, +—iaz — Eln(Zn) — Eln(Zn) — Eln(Zn)

Ei

1 3
u, (0) = E(ial + 2im + ia, +iaz) — Eln(Zn)

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

, 1. 3 1. 3
det H, = e ~SHo 0 — e—E(Lal+2m+la2+1a3)+§1n(2n) — e 72 (ar+az+as) | (27_[)2
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9.7 Priklad 3 - treti rez

Postupujme analogicky pro dal$i fez. Argumenty komplexnich ¢isel jsou
z intervalu (B3, B3 + 2m). Rez volme jako polopiimku pod thlem 3, a aby zarovei
platilo: 0 < 1 < a1 < fy, < a; < B3 < a3 < 2m.
A, =j-e'@*?m je N, a, €(0,2m)
A, =j- ell@+2m) j e N, a, € (0,2m)
A, =j-e's,jeEN, a; €(0,2m)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme Y72 j™° =

{r(s) z obou cleni a pouzijeme tuto formuli:
e~las 4 o=ifs 4 p—lys —

= (—i-sinas —i-sinfs —i-sinys) + cosas + cos s + cosys,kde a,,y € R.

oo

ZHO(S) = z[(] . ei(a1+27t))—5 n (] . ei(az+2n))—5 n (] ] ei(xg)—s]

Jj=1
ZHO(S) = Zj_s . (e—i(a1+27t)s + e—i(a2+2n')s + e—ia35)

j=1

{n,(s) = r(s){—i-sin[(a; + 2m)s] — i sin[(a, + 2m)s] — i - sin(azs)
+ cos[(a; + 2m)s] + cos[(a, + 2m)s] + cos(azs)}

Nasledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci souc¢inu kazdy scitanec.

o, (5) = (=i Ga(s) - sinl(@, + 2m)s]}
= —i-{¢x'(s) - sin[(a; + 2m)s] + {r(s) - cos[(a; + 2m)s] - (a; + 2m)}

o, () = (=i Ga(s) - sinl(ay + 201y’

= —i-{Cx'(s)  sin[(a, + 2m)s] + {r(s) - cos[(a, + 2m)s] - (a, + 2m)}
ZH03’(S) = {~i"r(s) - sin(azs)} = —i-{{r'(s) - sin(azs) + (R (s) - cos(azs) - a3}
$ho, (8) = [Cr(s) - cos[(ay + 2m)s]]’

= [¢r'(s) - cos[(a; + 2m)s] — {g(s) - sin[(a; + 2m)s] - (a; + 2m)]
Tt (8) = [Sr(s) - cos[(a; + 2m)s]]’

= [¢r'(s) - cos[(a, + 2m)s] — {r(s) - sin[(a, + 2m)s] - (a; + 21)]
ZH%’(S) = {¢r(s) - cos(a3s)} = [{r'(s) - cos(azs) — {r(s) - sin(azs) - a3]
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Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocCty vyuZivame z teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: (3 (0) = — ; adg'(0)=— % In(2m).

{HOII(O) = —i - [{z'(0) - sin(0) + {z(0) - cos(0) - (a; + 2m)] = %““1 + 2m)

Cn,, (0) = =i+ [3'(0) - sin(0) + {x(0) - cos(0) - (az + 2m)] = %i(az +2m)

G, (0) = =i+ [65'(0)sin(0) + Gx(0) - cos(0) - ] = 5 it

$h,, (0) = [¢r'(0) - cos(0) — g (0) - sin(0) - (@ + 2m)] = —%111(2”)
Chog (0) = [Cr'(0) - cos(0) — ¢z (0) - sin(0) - (a; + 2m)] = —%111(2%)

1
Cho, (0) = [¢r"(0) - cos(0) — g (0) - sin(0) - as] = —5n(Zm)
Cho (0 = Ty, (0D + Ty, (0D + Ty, (0) + Ty, (0) + Sy "(0) + Gy (0)
{n, (0) = Sl + 2im + >l + 2im + S las = Eln(Zn)

1 3
u, (0) = E(ial +ia, + iag + 4im) — Eln(Zn)

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

, 1. . o \.3 1. 3
detH, = e ~SHo 0 — e—E(La1+la2—4m+La3)+§1n(27'r) — e 2 (ay+az+as) | (27T)2

81



9.8 Priklad 3 - Ctvrty rez

Postupujme analogicky pro dal$i fez. Argumenty komplexnich ¢isel jsou
z intervalu (8, + 2m, B; + 4m). Rez volme jako polopiimku pod uhlem f3;,a aby
zaroven platilo: 0 < 8y < a; < B, < a, < 3 < a3 < 2m.
/’ljl =] . ei(a’1+2TE)’j €N, a; € (0,27'[)
A, =j- ei(“2+2"),j €N, a, € (0,2m)

/’ljS =] . ei(a’3+2TE)’j €N, as € (0,27'[)

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator. Vytkneme Y72 j™° =

{r(s) z obou ¢leni a pouzijeme tuto formuli:
e~las 4 o=ifs 4 p—lrs —

= (—i-sinas —i-sinfs—i-sinys)+ cosas + cos s + cosys,kde a,3,y € R.

oo

(HO(S) = z[(] . ei(a1+277.'))_5 + (] . ei(a2+2n’))_s + (] . ei(d3+2ﬂ:))_s]

j=1

(H (S) — Zj—s . (e—i(a1+27r)s + e—i(a2+2n')s + e—i(a3+27r)s)
0
j=1

{n,(s) = (R(s){—i -sin[(a; + 2m)s] —i- sin((az + 27r)s) — i -sin[(a3 + 2m)s]
+ cos[(a; + 2m)s] + cos[(a, + 2m)s] + cos[(az + 2m)s]}

N4sledné zderivujeme podle s pravidlem pro derivaci soutinu kazdy s¢ftanec.
Sup, () = (=i Ea(s) - sin[(ay + 2m)s]y’
Chy, () = =i {g'(s) " sin[(ay + 2m)s] + (r(s) - cos[(ay + 2m)s] - (a; + 2m)}
Ch,, () = {1+ Cr(s) - sin[(a, + 2m)s]}
Ch,, () = =i {Gg'(s) - sin[(a; + 2m)s] + Cr(s) - cos[(a, + 2m)s] - (@, + 2m)}
Chy, (8) = {=i Cr(s) - sin[(az + 2m)s]}’
Chy, () = —i-{Cr'(s) - sin[(az + 2m)s] + (r(s) - cos[(az + 2m)s] - (as + 2m)}
$ho, (8) = {Gr(s) - cos[(a, + 2m)s]}
Cho, () ={3r'(s) - cos[(ay + 2m)s] — r(s) - sin[(ay + 2m)s] - (a; + 2m)}

Tt (8) = {Cr(s) - cos[(a; + 2m)s]Y
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{HOSI(S) = {¢r'(s) - cos[(a, + 2m)s] — {g(s) - sin[(a; + 21)s] - (a; + 2m)}
Cho, () = {Cr(s) - cos[(as + 2m)s]}

Cho, (5) = {Cr'(s) - cos[(as + 2m)s] — Cr(s) - sin[(az + 2m)s] - (a3 + 2m)}

Do derivace dosadime s = 0. Pro vypocCty vyuzivame z teoretické ¢asti odvozené
hodnoty zeta funkce: (3 (0) = — % aly'(0) = —%ln(Zn).

G, (0) = 1[G/ (0) sin(0) + Gx(0) - os(0)  (ay + 2m)] = 7 i(as +2m)
G, (0) = =i [G5'(0) *in(0) + Ga(0) + cos(0) * (az + 2m)] = 5 i(az +2m)
G (0) = =i [65'(0)sin(0) + Gx(0)  cos(0)  (aa + 2m)] = 5z + 21)
G, (0) = 144 (0) + c05(0) = 4 (0)sin(0) - (ay +2m)] = —5In(2m)
G, (0) = [44'(0)  c05(0) ~ (0) - sin(0) - (a +2m)] = —5In(2)

1
Cho, (0) = [¢r'(0) - cos(0) — g (0) - sin(0) - (a3 + 2m)] = —5In(2m)

Tn, (0) = (Holl(o) + {HOZI(O) + CH03’(O) + {H04I(0) + (HOSI(O) + (HOGI(O)
R 1, 1, 1 1
{n, (0) = El((xl + 2m) + El(az +2m) + El(a3 + 2m) —Eln(2n) —Eln(Zn)

11 2
—3 n(2m)

1 3
{u, (0) = E(ial + +2im + ia, + 2im + iaz + 2im) — Eln(Zn)

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto.

; 1. . 1.3 1. 3
det H, = e ~SHo 0 — e—E(la'1+la'2+la3+6l7'[)+§1r1(21'[) — ¢ 2 (a1+az+as) | (27_[)2

Prejdeme-li polopfimku s vlastnimi hodnotami, znaménka se stridaji.
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10 Viastni hodnoty spektralniho determinantu
se blizi danym poloprimkam

10.1 Priklad 1 - fez na zaporné realné ose

V této casti budeme zkoumat, jak se zméni spektralni determinant, pokud se
vlastni hodnoty budou pouze piibliZzovat danym polopiimkam. Rez logaritmu
volime nazdporné redlné ose. Vlastni cisla operatoru Hy, v horni poloroving,
respektive doln{ poloroving, se ptiblizuji podle niZe uvedenych ptredpist.

1 ir 1
,1].+=l-c-j+]—,=c-j-ez+]—.,jEN,C€IR1+

1 i 1
/1j—=—i-C-j+]—,=C-j-e z+]—.,jEN,C€IR+

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator, kde K = %

o)

' w1\ i 1\C
ZHo(S):Z (C'j'92+—.) +(C-j-e 2+—_)
| Ji j
j=1
o [ C 2 E 1 -S C 5 _i_TL' 1 —S
jerez + j2-e72 +
)=y [ =)+ _
e Ji j
j=1]
‘S _im K\7S
5HO(S)—2(C N 62+ +(e 2+j_2)
j=1

Vezméme prvni scitanec zavorky a upravme. Nasledné rozved'me pomoci
Taylorova rozvoje pros = 0.27 Rozvoj je pro nas zajimavy jen v prvnich dvou
Clenech. Dalsi ¢leny budou po derivaci pro s = 0 nulové.

i
it -5 ; in\ ~5 i -s 1n(1+K.],L22>
iind K K-e?2 =
(e 2+j—2> =ez <1+ ) =e2’ e =

27 ,Tayloriv rozvoj je velmi uZiteCny matematicky postup, pri kterém nahradime funkci
nekonecnou mocninnou radou. V praxi se vZdy omezime na polynom do urcitého stupné. Pokud se
omezime na polynom prvniho stupne, hovorime o linedrni aproximaci, danou funkci nahrazujeme ve
zvoleném bodé te¢nou. Pokud se omezime na polynom druhého stupné, nahrazujeme danou funkci ve
zvoleném bodé parabolou. Vyssi stuperi polynomu znamend lepsi pribliZeni zvolené funkce. Metodu
polynomidlniho rozvoje zformuloval anglicky matematik sir Brook Taylor (1685-1731). Obecny vztah

pro Tayloriiv rozvoj je: f(x) = ag+ a;(x — ¢) + a,(x — ¢)?> + az(x — ¢)3 + -+, kde a;, = YA (C) Bod,
ve kterém provddime rozvoj, je oznacen c, koeficienty rozvoje ay jsou ddny podilem k-té derlvace

zvolené funkce v bodé c a faktoridlu k. Zdkladni podminkou, aby rozvoj konvergoval ke zvolené funkci
na urcitém intervalu je, aby tato funkce méla na celém intervalu vSechny své derivace.“[23]
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S (ST CPE e

Analogicky pro druhy scitanec.

LT
=S Ke 2
it K -5 —i—ns K-e 2z —i—ns —sln<1+ 72
(eZ+—2) =e 2°(1+4 =e 2 ¢ =

Vratme cleny do pilvodniho vypoctu. Tecky znaci nasledujici ¢leny, ty jsou
fadu j2.
o0 ' in

K-e2 _im
s+ |+e2

Roznasobime. Prvni Cleny obou zavorek po roznasobeni seCteme a obdrZime
i i
nasledujici  vztah: Z;?"zl(C-j)‘S-(e7s+e_7s). To je {y,(s) zpfikladu 1
v kapitole 8.1. Tuto cast si oznacime {;(s). Po souctu druhych ¢lend zavorek
a vytknuti s dostavame:
(o] i

. s K- 62 lﬂs K-e 2
ZHO(S)=€1(S)—ZS-(C-1)‘S ‘In| 14 +e2% - In| 1+
j=1

J? J?

Nyni uvazujme velmi vysoké prirozené cislo n. Rozdélme nas$ druhy scitanec
na dvé sumy ndasledujicim zpiisobem:

c in s K- e2 _im, K-e_%
{u, (s) =(1(s)—Zs-(C-j)‘5 ‘In{ 1+ +e 27-In| 1+— + -
j=1 J
i
s K- eZ _i_TL'S K-e 2
- Z s-(C-j)~® “In{ 1+ +e 27 :In| 1+—— + -
J? ]
j=n+1
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Provedeme dal$i Tayloriv rozvoj tentokrat po logaritmus. Obecné plati, Ze pro
e~0jeln(l1+¢)=e. Je ale nutné zdiraznit, Ze abychom mohli uzit této
aproximace, musi byt j velmi vysoké ¢islo, aby se cely zlomek bliZil nule.

© i _im

in. K-ez2  _in, K-e 2
{u, () = ¢1(s) — Z s (C-p~Slez’ —5—+e 2° ——+
£ ] ]
j=n+1
in in
K-e2 _jES K-e 2
—ZS c-np—s ‘In{ 1+—5— IE +e 2°-In| 1+ + -
Vytknutim vyrazu J— zlistane v zavorce: e2° - ez + e 2°-e 2 = —2sin (?)
- s K s
Cu, () = ¢1(s) — Z s (C-j)™°-= ZSm(—)
. 2 2
j=n+1
n i
zn K- ez _EE
—Zs-(C-j)_s ‘In{ 1+ +e2° ( + -
= J
j=1
s
= _ s. i—(s+2) . -
{u, () = ¢1(s) z s-C™S+j K- 251n( > )
j=n+1
n in in
Z K-ez _im K-e 2
—Zs-(C-j)_s “In| 1+ +e 25-1n<1+ + ..
— ]
j=1
Upravme vyraz tak, abychom ziskali: Y72, j~¢*2 = (i (s + 2), protoZe v naSem
vySe uvedeném vyrazu sc¢itdime azod j = n + 1.
© n
s s
= CScin(—). i—(s+2) _ S cin (2 :—(s+2)
{n,(s) = ¢1(s) + 2Ks - C sm(z) Z] 2Ks-C sm(z)Z]
Jj=1 j=1
n it _i_n'
_ i K-e2 i K-e 2
—Zs-(C-j)S ‘In{1+——|+eZ’ In| 1+— + -
=1 J J

{n,(s) = ¢1(s) + 2Ks - C~ sm(ﬂ) (g(s+2)—2Ks-C~* Sm(g)zn:j—(sﬁ)

n in in

-z K-e2 i K-e2
—Zs-(c-j)‘s ‘In{ 1+ +e2°-In| 1+ — + -
=1 J* J
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Zderivujeme podle pravidla o derivaci souctu a sou€inu pro s = 0. Nejprve se
ale podivame na posledni dva ¢leny. Zaved'me niZe uvedeny rozdil. Ten Ize upravit
tak, Ze bude roven soucinu s - f,,(s), kde f,,(s) je funkce, ktera zavisi na s.

n im in

| K-ez\ i K ez
—Zs-(C-j)S ‘In| 1+ 7 +e2 -In| 1+ 7 + -

j=1
n
TS
_ .S cin (=2 i—(s+2) — <.
2Ks-C sm(Z)Zj s fn(S)
]:

Je jasné, Ze pokud budeme derivovat tento soudin pro s = 0, obdrzime pouze
fn(s). Pak plati, Ze:

lin(} fn(s) = M, kde M je konstanta.
S—

Pivodni vyraz bude po derivaci vs = 0 vypadat takto. Nejprve zavorku
zderivujeme, poté dosadim do vyrazu nulu. Po derivaci zavorKky je ale jasné, Ze jeji
hodnota bude nulova, protoZe prvni ¢len vynuluje sinus, druhy Clen je nasobeny
nulou taktéz.

Tu, (0) = 3 (0)+21<[s c- sm( ) (R(s+2)] +M

Tn, (0) = &4'(0) + 21({(5 ™)' - sin (ns) (r(s+2)+5-C-[sin (” =) (s +2)] }
+M

T, (0) = & (0)+2K{(s cs)' - sm(”) Ca(s+2)+5-C5- [sm(”) {R(s+2)]’}
+M

(HOI(O)=(1'(0)+2K{[—S-C‘5-lnC+C‘] sm( ) (r(s+2)+s-C5- [cos(?)-g-

{R(S+2)+51n( ) (R (s+2)]}+M

Tu, (0) = ¢, (0) + 21({[—0 .C0-InC 4 C°]-sin(0) - {x(2) + 0-C°- [cos(O) -Z.

(r(2) +5in(0) - &' ()] } + M

{n,'(0) = —In (%) + M
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Spektralni determinant operatoru H je dan takto:

/ 21 2
det Hy = e $Ho @ = G ?” oM
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10.2 Priklad 1 - rez na kladné realné ose

Postupujme analogicky pro dalsi fez. Rez logaritmu volime na zdporné realné
ose. Vlastni cisla operatoru H, v horni poloroving, respektive dolni poloroving, se
pribliZuji podle niZe uvedenych predpisu.

1 m 1
A =inCojto=Cje? +J—.,jEN,C€IR1+

3im

. o1 o 3w 1 N
/1j—=—l'C']+]—,=C'j'6’2 +J—.,j€N,CER

Dosadime do zobecnéné zeta funkce pro tento operator, kde K = %

® s

(Ho(s)=z:(6-j-ei7n+]l,)_ +<C-j-e¥+]l,>_sl

=1
“[lc-jp-e5+1) [c-j2-eFs1)
“jere2 + cj2.e2 +

O [ I

e ] j

=1 [

S fpm K\ im K\
ZHO(S)=Z(C'J)S-6 ims (ez +j_2) -I—(e z+j—2)

=

Vezméme prvni scitanec zavorky a upravme. Nasledné rozvedme pomoci
Taylorova rozvoje pros = 0. Rozvoj je pro nas zajimavy jen v prvnich dvou
Clenech. Dalsi ¢leny budou po derivaci pro s = 0 nulové.

in
. S -_
i K-ez2
Jim K\ m [ K-ez i ‘““(“ j2>
(e 2+—2) =e2° |1+ = =e2’-e =
))

in

2°-(1—In| 1+

- .S+...
]2

Analogicky pro druhy scitanec.

s _inm

- Ke 2

im  KN\TP O _im K-e72 _im, —sln<1+ 7 )
(ez+—) =e 27|14+ =e 27 -e =

89



_im

K-e 2

_im
=e 2°-|1—In| 1+ —
J

'S+"'

Vratme Cleny do piivodniho vypoctu.

Gip(5) = ) (€ ) e
j=1

i i

i K-ez
IE ‘s|l+e2”-|1—In{1+ I

i K- e

e 2°-|11—In| 1+

N

'S +...

Roznasobime. Prvni Cleny obou zavorek po roznasobeni seCteme a obdrZime
; in _im . "y
nasledujici vztah: Zj‘;l(C-j)‘s-e“”s-(e7s+e zs>. To je {y,(s) zpfikladu 1

v kapitole 8.2. Tuto ¢ast si oznacime {,(s). Po souctu druhych ¢lend zavorek
a vytknuti s dostavame:

ZHO(S) = {3(s) —

. . \~S . p-ins —i—ns. K-e2z i—nS. K-e2
— ) s (C-))®-e e 2 -Inl 1+—— +e2”-In| 1+—
] ]

j=1

Nyni uvazujme velmi vysoké prirozené Cislo n. Rozdélme nas$ druhy scitanec
na dvé sumy nasledujicim zpiisobem:

n

{u, (s) = {o(s) — ZS ~(C-j)s - eTims

j=1
in in
i ez _im, K-e 2
‘ez’ In{1+——|+e 27 -In| 1+— + |+
J J
o n _ir
s e | K-ez _im K-e 2
— s (C-j)y " re™-lez’-In| 1+—75 +e 27:Inl 1+— + -
J J

j=n+1

Provedeme dalsi Taylortiv rozvoj tentokrat po logaritmus. Obecné plati, Ze pro
e~0jeln(l1+¢)=e. Je ale nutné zdlraznit, Ze abychom mohli uZzit této
aproximace, musi byt j velmi vysoké ¢islo, aby se cely zlomek bliZil nule.
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0 i i

N\ —S —ins , ES K-ez —i—TES K-e 2
Cho () = Ga(s) — Z s=(C-j)7-e e? 7z te 2 Tz |T
j=n+1
o in it
_ . i K-e2 _im, K-e2
—ZS-(C-j)S-e_‘”S-eZ ‘In{1+——]+e 2 -In| 1+— +
j=n+1 J J
ing, i _img im . (TS
Vytknutim vyrazu ]— zlstane v zavorce: e2° ez + e 2° ez = —2sin (7)

) =G+ Y s (€ e asin(D)

2 2
j=n+1 J
0 in it
. iﬂ K ez _im K-e 2
—Zs-(C-j)_s-e_ms ‘In{ 1+ +e 27 :In| 1+— + -

j=n+1

i TS
{n, () = Go(s) + Z §+C7S-j=(+2) . pmims . . 2 sin (7)

j=n+1
o) i i
~— i” K-e2 _im K-e 2
—Zs-(C-]) e ‘In{ 1+ +e 2 In{1+— + -
j=n+1

Upravme vyraz tak, abychom ziskali: Y72, j~¢*2 = (3 (s + 2), protoZe v naSem
vySe uvedeném vyrazu sc¢itame azod j = n + 1.

s
St () = &(s) + 2Ks - € sin( 2 ) i ZJ_(S+2) —2Ks-C™* sm Z]—(s+2) +
j=1
n i i

_im K-e2 i K-e 2
—ZS-(C-j)_S e 2 -In{1+—5—|+e2° -In|[1+— + -
J J

j=1

n
s - s
n,(8) = §2(s) + 2Ks - C™®sin (7) ce S . (s +2) — 2Ks - C Ssin (T)Zj_(ﬁn +

n in in

_ i K-e2 in K-e 2
- ) s (C-HFlez-In|1+ +e2 -In| 1+ + -
J° J°

j=1
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Zderivujeme podle pravidla o derivaci souctu a sou€inu pro s = 0. Nejprve se
ale podivame na posledni dva ¢leny. Zaved'me niZe uvedeny rozdil. Ten Ize upravit
tak, Ze bude roven sou¢inu s - f,(s), kde £, (s) je funkce, ktera zavisi na s.

n in in

i K-e2 in K-e 2
Zs-(C-j)_S ~ims ‘In| 1+ +e2-In|1+—— + -
. J? J
j=1

n

— 2Ks-C °sin (g)Zj_(s’Lz) =s-f(s)

j=1

Je jasné, Ze pokud budeme derivovat tento soucin pro s = 0, obdrZime pouze
f(s). Pak plati, Ze: lim fn(s) = M, kde M je konstanta a kde f;,(s) je rozdilné od
S—

fn(s); lisi se pouze o e~ ims.

Pivodni vyraz bude po derivaci v s = 0 vypadat takto. Nejprve zavorku
zderivujeme, poté dosadim do vyrazu nulu. Po derivaci zavorky je ale jasné, Ze jeji
hodnota bude nulovd, protoZe prvni ¢len vynuluje sinus a druhy ¢len je nasobeny
nulou taktéz.

(HOI(O)=le(0)+2K[S'C"S-e_i”s sm( ) (R(s+2)] +M

Gy (0) = 8,/ () + 2K {(s- €7 - 7Y sin (T) - Ga(s + 2) + 5 €
-[sm( ) (R(s+2)]}+M

Ty (0) = 35'(0) + 2K {[(=s- €™ InC + € %) - ™™ + 5 €5 -7 - (=im)] - sin (T) -

ZR(5+2)+5-C‘5-e‘i”5[cos(n2) = {R(s+2)+sm( ) {r (s+2)”+M

Cn' (0) = ' (0) + 21{{[(0 €0 InC+C-e04+0-C e (—im)]-sin(0) - {r(2) +
0-C0-e® [cos(O) L. 25(2) + sin(0) - {R’(Z)]'} +M

{H, (0)—ln—ln( )+M

Spektralni determinant operatoru H, je dan takto:

detHO = e_(HO’(O) — e_iTH—ln(zTn)_M _ _2_77,' oM
C

Hodnoty spektralniho determinantu se lisi pouze znaménkem.
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11 Zobecnéni predchozich vysledki

Véta 1: Necht jsou ddna rozloZeni vlastnich Cisel témito predpisy:

Aj"' = Wj -eial +7

Aj— = (‘)j 'eiaz +7,

kde a; > ay a kde wj € R s polynomidlnim riistem v j. Pokud zménime rez tak, Ze
projde pres polopfimku pod tihlem a;, znaménko determinantu se zméni na opacné.?8

i.  Podobné tvrzeni plati i pro vice poloptimek.
ii.  Tvrzeni neplati pro rist, ktery je logaritmicky a nizsi, tam totiZ nema smysl
spektralni determinant uvazovat.

iii.  Tvrzeni neplati pro rist, ktery je exponencialni, tam derivace zeta funkce
v nule diverguje.

28 Dikaz této véty vychazi z predchozich prikladli vypoctenych v kapitolach 8,9 a 10.
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Zaver

Vice nez rok straveny nad touto praci mi ukazal, kam matematika vlastné saha,
co se vni da studovat, jak zajimava je a jakd nevidana vyuziti ma. Nastudovani
pokrocilych témat z komplexni, spektralni ¢i matematické analyzy jsou velmi
dilezita pro pochopeni problematiky, o které je psano v této diplomové praci.
Vybrané c¢asti téchto sekci matematiky jsou zatazeny v teoretické Casti a priblizuji
tak ctenarovi pojmy aplikované v Casti praktické.

Prvni prikladovy celek praktické casti, a tedy i prvnim cilem, bylo zjistit, jak se
chova spektralni determinant v zavislosti na tom, jak daleko od sebe vlastni
hodnoty mame. Ze zavérecné véty se dozviddme, Ze pro polynomidlni rist jsou
vysledky idedlni. Pokud je rlist mensi nez logaritmicky, nema smysl spektralni
determinant uvaZovat. Cil lze tak povaZovat za splnény. Je ale zfejmé, Ze se da
dosahnout dalSich vysledkd. Existuje néjaky idedlni rist mezi polynomialnim
alogaritmickym, pro ktery bude hodnota determinantu vlastni? Je opravdu
piedpokladany exponencialni rist horni mezi? To vSechno jsou otazky, kjejichz
odpovédim se bude moZné dobrat ¢asem.

V druhém oddilu praktické ¢asti jsme smeéiovali k tomu, jaky vliv ma na hodnotu
determinantu ménici se tuhel, ktery sviraji polopfimky s realnou osou. Zde jsme
obdrzZeli celkem ocekavané vysledky, které nas utvrdily vtom, Ze spektralni
determinant ma stale stejnou hodnotu a v dlisledku Fezu se méni jeho znaménko.

Ve tretim sméru byly vypolty pomérné obtiZné a bylo nutné uziti dalSich
matematickych aparatd, jako je napriklad Taylortiv rozvoj. Jedna jedina uloha,
kterou jsem v této Casti stihnul, pak ukazala, Ze pro dané priblizovani plati to, co
v predchozich ¢astech, tedy zménu znaménka a stale stejnou hodnotu spektralniho
determinantu. I zde bude mozné pokracovat a badani rozsirit. Prikladem miiZe byt
pribliZzovani vlastnich hodnot podle jiného predpisu, nez byl zvolen.

Cili vzobecnéni dané problematiky bylo sice dosazeno, ale nutno fici, Ze
na dané tematice je stale co studovat a rozsirovat tak ziskané informace pomoci
dalSiho adalSiho zobectiovani. Obsah této prace adalsi vbudoucnu ziskané
poznatky by se tak mohly stat predmétem c¢lanku, ktery bude vydan v pokracujici
spolupraci s panem doktorem Jifim Lipovskym. Ten byl pro mé nejvétSim zdrojem
informaci i pres velké mnozstvi kvalitni literatury a internetovych zdroji. Tato
tematika je pro mé nesmirné zajimava a chystam se ji zabyvat i po odevzdani
diplomové prace a ukonceni studia.

94



Zdroje

[1] AHLFORS, L. V. Complex Analysis Znd ed. McGraw-Hill. 1966.

[2] BARTA, C., KOLAR, M. Prehled historie komplexnich ¢isel. Hradec Kralové, 2013.
38s.

[3] BARTA, T., Mat1_Kapitola 3. Univerzita Karlova, katedra matematické analyzy.
Praha 8. [online]. [cit.2021-10-23]

Dostupné z:

https://www?2 karlin.mff.cuni.cz/~barta/FSV/mat1_zs14/Mat1_Kapitola3.pdf

[4] BEDNARIK, D., Uvod do teorie Hilbertovych prostort, Matematickd analyza 3.
Hradec Kralové. Univerzita Hradec Kralové. 2021. [online]. [cit.2021-11-14]
Dostupné z: https://dusanbednarik.cz/

[5] BOUCHALA, ]., Funkce komplexni proménné. Plzen. Zapadoceska univerzita.
2012. [online]. [cit.2021-10-23]
Dostupné z: https://homel.vsb.cz/~bou10/archiv/fkp.pdf

[6] BUDINSKY B. a ]. CHARVAT. Matematika I. Praha, 1987. SNTL - Nakladatelstvi
technické literatury. KOD: 04-011-087.

[7] CALDA, E. Matematika pro gymndzia. Vydani 4. Praha: Prometheus, 2008. ISBN
978-80-7196-364-6. 134 s.

[8] CECHOVA, P. Zdkladni véta algebry a jeji diikazy. Diplomova prace. Brno, 2013.
71s.

[9] DOMBEK, D., L. KLEPRLIK a K. KLOUDA. Linedrni algebra: Vlastni ¢isla. CVUT,
katedra aplikované matematiky. Fakulta informacnich technologii. Praha. 2021
Dostupné z:

https://kam.fit.cvut.cz/deploy/bi-lin/lin-prednaska-8.pdf

[10] DOSLA, Z. A V. NOVAK. Nekonecné rady. Masarykova univerzita. Brno, 2002.
ISBN 80-210-1949-2

[11] EDWARDS, H. M. Riemann's Zeta Function. New York: Dover, 2001.

[12] FORMANEK, J. Uvod do kvantové teorie. 1. vyd. Praha: Academia, 1983. 903 s.
s.722-753.

95


https://en.wikipedia.org/wiki/Lars_Ahlfors
https://www.google.com/books/edition/COMPLEX_ANALYSIS/RfYK28TcZEwC?hl=en

[13] FREITAS, P. a ]. LIPOVSKY. Spectral Determinant for the Damped Wave
Equation on an Interval. Acta Physica Polonica A. 2019, 136(5), 817-823. ISSN
1898-794X. Dostupné z:

doi:10.12693/APhysPolA.136.817

[14] HABER, E., The complex logarithm. Physics 116 A. Winter 2011. [online].
[cit.2021-11-14]

Dostupné z:

http://scipp.ucsc.edu/~haber/ph116A/clog_11.pdf

[15] HASEK, R. Determinant matice. Jiho¢eska univerzita. Katedra matematiky.
Dostupné z:
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/lalgebra/Pr6/LA_Determinant_definice.pdf

[16] HERMAN, P. Matematika k teoretické fyzice. Hradec Kralové. Univerzita
Hradec Kralové.

[17] HOVORKOVA, A. Vlastni tvorba obrdzku. 2021.

[18] KALENDA, 0., Texty k predndskdm z Uvodu do funkciondini analyzy. Praha.
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy. Praha. 2015. [online]. [cit.2021-
12-19]

Dostupné z:
https://www?2.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/pages/ufal516.php?ufatype=texty

[19] KNOPP, K., Meromorphic Functions. Ch. 2 in Theory of Functions Parts I and II,
Two Volumes Bound as One, Part Il. New York: Dover, pp. 34-57, 1996. [online].
[cit.2021-10-23]

Dostupné z:

https://mathworld.wolfram.com/MeromorphicFunction.html

[20] KOPACEK, ]. Matematickd analyza nejen pro fyziky (IV). 3., opr. vyd. Praha:
Matfyzpress, 2010. ISBN 978-80-7378-120-0.

[21] KREJCI, ]. Komplexni ¢isla. Matematicky korespondenéni serial. Praha. 5 s.
[22] KUHNOVA, J. Algebra 1. Skripta k vyuce. Hradec Kralové.

[23] KULHANEK, P. Aldebaran [online]. Praha [cit. 2022-04-11].
Dostupné z: https://www.aldebaran.cz/studium/f1/applets/math/a_taylor.html

[24] LIFLYAND, E., TIKHONOV S., ZELTSER, M., Extending tests for convergence of
number series. September 2012. [online]. [cit.2021-10-23]

96



Dostupné z:
https://people.brandeis.edu/~joyner/everytopic/LiflyandCauchyTalk.pdf

[25] LIPOVSKY, ]. Spectral determinants. Univerzita Hradec Kralové.
Piirodovédecka fakulta. Katedra fyziky. 2022.

Dostupné z:

https://lide.uhk.cz/prf/ucitel /lipovjil /talks/talk_hradec22.pdf

[26] MALY, ], Matematika IV - zdpisky z prednd$ek. Usti nad Labem. Katedra
matematiky UJEP. [online]. [cit.2021-10-23]
Dostupné z: http://physics.ujep.cz/~jmaly/ls.pdf

[27] Matematicky korespondencni seminaf. Komplexni ¢isla I. [online]. [cit.2020-
08-24].
Dostupné z: https://prase.cz/archive/30/9.pdf

[28] MELKES, F, REZAC M. Matematika 2. Brno. Fakulta elektrotechniky
a komunikacnich technologii VUT. [online]. [cit.2021-10-23]

Dostupné z:

https://www.umat.fekt.vut.cz/~bastinec/bma2

[29] POSTA, P., Kapitola 1, Ciselné rady. Univerzita Karlova, katedra matematické
analyzy. Praha 8. [online]. [cit.2021-10-23]
Dostupné z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pposta/priklady/rady.pdf

[30] REED, M., SIMON, B. Methods of Modern Mathematical Physics, Vol. I:
Functional Analysis. Academic Press, 1972, 400 pp. ISBN 0125850506.

[31] ROKYTA, M, Ciselné rady. Univerzita Karlova, katedra matematické analyzy.
Praha 8. [online]. [cit.2021-10-23]

Dostupné z:

https://www?2 karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/0809/zs/ma/MAla_Kap_3_pro_t
isk.pdf

[32] ROKYTA, M., Riemannova hypotéza - 160 let boje bez vitéze. Univerzita
Karlova, katedra matematické analyzy. Praha 8. [online]. [cit.2021-02-07]
Dostupné z:
http://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2019/Mirko_Rokyta.pdf

[33] ROKYTA, M. Funkciondlni analyza zrychliku. Univerzita Karlova, katedra
matematické analyzy. Praha 8. [online]. [cit.2021-02-07]

Dostupné z:

https://www?2 karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/2021/ls/tex/main.pdf

97



[34] RUDIN, W. Real and komplex analysis. Vydani 3. Singapore. 433 s.

[35] REHACEK J., Chcete vyhrdt milion dolarii? 20109.
Dostupné z:
https://www.matfyz.cz/clanky/matykani-xxvi-chcete-vyhrat-milion-dolaru

[36] TITCHMARSH, E., The Theory of the Riemann Zeta-function. Vydani 2. Oxford:
Oxford Science Publications. 1986, 21-22 pp. ISBN 0-19-853369-1.

[37] UNIONPEDIA, Matematickd fyzika. [online]. [cit.2022-03-10]
Dostupné z: https://cs.unionpedia.org/Matematick%C3%A1_fyzika

[38] VESELY, J. Komplexni analyza pro ucitele. Praha: Karolinum, 2000. ISBN 80-
246-0202-4.

98



