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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zabyva numerickym fesenim Rayleigh-Plessetovy rovnice. Jejim
cilem je tuto rovnici odvodit a sestavit program, ktery by rovnici fesil metodami Runge-
Kutta-Nystrom a Runge-Kutta-Fehlberg.

Summary

This bachelor s thesis deals with numerical solution of Rayleigh-Plesset equation. The
aim of this thesis is to derive this equation and create a program for solving it with
Runge-Kutta-Nystrom and Runge-Kutta-Fehlberg methods.
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1. UVOD

1 Uvod

Pojem kavitace je znam jiz nékolik stoleti. Nazev pochazi z latinského slova ,cavitas®,
které znamend dutina. Uz v roce 1754 se o ni zminuje Euler ve své teorii vodnich turbin.
Do sirsitho podvédomi se dostala az na prelomu devatenactého a dvacatého stoleti, kdy
bylo zjisténo, Ze snizuje ucinnost lodi, jejichz predpokladana rychlost neodpovidala vykonu
motort z divodu ztraty vztlaku na lopatkach lodniho Sroubu a opotifebeni obtékanych
materialii. V soucasnosti tento zpravidla negativni jev zaznamenavame u vodnich turbin,
cerpadel, trysek a dalsich hydraulickych stroju.

Model kulové bubliny vytvoril v roce 1917 Rayleigh, ktery uvazoval prazdnou kavita¢ni
dutinu (bez pary ani plynu) v nestlacitelné kapaliné. Az pozdéji v roce 1949 rozsitil Plesset
zékladni teorii, ve které zahrnul vliv povrchového napéti a viskozity vody, a tim pomohl
zformulovat vztah popisujici kavitaci, ktery je nyni zndm pod nazvem Rayleigh-Plessetova
rovnice.

V prvni c¢asti této prace je vysvétlena kavitace jako fyzikalni jev — kdy a za jakych
podminek nastava a je zde odvozena Rayleigh-Plessetova rovnice. Druha c¢ast je véno-
vana numerickym metodam, které fesi diferencidlni rovnice a na zavér jsou dvé vybrané
numerické metody aplikovany na odvozenou rovnici a porovnany pro rizné parametry.
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2 Kavitace

Kavitace znamend pro techniky velikou prekazku. V praxi se snazime o maximalni vy-
kon strojii a zarizeni, proto je dilezité tomuto problému porozumét a snazit se navrhovat
technicka zafizeni tak, aby nebyla provozovana v oblasti kavitace. S potlacenou kavitaci
je mozné pracovat jen pokud budeme schopni kavitaci matematicky modelovat.

Tato kapitola cerpa z [2], [3], [L1], [13] a [15].

2.1 Kavitace

Kavitaci rozumime jev, kdy v kapaliné klesne lokalni tlak az pod tlak sytych par (viz
kapitola 2.3). Tim vzniknou kavita¢ni bubliny (kaverny), které jsou undseny do oblasti
vyssiho tlaku. V této oblasti za¢ne para v bublindch kondenzovat a zaroven dochéazi k
difuzi plynu do okolni kapaliny. Do uvolnéného prostoru vnika velkou rychlosti kapalina,
kteréd zbylé plyny stlacuje, pfi¢emz dochazi k prudkému zéniku (viz obrazek 2.1) a rdztm.
Imploze je také spojena s vyzarovanim tlakovych vin. Je zfejmé, Ze soucasné v kapaliné
vznikéd a zanikéd velké mnozstvi bublin a jejich kolaps blizko u obtékaného povrchu muze
zplusobit zna¢né namahani a néasledné poskozeni materidlu. V takovém pripadé mluvime
o kavitacni erozi.

N | /
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Obrazek 2.1: Zanikajici kavita¢ni bublina [7]

2.2 Vznik bublin

Aby se mohla vytvorit bublina, musi dojit k poruseni soudrznosti sil. Pokud vezmeme
v uvahu kapalinu, tak k vzniku nové bublinky dojde pfekondnim koheznich (téz Van
der Waalsovych) sil ptsobicich mezi jednotlivymi molekulami. Pfi sniZeni tlaku na tlak
nasycenych par dojde k odtrzeni molekul od sebe a vznikne dutina (bublina).

Je prokazano, ze mez pevnosti kapaliny nesnizuji rozpusténé plyny ani mechanické
castecky, ale nerozpusténé plyny zachycené v jejich nerovnostech, které v kapaliné tvori
takzvané kavitacni jadra. Velikost kavitac¢nich jader je mikroskopickd a pouhym okem
neviditelna. Az pfi splnéni uréitych podminek, kdy jadro dosahne kritické velikosti a je
rozeznatelné, se z néj stava kavitacni bublina.
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2. KAVITACE

2.3 Fazovy diagram

Na zacatku této kapitoly je uvedeno, ze jeden z predpokladii vzniku kavitace je pokles
tlaku pod tlak sytych par. K vysvétleni tohoto pojmu nam poslouzi fazovy diagram vody
uvedeny na obrazku 2.2. Tento diagram znézortiuje rovnovazné stavy pevného (I), ka-
palného (II) a plynného (III) skupenstvi a jejich zmény v zavislosti na tlaku a teploté.
K¥ivka sytych par (téz kiivka vypafrovani) je pak vymezena trojnym bodem T, coz je stav,
pii kterém jsou vsSechna tii skupenstvi v rovnovaze, a kritickou hodnotou K. Pro vodu
rovnovaha nastava pii teploté t7=0.01°C a tlaku py=611.7 Pa.

o

Obrazek 2.2: Fazovy diagram vody [9]
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2.4. ODVOZENI RAYLEIGH-PLESSETOVY ROVNICE

7 fazového diagramu je patrné, ze kiivka sytych par se da prekrocit dvéma zptisoby.

V kapaliné mtze dojit ke zvySovani teploty (napf. ohfevem) za konstantniho tlaku, p¥i
dostatecném zahtivani prekroci teplota bod varu a tim i kiivku. Po pirechodu do oblasti
pary se zac¢ne kapalina v celém objemu vypafovat. Tento dé€j je znamy pod nazvem var.

Druhy zpisob, jak se dostat pod kfivku, je izotermické snizeni tlaku. V hydraulickych
strojich je tento pokles zpiisoben pritokem kapaliny, protoze z Bernoulliho rovnice plati,
ze se zvysSenim rychlosti klesa jeji tlak. Za této situace se daji pozorovat bubliny v proudici
kapalin€ i za pokojové teploty a tento jev oznacujeme jako kavitace.

2.4 Odvozeni Rayleigh-Plessetovy rovnice

V praxi je snaha o minimalizovani negativnich u¢inkt kavitace. Jednim ze zpisobi je
navrhnout optimalni tvar obtékaného povrchu. Proto je nutné znat a umeét predpovédét
chovani bubliny v proménlivém tlakovém poli. Rayleigh-Plessetova rovnice popisuje cho-
vani kulové, osamocené, symetrické bubliny, coz v redlném ptipadé neplati, ale jedna se o
pomérné dobré priblizeni.

Uvazujme nejprve bublinu o poloméru R(t) v zavislosti na ¢ase ¢ v kapaliné o teploté
T, a tlaku p., ve velké vzdalenosti od stredu bubliny. Predpokladame, ze velikost teploty
T je konstantni, hodnota tlaku p.., ktera ovliviiuje rist a kolaps, je proménliva v case.
Kapalinu bereme jako idedlni a nestlacitelnou, tim padem povazujeme hustotu vody py,
za stalou hodnotu, uvazujeme neménnou dynamickou viskozitu n; a homogenni obsah
bubliny s rovhomérnym rozloZenim tlaku pp(t) a teploty.

Nyni oznacme tlak p(r,t), teplotu T'(r,t) a rychlost u(r,t) pusobici v bodé vzdaleném
r od stfedu kulové bubliny. Tyto veli¢iny jsou definovany pro vnéjsek kulové sféry neboli
pro r>R(t). Z fyzikdlnich zdkoni je zndmé, Ze vnéjsi rychlost u(r,t) je nepfimo timérna
druhé mocniné vzdalenosti r. Tudiz plati:

(1)

72

u(r,t) = (2.1)

Kde F(t) je néjakd funkce casu. Za predpokladu, Ze nedochézi k prenosu hmoty skrz
rozhrani bubliny, mtizeme ve vzdalenosti R zapsat rychlost ve tvaru:

dR
Rt) = —. 2.2
urp) =4 (2
Dosazenim (2.2) do (2.1) a vyjadienim F'(t) dostavame
dR
F(t)=R— 2.
=Y (23

jako aproximaci funkce F'(t). Déle je ukdzano, Ze tato aproximace je postacujici.
Uvazujme nyni bublinu nasycenou vodni parou. Ze zdkona zachovani hmoty plyne, ze
mnozstvi latky, kterd za jednotku ¢asu pritece musi také odtéct. V tomto pfipadé plati,

ze
dmv o dmL

d — dt’ (24)
kde dZL—tV znaci prirtstek pary a dZL_tL prirtstek kapaliny za jednotku ¢asu. Pro bublinu je
pririistek hmoty uvniti roven

dmy av dR
— = py— = dmpy RP— 2.5
dt Pv dt Tpv ar’ (2.5)
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2. KAVITACE

kde V' je objem kulové bubliny, jejiz zména se vyjadii jako dV = d(%ﬂ'R?’), pv je hustota
nasycenych par a zaroven plati

d
—Z;L = pLuL47TR2, (26)
kde uy, je relativni rychlost kapaliny vzhledem k povrchu bubliny, kterou vyjadiime z (2.4)

dosazenim (2.5) a (2.6). Vysledny vztah je ve tvaru

up, = Z—Z%. (2.7)
Fotom dR dR dR dR
u(R,t):%—uL:%—z—‘;%:(l—z—z)% (2.8)
Plati, ze u(R,t) = %. Dosazenim této rovnosti do (2.8) dostaneme hledanou funkei F'(t)
jako .
F(t) = <1 - %) R (2.9)

V redlném pripade€ je py < pr, proto tento ¢len mizeme zanedbat a celou rovnici nahradit
vztahem (2.3). V dalsim kroku budeme predpokladat, Ze se jednd o Newtonskou kapalinu,
ktera se fidi Newtonovym zakonem viskozity. Jinymi slovy te¢né napéti 7 je pfimo timérné
rychlosti deformace Z—Z. Tento vztah se da zapsat ve tvaru 7 = nfil—z, kde n je dynamicka
viskozita. Potom proudéni v takové kapaliné popisuje Navier-Stokesova rovnice (2.10)
formulovana ve sférickych soufadnicich.

1 dp Ou ou 10 ([ ,0u 2u
- _ 77 - _ S I — 2.1
pr Or Ot +u8r VL {73 or (r or 7"2)} (2.10)

Nahrazenim u z rovnice (2.1) ziskdme rovnici

1dp  1OF() 2F*(1)

pr Or o2 dt 7o

Miizeme si vSimnout, Ze ¢len s kinematickou viskozitou v se vyrusi. Dale po integraci
obdrzime vztah (2.11)

1 [P ©[10F(t) 2F%t
L[ g [T [R50 2w,
PL S, R L7T? dt r

2
oL rdt 2 rd
V poslednim kroku k dokonceni odvozeni Rayleigh-Plessetovy rovnice musi byt za-
hrnuta okrajovd podminka. Nechf o, je normélové napéti (analogie tlaku v kapaliné)
sméfujici radidlné od stiedu bubliny, pg(t) je vnitini tlak bubliny a o povrchové napéti
vody. Aby byla splnéna rovnovaha, musi dojit k vyrovnani tlaka na sféfe, tim dostavame
rovnost:

20

0L (2.12)

or + pB(t) =
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2.4. ODVOZENI RAYLEIGH-PLESSETOVY ROVNICE

kde clen %" vyjadiuje, ze tlak v bubliné roste s velikosti povrchového napéti o a klesa s

polomérem R. Pro kapalinu s konstatni hustotou a viskozitou plati, ze
ou

» = —p(R) + 2n,—. 2.13

o0 = ~p(R) + 205" (213)
Déle ze vztahu (2.13) dosazenim (2.12) pro r=R vyjadiime p(R) jako

4dng, dR 20
p(R) =pp(t) — 55— — 5 (2.14)

R(t) dt ~ R(t)

Po dosazeni (2.14) a (2.3) do (2.11) s vyuzitim vztahu v, = n;/pr pro r=R dostavame
Rayleigh-Plessetovu rovnici.

t) — poolt @R 3 (dR\® 4vy dR = 2
M:R(t)_+_ - VL__|_ o
PL dt2 2 dt R(t) dt pLR(t)
Tuto rovnici poprvé pouzil pro vypocty Plesset v roce 1949 za predpokladu, ze zname tlak
pp(t). Tento tlak obecné neni konstatni. Pro dalsi avahy vyjdeme z Daltonova zékona,

ktery tika, ze celkovy tlak smési plyni p je roven souctu parcidlnich tlakd.
p = Zpi, 1=1,...,n

Tedy pro kulovou bublinu vyplnénou parou a plynem miuzeme vyjadfit celkovy tlak pg(t)
jako

(2.15)

pr(t) = pv(t) + pc(t) (2.16)
Kde py(t) je tlak nasycenych par a pg(t) tlak plynu. Za predpokladu idealniho plynu
povazujeme dé€j uvniti bubliny za polytropicky. Pro takovy dé€j plati, ze pV" = konst.,
kde n je konstanta polytropy. Z tohoto vztahu vyjdeme pro urceni pribéhu tlaku plynu.
Po drobnych tpravach dostaneme:

pc(t) = pco (%Ym (2.17)

Z pocateéni podminky je Ry polomér a pgo tlak v ¢ase t=0. Po dosazeni (2.16) a (2.17)
do (2.15) muzeme puvodni rovnici piepsat jako

pv(t)p—Lpoo(t) %(%)%: LR 3<d3)2+4£d_R+2_0 (2.18)

R(t) dt — pLR(t)’
dale vyuzitim vztahu

a3

dt

20
= - —_— 2.19
PGco =Po —pv + R(0) ( )

1ze upravit (2.18) nasledovné:

pv(t) — peo(t) 1 20 Ry 3”_ @R 3 (dR\® 4v; dR 20
P (pO‘pV“)*EO) (%) = 0 g (%) +Wﬁ<+ml§(t)'
2.20

Pro vétsi prehlednost nahradime % jednodussim zapisem R

() —palt) | 1 20\ [ Ro \"™ . a 3., . 2
oL + p_L (pO _pV(t) + R_0> (m) = R(t)R + éR + R(t)R + pL}g2<t2>1)
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3. NUMERICKE METODY

3 Numerické metody

V realném zivoteé se Casto setkdvame s problémy, které se daji charakterizovat matema-
tickym modelem popisujicim nejriznéjsi fyzikalni déje. Nékdy miize byt vypocet slozity
nebo neumime feseni urcit analyticky, proto jsme nuceni pouzit numerické metody. V sou-
¢asné dobé, kdy jdou moderni technologie rychle dopiedu, vyuzivame pro feseni takovych
tloh (pfedevsim pro jejich pfesnost) pocitace. Potom nastava otazka, do jaké miry jsou
takto vypocitané vysledky realné a presné.

Numerickou metodou nazyvame feseni numerické tlohy, jejiz vtupni i vystupni data
jsou ¢isla. Algoritmem pak chapeme postup, kterym numerickou metodu vyhodnocujeme.
Spravna volba numerické metody je v praxi velmi dilezita pro existenci a prenost feseni.
Proto se bude prvni ¢ast této kapitoly zabyvat chybami, které mizou pfi vypoctu nastat,
a stabilitou numerickych metod.

Déle budou popsany metody Runge-Kutta, které jsou nejpouzivanéjsi a nejoblibenéjsi
pro Teseni diferencialnich rovnic. Prvni, kdo tyto metody popsal, byl némecky matematik
C. Runge. V jeho praci z roku 1895 zobecnil Eulerovu metodu, a tim dosahl vétsi pfesnosti
feSeni. V dalsich letech prispéli k rozvoji Heun a Kutta, ktefi popsali metody 4. radu a
navrhli prvni metodu fadu 5. Dalsi, kdo se touto problematikou zabyval, byl Nystrom,
ktery prisel s numerickym feSenim diferencidlnich rovnic druhého fadu. Nakonec text
doplnime o metodu Runge-Kutta-Fehlberg, ktera narozdil od vyse uvedenych formuli
pouziva adaptivni Casovy krok.

Tato kapitola se opira zejména o [5], [6], [4], [14] a dale [1], [3], [L0] a [12].

3.1 Zdroje chyb

Musime mit na paméti, ze numerické metody nam ve vétsiné ptripadl nedaji presné vy-
sledky. Pro urceni pfesnosti ptibliznych hodnot je nutné se zabyvat velikosti chyb vznik-
Iych pii vypoctu. V prvni fadé je potieba se vyhnout nepresnostem, které nastanou sSpat-
nym pochopenim nebo chybnou interpretaci problému.

Za predpokladu, ze se téchto chyb vyvarujeme, miizeme ostatni rozdélit do nasleduji-
cich skupin:

Chyby matematického modelu jsou zpisobeny rozdilem realného modelu od ideali-
zovaného, ktery casto uvazujeme. Do této skupiny spadaji i chyby ve vstupnich datech.

Naptiklad pii fyzikalnich vypoctech s tithovym zrychlenim g pouzivame dohodnutou
hodnotu, pfitom na rtznych castech zeméekoule tato veli¢ina konstantni neni. Dalsim zide-
alizovanim modelu mtze byt skutecnost, ze nase Zemé nema tvar koule, avSak ve vétsiné
vypocta tento fakt zanedbavame.

Chyba numerické metody vznikéa tehdy, pokud pouzijeme numerickou metodu, ktera
nam vrati pouze pfibliznou hodnotu feseni, naptiklad pfi aproximaci Taylorovym poly-
nomem. Je dilezité se proto zabyvat odhadem této chyby.

Zaokrouhlovaci chyby jsou zpusobeny pocitanim s nepfesnymi hodnotami. Prvni pFici-
nou miize byt uz vlozeni zaokrouhlenych dat. Na pocitaci mizeme zapsat ¢islo jen na ko-
necny pocet cifer, diisledkem toho dostaneme pouze ptibliznou hodnotu. Je zfejmé, ze pti
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3.2. CHYBY V NUMERICKYCH VYPOCTECH

vypoctech miize dochazet k hromadéni takto vzniklych chyb, které ve vétsi mife mizou
velmi zkreslit vypocty.

Jako piiklad takového problému uvazujme ¢islo 7 (nebo obecné ¢islo s nekoneénym
desetinnym rozvojem). Z ptredchoziho ostavce plyne, Ze takové ¢islo nemiize byt nikdy
vyjadieno pfesné.

3.2 Chyby v numerickych vypoctech

Jak uz bylo naznaceno vyse, nékdy jsme nuceni nahradit presné ¢islo z jeho aproximaci
Z. Jejich rozdil Ax = & — x se nazyva absolutni chyba aproximace a ¢islo

Ar 1T—=x

= , x#0
x x
se nazyva relativni chyba aproximace. Dale si ukazeme, jaké chyby se dopoustime pfi
zékladnich aritmetickych operacich.
Zvolme si ¢isla x a y a jejich aproximace Z a 1. Pak pro absolutni a relativni chybu
jejich souctu a rozdilu plati:
Ax + A A
Alrty) =Azxr £+ Ay, (@ y): v or, Y4y
(r£y) (exy) v  (zy) y
Dale oznac¢me soucin ptredeslych ¢isel xy, pak jejich relativni a absolutni chybu dosta-
neme jako:

Alwy) _ Az Ay

A(zy) = yAx + Ay, o p; )

Obdobné ziskdme odhad chyb podilu:

A <m> _ Az +£2Ay, Az /y) _ Az Ay

Y

y oy (z/y) T y

3.3 Podminénost tloh a stabilita algoritmu

Pfti feseni tlloh zkoumame, jak se ndm méni vystupni data v zavislosti na vstupnich a
pozadujeme, aby tloha byla dobfe podminéna. Pred zavedenim tohoto pojmu si nejprve
vysvélime, co znamena korektni tiloha.

Numerickou tilohou rozumime zobrazeni y = f(z), které hodnnoté x z mnoZiny vstup-
nich dat X prifadi idaj y z mnoziny vystupnich dat Y. Pak numerickou tlohu nazveme
korektni, pokud

e ke kazdému x € X existuje jediné y € Y,
e TeSeni spojité zavisi na vstupnich datech, tj. plati x — zo = f(z) — f(z0)

Potom korektni tloha je dobfe podminéna, jestlize mala zména ve vstupnich datech
zpusobi malou zménid vystupnich parametri. Necht = + Ax jsou vstupni data a y + Ay
prislusna feseni, pak ¢islo

_ |1Ayl/ly]

% =1adl/la
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3. NUMERICKE METODY

nazyvame cislo podminénosti tlohy. Pokud C), ~ 1, je tloha dobie podminéna. Naopak,
pokud C, > 1, hovotime o Spatné¢ podminéné tloze.

Vysledky numerickych metod neovliviiuji jenom nepiesnosti vstupnich dat, ale i za-
okrouhlovaci chyby, které vznikaji ve vstupnich datech a dale pii samotném vypoctu.
Takové algoritmy, které jsou malo citlivé na zaokrouhlovaci chyby, nazyvame numericky
stabilni.

Algoritmus nazveme stabilni, pokud je

e dobfe podminény,

e numericky stabilni.

3.4 Obecna jednokrokova metoda

Déle se budeme v textu zabyvat numerickym fesenim obycejné diferencialni rovnice 1.
radu

y'(z) = flz,y(x)) (3.1)
s pocatecni podminkou

y(wo) = Yo,

kde xo, 90 € R, f(z,y) je funkce definovana na oblasti G € R x R. Tato poc¢atecni uloha
se Casto oznacuje jako Cauchyova tloha. Otazkou zistava, za jakych podminek ma tato
uloha feseni. Existenci a jednoznacnost mtzeme vySetiit z Peanovy a Picardovy véty.

Prvni z uvedenych vét mluvi pouze o existenci feseni, druhé véta je silnéjsi a zarucuje
nam i jednoznacnost. Obé tyto véty si zde bez dikazu uvedeme.

Véta 3.4.1 Peanova véta
Necht funkce f(x,y) definovand v G € R x R je spojitd v okoli bodu (zo,y9) € G.
Potom md dloha Tesent y(z) v okoli bodu .

Véta 3.4.2 Picardova véta
Necht funkce f(x,y) definovand na G je spojita a navic spliiuje Lipschitzovu podminku
v proménné y v okoli bodu (xo,vo), tj. AL € R, pro které plati

|f(90,y1) - f(xvy2)| < L|y1 - y2|a V[ZE,yl], [x7y2] € G,

ezxistuje Tesent na néejakém okoli pocatecni podminky a je urceno jednoznacné.

P¥i numerickém vypoctu vznikaji diskeretizacni chyby (vlivem zaokrouhlovani a apro-
ximaci) a jsou dvojiho druhu - lokalni a globélni.

Lokalni diskretizacni chybou lte, rozumime chybu, které se dopustime v jednom
kroku metody pouzitim pfesnych hodnot. Miizeme ji vyjadrit nasledujicim vztahem:

y(xn-&-l) = y(xn) + hf(“/‘m y(l’n)) + lte,,

kde h je délka kroku numerické metody. Velikost této chyby nam urcuje fad diferenc¢ni
metody.
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3.5. EXPLICITNI EULEROVA METODA
Rekneme, 7ze numerickd metoda je ¥fadu n, pokud plati
lte, = O(h™t) (3.2)

Je patrné, ze kumulace lokélnich chyb mtze ovlivnit hledanou hodnotu. To, jak dobfte
metoda aproximuje feseni, vyjadifuje globalni diskretizacni chyba e, tedy

€n = y<tn) — Yn

Je samoziejmé se zajimat, jak se chyby béhem vypoctu chovaji a jestli numerické reseni
konverguje k pravé hodnoté (tj. |y,| — 0 pro n — o0). Pro urdeni stability algoritmu
musime nejdiiv vySettit funkei stability R(z). Pak obecnou jednokrokovou metodu pro
zvoleny krok h mizeme nazvat stabilni, jestlize plati

IR(2)| < 1. (3.3)

Mnozina bodt, ktera tuto vlastnost spliiuje, se nazyva oblast absolutni stability.

3.5 Explicitni Eulerova metoda

Explicitni Eulerova metoda je jednou z nejjednodussich formuli pro vypocet (3.1). Mizeme
ji zatadit, stejné jako ostatni metody Runge-Kutta, do skupiny jednokrokovych diskrét-
nich metod (Diskrétnich proto, Ze pfiblizné feseni hleddme na néjaké diskrétni mnoziné
{ta}).

Obecné k-krokova metoda spociva ve vypocitani piiblizného feSeni y z predeslych
k hodnot yo,vy1,...,Yk_1 & T, X1,...,Tp_1. L predchozi véty vyplyva, ze jednokrokova
metoda vyuziva pro vypocet ptiblizného feseni y,, pouze hodnoty vy, 1 a x,,_1.

Uvazujme nyni interval (a,b) a ekvidistantni déleni na tomto intervalu s krokem h.
Ziejmé tedy plati, ze x,, 11 = z, + h. Pro odvozeni explicitni Eulerovy metody vyjdeme z
Taylorova rozvoje. S vyuzitim vztahu y(z,41)=y(z, + h) miZeme psat

Y(nir) = ylwn) + by (0a) + 5% (6, (34

kde &, € (2, Tnt1). Pokud zanedbame ¢len 1h%y”(&,), nahradime piesné hodnoty y(z,41),
y(x,) aproximovanymi a y'(z,) vyjadiime jako f(x,,y(z,)) dostdvame rekurentni vztah
Eulerovy metody

Yn+1 = Y + hf(Tn, Yn)- (3.5)

Tento predpis vlastné znamena, ze to dalsiho bodu se dostaneme po tecné z bodu
predchoziho.
Lokéalni diskretizacni chyba je pravé rovna ¢lenu, ktery zanedbavame v (3.4). Tedy

1
lte, = §h23//(§n)-

Mutizeme si v§imnout, Ze tato metoda je fadu 1 viz (3.2).
Oblast absolutni stability mtzeme urcit z testovaci tlohy

y =My,
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3. NUMERICKE METODY
kde A je obecné komplexni ¢islo. Aplikovanim (3.5) dostaneme:
Yni1 = Yo + BNy = (1 4+ 2Ny, 0 = ... = (14 hA)" "y,
Aby vypocitana hodnota konvergovala k presnému feseni, musi platit
(14+2) <1,

kde z = h\. Tedy funkce stability R(z) = (1+2z). Oblast stability je tedy z (3.3) jednotkovy
kruh se sttedem v bodé —1.

Existuji také implicitni Eulerovy metody, které vychazeji opét z Taylorova rozvoje.
Jak uz z nazvu vypovida, hledanou neznamou y,,.; musime vyjadrit z implicitni funkce.
To je obecné obtizné. Tato metoda vsSak disponuje jinymi prednosmi, a tim je prave
oblast stability, ktera je neomezena. V této praci se implicitni Eulerovou metodou zabyvat
nebudeme.

3.6 Explicitni metody Runge-Kutta

V této kapitole si uvedeme dalsi jednokrokové metody, které se pouzivaji pro feseni di-
ferencialnich rovnic, a jsou to metody Runge-Kutta. Oproti Eulerové metodé jsou tyto
formule vyssiho fadu, a tudiz dosahuji vétsi presnosti.

Jak uz vime z predchozi podkapitoly, nova aproximace y,., se pocita pouze z pred-
chozich hodnoty vy, a z,. Obecny tvar je dan pfedpisem

Ynt1 = Yn + 1 (Z bﬂ%) ) (3.6)
i=1

kde
kl = f(Ina yn)u (37)
i—1
ki = f(@n +heiyn + 0> aghk), i=2,...s. (3.8)
j=1

Cisla a;;, b;, ¢; jsou konstanty a s je stupeti metody. Jedn4 se opravdu o explicitni metodu,
protoze nejprve pocitame koeficient ki, pomoci ného ky,. ... V explicitni Eulerové metodé
zadné koeficienty kq,. .., ks, uvedeny nebyly, protoze — narozdil od této metody — se do da-
1stho bodu neposouvame po tecné z predchoziho bodu, ale po smérnici linearni kombinace
bodu ky,. .., ks. Skuteéné pro stupenn metody s = 1 dostavame z (3.6)-(3.8) vySe zmirtio-
vanou Eulerovu metodu. Uvedené konstatny mtzeme piehledné zapsat do Butcherovy
tabulky:

Co | Q21
C3 | a31 A32

Cs | As1  Ag2 s Qs s—1

by by ... bs1  bs
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3.6. EXPLICITNI METODY RUNGE-KUTTA

Koeficienty nad hlavni diagonalou jsou nulové. V uvedenych metodach zaroven plati,
ze
ci:ail—i—aig—l—...—i—ai’i,l, i:1,2,...,8.

Otéazkou zustava, jakym zpiispobem vypocitat konstanty pro vyssi rady. Vyjdeme
opét z Taylorova rozvoje a ukazeme podobnost se stromovym grafem, ktery vyuzijeme pti
odvozeni.

Uvazujme stromovy graf, ktery je neorientovany, souvisly (tedy kazdé dva vrcholy
jsou spojeny né&jakou cestou) a neobsahuje zadnou kruznici. Takovy graf ma jeden kofen,
ze kterého jdou hrany do ostatnich vrchold. List potom predstavuje vrchol, ze kterého
jiz nevychazi zadna hrana. Stupném stromu rozumime pocet jeho vrchold a trovni ché-
peme cislo, které oznacuje nejmensi pocet kroki, kterymi se da dostat od daného vrcholu
ke kofenu. Déle oznacme i,j,k,. .. piislusné trovné (smérem od kotfene dél), pak kofen
na nulté avovni bude b;, listy ponesou oznaceni c;,cg,...a ostatni vrcholy pojmenujeme
@;j,0jk,- - -, kde index na prvni pozici znaci pfedeslou uroven a druhy index troven stava-
jici. Jako priklad je zde obréazek 3.1, ktery predstavuje strom stupné 4.

Cl
il i

Irj'f

Obrazek 3.1: Ukazka stromu stupné 4

Nyni sestrojime Taylortiv polynom pro metodu tietiho fadu. Vime, ze bude obsahovat
derivace v/, y” a vy"”, prvni derivaci nahradime obecnou funkci f a vyjadiime ostatni
derivace:

y = (3.9)
v = fuf (3.10)
y" = fuf?+ 1T (3.11)

Kazdy jednotlivy ¢len se d& zapsat do stromového grafu a plati, Ze pocet prvnich
derivaci odpovid4 poctu listii stromu. Pro pfedstavu jsou zde uvenedy grafy vyrazt f,, f?
a nyf (obrazkek 3.2). Je tedy zfejmé, Ze koeficienty z (3.6)-(3.8) se daji urcit ze vSech
stromovych grafii danych ¢lenii derivaci.

Potom miizeme stromu priradit ¢islo v a sestavit polynom @, které splnuji nasledujici
rovnost:

) > (3.12)

Sestrojit ® neni obtizné, je to soucin vsech vrchold. Urcéeni koeficientu v je trochu
pracnéjsi, jedna se o soucin stupni stromt, které vzniknou postupnym ubiranim vrcholi
od kofene az na stupen 1. Pro lepsi predstavu je zde uveden obrazek 3.3 stromu rfadu 6 a

vypocet parametri. Pro tento ptripad ¢islo v vychazi :

v=6-3-1=6
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3. NUMERICKE METODY

f f

\/ fy

fyy .
fy

Obrazek 3.2: Znazornéni ¢lent f,,f* a fy2 f

a odpovidajici polynom &
b = bic?aijci

Systém rovnic @y, které popisuji vztahy mezi koeficienty a;;, b;, ¢;, je potom mnozina
v8ech odpovidajicich polynomu piislusného stupné spliujici (3.12).

6

Obrazek 3.3: Graf stromu stupné 6

Nyni se pokusime sestavit rovnice pro n=3. Z (3.9)-(3.11) sestrojime pfislusné grafy a
urc¢ime cisla 7.

AV

n=117=2 ~=3 7=0
Déle dosazenim do (3.12) dostéavame vyslednou soustavu rovnic, kterym se ¥ikd také pod-
minky radu:

3
<I>1:Zbi:bl—|—b2+bg,:1

i=1

3
1
(I)g = Z biCj = bng + 5303 = 5

1,j=1

3
1
(I)g = Z sz§ = bQC% -+ b3C§ = g

ij=1
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3.6. EXPLICITNI METODY RUNGE-KUTTA

3
1
@4: bia"Ck:bGQCQZ—
i7§1 1J 3U3 6
Dostavame preurcenou soustavu Ctyt rovnic o Sesti neznamych. Pro konkrétni metodu 3.
Ffadu musime zvolit dva parametry a ostatni koeficienty dopocitat.
Oblasti absolutni stability se uré¢i stejné jako u explicitni Eulerovy metody. Do fadu
n = 5 jsou zandzornény na obrazku 3.6, ktery uvadi [4] Pro 2.— 4. fad lze funkci stability
zapsat nasledovné:

R(z) =14 z+ 122 n =2
R(z) =142+ 3224+ 32° n=3
R(z) =142+ 522+ 32° + 52* n=4
R(z)=1+z2+322+ 528+ 528 + 552°+C2% n=5

C' je konstanta, ktera se urci z konkrétni metody.

Obrazek 3.4: Oblasti absolutni stability do fadu n=>5

Podobné jako u Eulerovych formuli existuji také implicitni Runge-Kuttovy metody,
kde vypocet koeficientti ky,. .. ks vede na soustavu implicitné zadanych rovnic.
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3. NUMERICKE METODY

3.6.1 Metoda Runge-Kutta 4. fadu

Klasickou metodou Runge-Kutta rozumime metodu 4. fadu. Driive byla tato metoda velmi
pouzivana, protoze je celkem jednoducha. V soucasné dobé, kdy pocitace zvladaji takové
vypocty velmi rychle, davame prednost metodam s vyssi presnosti.

Pro odvozeni vztahi k vypoctu potfebnych koeficientti opét vyjdeme ze stromovych
grafii. VSechny varianty do fadu 4 jsou uvedeny na obrazku 3.5.

Pr1i zapisu podminek fadu vyjdeme z predpokladu, ze pro stupen stromu s = 4 uva-
zujeme a;; = 0(i > j). Tim padem odpadnou tfi posledni stromy z pfedeslého obrazku a
ostatni podminky faddu dostaneme ve tvaru:

4
D bi=bi+bytbs+b=1

=1

4
1
Z bl'Cj = bQCQ + b3C3 + b4C4 = 5
ij=1
4

1
g bia;jcy = bzasacy + byasacy + biagzcs = 6
iji k=1

4
1
Z bZC§ = bgcg + b3C§ + b4Ci = g

,j=1

4
1
Z bZC§ = bgcg —I— b3C§ —I— b40?1 = Z

,j=1

BEAVAAYE

Obrazek 3.5: Varianty stromt pro rad 4

To opét vede na preurcenou soustavu rovnic. Koeficienty klasické metody 4. radu jsou
uvedeny v nasledujici Butcherové tabulce.

0
1/2 | 1/2
1210  1/2

1 (o o 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Pro tuto tabulku mtzeme zapsat prislusné reseni y, 1 ve tvaru

(ky + 2k + 2ks + k4)
6 )

Yn+1 = yn+h
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3.6. EXPLICITNI METODY RUNGE-KUTTA

kde
kl = f(znv yn)a
h h
kQ = f(xn + §7yn + §k1)7

h h
k3 - f(]}'n + §7yn + §k2)7

k4 = f(l’n + h7 Yn + hk’g)

3.6.2 Metoda Runge-Kutta 5. radu

Tato metoda se neda zkonstruovat tak jednoduse jako naptiklad metoda tadu 3, ktera
byla v této kapitole uvedena. Je logické, ze se zvétsujicim se fadem numerické metody
se velmi rychle zvétsuje pocet stromovych grafit a podminky fadu nebude lehké sestrojit,
proto uz neplati, Zze fad metody se rovna stupni stromu. Aby takové formule bylo mozné
sestavit, musi se zvysit pocet podminek, toho se dosane zvysSenim stupné metody.

D4 se ukazat, ze metoda 5. fadu je miniméalné Sestistupniova. Vypocet koeficientii jedné
konkrétni metody tohoto fadu je uveden zde:

Tky + 32ks + 12k4 + 32ks + Tkg
Yn+1 = Yn + 90 >

kde
kl - f(xnayn)a

h ki
ky=nh n o Yn - |

B h ki k
kS_hf(xn+47yn+ ] )7
h k
k4:hf(xn+§7yn+33)7
3 3k; — 6ky + 6ks + 9k
k5_hf<xn+1h7yn+ ! 21—2 8t 4)7

—3ky + 8ky + 6k3 — 12k, + 8k5)

k6:hf<xn+h,yn+ 7

a odpovidajici Butcherova tabulka:

0
1/4 | 1/4

1/4]1/8 1/8

1/2 | 0 0 1/2

3/4|3/16 -3/8 3/8  9/16

1 |-3/7 8/7 6/7 -12/)7 8/7

7/90 0 32/90 12/90 32/90 7/90
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3.6.3 Metoda Runge-Kutta-Fehlberg

Jak uz bylo nastinéno v uvodu, velkd vyhoda metody Runge-Kutta-Fehlberg spociva v
tom, ze pouziva adaptivni ¢asovy krok. To pfedstavuje znacné urychleni vypoctt slozi-
tych problémii, protoze na relativné klidném intervalu pracuje metoda s vétsim krokem a
naopak, pokud dochazi k prudkym zménam feSeni, krok se zkrati.

V kazdém kroku se vypocitaji dvé aproximace Teseni, které se dale porovnavaji a
odhaduje se chyba. Zde je uvedena metoda, ktera pouziva pétistupnovou metodu Runge-
-Kutta radu 4 a Sestistupniovou metodu Runge-Kutta radu 5.

Koeficienty ky, ..., kg pouzivané v této metodé muzeme vyjadrit v obecném tvaru:

kl - f(xnvyn)a
i—1

ki = f(n + heiyn + 0 aijhy).

J=1

Pro uvazovanou metodu 4. fadu se da vyjadiit nova pfiblizna hodnota y,,.1 jako
5
Yni1 = Yo+ 0D biki + O(h°)
i=1
a dale presnéjsi aproximace metodou 5. radu
6
Vi =Un+h Y ki +O(h°),
i=1

Pro odhad lokalni chyby plati:

len = |Yns1 — ZJZ+1’~

Koeficienty a;;, ¢;, b;, b; urcuje uvedend Butcherova tabulka.

Tabulka 3.1: Butcherova tabulka metody Runge-Kutta-Fehlberg

0

1/4 | 1/4

3/8 |3/32 9/32

12/13 | 1932/2197 -7200/2197 7296,/2197

1 439/216 -8 3680/513  -845/4104

1/2 | -8/27 2 -3544/2565 1859/4104  -11/40
25/260 0 1408/2565 2197/4104  -1/5

« 16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50  2/55

V kazdé iteraci dostaneme dvé aproximace y,41 a ¥, a lokdlni odhad jejich chyby
le,,, kterd ndm pomuiZe uréit novou délku kroku h. Rizeni kroku ndm umoziiuje, aby se
tato chyba pohybovala kolem tolerance tol, kterou pozadujeme. Pfi vypoctu se postupuje
nasledovné:

e V kazdém kroku se vypocita le,, a porovna se s tol,
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3.6. EXPLICITNI METODY RUNGE-KUTTA

e pokud lte, < tol, povazujeme krok za tspésny, prepocitame délku kroku h a pokra-
¢ujeme ve vypoctu,

e pii neuispésném kroku se pouze provede redukce kroku h a vypocet se opakuje.

Pf1i Gispésném i netspésném pokusu se optiméalni délka kroku urcuje stejnym zptisobem:

(1/n+1)
b= ha ( tol ) ’
lte,,

kde « je ochranny faktor (o < 1) a n je fad metody. V dalsich vypoctech je zvolen
a = 0.86.

Vypocet déle pokracuje s méné pfesnou hodnotou y,+1 (pfesnéjsi metoda pouze po-
maha odhadnout chybu). Muzeme tedy Fict, Ze vypocet probihéd bez lokalni extrapolace.

3.6.4 Metoda Runge-Kutta-Nystrom

Dosud jsme se zabyvali feSenim obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Pro feseni
Rayleigh-Plessetovy rovnice vSak potifebujeme metodu, ktera by fesila nasledujici pro-
blém:

y'(x) = [z, y(@),y'(2)) (3.13)
s podminkami
y(xo) = yo
y'(z0) = Yo-

Jeden ze zpusobu je prevedni rovnice (3.13) na soustavu diferencialnich rovnic prvniho
radu

v' = g(t,y,v)

a vyresit je zndmymi metodami. Ukazeme si, jak by feseni vypadalo, kdybychom pouzili
metodu Runge-Kutta 4. tadu. V kazdé iteraci musime spocitat nové y,.1 a v,11 a jim
odpovidajici koeficienty ki,. .. ,ks aly,... ,l4. Vyjdeme z Butcherovy tabulky uvedenou pro
klasickou metodu 4. fadu, pro kterou miizeme feseni zapsat v nasledujicim tvaru:

k1= f(vn)

L = g(tm Yn, Un)

h
kz = f (Un + 5[1)

h h h
ly=g (t+ §7yn+ §k17vn+ §l1)

h
kg = f (Un + 5[2)
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3. NUMERICKE METODY

I3 = t+ﬁ +ﬁk +ﬁl
3=4g 2:?/71 227Un 22

k4 = f(vn + hl2)

l4 = g(tn + h, Yn + hkg, Un + hlg)

(k1 + 2kg + 2k3 + ky)

Ynt1 = Yn + h 6
Iy + 2l + 23 + 1
Druhy ze zptisobt je pouzit metodu Runge-Kutta-Nystrom, ve které nemusime pocitat
koeficienty Iy,...,l4, ¢imZ se vypocet zjednodusi. Odpovidajici algoritmus (opét pro Fad

4) je nasledovny:
kl = hf(tn7ynavn>7

h h h k1
ky = hf (tn+ §7yn+§vn+§k1,vn+5) ;

h h h ko
]{73 - hf (tn+ ann+§vn+§kl77)n+3> 3

k:4 = hf (tnv Yn + hvn + ng) y

ki+ ko + kK
yn-‘rl:yn—i_h(vn—i_W)a

(kl + 2ko + 2ks + k4)
Un+1 = Un 3 .

Déle v textu budou porovnany metody Runge-Kutta-Nystrom (RKN) a Runge-Kutta-
-Fehlberg (RKF), proto je zde uvedeno srovnani téchto dvou metod na piikladu tlumenych
kmit, ktery je zadan rovnici v’ + 0.2y’ +y = 0, y(0) = 10 a 3/(0) = 0 . Pro tento problém
dokazeme vypocitat analytické feseni a porovnat ho s numerickym vysledkem. Vysledny
graf na obrazku 3.6 predstavuje zavislost vychylky y na case t. Pro ukazku, Ze jsou feseni
rozdilné, je zde uveden i detail pribéhu v ¢asovém intervalu t €< 20,25 > (obrézek 3.7)
a tabulka 6, ve které je vidét rozdil v minimalni (h,,;,) a maximalni (h,,,,) délce kroku,
poctu iteraci (i) a feSeni y(t) v ¢ase t = 23s pii toleranci tol = le™* a startovacim kroku
h =0.05.

Analytické feSeni rovnice tlumenych kmit y” + 0.2y +y = 0 s podminkami y(0) = 10
a y'(0) = 0 mizeme zapsat ve tvaru:

y(t) = e *1(1.00504 sin(0.994987t) + 10 cos(0.994987t)).
Z toho dostavame kontrétni feseni y(23) = —0.706788. V tabulce 6 jsou uvedeny aproxi-

mace prislusnymi numerickymi metodami v ¢ase t = 23s a je patrné, ze v tomto pripadé
byla presnéjsi metoda RKF, ktera ale pro vypocet potiebovala zhruba 15X vice iteraci.
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10

Vychylka v [cm]
[}
T

Runge-Kutta-Mystrom |

| Runge-Kutta-Fehlbarg I

1
20 30

1
40

Cas t [s]

Obréazek 3.6: Graf tlumenych kmitt metodami RKN a RKF

Tabulka 3.2: Srovnani vybranych parametri

RKN ‘ parametry ‘ RKF
0.05 Pomin 3.237567714551157e-04
0.05 Pz 0.8177
1402 7 22810
0.00897 te[s] 0.000311
-0.6604 y(23) -0.7063

4 Numerické reseni
Rayleigh-Plessetovy rovnice

Posledni kapitola této prace je vénovana numerickému vypoctu Rayleigh-Plessetovy
rovnice metodami Runge-Kutta-Nystrom a Runge-Kutta-Fehlberg. Reseni spociva v se-
staveni problému programem MATLAB a nasledném zpracovanim. Tyto metody jsou
vyzkouSeny a vzajemné porovnany na dvou piipadech. Je samoziejmé, Ze chceme védét,
ktera z uvedenych metod je presnéji a jak velka je vysledna chyba. Vzhledem k tomu, ze
rovnice neméa analytické feSeni, by ovéfeni muselo probéhnout experimentalné, coz neni

mozné.
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4. NUMERICKE RESENI RAYLEIGH-PLESSETOVY ROVNICE

1= ] — Runge-Kulta-Nystram |

Runge-Kutta-Fehlbarg l

Vychylka v [cm]

Cas t [s]

Obrazek 3.7: Detail prubéhu funkce metodami RKN a RKF

4.1 Bublina v proménlivém tlakovém poli

Nejprve se budeme zabyvat kulovou bublinou ve vodé, kde tlakové pole je vyvolano ul-
trazvukovou vlnou a ma periodicky prubéh (obrazek 4.1). Pti vypoctu vyjdeme ze vztahu
(2.21) pro nésledujici vstupni parametry:

Ry =45pum

R(0) = 4.5 pm
R(0)=0m/s
v=1x10""m?/s
n=1.33

po = 100000 Pa
P = 0Pa

pr = 998 kg/m?

o = 0.0725 N/m

Poo(t) = po — Acos(27 ft)
A = 120000 Pa

f =126500 Hz

Vypocet provedeme pro pocatecni krok h = 7.547x1071% a pro toleranci tol = 1x 1071
(pro metodu RKF). Priibéh pro jednu periodu tlakového pole je zndzornén na obrézku 4.2,
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4.1. BUBLINA V PROMENLIVEM TLAKOVEM POLI

10

tlak p [Pal

Cas t 5] x 10
Obrazek 4.1: Sinusovy prubéeh budiciho tlaku
Tabulka 4.1: Srovnani vybranych parametrt

RKN ‘ parametry ‘ RKF

7.547¢710 Romin 2.758211418655764e — 10
7.547¢710 Pomaz 7.066092310378487e — 07
50000 l 10619
3.16004 tels] 2.867304

zaroven je zde uveden detail feSeni v kritickém misté, kde ma polomér bubliny miniméalni
hodnotu (obrazek 4.3). Mizeme si vS§imnout, Ze pro pozadovanou toleranci potfebuje
metoda RKF pfiblizné pétinu krokt nez metoda RKN. Je porovnan i celkovy ¢as metody
t., ktery je pro obé metody zhruba stejny. Vice zajimavéejsi je rozdil mezi nejvétsim a
nejmensim krokem u RKF. Miizeme si vSimnout, Ze mezi minimalni a maximéalni hodnotou
je rozdil t1i 1ad, to je také divodem, pro¢ metoda potiebuje méné iteraci.
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polomér R|[pm]
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—p

4. NUMERICKE RESENI RAYLEIGH-PLESSETOVY ROVNICE

| —— Runge-Kutta-Fehlbarg I

Runge-Kutta-Mystaom |

05

Cas t [s]

Obréazek 4.2: Pribéh poloméru bubliny
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4.2. BUBLINA VE VENTURIHO TRUBICI

10
55
1
|
o=
.-‘_‘:‘. 45—
o]
g
2
2
=B A
A5
I — Runge-Kutta-Mystrém |
| = Runge-Kutta-Fehlbarg I
3 | | |
5 B 8 10t

¥
Cas t [g]
Obrazek 4.3: Detail prubéhu funkce metodami RKN a RKF

4.2 Bublina ve Venturiho trubici

V dalsim ptikladu je rovnice feSena pro realné rozlozeni tlaku ve Venturiho trubici, coz je
typ dyzy, kterd se pouziva jako pritokomeér. Schéma je uvedeno na obrazku 4.4.

&
i
:

M
%%mm

Obréazek 4.4: Schéma Venturiho trubice
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4. NUMERICKE RESENI RAYLEIGH-PLESSETOVY ROVNICE

Ve ztzeném misté dojde k nejvétsimu poklesu lokalniho tlaku, tuto skute¢nost mizeme
vidét na obrazku 4.5, ktery znazornuje priibéh tlaku p; pro jednu konkrétni proudnici v
trubici. Nameérena data byla po ¢astech aproximovana polynomem sestého stupné, oblast
konstantniho tlaku byla nahrazena linearni kiivkou. Pro vypocet byla pouzita modifi-
kované rovnice (2.21), ve které je zahrnuty ¢len, ktery popisuje slacitelnost plynt uvnit¥
bubliny, a tlak pg obsahuje kriticky polomér hy (tyto dva ¢leny FeSenou rovnici zpiesnuji).
Vysledny vztah je tedy ve tvaru:

Py (t) — Poo(t) Rd

~—pe=RWR
o + pe + o aibe )R+

— —pr(t) + 20 M
bc =\ Po — Pv R R(? — A2

a ¢; je rychlost zvuku ve vod€. Vypocet probihal pro nasledujici parametry:

3 quyp - 20
“R*+ R+ :
2" TR pLR()

(4.1)

kde

Ro =50 Hm
R(0) = 50 um
R(0) =0m/s
v=1e"m?/s
n=1
po = 101325 Pa
P = 0 Pa
pr = 998 kg/m3
S = 0.0725 N/m
Pos(t) =po — pt Pa
¢ = 1481[m/ s
h, = le™®
« 10"

12

10}

8 -

= sf

4 -

2 -

" oot 002 003 004 005 006 007

Cas t 3]

Obrazek 4.5: Prubéh tlaku ve Venturiho trubici
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4.2. BUBLINA VE VENTURIHO TRUBICI

Numerické feseni se ukazalo jako slozité, pro riznou kombinaci pocatec¢niho kroku
a tolerance se podarilo ziskat pribéh metodou RKF az do mista, kde polomér bubliny
klesne na nejnizsi hodnotu (obrazek 4.6). V okoli tohoto mista méla metoda problém
dal spravné pokracovat. K presnéjsimu vypoctu by doslo, kdyby byla zmensena tolerance

nebo pocatecni krok. To by ovSem vedlo na velmi ¢asové naro¢ny vypocet, pri kterém by
metoda udélala velky pocet krokii. Problém se tedy jevi jako tuhy.

0.08
00s
oo4g r

0.0z

polomér R[mm]

-0.01 | | | 1 1 ! 1

Cas t \

Obréazek 4.6: Pribéh poloméru bubliny
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5. ZAVER
T 4
5 Zaveér

Cilem této prace bylo odvodit Rayleigh-Plessetovu rovnici a sestavit program pro
reseni metodami Runge-Kutta-Nystrom a Runge-Kutta-Fehlberg.

Po tivodni ¢asti byla rovnice odvozena v druhé kapitole, ktera se dale vénuje kavitaci a
jejimu vzniku. Prostiedni ¢ast se zabyva numerickymi metodami a jejich stabilité, znacnou
cast kapitoly pak tvofi popsani vybranych metod Runge-Kutta, které se pouzivaji k reSeni
obycejnych diferencialnich rovnic. Na zavér byl proveden numericky vypocet sestavenymi
metodami v programu MATLAB.

Numericky vypocet probihal pro rizné pocatecni podminky. V prvnim pfipadu jsme
uvazovali kulovou bublinu v proménlivém sinusovém tlakovém poli. Pro tento ptipad byla
metoda s adaptivnim ¢asovym krokem o trochu rychlejsi a hlavné potfebovala o pétinu
méné iteraci. Zajimavy je také fakt, ze rozdil mezi maximalnim a minimalnim krokem byl
zhruba tii rady. Déle byla rovnice feSena pro bublinu ve Venturiho trubici, ve které jsme
znali rozlozeni budiciho tlaku. Naméfené hodnoty byly po ¢astech prolozeny polynomy
Sestého stupné, aby se dosahlo pfesnéjsi interpolace. V misté linearniho chovani byla data
prolozena pouze primkou. Problém se ukéazal jako tuhy, tedy pro jeho vyfeseni témito
metodami s omezenou oblasti stability je potieba velky pocet kroki. Mozné feseni spociva
v pouziti rychlejsiho programu pro vypocty nebo posouzeni, zda by nebylo vhodnéjsi
pouzit jinou metodu s neomezenou oblasti absolutni stability.
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6. SEZNAM POUZITYCH VELICIN A SYMBOLU
6 Seznam pouzitych veli¢in a
symbolu

Symbol Rozmér Veli¢ina

& [m/s]  rychlost zvuku ve vodé
Cyp ¢islo podminénosti
én globalni chyba
h krok metody
Ronin minimalni krok metody
Rmax maximalni krok metody
7 pocet iteraci
K kriticky bod
lte, lokalni diskretizac¢ni chyba
n polytropicka konstanta
Do [Pa]  pocatecni tlak
pa(t) [Pa]  tlak bubliny
e [Pa]  tlak plynu v bubling
Do [Pa]  pocétecni tlak plynu v bubliné
pr [Pal tlak trojného bodu vody
Py [Pa]  tlak nasycenych par
Doo [Pa]  tlak ve velké vzdalenosti od bubliny
R(t) [m] polomér bublinky v ¢ase ¢
Ry [m] pocateéni polomér bubliny
t [s] cas
T trojné bod vody
te [s] celkovy cas metody
te [°C]  teplota trojného bodu vody
Too (K] teplota kapaliny ve vzdalenosti od bubliny
tol tolerance
ur, [m/s]  rychlost kapaliny
uw(R,t)  [m/s]  rychlost bubliny v misté R a case t
P [Pal
Q bezpecnostni faktor
nL [Pa/s] dynamicka viskozita
v [m?/s]  kynematickd viskozita
oL [kg/m3] hustota vody
o [N/m| povrchové napéti
o [N/m| normélové napéti
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A Zdrojovée kody v MATLABu

Zdrojové kody scriptii a textovy soubor s namérenymi hodnotami tlakového pole ve
Venturiho trubici jsou rozdéleny do dvou slozek na pfilozeném CD. V prvni slozce (1) jsou
zdrojové kody pro feSeni pribéhu bubliny v sinusovém promeénlivém poli, druha slozka
(2) pak obsahuje skript a naméfené hodnoty tlaku ve Venturiho trubici.

Al 1

e RKF.m - script pro metodu Runge-Kutta-Fehlberg

e RKN.m - script pro metodu Runge-Kutta-Nystrom

A.2 2

e VenRKF.m - script pro metodu Runge-Kutta-Fehlberg

e castlak.txt - namétené hodnoty tlakového pole
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