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Abstrakt 
Tato práce se zabývá zkoumán ím Markovových ře tězců a jejich aplikací v genetice. K o n 
krétněji je zkoumána konvergence řetězců, a to předevš ím pro řetězce o t řech stavech. 
Úvodní kapitola je věnována teorii matic, k t e r á se ke studiu Markovových ře tězců vyu
žívá. Následuje s amo tný popis Markovových ře tězců a jejich teorie. Závěrečná kapitola je 
věnována p ř ík l adům a zkoumání konkré tn ích řetězců o t řech stavech, u k te rých nedojde 
ke konvergenci. 

Summary 
This thesis is focused on Markov chains and their application in genetics. Special focus 
is on convergence of chains wi th three states. The opening chapter covers matrix theory 
which is used in Markov chains. The next part examines Markov chains and its theory. 
The final chapter looks into examples and examination of specific Markov chains wi th 
three states that does not converge. 

K l í č o v á slova 
Diferenční rovnice, sys tém diferenčních rovnic, Markovovův řetězec, Markovova matice, 
genetika, teorie matic 
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Úvod 
Přes tože genetika je na p rvn í pohled problematikou biologických věd, na jej ím pozadí 

p rob íhá mnoho ma tema t i ckých procesů. J e d n í m z těch to procesů jsou i Markovovy ře
tězce, k te ré n á m slouží k popisu výsky tu jednot l ivých alel v populaci a jeho změn. Lze 
j imi také popsat genetické struktury, ke k t e r ý m populace směřuje. Taková zjištění jsou 
velmi uži tečná, ať už k s amotné predikci, či snaze o změnu směřování. 

Tato práce je zaměřena na zkoumání chování Markovových řetězců pro t ř i možné va
rianty j edné vlastnosti, a to předevš ím na situace, kdy populace nesměřuje k jednomu 
rozdělení dané vlastnosti v populaci. Genetika však není j ed iným využi t ím Markovových 
řetězců a vlastnosti z t é to práce lze využí t i pro j iná odvětví . 

Úvodní kapitola je věnována teorii matic, k t e rá se využívá ke studiu sys témů lineár
ních diferenčních rovnic. Následuje seznámení s Markovovými řetězci, Markovovými mati
cemi a jejich vlastnostmi. Závěrečná kapitola je věnována s a m o t n é m u zkoumání Markovo
vých řetězců. Obsahuje jak konkré tn í př ík lady pro pochopení problematiky, tak př íklady 
obecné. Obecné př ík lady jsou využi ty k popsán í v las tnos t í řetězce, k teré určují směřování 
daného řetězce. 
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1. ZÁKLADNI POZNATKY Z ALGEBRY 

1. Základní poznatky z algebry 
V t é t o kapitole jsou uvedeny poznatky z oblasti algebry, jež jsou později využi ty v te

orii Markovových řetězců. J e d n á se o základní definice a věty, proto jsou také vynechány 
důkazy. T y lze nají t v [4],[5] nebo [6]. 

1.1. Vlastní čísla, vlastní vektory, Jo rdánův kanonický 
tvar 

Definice 1.1.1. Nechť A je čtvercová matice ř á d u k a existuje číslo A G C a nenulový 
vektor £ G C f c , pro k te ré p la t í Al; = A£. Pak A nazýváme vlas tn í číslo matice A a £ vlastní 
vektor matice A př ís lušný v las tn ímu číslu A. 

Definice 1.1.2. Nechť A i , A 2 , . . . , A„ jsou vlas tn í čísla matice A . Pak číslo 

max |Aj| 
Ki<n 

nazveme spekt rá ln í poloměr matice A . 

P o z n á m k a 1.1.3. Vlas tn í čísla získáme vyřešením rovnice det(A — XE) = 0. Vlas tní 
vektor £ příslušný číslu A, k teré je j ednoduché , z ískáme vyřešením rovnice (A — XE)£ = 0, 
kde E je jednotková matice. Vlas tn í čísla a vlas tn í vektory obecně mohou být z oboru 
komplexních čísel. V př ípadě čísel komplexních je jejich velikost definována vztahem \z\ = 
y/z • ž, kde z je komplexní číslo a z je číslo komplexně sdružené číslu z. 

Definice 1.1.4. Řekneme, že matice A je p o d o b n á matici B, jestliže existuje matice Q, 
jejíž ř ádky jsou l ineárně nezávislé, taková, že A = QBQ-1. 

Definice 1.1.5. Čtvercová matice 

Ji 

(K 1 

A, 

V 

\ 

Xi 1 

A, 

dimenze S j x S j se nazývá Jo rdánovou buňkou. Diagonální bloková matice J , jejíž bloky 
na diagonále jsou Jo rdánovými b u ň k a m i , se nazývá Jo rdánova matice. 

V ě t a 1.1.6. Ke každé matici A dimenze k x k existuje podobná matice J z Definice 1.1.5, 
kde Ji jsou matice S j x S j a Y^l=i si = k. Matice J je tvaru 

fJi \ 

J 
J-2 

Jl 
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1.2. PERRONOVA VĚTA 

Dále platí, že An = ( Q J Q " 1 ) ™ = QJnQ 1 , kde 

(Ji \ 

n 

\ Ji k) 

Důkaz. V i z [ ]. • 
D ů s l e d e k 1.1.7. Jelikož A = QJQ'1, pak AQ = QJ. Nechť Q = ... ,&), kde 

= (Cii, ^2i, • • • , £ki) • Porovnáme-li první sloupec, dostáváme 

Z Definice 1.1.1 je zřejmé, že £i je vlastní vektor matice A příslušný vlastnímu číslu X\. 

V ě t a 1.1.8. Je-li A matice dimenze k x k, potom l i m ^ o o An = O právě tehdy, když platí 
|A| < 1 pro všechny vlastní hodnoty X matice A. 

D ů s l e d e k 1.1.9. Jestliže pro Jordánovy buňky Ji, kde i = m,..., k, matice J platí \ X\ < 1, 
pak z Vět 1.1.6 a 1.1.8 vyplývá, že l i n i n ^ o o J ™ = O, kde i = m,..., k. 

V ě t a 1.1.10. Necht A je matice dimenze k x k s vlastními čísly A i , A2, • • • , Xk- P ok vlastní 
čísla matice An, kde n EN, jsou A" , A í ř , . . . , A£. 

1.2. Perronova věta 
Nyní uvedeme pro tuto práci v ý z n a m n o u větu. Perronova věta n á m dává informace 

o vlastních číslech matic, k teré budeme později uvažovat . 

V ě t a 1.2.1. (Perronova vě ta ) . Necht A je matice velikosti k x k, jejíž všechny prvky 
jsou kladné. Pak existuje jednoduché vlastní číslo p(A) G M matice A. Pro vlastní čísla 
X 7̂  p{A) navíc platí, že \X\ < p(A). Vlastní vektor příslušný p (A) má všechny prvky 
reálné a kladné. 

P o z n á m k a 1.2.2. J e d n á se pouze o část Perronovy-Frobenoiovy věty, jejíž plné znění 
není pro tuto práci p o d s t a t n é a je tedy vynecháno. Vě ta je p řevza ta z knihy An Intro-
duction to Difference Equation Saubera Elaydiho [5]. Její plné znění i s důkazem lze nají t 
v [9, strany 4-13]. 

A^ = Ax£i. 
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2. MARKOVOVY ŘETĚZCE 

2. Mar kovový řetězce 
2.1. Úvod do Markovových řetězců 

I oo 
f n = 0 

Definice 2.1.1. Posloupnost náhodných veličin {XN} 
jestliže 

P(Xn+i = j\XN = i n , . . . ,XQ = ÍQ) = P(XN+\ = j\XN = i. 

pro každé n > 0 a, ÍQ, ... ,in E S takové, že P(XN — in,...,X0 — i0) > 0 

se nazývá Markovův řetězec, 

(2.1) 

P o z n á m k a 2.1.2. Množina S je množinou s tavů, k te ré mohou nastat. Tato množ ina 
může být konečná nebo spočetná . V př ípadě genetiky a také př ík ladů, k te ré zde budeme 
uvažovat , se j e d n á o množ inu konečnou. Mohutnost množiny S budeme uvažovat |>S| = k. 

Hodnoty n interpretujeme jako časové okamžiky a hodnoty, k terých nabývá řetězec 
X N , nazýváme stavy a označujeme S j . Z definice vyplývá, že stav Si v čase n+1 je závislý 
pouze na stavu Sj v čase n, kde i, j G N . 

Mějme množinu všech možných výsledků n á h o d n é h o pokusu S = {s\, S2, Sfc} . Prav
děpodobnos t , že v čase n+1 nastane stav S j za p ředpok ladu , že v čase n nastal stav Sj, 
označme = p(si\sj). Nastal-li při pos ledním opakování stav Sj, v následujícím opako
vání musí opět nastat něk te rý ze s t avů množiny S, tedy 

Pij + P2j +P3j + ••• +Pkj = 1, 1 < i < k. (2.2) 

Dále označme Piin) p ravděpodobnos t , že stav S j nastane v čase n, kde 1 < i < k. Jelikož 
vždy musí nastat nějaký ze s tavů si, s2, Sfc, p la t í 

Pi(n) +p2{n) +p3(n) + ... + pk(n) (2.3) 

Dalš ím krokem je určení p ravděpodobnos t i , že nastane jev S j v ( n + 1 ) . opakování, 
tj. pi(n + l). Tomuto může předcházet A; jevů, jejichž p ravděpodobnos t je Pj(n), 1 < j < k. 
Pravděpodobnos t , že v čase n+1 nastane jev Si a současně nastal v čase n jev Sj, vyjádř íme 
součinem pravděpodobnos t í pijPjin). Jelikož v čase n nastal něk te rý ze s tavů si, «2, Sfc, 
pravděpodobnos t , že stav Si nastane v čase n+1 vyjádř íme jako součet p ravděpodobnos t í 
PijPj(n) pro j = 1 , . . . , k, tedy pi{n + 1) = Y^j=iPijPj(n)i kde i — 1,... ,k. T í m t o získáme 
soustavu diferenčních rovnic 

ÍPÁ 
P2 

w 

( n + 1 ) 

/ Pil Pl2 
P21 P22 

Plk 
P2k 

\Pkl Pk2 ••• Pkk J 

ÍP1\ 
P2 

\PkJ 

n 

Zkráceně můžeme také psá t 

kde M = {pij}, i = l,...,k,j 

p{n+ 1) = Mp(n), (2.4) 

1 , . . . , k. Ma t i c i M t aké nazýváme mat ic í přechodu. 

P o z n á m k a 2.1.3. Více informací k diferenčním rovnicím a sous tavám diferenčních rovnic 
lze nalézt v [1],[5] nebo [8]. 
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2.2. VLASTNOSTI MARKOVOVÝCH MATIC 

2.2. Vlastnosti Markovových matic 
Definice 2.2.1. Matice A = {<%} se nazývá Markovova (s tochast ická nebo sloupcově 
s tochat ická) , je-li splněno 

(a) dij > 0 pro i — 1,... ,k, j — 1,... ,k, 

( b ) Z)i=i a i j = 1 P r o J = !> 2> •••> 

Z nezápornos t i p ravděpodobnos t í a vlastnosti (2.2) je zřejmé, že matice M z rovnice (2.4) 
je Markovova. 

T v r z e n í 2.2.2. Nechť M je Markovova matice. Pak Mn je taktéž Markovovou matici 
a to pro libovolné n G N . 

Důkaz. Ukažme nejprve, že součin dvou libovolných Markovových matic A,B s tejného 
rozměru k x k je opět Markovou mat ic í . 

Nechť A = (aij), B = (%), kde i, j = 1,2,..., k. P l a t í (A • B)ÍJ = Y^,=iaubij- Každý 
z p rvků matice A • B je zřejmě nezáporné číslo. P o d m í n k a (a) je splněna. Součet j - t é h o 
sloupce je 

k k k 

J2(A-B^ = J2J2aabi3 
i=i i=i i=i 

= an&ij + • • • + aifc&fcj + • • • + akkbkj 

= hj(au H 1- Ofci) H h &fcj(aifc H h a fc fc) 

= bij H h &fcj = 1. 

Ukázali jsme, že součet j - t é h o sloupce matice A-B je roven 1 pro libovolné j G { 1 , . . . , /c}. 
Je tedy splněna p o d m í n k a (b). T í m je dle Definice 2.2.1 dokázáno, že součin dvou libo
volných Markovových matic s tejného rozměru je mat ic í Markovou. 

Nyní využijme matematickou indukci k důkazu , že Mn je Markovova matice. Jelikož 
součin dvou libovolných Markovových matic je opě t mat ic í Markovovou, zřejmě plat í , že 
M 2 je Markovova matice. P řepokláde jme nyní, že matice Mn~l, kde n G N , je Markovova. 
Matice Mn je Markovovou mat ic í , neboť Mn = Mn~1M, kde M n _ 1 a M jsou M a r kovo vy 
matice. • 

V ě t a 2.2.3. Pro všechna vlastni čísla Markovovy matice M platí |A| < 1. Navíc A = 1 je 
vlastní číslo Markovovy matice. 

Důkaz. Nejprve ukažme, že A = 1 je v las tn ím číslem matice M, jejíž dimenze je Ä; x k. 
Uvažujme matici MT a vektor e = ( 1 , . . . , 1 ) T . Pro matici MT p la t í X ) j L i mv = 1 Pro 

i—l,2,...,k. Tato vlastnost lze také zapsat MTe = e. Z Definice 1.1.1 plyne, že A = 1 je 
vlas tn í číslo a e je vlas tní vektor matice MT. Matice M a MT maj í stejný determinant, 
zároveň matice (M - \E) a (MT - XE) maj í stejný determinant. Vlas tn í čísla matic M 
a MT jsou tedy shodná a A = 1 je vlas tn í číslo matice M . 

Nyní ukážeme, že pro všechna A p la t í | A| < 1. Označme £ vlas tn í vektor matice MT = { n i ý } 

6 



2. MARKOVOVY ŘETĚZCE 

příslušný v las tn ímu číslu A. Nechť |^-| = max!<j< fe Pro všechna i = l,...,k p lat í 
maí\ H \~ rriikik = A& . Potom pro i=j 

\M • Kil = H \-mjk^k\ 
< m j i | ^ i | H h mj f e|£fe| 

< mj i l^ - l H hmjk\Šj\ 

= (rriji H \-mjk)\^j\ 

= 1- I0 l -

Jelikož £ je nenulový vektor, dos táváme, že pro všechna vlas tn í čísla matice MT p la t í 
|A| < 1. Stejnou a rgumentac í jako v předešlé části důkazu zjistíme, že |A| < 1 p la t í pro 
všechna vlas tn í čísla matice M. • 

P o z n á m k a 2.2.4. Z předchozí věty vyplývá, že spekt rá ln í poloměr libovolné Markovovy 
matice je vždy roven 1. Jsou-li navíc splněny p ředpok lady Perronovy věty 1.2.1, je toto 
vlas tn í číslo navíc j ednoduché . 

Definice 2.2.5. Markovova matice se nazývá regulární , jestl iže existuje k ladné přirozené 
číslo m, pro k teré m á matice Mm všechny prvky kladné. 

T v r z e n í 2.2.6. Necht M je regulární Markovova matice dimenze k x k pro nějaké m e N. 
Potom A = 1 je jednoduché vlastni číslo matice M a pro ostatní vlastní čísla platí |A| < 1. 

Důkaz. Necht m á matice M v las tn í čísla A i , A 2 , . . . , Xk- Dle Věty 1.1.10 m á matice Mm 

vlas tn í čísla A™, A ™ , . . . , A™. Z Věty 2.2.3 víme, že matice M m á vlas tn í číslo A = 1 a pro 
všechna vlas tn í čísla p la t í |A| < 1. Proto také matice Mm m á vlas tní číslo A = 1 a všechna 
vlas tn í čísla splňují |A| < 1. Z p ředpok ladu regulárnost i m á matice Mm všechny prvky 
kladné. Můžeme proto využít Perronovu vě tu 1.2.1, k t e r á ř íká, že vlas tn í číslo A = 1 
matice Mm je j ednoduché a pro os ta tn í v las tn í čísla p la t í |A| < 1. Jelikož A = 1 je 
jednoduché vlas tn í číslo matice Mm a zároveň matice M m á vlas tn í číslo A = 1, plat í , že 
vlas tn í číslo A = 1 matice M je j ednoduché a navíc číslo -1 není v las tn ím číslem matice 
M. Pro zbylá v las tn í čísla matice M p la t í |A| < 1. • 

Markovova matice M je nezávislá na n. Z teorie diferenčních rovnic tedy vyplývá, 
že p(n) = M > ( 0 ) . Podle Věty 1.1.6 lze matici Mn zapsat Mn = QJnQ~x. Z Dů
sledku 1.1.9 a Tvrzení 2.2.6 plyne, že je-li matice M regulární . Pak pro n —> 00 p lat í 
Jn —> d iag( l , 0 , . . . , 0). Proto, využijeme-li Důsledek 1.1.7, p la t í 

l im p(n) = l im M > ( 0 ) = l im QTQ^piQ) = ( & , ( ) , . . . , 0)Q~1p(0) = a£i , (2.5) 
n—¥00 n—¥00 n—¥oo 

kde £1 = (£n , £ 2 i , . . . , £fci)T je vlas tn í vektor M přís lušný A = 1 a a je prvn í složka <5 _ 1p(0). 
Místo obt ížného hledání matice Q zvolíme jednodušš í způsob v ý p o č t u konstanty a. Pro 
p{n) = (pi{n),p2(n),... ,pk(n))T p la t í vztah (2.3). Jelikož l im p(n) — a£i , dos táváme 

n—¥00 

a £ n + a£ 2 i H V a£kl = 1. 

Odtud 

a = — . (2.6) 
61 + 61 + • • • + & i 
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2.2. VLASTNOSTI MARKOVOVÝCH MATIC 

Ze vztahu (2.5) vidíme, že konvergence bude záviset na vlas tních číslech Markovovy matice 
M. Konkétně jestliže A = —1 je v las tn ím číslem matice M nebo A G C s nenulovou 
imaginárn í část í takové, že |A| = 1, je v las tn ím číslem matice M, pak řetězec nebude 
konvergovat. 

P o z n á m k a 2.2.7. Markovovými řetězi a Markovovými maticemi se zabývá také [2], [5], 
[7] a [10]. 
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3. PŘÍKLADY 

3. Příklady 
3.1. Úvodní příklady 
P ř í k l a d 3.1.1. Uvažujme zvíře, jehož genet ická informace je složena ze dvou alel, k teré 
mohou být dvojího druhu ( G a g ) . Jedinec tedy může mí t kombinaci G G tzv. dominantn í , 
gg neboli recesivní, nebo G g (shodné s gG) , kdy je nazýván hybridem. Potomek dědí vždy 
jednu alelu od každého z rodičů. Základním p řepok ladem genetiky je, že výběr tohoto 
genu je náhodný. P ů v o d n í m rodičem bude jedinec s genetickou informací G G . Předpoklá 
dejme, že pá řen í bude vždy prob íha t s hybr idn ím jedincem, viz Obr. 3.1. 

Množina možných výsledků, tedy různých genetických kombinací , obsahuje Si = GG, 
$2 = Gg, S3 = gg. Označme p^ p ravděpodobnos t , že stav S j nastane v ( n + 1 ) . generaci za 
p ředpokladu , že v n-té generaci nastal stav Sj. Zkříží-li se jedinec s alelami G G s jedincem 
s alelami Gg , tj. alela G je rodičem G G poskytnuta s p ravděpodobnos t í 1, za t ímco rodi
čem G g s p ravděpodobnos t í \ , potom pravděpodobnos t pu — l-\ — \. S te jným způsobem 
zjistíme i další p ravděpodobnos t i . Např ík lad p3í = 0 je zjevně jev nemožný. 

r 
G G x Gg 

T 
G G x Gg 

G G x Gg 

I 

G g x G g 

1 
G g x G g 

r 
G G x Gg G g x G g 

1 
gg x Gg 

G g x G g 

Obrázek 3.1: Ukázka množení k př ík ladu 3.1.1 

Matice M bude nabýva t hodnot 

M 

1 
g g x G g 

('-
1 
1 0 ^ í-

8 

1 
1 

1 1 1 , M2 = 1 1 1 
2 2 2 

, M2 = 
2 2 2 

\ o 
1 
1 \) V I 

1 
1 8/ 

Vlas tn í čísla t é t o matice jsou A i = 
pro M2. Použi jme tedy vztah (2.5) 

1 , A 1 
2' 

A 3 
0 . Matice je t aké regulární , např ík lad 

l im p{n) = a£i . 

Pro A = 1 z ískáváme soustavu rovnic 

(- 0\ fcn\ 

61 

M 

o 

v 0 / 
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3.1. ÚVODNÍ PŘÍKLADY 

Odtud 

£ 2 1 — 2 £ 3 1 , 

C11 = |^21 = £ 3 1 -

Vlas tn í vektor je tedy roven £1 = (1, 2 , 1 ) T a odtud dle vztahu (2.6) a—\. 
Dosazením získáváme 

l im p{n) = (!,§,!) • 

Pro počet generací blížící se nekonečnu je p ravděpodobnos t čistě dominan tn ího stejně 
jako čistě recesivního jedince 0,25, za t ímco p ravděpodobnos t hybr idn ího jedince je 0,5. 

P ř í k l a d 3.1.2. Uvažujme nyní situaci podobnou předchozímu př íkladu. P ů v o d n í m rodi
čem bude ovšem jedinec hybr idní s genetickou informací G g a pářen í bude vždy p rob íha t 
s jedincem recesivním (tj. gg). Situace je př ibl ížena na Obr. 3.2. 

G g x g g 

I 
f ? 

Gg x gg gg x gg 

J L 
f ? • 

Gg x gg gg x gg gg x gg 

Obrázek 3.2: Ukázka množení k př ík ladu 3.1.2 

Množina možných výsledků bude v tomto př ípadě obsahovat pouze si = Gg, S2 = gg. 
Označme-l i opě t p ravděpodobnos t , že stav S j nastane v (n + 1). generaci za p ředpo
kladu, že v n-té generaci nastal stav Sj, matice M bude vypadat následovně: 

- ( ; : 
Tento př íklad je velmi jednoduchý, lze proto okamži tě vidět , že recesivních jedinců bude 
rychle př ibývat , za t ímco jedinec hybr idní se v každé generaci objeví jen jeden. 

Vlas tn í čísla t é t o matice jsou A i = 1 a A2 = \. Matice M ovšem není regulární pro 
žádné m G N a pro výpočet pomocí vztahu 

l im p(n) = a£i 
n—¥00 

n e m á m e splněny předpoklady. Ukažme si přes to výsledek, k te rého j ím dosáhneme: 

Pro A i = 1 

• i o\. ( M = (o" 
\ 0 J U 2 1 ] [o 
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3. PŘÍKLADY 

se soustava rovnic zjednoduší na 

= o, 

H u = o. 

Odtud je zřejmé, že ( n = 0 a £ 2 1 = 1 volíme, aby plati la rovnost (2.3). Dos táváme 

l im p(n) = (O, l ) T . 
n—¥00 

Pro počet generací blížící se nekonečnu tedy dojde k vymizení dominan tn ího genu. 
Vidíme, že p o d m í n k a regulárnost i matice M nemusí být splněna i pro velmi j ednoduché 

příklady. Zkusme tedy výsledek zjistit pomocí p ř ímého v ý p o č t u matice Q. Matice Q se 
skládá z vlas tních vektorů matice M. Vlas tn í vektor £ 1 jsme již spočítal i , je roven (0 ,1 ) T . 
Vlas tn í vektor příslušný A 2 = \ je (1, — 1 ) T . Dos táváme 

Mat ic i M proto vyjádř íme 

-i)(í 8(1 i) 
V n- té generaci tedy pla t í 

1 TÍ 1 Ti 

Můžeme proto vyjádři t m\\ = ^ , m\i = 0, m 2 i = 1 — % a m22 = 1- Pro n —> oc 
dos táváme matici 

Um M » 

Dosadíme nyní do rovnice l im n ^oo p(n) = M n p ( 0 ) a dostaneme 

Ä*">-Ä«W-(! ! ) t t ) - U ^ « ) ) - 0 -
V obou př ípadech jsme získali stejné řešení, tedy že dominan tn í gen vymizí. 

P o z n á m k a 3 .1.3. P r o č fungovalo řešení pomocí vztahu (2.5), přestože nebyla splněna 
p o d m í n k a regulárnost i? Regulárnost matice n á m zajišťuje, že číslo -1 není v las tn ím číslem 
matice M a v las tn í číslo A = 1 je j ednoduché , bez nutnosti s amotného v ý p o č t u vlas tních 
čísel. Tento výpočet může být to t iž někdy velmi náročný oproti po tvrzení regulárnost i pro 
jakékoliv číslo m G N . V našem př ípadě jsme v ý p o č t e m vlastních čísel potvrdi l i , číslo -1 
není v las tn ím číslem zadané Markovovy matice a v las tn í číslo A = 1 je j ednoduché . T í m 
jsme t aké měli zaj iš těnou konvergenci l im n ^oo Jn, a výpočet proto byl korektní . 
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3.2. OBECNĚ ZADANÁ MATICE PŘECHODU 

3.2. Obecně zadaná matice přechodu 
Podívejme se nyní na více teoret ický příklad. Uvažujme Markovovův řetězec se t řemi 
stavy, jehož matice přechodu je tvaru 

(1 — a — b c e \ 

a 1 — c — d f ] , kde a, b, c, d, e, / , a + b, c + d, e + f G (0,1), 
b d l - e - f j 

a sledujme jeho chování. 
P o z n á m k a 3.2.1. Ve skutečnost i nemusíme zkoumat všechny možnost i , neboť existuje 
několik ekvivalentních si tuací . Po řad í složek vektoru p(0) můžeme libovolně zaměňovat . 
A b y však situace zůs ta la s tejná s pouze v y m ě n ě n ý m pořad ím, mus íme upravit také matici 
M, a to následovně. Vyměníme-li i-tou složku vektoru p(0) za složku j, kde i, j = 1,2,3 
a i j, mus íme t ak t éž vyměni t i-tý a j - t ý řádek a stejně tak i-tý a j - t ý sloupec matice 
M. 

P o z n á m k a 3.2.2. Vzhledem k náročnos t i některých v ý p o č t ů v následujícím př ík ladu byl 
využi t software Mat lab. Skript pro výpočet je přiložen v příloze na s t raně 27 a důkladněj i 
ukazuje jednot l ivé př ípady. Samotný výpočet byl náročný pouze z technického hlediska 
při h ledání vlas tních čísel a vlastních vektorů matice M, využi t byl však analogický postup 
jako v předchozích př íkladech s využ i t ím symbolického toolboxu Mat labu. 

P ř í k l a d 3.2.3. Vezměme nejdříve z jednodušenou situaci, kde d = b. Matice p řechodu je 
pak tvaru 

(1 — a — b c e 

a 1 - c - b f 
b b 1 - e - f 

kde 
a,b,c,e, f,a + b,b + c, e + / G (0,1). (3.1) 

Vlas tn í čísla t é to matice jsou Ai = 1,Á2 = 1— a — b — c, A3 = l—b — e — f. Rozepíšeme-li 
opět matici Mn = QJnQ~l, vidíme, že konvergence bude záviset na n- tých mocninách 
vlastních čísel. Pro každé z čísel A 2 a A 3 mohou nastat t ř i př ípady, a to Aj = — 1, |Aj| < 
1 a Aj = 1, kde i = 2, 3. Rozeberme si pos tupně jednot l ivé možnost i . 

1. A 2 = - 1 , A 3 = - 1 
Pro A 2 = 1 — a — b — c = —1 musí platit, ž e a + 6 = l A c = 1, a pro A 3 = 
1 — b — e — f = — 1 musí platit, že e + / = 1 A 6 = 1 . Zde se ovšem dos táváme 
do sporu, neboť není sp lněna p o d m í n k a z (3.1), že 6 + c G (0,1). Tato situace tedy 
nemůže nastat. 

2. A 2 = - 1 , | A 3 | < 1 
Pro A 2 m á m e stejnou p o d m í n k u jako v předchozím př ípadě , tedy a + 6 = l A c — 1. 
Pro | A 3 | < 1 nelze urči t přesné hodnoty p a r a m e t r ů b,e,f. Z p o d m í n k y pro A 2 v íme, že 
c = 1. Z omezení (3.1) matice M zjistíme, že 6 = 0. Stále však musí platit rovnost 

12 



3. PRÍKLADY 

a + b = 1 z p o d m í n k y pro A 2 , p la t í tedy a — 1. A b y byla zachována p o d m í n k a 
IA31 < 1, musí platit e + / 7̂  0 . Matice M je proto tvaru 

' 0 1 e 
• V = l l 0 / I , kde ej e (0,l),e + fe ( 0 , 1 ) . 

, 0 0 1 - e - / , 
(3.2) 

Pro n-tou mocninu t é to matice bude platit 

e-f 

M 2n 

a 

2 n + l 

íl 0 
1 
2 + 

0 1 
1 
2 ~ 

0 

í° 1 
1 
2 ^ 

1 0 
1 
2 

0 

/ ) 2 „ X 

2(e + / - 2) e + f - 2 
e-f ( / - l ) ( l - e - / ) 2 ™ 

2(e + f - 2) e + / - 2 
( 1 - e - / ) 2 ™ J 

e-f (e - 1)(1 - e - Z ) 2 ^ 1 

2(e + f - 2) e + / - 2 
e-f ( / - 1 ) ( 1 - e - / ) 2 " + 1 

2 n + l 

L i m i t a posloupnosti {Mn}^=1 obecně neexistuje, neboť -1 je v las tn ím číslem matice 
M. Lze však vybrat konvergentní podposloupnosti, a to 

e-f \ 

l im M 
n—>oo 

2 n 

( 1 
1 ° 2 + 2(e + / - 2 ) 

1 e - / 
0 1 

2 2(e + / - 2 ) 
yo 0 0 J 

a 
1 0 1 

l im M 2 n + 1 

/ \ 
2 2 e + / - 2 
1 e-f 

1 0 - + 
2 2(e + / - 2 ) 

0 0 J 

Pokud bychom nyní vynásobil i tyto dvě matice vektorem počátečních p ravděpodob
ností p ( 0 ) , zjistili bychom, že l i m n ^ o o ^ 3 ( 7 1 ) = 0 , neboť v l imi tn ím př ípadě je poslední 
řádek matic M2n a M 2 n + 1 tvořen nulami. Obecný tvar l imity lze nají t v příloze pod 
názvem p_n2. 

Jak již bylo zmíněno, pro takto zvolenou matici l imita posloupnosti {Mn}'^L1 

obecně neexistuje. Lze však uvažovat speciální př ípad , kdy e = f nebo ^ 3 ( 0 ) = 0 , 
a zároveň p i ( 0 ) = ^ 2 ( 0 ) . V takovém př ípadě posloupnost bude konvergovat ke 
stavu 

n \ 
l im p(n) = 

V 0 / 
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3.2. OBECNE ZADANÁ MATICE PRECHODU 

3. A 2 = - 1 , A 3 = 1 
Rovnost A2 = — 1 pla t í , jestliže a + 6 = 1 A c — 1. Dále rovnost A3 = 1 p la t í pro 
e + / = 0 A 6 = 0. Je tedy zřejmé, že a = 1. Dos táváme matici 

M (3.3) 

L i m i t a posloupnosti p(n) obecně neexistuje, neboť n - t á mocnina matice M nabývá 
hodnot 

1 0 (T '0 1 0X 

M 2n 0 1 0 a M2n+1 = 1 0 0 , pro n G N . 
.0 0 1. .0 o 1. 

Navíc zde p la t í rovnost ^ 3 ( 0 ) = p^iji) pro libovolné n. 

• I v tomto př ípadě můžeme nají t speciální př ípad , kdy l imita p(n) bude exis
tovat. Plat í- l i , že p i ( 0 ) = ^ 2 ( 0 ) , a označíme-li toto číslo jako p, dos táváme, 
že 

/ p \ 1 
l im p(n) = p , kde p < - . 

\1 - 2p) 2 

4. | A 2 | < 1 , A 3 = - 1 
A b y byla splněna p o d m í n k a A3 = —1, musí platit, že 6 = 1 A e + f = 1. Je
likož 6 = 1, dos táváme z podmínek (3.1), že a = c = 0 . Odtud také dos táváme 
A2 = l — a — 6 — c = 0 . Markovova matice je pak tvaru 

M 
'0 0 e 
0 0 1 - e I , kde e G (0,1) (3.4) 
1 1 0 

Posloupnost n- té mocniny t é t o matice osciluje mezi 

2 n 
a M 2n+l 

a l imita obecně neexistuje. 

• Pro speciální p ř ípad pziji) = | l imita posloupnosti p(n) existuje a je rovna 

l im p(n) 

( C- \ 
2 

1 e 
2 ~ 2 

1 
V 2 / 

5. | A 2 | < 1 , |A 3 | < 1 
Z těch to podmínek nejsme schopni přesně urči t žádný z p a r a m e t r ů a,b,c,e,f. Matice 
M je tvaru 

'l — a — 6 c e 
a 1 — c — 6 / 
6 6 1 - e - / , 

M 
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3. PŘÍKLADY 

kde 

a, b, c, e, f, a + b, b + c, e + f G (0,1), |1 — a — b — c| < 1, |1 — b — e — / | < 1. 

P o d m í n k y | A21 < 1, | A31 < 1 však zaručují konvergenci matice Jn pro n —> 00 a t ím 
i existenci řešení. L i m i t a posloupnosti {Mn}'^L1 je rovna 

/ be + c(e + / ) 

l im M r ' 
n—¥00 

be + c(e + / ) &e + c(e + / ) \ 
(a + b + c)(b + e + f) (a + b + c) (b + e + f) (a + b + c) (b + e + f) 

(e + f)a + fb (e + f)a + fb (e + f)a + fb 
(a + b + c)(b + e + f) (a + b + c) (b + e + f) (a + b + c) (b + e + f) 

\ b+e+f b+e+f b+e+f 

Využijeme-li vlastnosti (2.3), že pi(n) + P2{n) + ps(n) = 1, dos táváme 

/ be + c(e + / ) \ 

l im p(n) 

(a + b + c)(b + e +f) 
(e + f)a + fb 

(a + b + c)(b + e +f) 
b 

\ b + e + f J 

Povš imněme si, že výsledek nezávisí na počá tečn ím stavu, ale pouze na jednot l ivých 
p ravděpodobnos tech přechodu. 

6. | A 2 | < 1,A 3 = 1 
Z p o d m í n k y A3 = 1 zjistíme, ž e e + / = 0 A 6 = 0. A b y byla splněna podmínka , 
| A 2 | < 1 musí platit, ž e a + c ^ 0 a a + c ^ 2 . Matice přechodu je pak tvaru 

'1-a c 0N 

M=\ a 1 - c 0 I kde a, c G (0, l ) , a + c ^ 0 a a + c 7̂  2. 
0 0 1/ 

Z konvergence vlastních čísel \% —> 0 a A3 —> 1 pro n —> 00 dos táváme, že 

c c 

l im Mr' 
n—>oo 

a + c a + c 
a a 

0 
a + c a + c 

V o 0 1 / 

a c 

l im p(n) 

a + c 
a 

a + c 

\ 

[pi(0)+p 2 (0)] \ , 

[Pi(0)+p 2 (0)j 

Ps(0) J 

í. c. 
a + c 

a 
a + c 

[ 1 - P 3 ( 0 ) ] \ 

[ i - p 3 ( o ) j 

Pa(0) / 
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3.2. OBECNE ZADANÁ MATICE PRECHODU 

7. A 2 = 1,A 3 = - 1 
Tato kombinace vlastních čísel nastat opět nemůže. P o d m í n k a A2 = 1 je to t iž spl
něna pro a + b = 0 A c = 0 a p o d m í n k a A3 = — 1 pro 6 = 1 A e + f — 1. Parametr 
b však nemůže nabýva t různých hodnot. 

8. A 2 = 1 , |A 3 | < 1 
P o d m í n k a A 2 = 1 pla t í , jestl iže a + b = 0 A c = 0. P o d m í n k a |A31 < 1 je splněna 
pro e + / 7̂  0. Matice M je tvaru 

1 0 e 
• 1 / = I 0 1 / I , kde e,fe ( 0 , l ) , e + / e (0,1) 

v0 0 1 - e - / , 

Využijeme-li vlastnosti A3 —> 0 pro n —> 00, z ískáme, že 

(3.5) 

l im M r ' 
n—¥00 

(1 0 

o 1 
e + f 

\0 0 OJ 

Vynásobením vektorem p(0) z ískáváme 

/ W o ) + e 

l im p(n) = 

e + f 
P3 (0) \ 

P2(0) + ^ y P 3 ( 0 ) 

v o y 

9. A 2 = 1 ,A 3 = 1 
Jestliže jsou všechna vlas tn í čísla rovna 1, p la t í a+b = 0 A c = 0 a e + / = 0 A b = 0. 
Odtud vyplývá, že 

/ l 0 0 \ 
M = 0 1 0 ] . (3.6) 

\ 0 0 1/ 

Matice M™ je opět jednotkovou mat ic í pro libovolné n G N a řešení se ustá l í na 
výchozím stavu p(0). 

Výsledek je pro přehlednos t zanesen do tabulky 3.1. 

P o z n á m k a 3.2.4. Pokud bychom chtěli př íklad zjednoduši t na pouze dva stavy, řešení 
by odpovídalo pos lednímu ř ádku tabulky 3.1, kde ^3(0) = 0. Tento př íklad lze nalézt t aké 
v [2]. 
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3. PŘÍKLADY 
Tabulka 3.1: Výsledky z jednodušeného p ř í p a d u obecného Markovova řetězce se t ř emi 
stavy z př ík ladu 3.2.3 v závislosti na vlas tních číslech jeho matice přechodu. 

A 2 = - 1 | A 2 | < 1 A 2 = 1 

A 3 = - l oscilace : 

| A 3 | < 1 oscilace 

1 be + ce + c f \ 
(a + b + c)(b + e + f) 

ea + fa + f b 
(a + b + c) (b + e + f) 

b 
\ b+e+f J 

/P i (0 ) + - ^ 7 P 3 ( 0 ) \ 

V o J 

A 3 = l oscilace 

/ - ^ - ( i - f t ( o ) A 
a + c 
- ^ - ( l - f t ( O ) ) 
a + c 

V Pa(0) J 

p(0) 

V př ípadě l imitního chování Markovových řetězců rozlišujeme pouze kovergenci a os
cilaci. K divergenci nemůže dojít díky vlastnostem Markovovy matice. Vraťme se nyní 
k původn í matici bez z jednodušení d = b a podívejme se, kdy dojde k oscilaci. Oscilace 
nastane v př ípadě , že číslo -1 je v las tn ím číslem matice M nebo pro vlas tn í číslo A G C 
s nenulovou imaginárn í částí , pro k te ré p la t í |A| = 1. Pro matici M dimenze 3 x 3 existují 
pouze dva př ípady, kdy A G C s nenulovou imaginárn í částí , pro k te ré p la t í |A| = 1, je 
v las tn ím číslem matice M. Tyto matice získáme následovně. 

P ř í k l a d 3.2.5. Uvažujme matici tvaru 

(1 — a — b c e 

a 1 - c - d f 
b d 1 - e - f 

kde 
a,b,c,d,e, f,a + b,c + d,e + f G (0,1), (3.7) 

a podívejme se, kdy bude číslo A G C , pro k teré p la t í |A| = 1, v las tn ím číslem matice M. 
Z rovnice pro výpočet vlastních čísel d e t ( M — XE) = 0 získáme 

- ace — acf — acX + ac — ade — adf — adX + ad — aeX + ae — afX + a f — aX2 + 2aX — a 

- bce - bcf - bcX + bc- bde - bdf - bdX + bd- beX + be- bfX + bf- bX2 + 2bX-b 

- ceX + ce - cfX + cf - cX2 + 2cX-c- deX + de - dfX + df - dX2 + 2dX-d- eX2  

+ 2eX - e - f X2 + 2 / A - / - A 3 + 3A 2 - 3A + 1 + ace + acf + acX -ac + ade + adf 

+ bce + bcf + bde + bdf + beX -be + dfX - df 

= - A 3 + A 2 ( 3 - a - b - c - d - e - f ) 

+ A [—3 + 2(a + b + c + d + e + f) — ad — ae — a f — bc — bd — bf — ce — cf — de] 

+ ad + ae + af + bc + bd + bf + ce + cf + de + 1 — a — b — c — d — e — f = 0. 
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3.2. OBECNĚ ZADANÁ MATICE PŘECHODU 

Jelikož A = 1 je vždy v las tn ím číslem matice M, můžeme tuto rovnici upravit na tvar 

(1 — A) (A 2 — A(2 — a — b — c — d — e — / ) + 1 — a — b — c — d — e — f + ad + ae + af 

+ bc + bd + bf + ce + cf + de) = 0. 

Má-li rovnice kořen A G C , pak číslo komplexně sdružené A je také kořenem té to rovnice. 
Pro součin kořenů x\,x2 polynomu druhého s tupně Ax2 + Bx + C p lat í , že x\x2 = C. 
V našem př ípadě tedy A A = | A | 2 = 1. Dos táváme 

1 — a — b — c — d — e — f + ad + ae + af + bc + bd + bf + ce + cf + de = 1, 

bc + bd + bf + ce + cf + de - b - c - d - e - f = a ( l - d - e - f). (3.8) 

Jestl iže 1 — d — e — f = 0, můžeme výraz (3.8) upravit na tvar 

bc + 6(1 - e) + c ( l - d) + de - b - c - 1 = 0, 

b(c — e) — d(c — e) = 1, 

( c - e ) ( 6 - d ) = 1. 

Rovnosti je dosaženo, jestliže c — e = 1 Ab — d = 1 nebo c — e = — 1 Ab — d = —1. 
Rovnosti c — e = l a 6 — d = 1 jsou splněny, jestl iže c — 1, e = 0, b — 1 a d — 0. 

Parametr / je pak roven / = 1 — d — e = 1 a parametr a z p o d m í n k y a + b < 1 je a — 0. 
Matice M je tvaru 

/ 0 1 0 \ 
M i = 0 0 1 ] . (3.9) 

\ i o 0 / 

Rovnosti c — e = —1 a. b — d = —1 jsou splněny, jestl iže c = 0,e = 1,6 = 0 a d = 1. 
Odtud / = 1 — d — e — — 1. To však nesplňuje p o d m í n k y (3.7). Tato situace tedy nemůže 
nastat. 

Jestliže 1 — d — e — / ^ 0 z rovnice (3.8) dos táváme 

bc + bd + bf + ce + cf + de — b — c — d — e — f 
A = 1 - d - e - f ' 

Pla t í , že 0 < a + b, tedy 

(3.10) 

bc + bd + bf + ce + cf + de — b — c — d — e — f , 
0 - i 1 f + b 

1 — d — e — f 
bc + ce + cf + de — be — c — d — e — f 

= 1 - d - e - f 
_ c{b - 1) + (c - l)(e + f) + d{e - 1) - be 
~ 1 - d - e - f ' 

Čita te l tohoto zlomku je nekladné číslo, neboť p la t í omezení (3.7). 
Pro a 7̂  0 je nerovnost splněna pro 1 — d — e — f < 0. Využijme vlastnosti a + b < 1 z 

(3.7). P l a t í 

, bc + bd + bf + ce + cf + de — b — c — d — e — f 
a + b= + b< 1, 

1 — d — e — f 
bc + bd + bf + ce + cf + de — b — c — d — e — f + b — bd — be — bf > 1 — d — e — f, 

0 > c ( l - e - / ) + (1 - 6)(1 - e) + 6(1 - c) + e ( l - d). 
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3. PŘÍKLADY 

Výraz na pravé s t raně je vždy nezáporný, musí tedy platit rovnost 

c ( l - e - / ) + (1 - 6)(1 - e) + 6(1 - c) + e ( l - d) = 0. (3.11) 

Té je dosaženo, jestliže 

l - e - / = 0 V c = 0, (3.12a) 

6 = 1 V e = 1, (3.12b) 

6 = 0 V c = 1, (3.12c) 

e = 0 V tZ= 1. (3.12d) 

Vyjděme nyní z možnost i (3.12b) a zvolme 6 = 1. Z omezení (3.7) vyplývá, že a = 0. 
A b y byla splněna p o d m í n k a (3.12c), musí platit, že c = 1, z čehož vyplývá, že d = 0. 
P o d m í n k a (3.12d) je splněna pro e = 0 a p o d m í n k a (3.12a) dává / = 1. V tomto př ípadě 
není splněna p o d m í n k a 1 — d — e — / ^ 0. 

Podobně , zvolíme-li v podmínce (3.12b) e = 1, dos táváme / = 0. Z p o d m í n k y (3.12d) 
vyplývá, že d = 1, odtud z omezení (3.7) dos táváme c = 0, což splňuje t aké p o d m í n k u 
(3.12a). P o d m í n k a (3.12c) je splněna pro 6 = 0. Nyní můžeme dopoč í ta t a ze vztahu 
(3.10). Dos táváme 

bc + bd + bf + ce + cf + de — 6 — c — d — e — f 1 — 1 — 1 
A = 1 - d - e - f = 1 - 1 - 1 = ' 

Matice M je tedy tvaru 

M 2 = I 1 0 0 I . (3.13) 

Jestliže p la t í a = 0 z rovnice (3.8) dos táváme 

bc + bd + b f + ce + cf + de — b — c — d — e — f = 0, 

(6 + e)(c - 1) + (d + f)(b - 1) + c(f - l ) + de = 0. 

Tato rovnice je zřejmě splněna pro a = b = c = d = e = f = 0. Matice M je pak mat ic í 
jednotkovou, pro jejíž v las tn í čísla p la t í A i = A 2 = A3 = 1. Je tedy splněna p o d m í n k a 
A2A3 = 1, ale nejedná se o matici , jejíž v las tn í čísla jsou z množiny čísel komplexních 
s nenulovou imaginárn í částí . 

O b d o b n ý m rozborem jako pro rovnici (3.11) bychom také získali, že rovnost je splněna 
pro a = cř = e = 0 a 6 = c = / = l , a získali bychom opět matici M\. 

Mezi maticemi . \ / | . Mj navíc p la t í vztah M\ = M 2 a M i M 2 = E. Markovovův řetězec 
by tedy osciloval mezi t ř emi rozděleními populace 

P{1) ={pi\ (0), P{2) = U J (0) a / 5 ) = J p2 I (0). (3.14) 

V následujícím př ík ladu se podívejme, kdy dojde k oscilaci, je-li a lespoň jedno vlas tní 
číslo matice M rovno —1. 
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3.2. OBECNE ZADANÁ MATICE PRECHODU 

P ř í k l a d 3.2.6. Uvažujme matici tvaru 

(1 — a — b c e 

a 1 - c - d f 
b d \-e-f, 

kde 
a,b,c,d,e, f,a + b,c + d,e + f G (0,1), (3.15) 

a zvolme pevně vlas tn í číslo A = — 1. Toho dosáhneme, platí-li rovnost det [M — (—1)E] = 0. 
Jej ím řešením dos táváme 

det ( M + E) = (2 - a - 6) (2 - c - d) (2 - e - / ) + ade + bcf 

- be(2 - c - d) - df (2 - a - b) - ac(2 - e - / ) = 0, 

8-4(a + b + c + d + e + f) + 2(ad + ae + af + bc + bd + b f + ce + cf + de) = 0. 

Odtud 

a{2 - d - e - f) = 4 - 2(6 + c + d + e + / ) + bc + bd + ce + de + cf + bf. (3.16) 

Je-li 2 — d — e — f ^ 0, dos táváme 

4 - 2(6 + c + d + e + / ) + bc + bd + ce + de + cf + bf . 1 . 
a = 2 - d - e - f • ( 3 ' 1 7 ) 

Z podmínek (3.15) musí platit, že a + 6 < 1. Dosadíme-li do t é t o nerovnice a z (3.17), 
dos táváme 

4 - 2(6 + c + d + e + f) + bc + bd + ce + de + cf + b f , 
a + 6 = — + 6 

2 — d — e — / 
4 - 2(6 + c + d + e + / ) + 6c + 6d + ce + de + c / + 6 / + 26 - 6d - be - bf 

2 - d - e - f 
4 - 2(c + d + e + / ) + 6c + ce + de + cf - be 

< 1, 2 - d - e - f 

a odtud dále 

4 - 2(c + d + e + / ) + 6c + ce + de + cf - be < 2 - d - e - f, 

2 - 2c - d - e - f + bc + ce + de + cf - be < 0. 

Nyní vyjádř íme 
6(e - c) > 2 - 2c - d - e - / + ce + de + cf. (3.18) 

Podívejme se nejdříve, jak bude vypadat řešení pro e — c > 0. Využijeme-li p o d m í n k u 
6 < 1, p la t í 

2 - 2 c - d - e - / + ce + de + c / 
1 > 6 > . 

e — c 
e — c > 2 — 2c — d — e — f + ce + de + cf, 

c — ce — cf > 2 — d — 2e — f + de, 

c ( l - e - / ) > ( l - e ) ( l - d ) + l - e - / , 

( l - e ) ( l - d ) + l - e - / 
c > 

l - e - f 
( l - e ) ( l - d ) 

c > 1 + 1 _ A _ J . (3.19) 
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3. PRÍKLADY 

Jelikož dle (3.15) plat í , že d,e,f G (0,1), z nerovnice (3.19) vyplývá, že c > 1. Parametr 
c je ovšem z intervalu (0,1), j ed iná p ř í p u s t n á hodnota by proto byla c = 1. Toto řešení 
je ovšem vyloučeno podmínkou e — c > 0. 
Pro e — c < 0 pla t í 

b(e - c) > 2 - 2c - d - e - f + ce + de + cf, 

b{e - c) > (1 - e - / ) + (1 - c - d) - c ( l - e - / ) + de., 

b(e - c) > (1 - e - / ) (1 - c) + (1 - c - d) + de > 0. 

Z takto upravené nerovnice vidíme, že její levá strana bude vždy menší nebo rovna 0. 
Výraz na pravé s t raně bude z p o d m í n e k (3.15) vždy nezáporný. Tato nerovnice tedy bude 
platit, jestl iže 6 = 0 nebo e — c = 0. Potom musí bý t nulový také výraz 

1 - e - / ) (1 - c) + (1 - c - d) + de. 

To plat í , jestl iže 

1 - e - / = 0 V 1 - c = 0, (3.20a) 

l - c - d = 0, (3.20b) 

de = 0. (3.20c) 

Rozeberme nyní jednot l ivé př ípady, k teré mohou nastat. 
Uvažujme nejprve situaci, kdy 6 = 0 a e — c < 0 . Vyjdeme z p o d m í n k y (3.20c), k t e rá 

je splněna, jestliže d = 0 V e = 0. 

1. Zvolme nejprve p ř ípad d = 0. Z p o d m í n k y (3.20b) vyplývá, že c = 1. Pro c = 1 je 
splněna také p o d m í n k a (3.20a). Nyní můžeme dopoč í ta t hodnotu a z rovnice (3.17) 

_ 4 - 2(6 + c + d + e + f) + bc + bd + ce + de + cf + bf 
a ~ 2 - d - e - f 

_ _ 4 - 2 ( l + e + / ) + e + / _ 1 

2 - e - f 

Matice M pak bude tvaru 

M= | 1 0 / | kdo r.f.r + f £ (0.1) . (3.21) 
1 - e - / , 

Př i bližším pohledu na tuto matici p řechodu zjistíme, že 6 = d, což je zjednodušení 
z předchozího př ík ladu 3.2.3. Chování t é t o matice bude dále záviset na volbě para
m e t r ů e,f jejichž veškeré možnos t i byl i důk ladně popsány v předchozím př íkladu. 
J e d n á se o spojení p ř ípadů (3.2) a (3.3). 

Položme t en tok rá t v podmínce (3.20c) e = 0. Z p o d m í n k y (3.20a) vyplývá, že f — 1. 
P o d m í n k a (3.20b) je splněna pro c + d = 1. Potom pro d ^ 1 pla t í 

_ 4 - 2 ( l + l) + c _ c _ 1 - d _ 
° ~ 2 - d - 1 ~ 1 - d ~ 1 - d ~ 
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3.2. OBECNĚ ZADANÁ MATICE PŘECHODU 

a 

M = I 1 O 1 I , kde c G (0,1) . (3.22) 

Podíváme-l i se na tuto matici, zjistíme, že jde o stejný p ř ípad jako (3.4) v P ř ík l adu 
3.2.3 se zaměněnými ř ádky a sloupci dle P o z n á m k y 3.2.1. 

Další variantou je speciální p ř ípad vyplývající z rovnice (3.16), je-li výraz 2 — d — e — f = 0. 
To p la t í pro d — 1 A e + f — 1. Odtud c = 0. Po té musí bý t roven nule také výraz 

4 - 2(6 + c + d + e + f) + bc + bd + ce + de + cf + bf = 4 - 2(6 + 1 + 1) + b + e + bf 

= -b + e + bf = b(f- 1) + e 

= —6e + e 

= e ( l - 6 ) . 

P l a t í tedy e = 0 V 6 = 1 , k te ré určují další možnos t i matice M s v las tn ím číslem rovným 
-1. 

3. Pro e = 0, víme-li, že d — 1, c — O&e + f— 1, dos táváme matici 

' l - a - b 0 0 \ 
M=\ a 0 1 , k d e a , 6 , a + 6 e (0 ,1) . (3.23) 

6 1 0 / 

Zde může opět nastat několik p ř ípadů podle volby p a r a m e t r ů a, b. P ř i bližším po
hledu na matici však zjistíme, že se j edná o analogický p ř ípad jako v př ípadě (3.21) 
tohoto př ík ladu se zaměněnými ř ádky a sloupci matice M dle P o z n á m k y 3.2.1. Vý
sledky tedy budou t ak též analogické p ř í p a d u (3.2) z P ř ík l adu 3.2.3. 

4. Pro 6 = 1 dos táváme, že a = 0. Stále navíc plat í , že d — 1, c = 0 a e + / = 1. 
Matice M je rovna 

/ 0 0 e \ 
M = 0 0 1 - e , kde e G (0,1) . (3.24) 

\1 1 OJ 

I zde můžeme vidět , že se j e d n á o stejnou matici jako v př ípadě (3.4) z př ík ladu 3.2.3. 
Zároveň vidíme, že jde o matici ekvivalentní dle P o z n á m k y 3.2.1 matici v p ř ípadě 
(3.22) z tohoto př íkladu. 

N a základě zjištění z předchozích př ík ladů můžeme zformulovat následující tvrzení . 

T v r z e n í 3.2.7. Mějme Markovovův řetězec, jehož matice přechodu je tvaru 

A — a — b c e \ 
M = | a 1 — c — d f , kde a, b, c, d, e, / , a + 6, c + d, e + f G (0,1). 

6 d 1-e-fJ 

Jestliže v takto definovaném řetězci platí b ^ d í \ c ^ e í \ a ^ f a zároveň se nejedná 
o speciální matice (3.9), (3.13) z Příkladu 3.2.5, řetězec pro n —> oo konverguje. 
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3. PŘÍKLADY 

Důkaz. V i z Př ík lad 3.2.5 a 3.2.6. • 

P o z n á m k a 3.2.8. Oproti Tvrzení 2.2.6 pro k = 3 není požadováno, aby matice M nebo 
její n - tá mocnina měly všechny prvky kladné . Tvrzení 3.2.7 zaručuje, že pro všechna 
vlas tn í čísla A matice M p la t í |A| < 1 nebo A = 1. Oprot i Tvrzení 2.2.6 také vlas tn í číslo 
A = 1 nemusí být jednoduché . 

P o z n á m k a 3.2.9. P ř ík lady 3.2.3 a 3.2.6 jsou pouze teoretické. Stejně tak intervaly, do 
kterých parametry matice M náleží. V př ípadě genetiky nemusí nastat všechny výše zmí
něné kombinace nebo nastanou jen za velmi specifických podmínek . 
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Závěr 
Cílem t é t o práce bylo studium M a r kovových ře tězců a jejich ukázka na př íkladech 

z genetiky. P ře s to lze obsah t é to práce využí t i v j iných odvětvích. Hlavním p ř e d m ě t e m 
zkoumání t é t o práce byla konvergence Markovových řetězců, předevš ím pak ře tězů o t řech 
stavech. 

Úvodní kapitola byla věnována teorii matic, k t e rá se ke studiu Markovových ře tězců 
využívá. V následující kapitole byly zavedeny Markovovy řetězce a popsány vlastnosti 
Markovových matic. B y l t aké zaveden obecný postup, k te rý lze využí t ke zjištění, kam 
daný řetězec konverguje. Závěrečná kapitola popisovala jak konkré tn í př ípady, tak pří
klady obecně zadané . Obecné př ík lady byly zaměřeny na určení v las tnos t í Markovových 
matic dimenze 3 x 3 , k teré zaručují oscilaci Markovova řetězce. N a základě těch to př ík ladů 
bylo zformulováno tvrzení o konvergenci ře tězců o t řech stavech. 

Markovovy řetězce mají široké využi t í od biologie až po ekonomii. Velké zas toupení 
mají v p ravděpodobnos t i , kde se využívají např ík lad k předpovědi chování. Ve většině 
takových p ř ípadů je však Markovova matice závislá na čase. Tato varianta by mohla být 
p ř e d m ě t e m dalšího zkoumání . 
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Seznam použitých zkratek a symbolů 
O nulová matice 

E j ednotková matice 

C množ ina komplexních čísel 

N množ ina přirozených čísel 

M množ ina reálných čísel 

sumační znak 

| • | velikost komplexního čísla 
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Příloha 
Výpočet P ř ík l adu 3.2.3 s využi t ím softwaru Mat lab. 
Uvažujme zjednodušený případ matice M, kdy d=b. Matice M je tvaru 

i — a —b 

M = a 
b 

c e 
l - b - c f 

b \-e-f, 
kde a , b, c, e, / , a + b,b + c, e + f G (0, l ) . 

Řešení: 

Nejdříve využijeme podobnost matic a matici M" zapíšeme pomoci matice vlastních vektorů a 

Jordánovy matice. 

syms a b c e f n p l p2 p3 
M = [1 -a -b c e ;a 1 - c - b f ; b b 1 - e - f ] %symbol ický z á p i s matice M 

( 1 — b — a c e \ 

a l - c - b f 
b b l - f - e ) 

%výpočet v l a s t n í c h v e k t o r ů zapsaných do mat ice Q a v l a s t n í c h č í s e l v m a t i c i D 
[Q,D]=eig(M) 

Q = 
^be + ce + cf _j _ c — e \ 

b (a + b + c) a + c — e - f 

ae + a f + b f j _ a — f 
b (a + b + c) a + c — e — f 

V 1 0 1 / 

' 1 0 
0 1 - b - c - a 

\0 0 l - e - f - b / 

D_n=JAn %n- tá mocnina Jordánovy matice 3 

D_n = 
/ i o o \ 

0 (1 -b-c-a)" 0 

\ 0 0 (\-e- f -b)") 

M_n=Q*D_n*inv(Q); % n - t á mocnina mat ice M v y j á d ř e n a p řes podobnost matic 
p_0=[pl;p2;p3] %vektor p(0) původních p r a v d ě p o d o b n o s t í 

p_0 = 

(P' 
P2 

\P3 

file:///-e-f


Konvergence lim p(n) bude záviset na vlastních číslech matice M. Pro každé z čísel X2, i 3 mohou 
n^™\. = - i , < 1 a A ŕ = l , k d e í = 2 , 3 

nastat 3 případy: 

• A 2 = — 1 , ^ 3 = —1 

A 2 = -1 <=> a + b= l,c = l, A3 = - \ <=> e + f = \,b = \ . Není splněna podmínka 

r> + c < 1, situace nemůže nastat. 

• A2 = - 1 , U 3 | < 1 

X2 = - \ <^=> a + b= l,c= 1, z podmínky U 3 | < 1 nelze jednoznačně určit hodnotu 

parametrů b,e,f. Jelikož musí platit b + c < 1 a v íme, že c = 1, musí platit b = 0 a podobně také 

( 3 = 1 . 

M2=subs(M,[a b c ] j [ l 0 1]) %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M2 = 

pi ; ) 
\ 0 0 1-f-eJ 

M_n2=subs(M_n,[ (1-a-b-c) a b c ] , [ - l 1 0 l ] ) % d o s a z e n í z j i š t ě n ý c h hodnot do 
matice MAn 

M_n2 = 

/ ( - D ° | i i (-D" , ( ť - D g 2 i \ 
2 2 2 2 e + / - 2 2 

1 _ (-1)" ( -1 ) " + 1 1 ( / - D o j ; g 

2 2 2 2 2 e+f-2 1 

where 

0 

G, = (-!)- W> 
2(e + / - 2 ) 

^ = ( 1 - / - < ? ) " 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn v l i m i t n í m p ř í p a d ě 
l im_M_n2=subs(M_n J [ (1 -a-b-c) ( l - b - e - f ) A n a b c ] , [ - l 0 1 0 1]) 

l i m M n2 = 



/ ( - D " + l 1 _ ( - D " + A 
2 2 2 2 2 

1 _ ( - ! ) " (-!)"_,_ 1 1 
2 2 

V o 

• <7i 

2 2 2 

0 0 / 

where 

_ ( - ! ) " ( e - f) 
2 (e + f-2) 

p_n2=lim_M_n2*p_0 %l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 

p_n2 = 

where 

2 (e + f-2) 

Limita obecně neexistuje. 

• A2 = — 1 , ^ 3 = 1 

/IT = -1 a + b = 1, c = 1, 1 3 = —1 e + / = 0,i> = 0. Jelikož 6 = 0, musí platit, že 

a = 1. 

M3=subs(M, [a b c e f ] , [ l 0 1 0 0]) %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M3 = 
/o i 

1 0 0 

\ 0 0 \ ) 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn 
M_n3= subs(M_n, [ ( 1 - a - b - c ) ( 1 - b - e - f ) a b c e f ] , [ - 1 1 1 0 1 0 0]) 

M_n3 = 
/ ( - D ° | i i (-D" 0 \ 

2 2 2 2 
! _ ( - ! ) " ( - D " + l o 
2 2 2 2 

V 0 O l / 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn v l i m i t n í m p ř í p a d ě 
l i m M n3= M n3 



lim_M_n3 = 

2 2 2 2 

1_ ( - D " (~1)" + 1 o 
2 2 2 2 

V O O l / 

p_n3=lim_M_n3*p_0 %l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 

p_n3 = 

PÍ ( - l ) M 
-Pi 

2 2 / 

(-!)"_ 1 

V Pl 

Limita obecně neexistuje. 

. U 2 | < M 3 = -I 

Parametry a,b,c nelze z podmínky U 2 I < 1 přesně určit, Á 3 = -1 

Jelikož = 1, platí a - 0, c - 0. Odtud ale A 2 = 1 _ a ~ b - c = 0. 

e + f= l,b=l. 

M4=subs(M, [a b c e+f f ] , [ 0 1 0 1 1-e]) %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M4 = 
/O 0 e 

0 0 1 - , 
V i l 0 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn 
M_n4=subs(M_nJ [ ( 1 - b - e - f ) ( l - a - b - c ) A n a b c e+f ] , [ -1 0 0 1 0 1]) 

M_n4 

<T2 

"1 

e _ ( - l ) " e \ 

L-LDU 
2 2 

1 _ (-1)" 1 _ (-1)" ( - 1 ) " + 1 
\ 2 2 2 2 2 2 / 

where 

ffl=Z + (-i)V 
2 2 

ff2 = £ + M ) ^ 
2 2 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M
A

n v l i m i t n í m p ř í p a d ě 
lim_M_n4=subs(M_n J [ ( l - a - b - c ) A n ( 1 - b - e - f ) a b c e+f f ] , [ 0 - 1 0 1 0 1 1-e]) 



lim_M_n4 
/ 

T] 

(72 

1 _ ( - D " 1 _ (-1)"  
\ 2 2 2 2 

g _ ( - l ) ' e \ 
2 2 

(-1)" (e - 1) _ e + 1 
2 2 2 

(-1)" i 1 
2 2 

where 

1 _ ( - D " {e-\)_e 

ff2 = £ + ( ^ l N 
2 2 

p_n4=lim_M_n4*p_0 %l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 

p_n4 = 

where 

-l)"e 

(T, - ( - ! ) " 1 
2 2 

(73 = - + 04 - i 
2 2 

(-1)° ( g - 1 ) 

Limita obecně neexistuje. 

• U 2 | < i , U 3 | < i 

Žádný z parametrů nelze jednoznačně určit. Využívá se pouze konvergence matice J". 

M5=M %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M 5 
i — b — a c e 

a I — c — b f 
, b b 1 - / 

M_n5=M_nj %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice MAn 



%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn v l i m i t n í m p ř í p a d ě 
M_n5=subs(M_nJ [ ( l - a - b - c ) A n ( 1 - b - e - f ) A n ] , [ 0 0]) 

M_n5 = 
í o\ c\ o, > 

<72 (72 a2 

b b b 
\b + e + f b+e+f b+e+f) 

where 

0 — be + ce + cf  
1 (a + b + c) (b + e + f) 

ae+af+bf 
{a + b + c) (b + e + f) 

Využijeme-li skutečnosti, že p\{n) + p2(n) +p3{n) = 1, dostáváme 

%l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 
p_n5=[(b*e + c*e + c * f ) / ( ( a + b + c ) * ( b + e + f ) ) j 

(a*e + a * f + b * f ) / ( ( a + b + c ) * ( b + e + f ) ) j b / (b + e + f ) ] 

p_n5 = 
^ be+ce+cf ^ 

(a + b + c) (b + e + f) 

ae+af+bf 
(a + b + c) (b + e + f) 

b 
\ b+e+f J 

Výsledek nezávisí na původním stavu p(0). 

. U 2 | < 1,4= i 

Parametry a,b,c nelze z podmínky U2I < 1 přesně určit, Á3 = 1 <=> e + f = 0,b = 0. 

M6=subs(M,[b e f ] , [ 0 0 0 ] ) % d o s a z e n í z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M6 = 
1 - a c 0\ 

a 1 - c 0 
0 0 1/ 

M_n6=limit(subs(M_nj[b e ] , [ 0 0 ] ) j f j 0 ) %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice MAn 

M n6 = 



a + c 

-2— + Oi O 
a + c 

O 1/ 

where 

_ ( c 2 + a c ) (1 - c - a ) " 

(a + c ) 2 

_ (a2 + ca) (1-c-a)" 
(a + c)2 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn v l i m i t n í m p ř í p a d ě 
l i m _ M _ n 6 = s u b s ( M _ n J [ ( l - a - b - c ) A n b e f ] , [ 0 0 0 0]) 

lim_M_n6 = 

a + c a + c 

a a Q 
a + c a + c 

V 0 0 1/ 

p_n6=lim_M_n6*p_0 %l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 

p_n6 = 

a+c a+c 

aP\ aP2 
a+c a+c 

\ P3 ) 

• A 2 = Í,A^= — 1 

A 2 = 1 <=> a + 6 = 0 ,c = 0 , ^ = -1 <=> e + / = l,b = 1. Parametr b nemůže nabývat dvou 

různých hodnot, situace tedy nenastane. 

• X2 = 1, U 3 | < 1 

1 2 = 1 <=> « + £ = 0, c = 0, parametry Ď,e,f nelze z podmínky U 3 | < 1 jednoznačně určit. 

M8=subs(M,[a b c ] , [ 0 0 0 ] ) % d o s a z e n í z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M8 = 

; ) 
\ 0 0 1-f-e/ 

%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn 
M _ n 8 = l i m i t ( s u b s ( M _ n , [ ( l - a - b - c ) a b],[l 0 Q]),c,<d); 

a + c 

a + c 
V o 

• + Ul 

-<72 



%dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do mat ice MAn v l i m i t n í m p ř í p a d ě 
l i m _ M _ n 8 = l i m i t ( s u b s ( M _ n J [ ( l - b - e - f ) A n ( l - a - b - c ) A n a b ] , [ 0 1 0 0 ] ) , c , 0 ) 

lim_M_n8 = 

(i o 
e + f 

\ 0 0 0 / 

p_n8=lim_M_n8*p_0 %l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 

p_n8 = 

f"-»C-r7-') ' | 
. fPs 

P 2 + —f 
\ o J 

• A2 = 1, A 3 = 1 

X2 = 1 <̂ > a + 6 = 0 ,c = 0 , l 3 = 1 <^>e + / = 0,6 = 0. 

M9=subs(Mj[a b c e f ] j [ 0 0 0 0 0]) %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice M 

M9 = 

VO 0 1/ 

M_n9=M9An %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice MAn 

M_n9 = 

\ 0 0 1/ 

lim_M_n9=M_n9 %dosazení z j i š t ě n ý c h hodnot do matice MAn v l i m i t n í m p ř í p a d ě 

lim_M_n9 = 

vo 0 1/ 

p_n9=lim_M_n9*p_0 %l imi ta p(n) pro n j d o u c í do nekonečna 

p_n9 = 

ÍP'\ 
P2 

Výsledek se ustálí na původním stavu p(0). 


