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Abstrakt

Tato prace se zabyva zkoumanim Markovovych fetézcii a jejich aplikaci v genetice. Kon-
krétnéji je zkoumana konvergence Tetézctl, a to predevsim pro Tetézce o trech stavech.
Uvodni kapitola je vénovéna teorii matic, kterd se ke studiu Markovovych Fetezet vyu-
ziva. Nasleduje samotny popis Markovovych fetézcii a jejich teorie. Zavérecna kapitola je
vénovana prikladim a zkoumani konkrétnich fetézcii o trech stavech, u kterych nedojde
ke konvergenci.

Summary

This thesis is focused on Markov chains and their application in genetics. Special focus
is on convergence of chains with three states. The opening chapter covers matrix theory
which is used in Markov chains. The next part examines Markov chains and its theory.
The final chapter looks into examples and examination of specific Markov chains with
three states that does not converge.
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L d
Uvod

Prestoze genetika je na prvni pohled problematikou biologickych véd, na jejim pozadi
probihd mnoho matematickych procesti. Jednim z téchto procesu jsou i Markovovy Te-
tézce, které nam slouzi k popisu vyskytu jednotlivych alel v populaci a jeho zmén. Lze
jimi také popsat genetické struktury, ke kterym populace smétuje. Takova zjisténi jsou
velmi uzitecna, at uz k samotné predikci, ¢i snaze o zménu smérovani.

Tato prace je zamérena na zkoumani chovani Markovovych Tetézcti pro tii mozné va-
rianty jedné vlastnosti, a to predevsim na situace, kdy populace nesméruje k jednomu
rozdéleni dané vlastnosti v populaci. Genetika vsak neni jedinym vyuzitim Markovovych
fetézcl a vlastnosti z této prace lze vyuzit i pro jind odvétvi.

Uvodni kapitola je vénovdna teorii matic, kterd se vyuziva ke studiu systému linedr-
nich diferen¢nich rovnic. Nasleduje sezndmeni s Markovovymi fetézci, Markovovymi mati-
cemi a jejich vlastnostmi. Zavérecéna kapitola je vénovana samotnému zkoumani Markovo-
vych Tetézct. Obsahuje jak konkrétni priklady pro pochopeni problematiky, tak priklady
obecné. Obecné priklady jsou vyuzity k popsani vlastnosti retézce, které urcuji smérovani
daného Tetézce.



1. ZAKLADNI POZNATKY 7Z ALGEBRY

1. Zakladni poznatky z algebry

V této kapitole jsou uvedeny poznatky z oblasti algebry, jez jsou pozdéji vyuzity v te-
orii Markovovych fetézct. Jedna se o zakladni definice a véty, proto jsou také vynechany
dikazy. Ty lze najit v [1],[5] nebo [0].

1.1. Vlastni cisla, vlastni vektory, Jordanuv kanonicky
tvar

Definice 1.1.1. Necht A je ¢tvercova matice fadu k a existuje ¢islo A € C a nenulovy
vektor & € C*, pro které plati A6 = \¢. Pak A nazyvame vlastni ¢islo matice A a & vlastni
vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu A.

Definice 1.1.2. Necht Aj, A9, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice A. Pak ¢islo

p(A) = max |\

1<i<n
nazveme spektralni polomér matice A.

Poznamka 1.1.3. Vlastni ¢isla ziskdme vyfeSenim rovnice det(A — AE) = 0. Vlastni
vektor & prislusny ¢islu A, které je jednoduché, ziskame vyfesenim rovnice (A— AE)¢ = 0,
kde E je jednotkova matice. Vlastni ¢isla a vlastni vektory obecné mohou byt z oboru
komplexnich ¢isel. V pripadé ¢éisel komplexnich je jejich velikost definovana vztahem |z| =
vz -z, kde z je komplexni ¢islo a z je ¢islo komplexné sdruzené ¢islu z.

Definice 1.1.4. Rekneme, Ze matice 4 je podobna matici B, jestlize existuje matice Q,
jejiz fadky jsou linedrné nezavislé, takova, ze A = QBQ ™.

Definice 1.1.5. Ctvercovi matice

dimenze s; X s; se nazyva Jordanovou bunkou. Diagonélni blokova matice J, jejiz bloky
na diagonale jsou Jordanovymi bunkami, se nazyva Jordanova matice.

Véta 1.1.6. Ke kazdé matici A dimenze k X k existuje podobnd matice J z Definice 1.1.5,
kde J; jsou matice s; X S; a ZZ=1 s; = k. Matice J je tvaru

Ji
Jo

Jk



1.2. PERRONOVA VETA

Dile plati, Ze A" = (QJQ™1)" = QJ"Q™, kde

Jr
J3
J" =
Ji
Diikaz. Viz [1]. O
Dusledek 1.1.7. Jeliko? A = QJQ™!, pak AQ = QJ. Necht Q = (&1,&,...,&), kde
& = (&1iy &4y - - - ,fki)T. Porovndme-li proni sloupec, dostdvdame
A& = Mi&r.

Z Definice 1.1.1 je zrejmé, Ze & je vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu A;.

Véta 1.1.8. Je-li A matice dimenze k X k, potom lim,,_,o, A™ = O prdve tehdy, kdyz plati
|| < 1 pro vsechny vlastni hodnoty A matice A.

Dusledek 1.1.9. Jestlize pro Jordanovy bunky J;, kdei = m, ..., k, matice J plati |\ < 1,
pak z Vet 1.1.6 a 1.1.8 vyplyvd, Ze lim,_,o J' = O, kde it =m, ... k.
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Véta 1.1.10. Necht A je matice dimenze k X k s vlastnimi ¢isly A\, Aa, . .., \g. Pak vlastni
cisla matice A", kde n € N, jsou \I', Ay, ..., AL.

1.2. Perronova véta

Nyni uvedeme pro tuto praci vyznamnou vétu. Perronova véta nam dava informace
o vlastnich ¢islech matic, které budeme pozdéji uvazovat.

Véta 1.2.1. (Perronova véta). Necht A je matice velikosti k X k, jejiz vsechny proky
jsou kladné. Pak existuje jednoduché vlastni cislo p(A) € R matice A. Pro vlastni cisla
A # p(A) navic plati, Ze |N| < p(A). Viastni vektor prislusny p(A) md vsechny prvky
redlné a kladné.

Poznamka 1.2.2. Jednd se pouze o ¢ast Perronovy-Frobenoiovy véty, jejiz plné znéni
neni pro tuto praci podstatné a je tedy vynechano. Véta je prevzata z knihy An Intro-
duction to Difference Equation Saubera Elaydiho [5]. Jeji plné znéni i s dikazem lze najit
v [0, strany 4-13].



2. MARKOVOVY RETEZCE
2. Markovovy retézce
2.1. Uvod do Markovovych Fetézci

Definice 2.1.1. Posloupnost nahodnych veli¢in {X,,}2° se nazyva Markoviv Tetézec,
jestlize

P(Xpi1=j|Xn =in, ..., Xo = i0) = P(Xnt1 = j| X, = i) (2.1)
pro kazdé n > 0 a iy, ..., i, € S takové, ze P(X,, =in,...,Xo=19) > 0.

Poznamka 2.1.2. Mnozina S je mnozinou stavi, které mohou nastat. Tato mnozina
miize byt konec¢na nebo spocetna. V pripadé genetiky a také priklada, které zde budeme
uvazovat, se jedna o mnozinu kone¢nou. Mohutnost mnoziny S budeme uvazovat |S| = k.

Hodnoty n interpretujeme jako ¢asové okamziky a hodnoty, kterych nabyva Tetézec
X,, nazyvame stavy a oznacujeme s;. Z definice vyplyva, Ze stav s; v ¢ase n+1 je zavisly
pouze na stavu s; v case n, kde 7,7 € N.

Meéjme mnozinu vSech moznych vysledki ndhodného pokusu S = {s1, s, ..., s }. Prav-
dépodobnost, Ze v Case n+1 nastane stav s; za piedpokladu, Ze v ¢ase n nastal stav s;,
oznacme p;; = p(s;|s;). Nastal-li pfi poslednim opakovani stav s;, v néasledujicim opako-
vani musi opét nastat néktery ze stavii mnoziny S, tedy

D1+ P2 + P35+ o Dk = 1, 1<i<Ek. (2.2)

Déle oznacme p;(n) pravdépodobnost, Ze stav s; nastane v ¢ase n, kde 1 <1i < k. Jelikoz
vzdy musi nastat néjaky ze stava si, So, ..., Sg, plati

pi(n) + p2(n) + ps(n) + ... + pr(n) = 1. (2.3)

Dalsim krokem je urceni pravdépodobnosti, Ze nastane jev s; v (n + 1). opakovani,
tj. pi(n+1). Tomuto mize predchazet k jevu, jejichz pravdépodobnost je pj(n), 1 < j < k.
Pravdépodobnost, Ze v ¢ase n+1 nastane jev s; a souCasné nastal v ¢ase n jev s;, vyjadiime
souc¢inem pravdépodobnosti p;;p,(n). Jelikoz v ¢ase n nastal néktery ze stavi sy, So, ..., Sk,
pravdépodobnost, Ze stav s; nastane v case n+1 vyjadiime jako soucet pravdépodobnosti
pijpi(n) proj=1,... k, tedy p;(n+1) = Z§=1 pijp;(n), kdei =1,... k. Timto ziskame
soustavu diferenc¢nich rovnic

41 P11 P12 - Dik P1

b2 P21 P22 - D2k D2
S|+ = . | ()

Pk Pkl Pk2 *° Dkk Pk

Zkracené muzeme také psat
p(n+1) = Mp(n), (2.4)

kde M = {p;;},i=1,...,k,j=1,... k. Matici M také nazyvame matici prechodu.

Poznamka 2.1.3. Vice informaci k diferenénim rovnicim a soustavam diferenc¢nich rovnic
1ze nalézt v [1],[5] nebo [3].



2.2. VLASTNOSTI MARKOVOVYCH MATIC
2.2. Vlastnosti Markovovych matic

Definice 2.2.1. Matice A = {a;;} se nazyva Markovova (stochastickd nebo sloupcové
stochatickd), je-li splnéno

(a) a;j >0proi=1,....kj=1,... k,

(b) i a;=1proj=12 .k

Z nezapornosti pravdépodobnosti a vlastnosti (2.2) je zfejmé, ze matice M z rovnice (2.4)
je Markovova.

Tvrzeni 2.2.2. Necht M je Markovova matice. Pak M™ je taktéZ Markovovou matici
a to pro libovolné n € N.

Diikaz. Ukazme nejprve, ze soucin dvou libovolnych Markovovych matic A,B stejného
rozmeéru k X k je opét Markovou matici.

Necht A = (a;;),B = (by), kde i,j = 1,2,... k. Plati (A- B)y; = Y1, agb;. Kazdy
z prvki matice A - B je zrejmé nezaporné ¢islo. Podminka (a) je splnéna. Soucet j-tého
sloupce je

k k k

D (AB)y=) ) aaby

i=1 i=1 [=1
= aublj + -4 alkbkj + -4 akkbkj
:blj(a11+---—|—ak1)+---+bkj(a1k+---+akk)
=byj+---+ by =1

Ukézali jsme, 7Ze soucet j-tého sloupce matice A- B je roven 1 pro libovolné j € {1,... k}.
Je tedy splnéna podminka (b). Tim je dle Definice 2.2.1 dokdzéno, Ze soucin dvou libo-
volnych Markovovych matic stejného rozméru je matici Markovou.

Nyni vyuzijme matematickou indukci k dikazu, ze M" je Markovova matice. Jelikoz
soucin dvou libovolnych Markovovych matic je opét matici Markovovou, zrejmé plati, ze
M? je Markovova matice. Pfepoklddejme nyni, Ze matice M"~!, kde n € N, je Markovova.
Matice M™ je Markovovou matici, nebot M™ = M" 1M, kde M™~! a M jsou Markovovy
matice. U

Véta 2.2.3. Pro vsechna vlastni ¢isla Markovovy matice M plati |[A| < 1. Navic A\ =1 je
vlastni c¢islo Markovovy matice.

Diikaz. Nejprve ukazme, ze A = 1 je vlastnim ¢islem matice M, jejiz dimenze je k x k.
UvaZujme matici MT a vektor e = (1,...,1)T. Pro matici M7 plati Zle my; = 1 pro
i=1,2,....k. Tato vlastnost lze také zapsat MTe = e. Z Definice 1.1.1 plyne, Ze A = 1 je
vlastni ¢islo a e je vlastni vektor matice MT. Matice M a MT maji stejny determinant,
zérovenl matice (M — AE) a (MT — AE) maji stejny determinant. Vlastni ¢isla matic M
a MT jsou tedy shodnd a A = 1 je vlastni ¢islo matice M.

Nyn{ ukéZeme, ze pro viechna A plati |A| < 1. Oznaéme & vlastni vektor matice M7 = {m,;}
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2. MARKOVOVY RETEZCE

prislusny vlastnimu ¢islu A. Necht [§;| = max;<;<|&|. Pro vSechna i = 1,...,k plati
ma&i + -+ mip&e = A& . Potom pro i=j

A& = Imjn&a + -+ myaéel
< myn|§a] + - ml x|
< mp |l + -+ mglé
= (mj1 + -+ my) &1
=1-1¢l.

Jelikoz & je nenulovy vektor, dostavame, Ze pro vSechna vlastni ¢isla matice M7 plati
|A| < 1. Stejnou argumentaci jako v predeslé casti dikazu zjistime, ze |[A| < 1 plati pro
vsechna vlastni ¢isla matice M. |

Poznamka 2.2.4. 7 predchozi véty vyplyva, ze spektralni polomér libovolné Markovovy
matice je vzdy roven 1. Jsou-li navic splnény predpoklady Perronovy véty 1.2.1, je toto
vlastni ¢islo navic jednoduché.

Definice 2.2.5. Markovova matice se nazyva regularni, jestlize existuje kladné prirozené
¢islo m, pro které méa matice M™ vSechny prvky kladné.

Tvrzeni 2.2.6. Necht M je requldrni Markovova matice dimenze k X k pro néjaké m € N.
Potom \ =1 je jednoduché vlastni ¢islo matice M a pro ostatni vlastni ¢isla plati |\ < 1.

Dukaz. Necht ma matice M vlastni ¢isla Ay, Ao, ..., A\x. Dle Véty 1.1.10 ma matice M™
vlastni ¢isla A", AY', ..., A" Z Véty 2.2.3 vime, Ze matice M ma vlastni ¢islo A = 1 a pro
vSechna vlastni ¢isla plati |A| < 1. Proto také matice M™ ma vlastni ¢islo A = 1 a vSechna
vlastni ¢isla splnuji |A| < 1. Z predpokladu regularnosti ma matice M™ vSechny prvky
kladné. Mizeme proto vyuzit Perronovu vétu 1.2.1, kterd tika, ze vlastni ¢islo A = 1
matice M™ je jednoduché a pro ostatni vlastni ¢isla plati |A| < 1. Jelikoz A = 1 je
jednoduché vlastni ¢islo matice M™ a zaroven matice M ma vlastni ¢islo A = 1, plati, ze
vlastni ¢islo A = 1 matice M je jednoduché a navic ¢islo -1 neni vlastnim ¢islem matice
M. Pro zbyla vlastni ¢isla matice M plati || < 1. O

Markovova matice M je nezavisla na n. Z teorie diferenc¢nich rovnic tedy vyplyva,
ze p(n) = M"p(0). Podle Véty 1.1.6 lze matici M"™ zapsat M" = QJ"Q~'. Z Di-
sledku 1.1.9 a Tvrzeni 2.2.6 plyne, Ze je-li matice M regularni. Pak pro n — oo plati
J" — diag(1,0,...,0). Proto, vyuzijeme-li Dusledek 1.1.7, plati
lim p(n) = lim M"p(0) = lim QJ"Q"'p(0) = (&,0,...,0)Q 'p(0) =a&y,  (2.5)
kde & = (€11, 601, ..., &) je viastni vektor M pifsluiny A = 1 a a je prvni slozka Q~1p(0).
Misto obtizného hledani matice () zvolime jednodussi zptisob vypoctu konstanty a. Pro
p(n) = (p1(n),p2(n), ..., pr(n))T plati vztah (2.3). Jelikoz lim p(n) = a&;, dostdvame
n—oo

aéiy +aor + - +ap = 1.

Odtud
1

bt &t &

a (2.6)



2.2. VLASTNOSTI MARKOVOVYCH MATIC

Ze vztahu (2.5) vidime, Ze konvergence bude zaviset na vlastnich ¢islech Markovovy matice

M. Konkétné jestlize A = —1 je vlastnim ¢islem matice M nebo A € C s nenulovou
imaginarni ¢asti takové, ze |A| = 1, je vlastnim ¢islem matice M, pak Fetézec nebude
konvergovat.

Poznamka 2.2.7. Markovovymi Fetézi a Markovovymi maticemi se zabyva také [2], [7],

[T a [10].



3. PRIKLADY

3. Priklady
3.1. Uvodni p¥iklady

Priklad 3.1.1. Uvazujme zvite, jehoz geneticka informace je slozena ze dvou alel, které
mohou byt dvojiho druhu (G a g). Jedinec tedy muze mit kombinaci GG tzv. dominantni,
gg neboli recesivni, nebo Gg (shodné s gG), kdy je nazyvan hybridem. Potomek dédi vzdy
jednu alelu od kazdého z rodic¢i. Zakladnim prepokladem genetiky je, ze vybér tohoto
genu je ndhodny. Pivodnim rodi¢em bude jedinec s genetickou informaci GG. Predpokla-
dejme, ze pareni bude vzdy probihat s hybridnim jedincem, viz Obr. 3.1.

Mnozina moznych vysledki, tedy rtiznych genetickych kombinaci, obsahuje s; = GG,
sy = (g, s3 = gg. Oznacme p;; pravdépodobnost, ze stav s; nastane v (n+ 1). generaci za
pfedpokladu, Ze v n-té generaci nastal stav s;. Zkiizi-li se jedinec s alelami GG s jedincem
s alelami Gg, tj. alela G je rodicem GG poskytnuta s pravdépodobnosti 1, zatimco rodi-
cem Gg s pravdépodobnosti %, potom pravdépodobnost py; = 1-% = % Stejnym zpusobem
zjistime i dalsi pravdépodobnosti. Napriklad p3; = 0 je zjevné jev nemozny.

GG x Gg
)
\/ y
GG x Gg Gg x Gg
L} |
v \ v v
GG x Gg Gg x Gg GG x Gg Gg x Gg gg x Gg

v v

Gg x Gg gg x Gg

Obrézek 3.1: Ukazka mnozeni k prikladu 3.1.1

Matice M bude nabyvat hodnot

1 1 3 1 1
240 8 4 8
11 2_[1 1 1
M_222’M_222
11 11 3
042 8 4 8

Vlastni ¢isla této matice jsou Ay = 1, Ay = %, A3 = 0. Matice je také regularni, napriklad
pro M?. PouZijme tedy vztah (2.5)

lim p(n) = a&;.

n—oo

Pro A = 1 ziskavame soustavu rovnic

-3 1 0\ [&n 0
3 —3 a||&|=]0
0 3 —3/) \& 0



3.1. UVODNI PRIKLADY

Odtud

621 = 26317
f1 = 361 = a1

Vlastni vektor je tedy roven & = (1,2,1)” a odtud dle vztahu (2.6) a = 1.
Dosazenim ziskdvame .
Jim p(n) = (5,3.1) -

Pro pocet generaci blizici se nekonec¢nu je pravdépodobnost ¢isté dominantniho stejné
jako ¢isté recesivniho jedince 0,25, zatimco pravdépodobnost hybridniho jedince je 0,5.

Priklad 3.1.2. Uvazujme nyni situaci podobnou predchozimu prikladu. Pivodnim rodi-
¢em bude ovsem jedinec hybridni s genetickou informaci Gg a pareni bude vzdy probihat
s jedincem recesivnim (tj. gg). Situace je priblizena na Obr. 3.2.

Gg x g9
I
\/ \/
Gg x g9 99 X g9
)\ L
¥y y \/
Gg x g9 99 X g9 99 X g9

Obrézek 3.2: Ukazka mnozeni k prikladu 3.1.2

Mnozina moznych vysledkt bude v tomto pripadé obsahovat pouze s; = Gg, so = gg.
Oznacme-li opét p;; pravdépodobnost, ze stav s; nastane v (n + 1). generaci za predpo-
kladu, Ze v n-té generaci nastal stav s;, matice M bude vypadat nésledovné:

Tento priklad je velmi jednoduchy, 1ze proto okamzité vidét, Ze recesivnich jedincii bude
rychle pribyvat, zatimco jedinec hybridni se v kazdé generaci objevi jen jeden.

Vlastni ¢isla této matice jsou \y = 1 a Ay = % Matice M ovSem neni regularni pro
zadné m € N a pro vypocet pomoci vztahu
lim p(n) = at,

n—oo

nemame splnény predpoklady. Ukazme si presto vysledek, kterého jim dosahneme:

(1))

Pro A\, =1

N= D=

10



3. PRIKLADY

se soustava rovnic zjednodusi na

_%gll = 07
161 =0.

Odtud je zrejmé, ze 11 = 0 a &1 = 1 volime, aby platila rovnost (2.3). Dostavame

lim p(n) = (0, 1)T.

n—oo

Pro pocet generaci blizici se nekoneénu tedy dojde k vymizeni dominantniho genu.

Vidime, ze podminka regularnosti matice M nemusi byt splnéna i pro velmi jednoduché
priklady. Zkusme tedy vysledek zjistit pomoci primého vypoctu matice (). Matice @) se
sklada z vlastnich vektori matice M. Vlastni vektor & jsme jiz spocitali, je roven (0,1)%.
Vlastni vektor piislusny A, = 3 je (1, —1)”. Dostavame

0 1 L (11
o-(i ) » =)

Matici M proto vyjadiime

(0 1\ /1 0\ /1 1
== (7 ) (04 (o)

V n-té generaci tedy plati

n oot (0 T\ (1 0\"/1 1\ (0 1 o0\ /1 1
w=ere” = (1 ) (6 1) (o)=( ) (0 #)G o)
Moo

o v c s v n n
Muzeme proto vyjadrit mq, = % , Mg = 0, Mgy = 1 — % a =1 Pron —- o

dostavame matici
) n_ (00
Jim M= (1 1)'

Dosadime nyni do rovnice lim,,_, p(n) = M"p(0) a dostaneme

= 200 (0 2) () = 0 ) = (2

V obou pripadech jsme ziskali stejné feseni, tedy ze dominantni gen vymizi.

Poznamka 3.1.3. Pro¢ fungovalo feseni pomoci vztahu (2.5), prestoze nebyla splnéna
podminka regularnosti? Reguldrnost matice nam zajistuje, ze ¢islo -1 neni vlastnim ¢islem
matice M a vlastni ¢islo A = 1 je jednoduché, bez nutnosti samotného vypoctu vlastnich
¢isel. Tento vypocet mize byt totiz nékdy velmi naro¢ny oproti potvrzeni regularnosti pro
jakékoliv ¢islo m € N. V nasem pripadé jsme vypoctem vlastnich ¢isel potvrdili, ¢islo -1
neni vlastnim éislem zadané Markovovy matice a vlastni ¢islo A = 1 je jednoduché. Tim
jsme také méli zajisténou konvergenci lim,,_,, J™, a vypocet proto byl korektni.

11



3.2. OBECNE ZADANA MATICE PRECHODU
3.2. Obecné zadana matice prechodu

Podivejme se nyni na vice teoreticky priklad. Uvazujme Markovoviuv fetézec se tremi
stavy, jehoz matice prechodu je tvaru

l—a—> c e
M= a l—c—d f Jkde a,b,c,d,e, fia+bc+d,e+ f€(0,1),
b d l—e—f

a sledujme jeho chovani.

Poznamka 3.2.1. Ve skutecnosti nemusime zkoumat vSechny moznosti, nebot existuje
nékolik ekvivalentnich situaci. Poradi slozek vektoru p(0) mizZeme libovolné zaménovat.
Aby vsak situace zustala stejna s pouze vyménénym poradim, musime upravit také matici
M, a to nasledovné. Vyménime-li i-tou slozku vektoru p(0) za slozku j, kde 4,7 = 1,2,3
a i # j, musime taktéz vyménit -ty a j-ty radek a stejné tak i-ty a j-ty sloupec matice
M.

Poznamka 3.2.2. Vzhledem k naroc¢nosti nékterych vypoctt v nasledujicim prikladu byl
vyuzit software Matlab. Skript pro vypocet je prilozen v priloze na strané 27 a dukladnéji
ukazuje jednotlivé pripady. Samotny vypocet byl narocny pouze z technického hlediska
pri hledani vlastnich cisel a vlastnich vektorti matice M, vyuzit byl vsak analogicky postup
jako v predchozich prikladech s vyuzitim symbolického toolboxu Matlabu.

Priklad 3.2.3. Vezméme nejdiive zjednodusenou situaci, kde d = b. Matice prechodu je
pak tvaru

l—a—> c e
M = a l—c—b f ,
b b l—e—f
kde
a,b,c,e, f,a+b,b+c,e+ fe€(0,1). (3.1)

Vlastni ¢isla této matice jsou Ay = 1, A = 1—a—b—c, A3 = 1 —b—e— f. RozepiSeme-li
opét matici M" = QJ"Q~!, vidime, Ze konvergence bude zaviset na n-tych mocninach
vlastnich ¢isel. Pro kazdé z ¢isel Ay a A3 mohou nastat tii pripady, a to A; = —1,|\;| <
1la) =1, kde = 2,3. Rozeberme si postupné jednotlivé moznosti.

L dg=—1)=—1
Pro Ay, =1—a—b—c = —1 musi platit, ze a+b =1 A ¢ =1, a pro A3 =
1—b—e— f=—1musi platit, ze e+ f =1 A b = 1. Zde se ovSem dostavame
do sporu, nebot neni splnéna podminka z (3.1), ze b+ ¢ € (0, 1). Tato situace tedy
nemiize nastat.

2. A =—1,]A] <1
Pro A; mame stejnou podminku jako v predchozim pripadé, tedy a+b=1 A ¢ = 1.
Pro |A\3] < 1 nelze urcit presné hodnoty parametru b,e,f. Z podminky pro \; vime, ze
¢ = 1. Z omezeni (3.1) matice M zjistime, ze b = 0. Stale vSak musi platit rovnost

12



3. PRIKLADY

a + b =1 z podminky pro A, plati tedy a = 1. Aby byla zachovana podminka
|A3| < 1, musi platit e + f # 0. Matice M je proto tvaru

0 1 e
M=1{10 f , kde e, f € (0,1),e+ f € (0,1). (3.2)
00 1—e—f

Pro n-tou mocninu této matice bude platit

1 e—f (e—1D(1—e— f)*
SR R Py s S
|1 el p (e pie-
2 et f—2) et f_2
00 (1—e— f)>
) Sl emf  (e-D-e— g
2 2e+f-2) e+ f—2
o T e T gy e p
2 2erf-2 " et f—2
00 (1—e— f)2t!

Limita posloupnosti { M"}5° ; obecné neexistuje, nebot -1 je vlastnim ¢islem matice
M. Lze vsak vybrat konvergentni podposloupnosti, a to

1 e—f
10 40—
2 2er -2
lim M?" = 1 e~ f
n-r00 01 z—F——F——F
2 20+ f—2)
00 0
a ] f
6_
01 -—— 1
2 20e+f-2)
lim Mt = 10 l_*_ e—f
e 2 2e+f—2)
00 0

Pokud bychom nyni vynésobili tyto dvé matice vektorem pocatecnich pravdépodob-
nosti p(0), zjistili bychom, zZe lim,,_,, p3s(n) = 0, nebot v limitnim pfipadé je posledni
fadek matic M?" a M?**! tvofen nulami. Obecny tvar limity lze najit v pifloze pod
nazvem p_n2.

« Jak jiz bylo zminéno, pro takto zvolenou matici limita posloupnosti {M"}5°
obecné neexistuje. Lze vSak uvazovat specidlni ptipad, kdy e = f nebo p3(0) = 0,
a zaroven pi(0) = p2(0). V takovém piipadé posloupnost bude konvergovat ke
stavu

lim p(n) =

n—oo

O I NI

13
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3. )\2:—1,)\3:1

Rovnost Ay = —1 plati, jestlize a+b =1 A ¢ = 1. Déle rovnost A3 = 1 plati pro
e+ f=0 A b=0. Je tedy ziejmé, ze a = 1. Dostavame matici

M=

O = O

10
00]). (3.3)
01

Limita posloupnosti p(n) obecné neexistuje, nebot n-t4 mocnina matice M nabyva
hodnot
1 0
M= |0 1
0

O = O

0 10
0| a M*F! = 0 0], proneN.
1 1

0 0

0) = p3(n) pro libovolné n.

~—~

Navic zde plati rovnost ps

o [ v tomto pfipadé mizeme najit specialni ptipad, kdy limita p(n) bude exis-
tovat. Plati-li, ze p1(0) = p2(0), a oznacime-li toto ¢islo jako p, dostavame,

ze
P 1
lim p(n) = P , kde p < —.
n—00 1—2p 2
. |)\2| <1,A3=-1
Aby byla splnéna podminka A3 = —1, musi platit, ze b = 1 A e+ f = 1. Je-

likoz b = 1, dostavdme z podminek (3.1), ze a = ¢ = 0. Odtud také dostavame
A =1—a—b—c=0. Markovova matice je pak tvaru

00 e
M=10 0 1—e|, kde e€ (0,1). (3.4)
11 0

Posloupnost n-té mocniny této matice osciluje mezi

e e 0 00 e
M"=[1-¢e 1—¢ 0 a  M™=(001-¢],
0 0 1 11 0
a limita obecné neexistuje.
o Pro specidlni pripad p3(n) = % limita posloupnosti p(n) existuje a je rovna
e
. 2
e
li =|-—=
Ampn) =153
1
2

. |)\2| < 1, |)\3| <1

7 téchto podminek nejsme schopni presné urcit zadny z parametru a,b,c,e,f. Matice
M je tvaru

l—a—-0» c e
M = a l—c—0 f ,
b b l—e—f



3. PRIKLADY
kde
a,b,c,e, fa+bb+ce+fe(0,1), [l—a—-b—c|<1, |[1-b—e—f| <1

Podminky |As| < 1,|A3] < 1 vSak zarucuji konvergenci matice J" pro n — oo a tim
i existenci Feseni. Limita posloupnosti {M™}22, je rovna

be + c(e + f) be + c(e + f) be + c(e + f)
(a+b+c)b+e+f) (a+b+c)b+e+f) (a+b+c)b+e+ [)
lim M — (e+ fla+ fb (e+ fla+ fb (e+ fla+ fb
n—yco (a+b+c)b+e+f) (a+b+c)b+e+f) (a+b+c)b+e+ [)
b b b
b+e+ f b+e+ f b+e+ f

Vyuzijeme-li vlastnosti (2.3), ze p1(n) + p2(n) + ps(n) = 1, dostavame

be + c(e + f)
(a+b+c)b+e+ f)
. B (e+ fla—+ fb
g, pln) = (a+b+c)b+e+f)
b
b+e+ f

Povsimnéme si, ze vysledek nezavisi na poc¢atecnim stavu, ale pouze na jednotlivych
pravdépodobnostech prechodu.

. |)\2| < 1,)\3 =1
Z podminky A3 = 1 zjistime, ze e + f =0 A b = 0. Aby byla splnéna podminka,
|A2| < 1 musi platit, Ze a + ¢ # 0 a a + ¢ # 2. Matice prechodu je pak tvaru

1—a c 0
M= a 1l—c 0] kde a,c€(0,1),a+c#0aa+c#2.
0 0 1

Z konvergence vlastnich ¢isel Ay — 0 a A\ — 1 pro n — oo dostavame, ze

c c 0
a+c a-+c
lim M" = a “ 9
n—o0 at+c a+tc
0 0 1
a c
0 0 1—p3(0
—— (0 +p2(0)]| (1= (0]
lim p(n) = “ 0 0| = 1= ps(0
nyoo a+C[P1( ) + p2(0)] a—l—c[ p3(0)]
Ps(o) P3(0)

15




3.2. OBECNE ZADANA MATICE PRECHODU

7. )\2 - 1,)\3 =—1
Tato kombinace vlastnich ¢isel nastat opét nemiize. Podminka Ay = 1 je totiz spl-
néna proa+b=0 A ¢ =0 a podminka \3 = —1prob=1 A e+ f = 1. Parametr
b vsak nemiize nabyvat riznych hodnot.

8. A= 1,|)\3| <1
Podminka Ay = 1 plati, jestlize a +b =0 A ¢ = 0. Podminka |A\3] < 1 je splnéna
pro e + f # 0. Matice M je tvaru

1 0 e
M=10 1 f , kde e, f€(0,1),e+ f€(0,1). (3.5)
00 1—e—f

Vyuzijeme-li vlastnosti \§ — 0 pro n — oo, ziskdme, ze

e
10
e+ f
0 0 0
Vynéasobenim vektorem p(0) ziskavame
(0) + ——al0)
D1 e fp3
lim p(n) = 0 f 0
n—00 p2( ) €+fp3( )
0

9. )\2 - 1, )\3 =1
Jestlize jsou vSechna vlastni ¢isla rovna 1, platia+b=0 Ac=0ae+f =0Ab=0.
Odtud vyplyva, ze

1
M=10
0

O = O

0
0]. (3.6)
1
Matice M" je opét jednotkovou matici pro libovolné n € N a Teseni se ustdli na
vychozim stavu p(0).
Vysledek je pro prehlednost zanesen do tabulky 3.1.

Poznamka 3.2.4. Pokud bychom chtéli priklad zjednodusit na pouze dva stavy, feSeni
by odpovidalo poslednimu radku tabulky 3.1, kde p3(0) = 0. Tento priklad lze nalézt také

v [2].

16



3. PRIKLADY
Tabulka 3.1: Vysledky zjednoduseného piipadu obecného Markovova Tetézce se tremi

stavy z prikladu 3.2.3 v zavislosti na vlastnich ¢islech jeho matice prechodu.

Ao = —1 Ao < 1 Ay =1
A3 = —1 oscilace
be 4 ce + cf e
(a+b+c)b+e+f) pi(0) + e+fp3(0)
) ea + fa+ fb
1 1 /
Pal < L oscilace | ) o v e D) p0) + T (0)
b
7 0
b+e+ f
1_
(1= ps(0)
A3 =1 oscilace a 1 — p(0)
: (1= m(0)
p3(0)

V pripadé limitniho chovani Markovovych fetézct rozliSujeme pouze kovergenci a os-
cilaci. K divergenci nemuze dojit diky vlastnostem Markovovy matice. Vratme se nyni
k ptivodni matici bez zjednoduseni d = b a podivejme se, kdy dojde k oscilaci. Oscilace
nastane v pripadé, ze ¢islo -1 je vlastnim ¢islem matice M nebo pro vlastni ¢islo A € C
s nenulovou imaginarni ¢asti, pro které plati |A| = 1. Pro matici M dimenze 3 x 3 existuji
pouze dva pripady, kdy A € C s nenulovou imaginarni ¢asti, pro které plati |A\| = 1, je
vlastnim ¢islem matice M. Tyto matice ziskame nasledovneé.

Priklad 3.2.5. Uvazujme matici tvaru

l—a—-0» c e
M = a l—c—d f ,
b d l—e—f
kde
a7b7c7d767f7a+b7c+d7e+f€ <07 1>7 (3'7)

a podivejme se, kdy bude ¢islo A € C, pro které plati |[\| = 1, vlastnim ¢islem matice M.
Z rovnice pro vypocet vlastnich ¢isel det(M — AE) = 0 ziskdme

—ace — acf — acA + ac — ade — adf — ad\ + ad — ae\ + ae — af\ + af —a\* + 2a)\ —a
— bee — bef — beh + be — bde — bdf — bd ) + bd — bel + be — bf\ +bf — bA* + 2b\ — b
—ced+ce —cfA+cf — A+ 2eh —c—del +de — df A+ df — d\? +2d\ — d — e)?
+2eX —e— A2+ 2N — fF = N+ 3\ =3\ + 1 + ace + acf + acX — ac + ade + adf

+ bce + bef + bde + bdf + be\ — be + df A — df

=N+ XNB-a—-b—c—d—e—f)
+A[-3+2a+b+c+d+e+ f)—ad—ae—af —bc—bd—bf —ce—cf — de]
+ad+ae+af+bc+bd+bf +ce+cf+de+1l—a—b—c—d—e— f=0.

17



3.2. OBECNE ZADANA MATICE PRECHODU

Jelikoz A = 1 je vzdy vlastnim ¢éislem matice M, mizeme tuto rovnici upravit na tvar

1-MNN=-X2—-a—-b—c—d—e—f)+1—a—b—c—d—e— f+ad+ae+af
+bc+bd+bf +ce+cf +de) =0.

Mé-li rovnice kofen \ € C, pak éislo komplexné sdruzené \ je také kofenem této rovnice.
Pro soucin korenii x1, 22 polynomu druhého stupné Az? + Bx + C plati, 7ze z129 = C.
V naSem piipadé tedy A\ = |A\]* = 1. Dostavame

l—-a—-b—c—d—e—f4+ad+ae+af +bc+bd+bf +ce+cf+de=1,
bc+bd+bf +cet+cf+de—b—c—d—e—f=a(l—d—e—f). (3.8)

Jestlize 1 —d — e — f = 0, muzeme vyraz (3.8) upravit na tvar

be+b(l—e)+c(l—d)+de—b—c—1=0,
b(c—e)—d(c—e) =1,
(c—e)b—d)=1.
Rovnosti je dosazeno, jestlize c —e=1Ab—d=1neboc—e=—-1Ab—d= —1.
Rovnosti ¢ —e = 1 a b —d = 1 jsou splnény, jestlize c = 1,e = 0,b =1a d = 0.
Parametr f je pak roven f =1 —d —e =1 a parametr a¢ z podminky a +b <1 je a = 0.
Matice M je tvaru

01
Mi=1[0 0 (3.9)
10

O = O

Rovnosti ¢ —e = —1 a b —d = —1 jsou splnény, jestlize c =0,e =1,b=0ad = 1.
Odtud f =1—d—e = —1. To vSak nespliuje podminky (3.7). Tato situace tedy nemuze
nastat.

Jestlize 1 —d — e — f # 0 z rovnice (3.8) dostavame

bc+bd+bf +ce+cf+de—b—c—d—e—f
a= .
l—d—e—f

(3.10)

Plati, ze 0 < a + b, tedy
< bc+bd+bf +ce+cf+de—b—c—d—e—f

0 T p— +b
_betcetcft+de—be—c—d—e—f
N l—-d—e—f
_ceb=1)+(c—1)(e+ f)+d(e—1) —be
N l—-d—e—f '

Citatel tohoto zlomku je nekladné éislo, nebot plati omezeni (3.7).
Pro a # 0 je nerovnost splnéna pro 1 —d — e — f < 0. Vyuzijme vlastnosti a +b < 1 z
(3.7). Plati

_bet+bd+bf +cetcef+de—b—c—d—e—f
N l—d—e—f

bc+bd+bf +ce+cf+de—b—c—d—e—f+b—bd—be—bf >1—d—e— f,
0>c(l—e—f)+(1=0b)(1—€)+b(1—c)+e(l—d).

a+b

+b<1,

18



3. PRIKLADY
Vyraz na pravé strané je vzdy nezaporny, musi tedy platit rovnost
c(l—e—f)+(1=0b)(1—-e)+b(1l—c)+e(l—d)=0. (3.11)

Té je dosazeno, jestlize

l—e—f=0Vc=0, (3.12a)
b=1Ve=1, (3.12b)
b=0V c=1, (3.12¢)
e=0Vd=1 (3.12d)

Vyjdéme nyni z moznosti (3.12b) a zvolme b = 1. Z omezeni (3.7) vyplyva, ze a = 0.
Aby byla splnéna podminka (3.12c), musi platit, ze ¢ = 1, z ¢ehoz vyplyva, ze d = 0.
Podminka (3.12d) je splnéna pro e = 0 a podminka (3.12a) dava f = 1. V tomto ptipadé
neni splnéna podminka 1 —d —e — f # 0.

Podobné, zvolime-li v podmince (3.12b) e = 1, dostavame f = 0. Z podminky (3.12d)
vyplyva, ze d = 1, odtud z omezeni (3.7) dostavame ¢ = 0, coz spliuje také podminku
(3.12a). Podminka (3.12c¢) je splnéna pro b = 0. Nyni mizeme dopocitat a ze vztahu
(3.10). Dostavame

a_bc+bd+bf+ce+cf+de—b—c—d—e—f_ 1-1-1

= 1.
l—d—e—f 1—-1-1
Matice M je tedy tvaru
0 01
My=11 0 0]. (3.13)
010

Jestlize plati @ = 0 z rovnice (3.8) dostavame

bc+bd+bf +ce+cf+de—b—c—d—e— f=0,
(b+e)c=1)+(d+f)b—1)+c(f —1) +de=0.

Tato rovnice je zfejmé splnéna pro a =b=c=d =e = f = 0. Matice M je pak matici
jednotkovou, pro jejiz vlastni cisla plati \y = Ay = A3 = 1. Je tedy splnéna podminka
XAz = 1, ale nejednd se o matici, jejiz vlastni ¢isla jsou z mnoziny ¢isel komplexnich
s nenulovou imaginarni ¢asti.

Obdobnym rozborem jako pro rovnici (3.11) bychom také ziskali, Ze rovnost je splnéna
proa=d=e=0ab=c= f =1, a ziskali bychom opét matici M.

Mezi maticemi M, My navic plati vztah M? = My a My M, = E. Markovoviv Fetézec
by tedy osciloval mezi tfemi rozdélenimi populace

P3 P2 P1
P =] 0), p@=ps](0)ap® =|p](0). (3.14)
D2 b1 p3

V nasledujicim prikladu se podivejme, kdy dojde k oscilaci, je-li alespon jedno vlastni
¢islo matice M rovno —1.
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Priklad 3.2.6. Uvazujme matici tvaru

l—a—-0» c e
M = a l—c—d f ,
b d l—e—f

a,b,c,d,e, f,a+b,c+d,e+ fe(0,1), (3.15)
a zvolme pevné vlastni ¢islo A = —1. Toho dosdhneme, plati-li rovnost det [M — (—1)E] = 0.
Jejim Tesenim dostavame
det(M+FE)=02-a—-0)(2-—c—d)(2—e— f)+ade+bcf
—be(2—c—d)—df(2—a—-0b)—ac(2—e— f)=0,
8—4(a+b+c+d+e+ f)+2(ad+ae+af +bc+bd+bf +ce+cf +de) =0.
Odtud
a2—d—e—f)=4-2(b+c+d+e+ f)+bc+bd+ ce+de+cf +bf. (3.16)
Je-li 2 —d —e— f # 0, dostavame
. 4—2(b+c+d+e+ f)+bc+bd+ce+de+cf +bf
2—d—e—f '
Z podminek (3.15) musi platit, ze a + b < 1. Dosadime-li do této nerovnice a z (3.17),
dostavame

kde

(3.17)

4—2b+c+d+e+ f)+bc+bd+ce+de+cf +bf
+b
2—d—-—e—f
_4-20b+ct+dte+ f)+bc+bd+ce+de+cf+bf +2b—bd—be—0bf
2—d—e—Ff
4—2(0+d—|—e—|—f)+bc+ce+de+cf—be<1
2—d—e—f -

a+b=

a odtud dale

4—2(c+d+e+ f)+bc+ce+de+cf —be<2—d—e—f,
2—2c—d—-—e—f+bc+ce+de+cf —be <O0.
Nyni vyjadrime
ble—c)>2—2c—d—e— f+ce+de+cf. (3.18)
Podivejme se nejdiive, jak bude vypadat Teseni pro e — ¢ > 0. Vyuzijeme-li podminku
b <1, plati
2—2c—d—-—e—f+cet+de+cf

Y

1>b>

e—c
e—c>2—-2c—d—e— f+ce+de+cf,
c—ce—cf >2—d—2e— f+de,
c(l—e—filzQ—-e)(l—-d)+1—e—f,
1—-e)(1=d)+1—e—f
>
- l—e—f ’
(- -4

(3.19)
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Jelikoz dle (3.15) plati, ze d, e, f € (0,1), z nerovnice (3.19) vyplyva, Ze ¢ > 1. Parametr
¢ je ovsem z intervalu (0, 1), jedind pripustnd hodnota by proto byla ¢ = 1. Toto FeSeni
je ovsem vylouceno podminkou e — ¢ > 0.

Pro e — ¢ < 0 plati

b(e —¢)
b(e —c)
b(e —c)
7 takto upravené nerovnice vidime, ze jeji leva strana bude vzdy mensi nebo rovna 0.

Vyraz na pravé strané bude z podminek (3.15) vzdy nezaporny. Tato nerovnice tedy bude
platit, jestlize b = 0 nebo e — ¢ = 0. Potom musi byt nulovy také vyraz

2—2c—d—e— f+ce+de+cf,
l—e—fl+(1—c—d)—c(l—e—f)+de,
l—e—f)1—c)+(1—c—d)+de>0.

(AVARAVARLV]

(1—e—f)1—=c)+(1—-c—d)+de.

To plati, jestlize

l—e—f=0V 1—-c=0, (3.20a)
l—c—d=0, (3.20b)
de = 0. (3.20c)

Rozeberme nyni jednotlivé pripady, které mohou nastat.
Uvazujme nejprve situaci, kdy b = 0 a e — ¢ < 0. Vyjdeme z podminky (3.20¢), kterd
je splnéna, jestlize d =0 V e = 0.

1. Zvolme nejprve pripad d = 0. Z podminky (3.20b) vyplyva, ze ¢ = 1. Pro c = 1 je
splnéna také podminka (3.20a). Nyni mizeme dopocitat hodnotu a z rovnice (3.17)

—2(b+c+d+e+ f)+bec+bd+ce+de+cf+bf

“= 2 —d—ec—f
_4—2a+e+ﬁ+e+f:1
2—e—f '
Matice M pak bude tvaru
01 e
M=[10 f | keefe+fe (o). (3.21)
00 1l—e—Ff

Pri blizsim pohledu na tuto matici prechodu zjistime, ze b = d, coz je zjednoduseni
z predchoziho prikladu 3.2.3. Chovani této matice bude dale zaviset na volbé para-
metrua e,f, jejichz veskeré moznosti byli dikladné popsany v predchozim prikladu.
Jedna se o spojeni pripadu (3.2) a (3.3).

2. Polozme tentokrat v podmince (3.20c) e = 0. Z podminky (3.20a) vyplyva, ze f = 1.
Podminka (3.20b) je splnéna pro ¢ + d = 1. Potom pro d # 1 plati

_4-20+D+c ¢ 1-d

5-d-1 1-d 1-a4 !
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3.2. OBECNE ZADANA MATICE PRECHODU

0 c 0
M=11 0 1], kde ce (0,1). (3.22)
0 1—-¢c O

Podivame-li se na tuto matici, zjistime, Ze jde o stejny pripad jako (3.4) v Ptikladu
3.2.3 se zaménénymi radky a sloupci dle Poznamky 3.2.1.

Dalsi variantou je specidlni ptipad vyplyvajici z rovnice (3.16), je-li vyraz 2—d—e— f = 0.
To plati prod =1 A e+ f = 1. Odtud ¢ = 0. Poté musi byt roven nule také vyraz

4—-2b+c+d+e+ f)+bct+bd+cetdet+cf+bf =4—-2(b+1+1)+b+e+0bf
= —bte+bf=bf—1)+e
=—be+te
=e(1—-0).

Plati tedy e = 0 V b = 1, které urcuji dalsi moznosti matice M s vlastnim ¢islem rovnym
-1.

3. Proe =0, vime-li, ze d=1, c=0a e+ f =1, dostavame matici

l—a—-5b 0 0
M = a 0 1|, kdea,b,a+be(0,1). (3.23)
b 10

Zde muze opét nastat nékolik pripada podle volby parametra a,b. Pri blizsim po-
hledu na matici vsak zjistime, Ze se jedna o analogicky ptipad jako v pripadé (3.21)
tohoto prikladu se zaménénymi radky a sloupci matice M dle Poznamky 3.2.1. Vy-
sledky tedy budou taktéz analogické ptipadu (3.2) z Prikladu 3.2.3.

4. Pro b = 1 dostavame, ze a = 0. Stale navic plati, ze d =1, c=0ae+ f = 1.
Matice M je rovna

00 e
M={0 0 1—e], kdeee(0,1). (3.24)
11 0

[ zde muzeme vidét, ze se jednd o stejnou matici jako v pripadé (3.4) z prikladu 3.2.3.
Zaroven vidime, ze jde o matici ekvivalentni dle Poznamky 3.2.1 matici v pripadé
(3.22) z tohoto prikladu.

Na zékladé zjisténi z predchozich prikladi mizeme zformulovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.2.7. Méjme Markovoviv tetézec, jehoZ matice prechodu je tvaru

l—a—> c e
M= a l1—c—d f Jkde a,b,c,d,e, f,a+b,c+d,e+ fe€(0,1).
b d l—e—f

Jestlize v takto definovaném retézci plati b # d Nc # e Na # [ a zdaroven se nejednd
o specidlni matice (3.9), (3.13) z Prikladu 3.2.5, Tetézec pro n — oo konverguje.
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Dikaz. Viz Priklad 3.2.5 a 3.2.6. O

Poznamka 3.2.8. Oproti Tvrzeni 2.2.6 pro k£ = 3 neni pozadovano, aby matice M nebo
jejl n-t4 mocnina mély vsSechny prvky kladné. Tvrzeni 3.2.7 zarucuje, Ze pro vsechna
vlastni ¢isla A\ matice M plati |A\| < 1 nebo A = 1. Oproti Tvrzeni 2.2.6 také vlastni ¢islo
A = 1 nemusi byt jednoduché.

Poznamka 3.2.9. Priklady 3.2.3 a 3.2.6 jsou pouze teoretické. Stejné tak intervaly, do
kterych parametry matice M nalezi. V pripadé genetiky nemusi nastat vSechny vyse zmi-
néné kombinace nebo nastanou jen za velmi specifickych podminek.
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I v
Zaver

Cilem této prace bylo studium Markovovych Tetézcii a jejich ukazka na prikladech
z genetiky. Presto lze obsah této prace vyuzit i v jinych odvétvich. Hlavnim predmétem
zkoumani této prace byla konvergence Markovovych retézct, predevsim pak fetézi o tiech
stavech.

Uvodni kapitola byla vénovéna teorii matic, kterd se ke studiu Markovovych Fetézel
vyuziva. V nasledujici kapitole byly zavedeny Markovovy Tetézce a popsany vlastnosti
Markovovych matic. Byl také zaveden obecny postup, ktery lze vyuzit ke zjisténi, kam
dany Tetézec konverguje. Zavérecna kapitola popisovala jak konkrétni pripady, tak pri-
klady obecné zadané. Obecné priklady byly zaméreny na urceni vlastnosti Markovovych
matic dimenze 3 X 3, které zarucuji oscilaci Markovova Tetézce. Na zdkladé téchto priklada
bylo zformulovano tvrzeni o konvergenci fetézcli o tfech stavech.

Markovovy Tetézce maji Siroké vyuziti od biologie az po ekonomii. Velké zastoupeni
maji v pravdépodobnosti, kde se vyuzivaji napriklad k predpovédi chovani. Ve vétsiné
takovych pripadu je vsak Markovova matice zavisla na c¢ase. Tato varianta by mohla byt
predmétem dalstho zkoumani.
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Seznam pouzitych zkratek a symboli

nulova matice

jednotkova matice
mnozina komplexnich ¢isel
mnozina prirozenych ¢isel

mnozina realnych cisel

M B Z a & O

sumacni znak

|| velikost komplexniho ¢isla
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Priloha

Vypocet Prikladu 3.2.3 s vyuzitim softwaru Matlab.
Uvazujme zjednodus$eny pfipad matice M, kdy d=b. Matice M je tvaru

l—a-»5b c e
M = a l-b-c f ,
b b l—e—-f

kde a.b.c,e. f.a+b.b+c,e+ f € (0,1).
Reseni:

Nejdrive vyuZijeme podobnost matic a matici M" zapi§eme pomoci matice vlastnich vektori a
Jordanovy matice.

syms a b cefnplp2p3
M = [1-a-b c e;a 1-c-b f; b b 1-e-f] %symbolicky zapis matice M

M -
l-b-a c e
( a l—c—-b f )
b b 1-f—e

%vypocet vlastnich vektord zapsanych do matice Q a vlastnich ¢isel v matici J
[Q,J]=eig(M)

be+ce+cf 1 c—e
(a+b+c) at+c—e—f

aet+taf+bf 1 - a—f

b(a+b+c at+c—e—f

J
1 0
(0 l-b—c—a 0 )
0 l—e—f—-b

J_n=J”n %n-ta mocnina Jordanovy matice J

Jn-=

1 0 0
0 (l—b—c—a)" 0
0

0 (l1—e—f-b)"

M _n=Q*J_n*inv(Q); %n-td mocnina matice M vyjadrena pres podobnost matic
p_0=[p1;p2;p3] %vektor p(@) plvodnich pravdépodobnosti

P
P2
P3
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Konvergence lim p(n) bude zaviset na vlastnich ¢islech matice M. Pro kazdé z Cisel 4,, 43 mohou
n—oo) = —1, |4l <laid=1.kdei=2.73
nastat 3 pfipady: .

L] A2= —],ig,: -1

==l a+b=1,c=1,4;=-1 < e+ f =1,b=1.Nenisplnéna podminka
b + ¢ < 1, situace nemUZe nastat.

o L=—1 43 <1

h=—le<a+hb=1,c=1,zpodminky |13/ < | nelze jednozna&né urgit hodnotu
parametrli b,e,f. JelikoZz musi platit » + ¢ < 1 a vime, Ze ¢ = |, musi platit » = 0 a podobné také
a=1.

M2=subs(M,[a b c],[1 @ 1]) %dosazeni zjisSténych hodnot do matice M

M2 =

01 e
(i)
00 1-f-e¢

M_n2=subs(M_n,[(1-a-b-c) a b c],[-1 1 @ 1])%dosazeni zjisténych hodnot do
matice M”*n

M n2 =
(_I)Vl l l (—l)" _(6—1)62 l
2 22 2 MTexf-2t2
1_(=D" (=" 1 1_=Da
2 2 2 2 e+f-2
0 0 (o))
where
Ul:(—lﬂ(g— )
2(e+f—2)
6 =(1—f—e)

%dosazeni zjisténych hodnot do matice M*n v limitnim pripadé
lim_M_n2=subs(M_n,[(1-a-b-c) (1-b-e-f)*n a b c],[-1 0 1 0 1])

lim M n2 =



(D" 11 (1 1
2 2 2 2 2
1_(=D" (—1)"_,_1 1—01
2 2 2 2
0 0 0
where
o= =V (= f)
2(e+f-2)

0
where
g = (=" (= f)
2 (e+f=2)

Limita obecné neexistuje.
L] 12 = —1,/13 =1

h=—-l<=a+b=1l,c=1,li=-1 e+ [ =0.b=0.Jelikoz b = 0, musi platit, Ze

a=1.

M3=subs(M, [a b c e f],[1 0 1 0 @]) %dosazeni zjisténych hodnot do matice M
M3

0 0
1 0
0 1

%dosazeni zjisSténych hodnot do matice M”n
M_n3= subs(M_n, [(1-a-b-c) (1-b-e-f) abce f],[-1110180 0])

o <o = |

M_n3 =

%dosazeni zjisténych hodnot do matice M*n v limitnim pripadé
lim_M_n3= M_n3



7,1 1_(=D
2 2 2 2
1_(=D" (=1, 1
2 2 2

0 0 1

p_n3=1im_M n3*p_@ %limita p(n) pro n jdouci do nekonecna
p_n3

Pl( )
Pz( )

Limita obecné neexistuje.

2

1)"
2

(_])n T
7y

- P2
—P1

= =

pP3

o M| <1, i3=-1

Parametry a,b,c nelze z podminky |4,| < 1 pfesnéuréit, ;s =—-1< e+ f=1.b=1.
Jelikoz b =1, platia=0,c=0.0dtud ale ;,,=1—-a-b—-c=0.

M4=subs(M, [a b c e+f f],[0 1 0 1 1-e]) %dosazeni zjisténych hodnot do matice M
M4

0 e
0 l—e
1 0

%dosazeni zjisténych hodnot do matice M”n
M_nd4=subs(M_n, [(1-b-e-f) (1-a-b-c)*n a b c e+f ],[-1 001 0 1])

—_ o o |l

M. nd =
g_(—l)"e
() (2} 5 —2
o o LG
2 2
I_(=Dm 1 (=D (=D", 1
2 2 2 2 2 2
where
(71—-£+(_1>n
2
02:§+(_1)"‘
2 2

%dosazeni zjisSténych hodnot do matice M*n v limitnim pripadé
lim_M_n4=subs(M_n, [(1-a-b-c)”n (1-b-e-f) a b c e+f f],[0 -1 0 10 1 1-e])



o o (=D"(e=1) e, 1
2 2 2
L_(=D" 1_(=D" (—1)"_,_1
2 2 2 2 2 2
where
gl:l_(—l)”(e—l)_e
2 2 2
62:§+(_1)"3
2 2

p_n4=1im_M_nd4*p_© %limita p(n) pro n jdouci do nekonecna

p_n4 =

61+ proy+ e_(=lre
P10y T P61 TP3 (2 5

> —P203—P103

=

p3 (04—§+

P3 ((_1) +%) — P20, Pp102

where
o1 =4 (=1)"e
2 2
0y = (_l)n—l
2 2
0'322"1'0'4—l
2 2

n= D (=)

Limita obecné neexistuje.
o [l < Llil <1

Zadny z parametrl nelze jednoznagné urgit. Vyuziva se pouze konvergence matice J”.

M5=M %dosazeni zjiSténych hodnot do matice M

M5 =
1—-b—a c e
( a l—c—b f )
b b l—f—e

M_n5=M n; %dosazeni zjiSténych hodnot do matice M”n



%dosazeni zjisténych hodnot do matice M”n v limitnim pripadé
M_n5=subs(M_n, [(1-a-b-c)”*n (1-b-e-f)"n],[0 @])

M n5 =
4] 01 o]
) (5] 0)
b b b

bte+f b+e+f bte+f
where

— betcetcf
(a+b+c) (b+e+ )

0

— aet+af+bf
(a+b+c) (b+e+ f)

o)
Vyuzijeme-li skuteénosti, ze p;(n) + p,(n) + ps(n) = 1, dostavame

%limita p(n) pro n jdouci do nekonecna
p_n5=[(b*e + c*e + c*f)/((a + b + c)*(b + e + f));
(a*e + a*f + b*f)/((a + b + c)*(b + e + f)); b/(b + e + )]

p_n5 =
betcetcf
(a+b+c) (b+e+ f)
aetaf+bf
a+b+c) (b+e+ f)

_b
b+e+ f

Vysledek nezavisi na plvodnim stavu p(0).
o Al <1 A3=1
Parametry a,b,c nelze z podminky Al <1 presné urit, is =1 e+ f=0,b=0.

M6=subs(M,[b e f],[0 @ @])%dosazeni zjisténych hodnot do matice M

l—a ¢ O
a l—c O
0 0 1

M_n6=1imit(subs(M_n,[b e],[0@ @]),f,0) %dosazeni zjisténych hodnot do matice M"n

M n6 =



¢ + o2 ¢ - 0] 0
a+c a+c

— 07 L‘FG[ 0
a+tc atc

0 0 |

where

(*+ac) (1—c—a)
(a+c)?

o =

(@*+ca) (1 —c—a)"

0y =
(a+c)?

%dosazeni zjisténych hodnot do matice M*n v limitnim pripadé
lim_M_n6=subs(M_n,[(1-a-b-c)*n b e f],[0 @ 0 0])

lim M _n6 =

C C 0
a+c a+c

a a 0
at+c a+c
0 0 1

p_n6=1lim_M n6*p_© %limita p(n) pro n jdouci do nekonecna

p_né6 =
c c
P1 + P
at+c a+c

ap +ap2
at+c a+tc

P3

[ ] 12= 1,/{3=—1

h=1l=a+b=0,c=043=-1 < e+ f =1,b=1.Parametr b nemlze nabyvat dvou
rlznych hodnot, situace tedy nenastane.

° 12=1,

sl <1
=1 a+b=0,c=0, parametry b,e,fnelze z podminky |i3| < 1 jednoznaéné urcit.

M8=subs(M,[a b c],[0 @ @])%dosazeni zjisténych hodnot do matice M
M8

1 e
0 .
0 l—f—-e

%dosazeni zjisténych hodnot do matice M*n
M_n8=1limit(subs(M_n,[(1-a-b-c) a b],[1 © @©]),c,0);

o~ o |l
—



%dosazeni zjisténych hodnot do matice M*n v limitnim pripadé
lim_M_n8=1limit(subs(M_n,[(1-b-e-f)”*n (1-a-b-c)*n a b],[0 1 @ 0]),c,0)

lim M _n8 =
10 1--1_
e+ f
o1 I
e+ f
0 0 0

p_n8=1im_M n8*p_@ %limita p(n) pro n jdouci do nekonecna

p_n8 =
P1—Ps (e—-_'_Lf— 1)
fps
e+ f
0

p2+

L] 32=1,/{3=1
Ah=1=a+b=0,c=0,z=1 e+ [=0,b=0,
M9=subs(M,[a b c e f],[0 @ @ @ 0]) %dosazeni zjiSténych hodnot do matice M
0
0
1

M_n9=M9”n %dosazeni zjiSténych hodnot do matice M”n
M_n9S

HH

lim M _n9=M n9 %dosazeni zjiSténych hodnot do matice M*n v limitnim pripadé

N
S O =
o —~ o |l

o o ~|
o~ o

lim_M_n9 =
0

B
1

p_n9=1lim_M n9*p_@ %limita p(n) pro n jdouci do nekonecna

S O -
o = ol

p_n9 =
P
P3

Vysledek se ustali na plvodnim stavu p(0).



