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Abstrakt

Tato prace pojednava o uplatnéni numerické metody feSeni diferencialnich rovnic pomoci
Taylorovy rady. Tento postup byl implementovan pomoci specializovanych elementarnich
numerickych procesorit v hradlovém poli FPGA obsaZzeném ve FITkitu. Bylo tedy nutné
vyvinout prostredi, které by dokéazalo prijaté hodnoty interpretovat a zobrazit do grafu.
Dale bylo pro dobré pochopeni postupu vypocétu bylo nutné vyvinout aplikace, které do-
kézaly prvky zobrazit v podobé, ktera je vhodné pro neznalého pozorovatele. Je zde také
experimentovano s riznymi tpravami tohoto postupu, aby byla zvysena rychlost vypoctu.

Abstract

This work discusses the application of numerical methods for solving differential equations
using the Taylor series. This procedure was implemented using elementary numerical speci-
alized processors in FPGA contained in FITkit. It was necessary to develop an environment
that would be able to interpret the received values and display the graph. It was for a good
understanding of the calculation procedure was necessary to develop applications that are
able to view the elements in the form appropriate for the uninformed observer. It also ex-
perimented with various modifications of this procedure in order to increase the speed of
calculation.
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Kapitola 1

Uvod

Numericka integrace je v dnesni dobé vyuzivana predevsim v simulacih redlnych systémt
(vyuzito napfiklad pro feseni elektickych obvodu). Jednim z divodu je jednoducha algorit-
mizovatelnost oproti analytickému feseni diferencidlnich rovnic. Skute¢nost, Ze numerickou
integraci dosahneme jen jednoho feSeni, nas nijak neomezuje, protoze obvykle provadime
simulaci pro urcité poc¢ateéni podminky a nepotifebujeme tudiZz znat obecné feseni rovnic,
které definuji ndmi simulovany systém.

Numericka integrace pro vypocet diferencidlnich rovnic je implementovana v mnoha
aplikacich. Jako priklad mtuzeme uvést Maple, Matlab a TKSL. V této praci je v mnoha
pripadech vyuzito dat, ktera jsou vystupem vypocetniho systému TKSL.

Numerickou integraci mizeme fesit mnoha metodami. Zakladni rozclenéni je na jedno-
krokové a vicekrokové metody. Jednokrokové metody, mezi které pat¥i i metoda s vyuzitim
Taylorovy fady, vyc¢isluji hodnotu vzdy jen z aktuélniho stavu systému. Z toho dvodu jim
pro spusténi vypoctu staci nastavit jen pocateéni podminky, jako vychozi stav systému.

Oproti tomu metody vicekrokové vyuzivaji i historii stavil systému. U téchto metod
je tedy nutné zacit vypocet pomoci jedné z jednokrokovych metod, abychom si vytvorili
zminovanou historii stavi, ze které muze vicekrokova metoda vypocitat nasledujici stav
systému.

Tato prace se zabyva pedevsim jednokrokovou metodou vyuzivajici k vypoctu Taylorovu
fadu. Tato metoda se vyznacuje svoji velkou pfesnosti diky vyuziti vysokych fadi derivace.
Jelikoz je vyopcet dervivaci pro procesory vykonnostné velmi narocné je v systému TKSL
i v této praci vyuzito moderni Taylorovy fady [0].

Kapitola 2 ve strucnosti vysvétluje, jakym zptisobem se pocitaji diferencidlni rovnice
pomoci moderni Taylorovy fady. A také jakym zpisobem lze tento vypocet algoritmizovat.

V kapitole 3 jsou provadény experimenty s tuhym systémem, na kterych bylo zkouméano,
zda je mozné vypocet pomoci Taylorovy fady néjakym zptisobem urychlit. V takovychto
systémech nastavé situace, Ze jedna funkce je vycislena s pozadovanou presnosti pomoci
nékolika malo prvka Taylorovy fady, ale jind funkce potfebuje pro vyc¢isleni s pozadovanou
presnosti nékolikandsobné vice prvkd fady. Pokud by byla simulace tohoto systému pro-
vadéna na paralelnim systému, tak by ¢ast, pocitajici jednodusi funkce, nebyla po jejich
vycisleni vyuzita.

Jelikoz Taylorova fada umoznuje vysokou miru paralelniho vypoctu, bylo vyuzito pri-
pravku FITkit[1], ktey obsahuje programovatelné pole FPGA, k testiim numerickych inte-
gratorti. Tyto integratory jsou jednoucelové jednotky, které lze vzajemné propojovat a vy-
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rovy Tfady je nejvice patrny paralelismus vypoctu, kdy kazda jednotka pocita jinou promén-



nou nezavisle na ostatnich. Tento fakt je velkou vyhodou pfi vyuziti ve spojitych simulacich.
Pri realizaci této prace bylo navrhnuto nékolik aplikaci, pro rtizné ucely. Mezi né patii
napiiklad aplikace, kterd je schopna zobrazovat prvky Taylorovy fady, které byly ziskany
z programu TKSL, na linearni i logaritmické ose.
Na zaveér této prace jsou shrnuty poznatky o moderni Taylorové fadé, jakozto prostiedku
k vypoctu diferencidlnich rovnic.



Kapitola 2

Znamé postupy reseni
diferencialnich rovnic

2.1 Numerické reSeni diferencialnich rovnic

V dnesni dobé je jiz zndmo nékolik numerickych metod [3] pro feSeni diferencidlnich rovnic.
Tyto metody se od sebe odlisuji naptiklad slozitosti vypoctu a stabilitou. Jejich nespornou
vyhodou oproti analytickému feSeni je pomérné jednoduché algoritmizovatelnost a tedy
jejich nasazeni v univerzalnich vypocetnich systémech.

2.1.1 Taylorova rada
Taylorova tada, je jednou ze zakladnich jednokrokovych metod a lze ji vyjadrit zapisem:

h? h3 hP
Ynt+1 = Yn + by, + gi%(zz) + a@/(g) +oo 4+ Hyép) (2.1)

Kde h je integracni krok.
Podle dostupné literatury je hlavnim problémem pouziti vyssich derivaci. I z tohoto
divodu neni Taylorova fada v tomto formatu jednoduse algoritmizovatelna.

2.1.2 Eulerova metoda

Jedna se o jednokrokovou numerickou metodu. Tato metoda ma mnoho variant, jeji zakladni
vzorec je zapsan rovnici 2.2. V tomto piipadé se dalsi hodnota vypoditd jen z aktudlni
hodnoty.

Yn+l = Yn + hf(l'na yn) (2‘2)

Prvni modifikace 2.3 této metody, nejprve spocitd hodnotu pomocny bod P v bodé x, +
frach2. A nasledné spocita hodnotu v bodé x, ] tak, Ze vyjde z bodu z,, podle smérnice
v bodu P do vzdélenosti kroku h.

kl - f(xna yn)
h 1
Ry = flon+ 500 + Shi)
YUnt+l = Yn+ hko (23)



Druhéa modifikace 2.4 vypocita také pomocného bodu P, ovSem v bodé x,,+h, a nasledné
vyjde z bodu z,, do bodu x,41 se smérnici, ktera je v bodé P, ¢imz ziskdme bod P;. Hodnota
funkce y,41 lezi ve stiedu pfimky |PP;|.

kl = f(wnayn)
k2 = f(xn‘i‘hayn‘f‘hkl)

1
Yntl = Yn+ §{k1 + ko } (2.4)

Eulerova metoda v zékladnim tvaru v podstaté reprezentuje prvni dva prvky Taylorovy
fady a tudiz jde s dostatecné malym krokem dosdhnou i touto metodou velmi pfesnych
vysledkt.

2.1.3 Metoda Runge-Kutta

Jedna se opét o jednokrokovou metodu, jejiz obecny tvar lze zapsat jako 2.5

kl = f(xnayn)

i—1
ki = f($n+aih7yn+h25ijkj)7 1=2,...,8
j=1
Ynt1 = Yn+h(wiks + -+ wsks) (2.5)

OvSem v tomto pripadé je nutné volit konstanty oy, 3;; a w; tak, aby méla metoda
pozadovany fad.

2.1.4 Vicekrokové metody

Nejznaméjsi vicekrokovou metodou je Adams—Bashforth 2.6, kterd pocita nasledujici hod-
notu ze ¢tyr predchozich. Zde ovsem nastava problém se startem metody. Ze zacatku je tedy
nutné vyuzit nékterou z jednokrokovych metod pro alespon tolik prvki, s kolika pocitd nami
zvolena vicekrokova metoda.

h
Yn+1l = Yn + ﬂ(55fn —59fn—1+37fn—2—9fn_3) (2.6)

Pro zpfesnéni vysledku je mozné vyuzit metod typu prediktor /korektor. Mezi tyto metody
patii napiiklad Adams-Bashforth-Moulton 2.7.

h
Yn+1 = Yn + ﬂ(gfn—l—l +19f, —5fpn—1 + fn—Q) (2'7)

2.2 Moderni metoda Taylorovy rady

Tato nova specializovand metoda Taylorovy fady[6] pro vypocet obyéejnych diferencidlnich
rovnic byla vytvorena na zakladé analyz rtznych linedrnich rovnic prvniho fadu s konstant-
nimi koeficienty. Jednou z téchto rovnic je napiiklad

Y =y, y0)=uwo (2.8)

Tuto rovnici lze zkreslit i do blokového schématu, zobrazenému na obrazku 2.1. Z tohoto
schématu je i patrné, ze tuto rovnici lze spocitat pomoci jednoho integratoru.
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Obréazek 2.1: Schéma rovnice 2.8

Takto jednoduchou rovnici je samoziejmé snadné spocitat i pomoci metod jako jsou
Runge-Kutta ¢i eulerova metoda. Pokud zvolime metodu Runge-Kuttay 4. fadu 2.1.3 mu-
sime sestrojit rovnice 2.9.

ki = h-yo
k1
ko = h'(yo+?)
k
ks = h'(?/0+?2)
k
ky = h'(yo+§4)
1 1 1 1
= —k —k —k —k 2.
n 3/0+61+32+33+64 (2.9)

Pro Eulerovu metodu 2.1.2 ziskdme rovnici 2.10, kterou jsme zapsali ve tvaru, ktery ndm
uz Castecné pripomina Taylorovu radu.

y1 = Yo+ DYl (2.10)
DYly = h-y
Obdobnym zpisobem jde upravit i rovnici, kterou jsme ziskali metodou Runge-Kutta 2.9

a to na tvar

h?  h*  h4

7 rovnic 2.10 a 2.11 1ze jednoduchym zptisobem odvodit, ze se jedné o charakteristicky

. Ld A 2 3 7 . Id

rozvoj funkce. A to exponencialni fadu e! = 1 + % + % + % + . Tento vysledek je shodny
s analytickym feSenim, které je pro rovnici 2.8 znamé

y = e (2.12)
V tomto piipadé plati
=y =y =y3=¢ (2.13)

zaroven jsou i splnény piedpoklady pro platnost Taylorovy fady a to, Ze funkce f(¢)a jeji
derivace museji byt jednoznacné, konecné a spojité mezi ¢ a t+ h. Nasledné prevedeme tento



zapis 2.14 do Taylorovy rady.

h? h3

yi = y0+h'y0+§yo+§yo+--- (2.14)
h? B3

Y1 = yo‘(1+h+§+§+...)

A nasledné lze provést znaceni 2.15, ze kterého je viditelna lehka algoritmizovatelnost této
tady, coz je vhodné pro numerickou integraci zpracovavanou univerzalnim nebo speciadlnim
procesorem.

DYlo = h'yo (215)
DY?2, = %DYM
h
DY3y = §DY20
h
DY4y = ZDY?)O
h
DYTLO = EDY(’H—l)g



Kapitola 3

Modifikace vypoctu pomoci
Taylorovy rady

3.1 Uvod do problému

Vypocet numerické integrace pomoci Taylorovy fady je ve vétsiné pripadd casové velmi
narocny, protoze nami pozadovand presnost si vyzaduje vypocet bud's velkym poctem prvki
této fady a nebo naopak s extrémné malym integra¢nim krokem. Tyto dva fakty vedly k nize
uvedenym experimenttm, které se snazi tyto problémy urcitymi zptisoby kompenzovat.

Veskeré nasledujici experimenty budou provadény na soustaveé rovnic 3.1, definujici sys-
tém, ktery se fadi mezi tzv. tuhé systémy. V téchto systémech rovnici dochézi v pocatku
vypoctu k prechodnému deéji. Tento déj probiha pfesné do casu %, ktery je pro nas zajimavy
z nékolika hledisek.

uo= -z ug =1
2= u 20=0 (3.1)
y = az—ay y=0

Jednim z nich je naptiklad fakt, Ze po Case % se funkce y za¢ne shodovat s funkci sz’n(t—é)
¢ehoz se da vyuzit pri vypoctu. Z tohoto poznatku je patrné, ze zvétSenim hodnoty a se
zacne funkce y pfiblizovat k funkci z, coz je sin(t). V tomto ptipadé lze tedy pfi dostateéné
velké hodnoté a prohlasit funkci y a z za shodné. Z tohoto zjisteni lze také odvodit vztah
Y = z(t_l , ktery je vSak platny az od casu é

Pro kontrolu navrhovanych tprav, bylo spocitano i analytické Teseni soustavy rovnic
3.3. Tohoto fesSeni bylo vyuzivano pro porovnavani vysledkd v aktualnim kroku, aby byla
jednoduse zjistitelnd odchylka od tohoto feseni.

u = cos(t)
= sint(t)
y = cos(a)-sin(t— ) (3.2)

a = arctg| —
a

3.2 Spolecné vlastnosti jednotlivych postupii

U vsech postupi je nutné zvolit integracni krok, to je hodnota, ktera udava, v jak velkyjch
casovych intervalech budou vy¢islovany hodnoty funkci, které budeme pocitat. Jako dalsi
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je nutné zadat maximalni fad Taylorovy fady a samoziejmé cas, do kterého se maji funkce
pocitat. Tyto hodnoty jsou udavany jako maximalni, je tedy mozné, ze hodnoty funkci s da-
nou presnosti se podafi spocitat i s nizSim fadem Taylorovy fady. Problém nastava, pokud
se vypocet na danou pfesnost nezdaii s udanym fadem. V takovém piipadé je krok metody
snizen na polovi¢ni hodnotu a takto upraveny krok, bude vyuzit az dokonce vypoctu. Z du-
vodu snizovani kroku na polovinu je mozné tpravou vstupnich parametri vypoctu, jako
krok a fad metody, dosahnout lepsich vysledk, nez kdybychom ponechali uréeni vhodného
kroku na aplikaci samotné.

3.3 Standardni vypocet

Vypocet touto metodou probihd presné podle rovnic uvedenych v 2.2. V takovém ptipadé
jsou hodnoty vycislovany v kazdém kroku na pozadovanou piesnost a v pfipadé netspéchu
je ptlen integracni krok a vypocet aktualni hodnoty se restartuje. Vyuziva se tedy rovnic
3.3, ve kterych jsou hodnoty proménnych DY sporp definovany v 3.4, ale jejich vypocet
probiha podle rovnic 2.15 uvedenych drive.

y1 = DYlp+DY11+DY1y+ -+ DY lymaworD
yo = DY20+DY21+DY29+ -+ DY2,,4:0RD (3.3)
Ys = DYSO + DY31 + DY32 + -+ DYSmazORD
hord
DY sprq = ys—liord! (34)

3.4 Metoda nahrazeni funkce

Tato metoda vyuziva faktu, ze funkce y ze soustavy rovnic 3.1 je mozné povazovat od casu
é za, funkci z posunutou o ¢asovou konstantu % I v tomto pripadé je vSak nutné pamatovat
na prechodny déj, ktery je nutné vypocitat standardnim zptsobem. Vypocet tedy probiha
nasledovné.

1. Vypocet standardni metodou a to az do casu %, ve kterém konci prechodny déj.
2. Od tohoto ¢asu probiha vypocet pomoci Taylorovy fady pro vSechny funkce kromé y.

3. Vy¢islime tedy hodnoty vsech funkci a zapamatujeme si hodnotu funkce z a ¢as temp,
ve kterém tato hodnota nastala.

4. Jakmile nastane Cas, ktery je roven ¢asu tiemp + %, tak prohlasime y(t) = z(ttemp)-

5. Pokud vSak nastane stav t +h > tiemp + %, je aktualni krok upraven tak, aby ¢ +
hupraven = tiemp + %, ¢imz zajistime spravné prirazeni hodnoty. Pokracujeme krokem
2

7 vyse uvedeného postupu vyplyva, Ze touto metodou je mozné nastavit maximalni krok
na % Tento fakt je tedy velkym omezenim této metody.

I pres udavané omezeni je tato metoda nasobné rychlejsi nez vypocet béznou metodou.
Je to zplisobenou predevsim kopirovanim hodnoty. Tento postup tedy nepotiebuje od konce
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prechodného déje tak vysoky rad Taylorovy rady, protoZe se nepocita naro¢na funkce, ktera
je nahrazena funkci jinou.

V konecné fazi dostavame vysledky rychleji ovSsem ne s takovou pfesnosti. Urcité ne-
presnosti jsou zpisobeny nami udavanou aproximaci, protoze funkce y neni presnou funkci
z, ale je nasobena jinou funkci zptisobujici jeji oscilaci. Pravdou ovSem ziistava, ze zde uda-
vana chyba vysledku se s postupem ¢asu nijak nezvétSuje a tudiz je mozné cely vypocet
provadét s maximalni odchylkou, kterd se projevi jiz v prvni periodé funkce.

3.5 Metoda s velkym krokem a nahrazenim funkce

Tato metoda vychéazi z metody pfedchozi. Jeji nespornou vyhodou vSak je moznost nastavit
krok nasobné vétsi nez udavané % Tohoto je docileno naslednym postupem.

1. Vypocet standardni metodou s krokem vhodnym pro vypocet a to az do ¢asu %, ve

kterém kon¢i prechodny dé;j.

2. Od tohoto ¢asu probiha vypocet pomoci Taylorovy fady pro vSechny funkce vyjma y
s krokem definovanym uzivatelem.

3. Vydcislime tedy hodnoty vSech funkci a zapamatujeme si hodnotu funkce z.

4. Nyni provedeme vypocet s krokem %, ve kterém opét vypocitame hodnoty vSech
funkci jako v predchozi metodé a do hodnoty funkce y ulozime hodnotu, kterou jsme
si zapamatovali. Pokracujeme krokem 2.

3.6 Metoda s velkym krokem a dopocitanim

V této metodé je vyuzito znalosti casu, po ktery trva prechodny déj. Po uplynuti tohoto
casu, se vzdy funkce y ustali na hodnoté, kterou lze oznacit jako platnou v ¢ase ukonceni
prechodného déje. P¥i tomto zpusobu vypoctu je mozné vycislit zakladni funkce s velkym
krokem. Po tohoto kroku vsak musime vycislovat s krokem nasobné mensim, se kterym
jsme schopni pomoci Taylorovy fady s maximalnim fadem , ktery jsme urcili pfi spusténi
vypoctu, vycislit spravné hodnoty. Vsechny vysledky, které spocitame az do casu ¢ + é mu-
sime prohlasit za neplatné. A az prvni vysledek po tomto ¢ase mizeme prohlasit za platny.
V tomto zptsobu vypoctu dosahujeme velmi vysoké piesnosti. Tento vypocet probiha na-
sledujicim postupem

1. Vypocet standardni metodou s krokem vhodnym pro vypocet a to az do ¢asu %, ve

kterém konci pfechodny déj.

2. Od tohoto ¢asu probihd vypocet pomoci Taylorovy fady pro vSechny funkce vyjma
y s krokem definovanym uzivatelem. A hodnotu funkce y zkopirujeme z predchoziho
kroku.

3. Nyni provadime vypocet s krokem, ktery je vhodny pro vypocet prechodného déje,
tento krok je definovan jako ale (zjisténo experimentalné). Tento vypocet provadime
az do kroku ve kterém plati tocr +h > tys + % Kde tj5 je Cas, do kterého byl vycislen
vysledek, kde nebyla vycislovana hodnota y. Pokrac¢ujeme krokem 2.
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3.7 DosaZzené poznatky

P1i provadéni experimenti bylo zjisténo mozné urychleni vypoctu. Toto urychleni spociva
v rozpoznani typu soustavy rovnic. Pokud se jednd o podobny typ jako byl prezentovan
zde, je mozné uplatnit i uvedené metody. V jiném typu soustavy rovnic je jisté mozné najit
vlastnoti, diky kterym je mozné vypocet urychlit. P¥ipadné nasazeni metod vypoctu tohoto
typu je velmi vhodné v aplikacich, kde je kladen duraz na rychlost vysledku. Je vSak nutné
brat v potaz i skutenost urcité nepresnosti udavanych vypoctti. Mohou vsak existovat i
aplikace, ve kterych tato nepresnost neni nijak zasadni.

Nejjednodussim urychlenim vypoctu, ktery zde ovSem nebyl prezentova, je vycislit ka-
Zzdou proménnou jen tolika prvky Taylorovy rady, které staci pro pozadovanou presnost
a v dalsim vypoctu ostatnich proménnych v daném case povazovat tyto vypocitané hod-
noty za konec¢né. Timto je mozné usettit vypocetni vykon diky nevycislovani zbytecnich
¢lentt Taylorovy fady, které se nepromitnou do ndmi zvolené presnosti. Tento princip je
uplatnitelny na vsSechny typy soustav rovnic, ovSem nedosahuje tak velkého urychleni vy-
poctu.
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Kapitola 4
Programy pro podporu vyuky

Pro podporu vyuky predméti ITO a IPR byly vytvofeny jednoduché aplikace a prezentace,
na kterych lze nazorné predvést jakym zpiisobem funguje vypocet pomoci Taylorovy rady
a jak se méni velikost ¢lenu fady v zavislosti na zvoleném integra¢nim kroku.

4.1 Zobrazeni prubéhu napéti v RC c¢lanku

Byla vytvorena jednoduché aplikace, kterd pomoci grafu zobrazuje pribéh napéti na kon-
denzatoru a rezistoru v obvodu 4.1 se stfidavym proudem. Graf je zobrazen po zadani
veskerych hodnot definujicich uvadény obvod. V tomto grafu je zobrazen fazovy posun
napéti na kondenzatoru od napéti na rezistoru.

4.1.1 Popis obvodu

Aplikace zobrazuje fazovy posun napéti v RC obvodu, ve kterém je rezistor a kondenzator
zapojen v sérii. Tento obvod je napdjen stfidavym napétim. Napéti na kondenzatoru ve
stridavém poli mé posunutou fazi vici napéti na zdroji. Derivaci napéti na kondenzatoru

mﬁéeme zapsat jako
1 1 ugp—uc
!/ /
U = —= 1 = Uo= 5" —F — 4.1
¢~ c ¢ ¢ R (4.1)

Ug Yg

—> i

U

Obrazek 4.1: RC obvod
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Analytické feSeni rovnice je

uC = K1‘65+K4-sin(w-t+¢)

T = R-C
Ky = 7xuw
uR
Ko —
2 2. w+1
K; = K
Ky
K, =
T cos(9)
K3
= t 2
10} arctan ( K2>

Kde je poc¢ateéni podminka uC'(0) = 0.

4.1.2 Popis programu

Program je koncipovan jako jediné okno bez jakékoliv nabidky. Davodd k tomuto roz-
hodnuti je nékolik, mezi nimi je napfiklad nepotiebnost jakychkoliv nabidek a maximalni
jednoduchost ovladani. Pri spusténi neni zobrazen zadny graf, protoze aplikace neméa za-
dany veskeré parametry obvodu. Uzivatel tedy musi zadat veskeré vyzadované parametry
obvodu, dle kterych dokéze aplikace spocitat dané vlastnosti. Jakakoliv chybova hlaseni
jsou zobrazovana pod textboxy pro zadavani hodnot.

Spofitat

Napéti na kondenzatoru

MNapéti na rezistoru

Obrazek 4.2: Nahled programu pro RC ¢lanek

V zobrazovaném grafu je zobrazeno napéti na rezistoru a napéti na kondenzatoru. Z da-
ného grafu je patrné, Zze napéti na kondenzatoru je vzdy opozdéno o hodnotu ¢ za napétim
na rezistoru.

Do grafu jsou zanaSena jen napéti na rezistoru a na kondenzatoru, protoze tato apli-
kace byla vyvinuta za ucelem zobrazeni fazového posunu mezi népétim na kondenzatoru
a rezistoru v RC ¢lanku.
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4.1.3 Zavér

Ze ziskanych dat je mozné vysledovat urcité zavislosti mezi hodnotami urcujicimi parametry
obvodu. Jako priklad muZeme uvést, Ze s klesajici kapacitou v obvodu je fazovy posun
a rozdil amplitud nizsi. Fazovy posun se také snizuje sniZzenim frekvence a sniZenim odporu.

4.2 Prezentace prvka Taylorovy rady ve 3D

Pro podporu vyuky v ITO a IPR byly vytvoreny také dvé prezentace, zobrazujici pribéh
vypoctu pomoci Taylorovy fady. V téchto prezentacich je vyuzito funkci Microsoft Office
PowerPoint 2007.

4.2.1 Zakladni poznatky

Vypocet diferencidlnich rovnic pomoci Taylorovy fady je vyuzivano v nejednom programu.
Tento postup vyuzivaji i programy TKLS 386 a TKSL_C, se kterymi jsem pracoval nejen
pfi vypracovani této prace. Ve verzi TKSL_C je mozné si nechat u kazdé vypocétené hodnoty
vypsat i jednotlivé prvky Taylorovy fady, které byly pro vycisleni dané hodnoty v aktualnim
¢ase zapotiebi. Této moznosti jsem vyuzil pro ziskani dat, které je mozné zobrazit v grafech.
Tyto grafy se dynamicky proménuji s kazdym dalsim prvkem rady. Pomoci této animace
je docileno vétsi nazornosti vypoctu. Pii zobrazovani téchto dat jsem se setkal s dvémi
zakladnimi variantami Taylorovy fady, které se ve vypoctu objevuji.

DYn
(@)
(e6)

Obréazek 4.3: Kladné rozlozeni prvku Taylorovy fady
Prvni z nich je fada s ¢isté kladnymi prvky, zobrazena v grafu 4.3, které postupné kon-

verguji k nule. Na téchto prvcich mtizeme pozorovat i vhodnost ndmi zvolenych parametri
Taylorovy fady, a to pfedevsim na rychlosti konvergence. Obecné lze Tici, ze zvolenim pf#ilis
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DYn

Obrazek 4.4: Kladné rozlozeni prvka Taylorovy fady s nevhodné zvolenym integra¢nim
krokem

velkého integracniho kroku klesa rychlost konvergence a v nékterych pfipadech mtze na-
stat situace, ze hodnota jednotlivych prvki zacne z po¢atku vypoctu rust (graf 4.4) a az
po nékolikadtém c¢lenu se zac¢ind snizovat.

Druhou variantou je fada, ve které se stfidaji kladné a zaporné prvky. Tato fada je
zobrazena na grafu 4.5. V této fadé lze sledovat obdobné vlastnosti jako v cisté kladné
tadé, s rozdilem stfidani hodnot. Pokud bychom brali v tvahu jen absolutni hodnoty prvki,
dostali bychom dvé fady s totoZnymi vlastnostmi.

4.2.2 Popis prezentace

Jak jiz bylo feceno dfive, je prezentace vytvofena v nastroji MS Office PowerPoint 2007.
Kazdy snimek prezentace je vytvoren pro jiny integracni krok. Mezi snimky jsou zretelné
rozdily. Z téchto rozdila lze vysledovat, jak velky vliv mé& na vypocet zvoleny integracni
krok.

V kazdém snimku jsou obsazeny dva grafy. Nahled snimku je na obrazku 4.6. Grafy jsou
pomoci ¢asovani synchronizovany, aby bylo zZiejmé, jak probiha vypocet.

Graf vlevo znazornuje hodnotu funkce v daném case po vypoctu n prvku. Zde je s ka-
Zzdym krokem pric¢itan ¢len Taylorovy fady, ktery je aktualné spocitan. Toto se provadi do
té doby, nez je absolutni hodnota ¢lenu mensi nez pozadované pfesnost.

Graf v pravo naopak znazornuje samotné prvky Taylorovy fady. To znamend, ze do grafu
postupné pribyvaji prvky, které se zaroven zapocitavaji do grafu vlevo. Tyto prvky se radi
za sebe, aby byla moznost pozorovat, jaky pribéh ma Taylorova fada s danym nastavenim.
Na tomto grafu lze nejlépe pozorovat, zda zvoleny krok vypoctu funkce byl vhodné zvolen
¢i nikoliv, protoze pokud byl zvolen prili§ velky krok, tak se to v grafu projevi tak, ze ze
zacatku bude hodnota prvku rist a az po uréitém c¢lenu zac¢ne teprve klesat k nule. Je tedy
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Obrazek 4.5: Stfidani kladnych a zapornych prvka Taylorovy rady

potieba nasobné vétsi mnozstvi prvki, nez pri mensim integra¢nim kroku.

Je vSak mozné, ze s delsim krokem, ktery potfebuje vice prvka Taylorovy fady, do-
sahneme rychlejsiho vypocétu. Tento jev miize byt zptisoben pozadovanim velké presnosti
a tudiz i pro mensi krok je potieba jen o nékolik méné prvki.

4.3 Zobrazovani prvku Taylorovy rady

Pro rychlé zobrazovani prvka Taylorovy fady, je tfeba aplikace, kterd je schopna vykres-
lovat grafy. Takovych je dostupnych mnoho, at uz placenych ¢i volné dostupnych. Ovsem
potiz nastava, pokud chceme zobrazit na logaritmické ose i prvky se zapornou hodnotou.
Standardni nastroje zobrazi jen kladné hodnota a to z divodu, Ze logaritmicka osa se déli na
segmenty, které jsou znaceny jako 1072, 10°, 102 atd. P¥icemz osa z se zobrazi v misté, kde
je na ose y hodnota 10° = 1, a tudiz se hodnoty mensi nez 1 zdaji byt zaporné. Proto byla
vytvofena aplikace, kterd dokaze zobrazit logaritmickou osu i v zdpornych hodnotach i kdyz
implementovany navrh presné nesouhlasi s matematickym pojetim. Nazornost takovéhoto
grafu je v tomto pripadé hlavnim argumentem proti matematické spravnosti grafu.

4.3.1 Zakladni navrh

Standardni zobrazovani grafu na logaritmickou osu je takové, Ze osa x je zobrazena v hod-
noté 1. A hodnoty, které jsou mensi nez 1, jsou zobrazeny jako zaporné. Je to zpusobeno
rozdélenim hodnot do segmenti. Z kazdé hodnoty je tfeba spocitat jeji umisténi. Jako
prvni vypocitame do kterého segmentu dand hodnota patii a to nasledujicim zptisobem
segment = 10g.qk1qd(hodnota), kde ¢islo segmentu urcuje cela ¢ist ¢isla segment a hodnota
zaklad urcuje v jaké soustavé chceme graf zobrazovat.
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Hodnoty funkce Prvky Taylorovy fady — krok 2,5s
v zdvislosti na
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Obrazek 4.6: Nahled prezentace vypoctu

Z tohoto je patrné, ze ¢islo pro ¢islo 0,01 je vypocet segmentu nasledujici logio(0,01) =
—2 a tento lezi v zapornych hodnotach, pfi standardnim rozlozeni grafu s logaritmickou
osou.

Pro vypocet pozice v daném segmentu se vyuziva desetinné ¢asti Cisla segment a to
nasledujicim zplusobem pozice = segmentgescast - velikostSegementu. Timto rozlozime
hodnoty rovnomérné po celém segmentu, protoze desetinna ¢ast nabyva hodnot < 0;1).

Pokud tedy rovnice shrneme, lze je zapsat nasledovné.

segment = 10g,qkiad(hodnota)
cisloSegmentu = segment — (segment mod zaklad)
poziceV Segmentu = (segment mod zaklad) - velikostSegementu
poziceVGrafu = cisloSegmentu - velikostSegmentu + poziceV Segmentu

Abychom vyfesili problém se zadpornymi ¢isli, je prvni moZznosti brat v tvahu absolutni
hodnoty funkce. Nasledné u prvka se zapornou hodnotou je tfeba jejich spocitanou pozici
prevratit podle osy z. Timto ovSem ziskdme graf, kde se budou michat hodnoty kladné
a zaporné. Tento celek tedy nedava zadny smysl.

Jako dalsi je tedy nutné tyto dva grafy od sebe oddelit, ale pfitom musi ziistat propojeni
mezi jednotlivymi body. Tohoto docilime uklddanim hodnot do dvou riznych seznamt a ke
kazdé hodnoté si ulozime i jeji pozici v ose x. Uddvaného oddéleni dosdhneme posunutim
hodnot o hodnotu, kterou spocitame jako nejvétsi zapornou pozici v grafech. Timto docilime
toho, ze osa x bude v bodé, ktery je nejmensi pro oba grafy. Nyni muzeme ke kladnym
prvkim pri¢ist tuto absolutni hodnotu a nésledné je mozné seznam se zapornymi prvky
prevratit podle osy x a odecist od nich danou absolutni hodnotu.

Nyni jsou prvky v grafu umistény tak, jak jsme pozadovali a je mozné z nich vytvorit
graf jednoduchym postupem. Vybirame z obou seznamt prvek s nejnizsi hodnotou x a ten
vkladame postupné do grafu, aby se ndm vytvorila spojnice mezi prvky ve spravném poradi.
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4.3.2 Vlastni implementace

Implementace je provedena ve framevorku Qt, ktery obsahuje mnoho t¥id, usnadiiujici nam
navrh prostfedi i samotnou praci s daty.

Zacneme rozdélenim prvkd, které chceme zobrazit, do dvou samostatnych seznamii.
Jeden pro kladné a druhy pro zaporné hodnoty.

V téchto seznamech mame uloZeny body, kterymi by prochéazely grafy kladnych a zapor-
nych hodnot, pokud bychom brali jejich absolutni hodnotu. Seznamy si také samy udrzuji
maximalni zdpornou hodnotu, diky ¢emuz se mizeme nasledné dotizat na posunuti grafu
kladnym ¢i zdpornym smérem. A samoziejmé jsou sefazeny vzestupné podle hodnoty na
ose x.

Nyni mtzeme zacit vkladat body do jednoho spolecného seznamu. Vybér nésledujici
hodnoty je velice jednoduchy. To, ze kterého seznamu bude dalsi prvek, urc¢ime podle hod-
noty x v prvnim prvku seznamu, tam kde je mensi, to je na$ aktualni seznam. Pokud je
vyzadovano posunuti kladnym ¢i zapornym smeérem je toto posunuti provedeno pii vkladani
do spole¢ného seznamu.

Po slouceni téchto seznami do jednoho, ve kterém je provedeno i posunuti grafi,
miizeme pristoupit k samotnému vykreslovani. Pro toto vykreslovani je vyuzito t¥idy, kterd
je zdédéna od zakladni tiidy QGraphicsView. V této t¥idé je doimplementovano zvyrazio-
vani prvku Taylorovy fady a mozny posun mezi nimi. Abychom mohli do této tfidy vlozit
graf, musime jej vytvorit pomoci QPainterPath, do které postupné vkladame body. Do
samotné scény na dané body vkladame i vlastni graficky prvek, ktery se nezobrazuje, ale
hraje velkou roli pfi kliku do grafu, kdy se dotazujeme na nas uzivatelsky typ a v jeho misté
vykreslime svislou ¢erchovanou linku, kterd zvyrazni ¢len Taylorovy fady. Tento také vysle
signal s hodnotami tohoto prvku, které jsou nasledné zobrazeny v uzivatelském rozhrani.

Pokud chceme zobrazit kiivky konvergence, tak vytvorime dalsi dva grafy pomoci QPa-
interPath, kde kazdy graf bude reprezentovat jeden z ptuvodnich seznamu, ve kterych jsou
ulozeny jen kladné nebo jen zaporné hodnoty. Tato funkénost je vhodna predevsim pro
fady, kde se vyskytuji jak kladné tak zdporné hodnoty.

Po vykresleni grafii, spoc¢itime pomér mezi velikosti grafu a velikosti zobrazovaciho
widgetu a nastavime transformacni matici tak, aby graf zaplnil co nelépe plochu poskyto-
vanou widgetem. Tuto transformacni matici mizeme nasledné ovlivnit pomoci posuvnikt
pod a vedle widgetu pro zobrazeni grafu.

4.3.3 Ovladani programu

Zakladni ovladani programu spoc¢iva v nac¢teni souboru s daty pro vykresleni a nasledné vy-
brani fadku, ktery vyzadujeme vykreslit. Timto mame graf zobrazen v zékladnim rozlozeni
bez logaritmické osy a bez zobrazeni funkci zvyraznujici aproximaci.

Vlevo je widget, do kterého se vykresluje graf. Pod timto widgetem a vpravo od néj jsou
slidery, kterymi lze ménit zvétseni v ose x nebo y. Jako vstupni soubor zde slouzi textovy
soubor, ktery Ize ziskat z programu TKSL_C tak, ze si vyzadame vytisténi prvkia Taylorovy
fady, pro vypocet hodnoty funkce v daném cCase. Tento soubor si tedy na¢teme do programu
pres tlacitko vybrat soubor a ten se nam rozéleni na jednotlivé fadky do widgetu vpravo.
Nésledné je na nés, abychom si vybrali fadek, ktery chceme zobrazit v grafu.

Tato koncepce byla vytvorena, aby co nejvice vyhovovala formatovani souboru, ktery
dodrzuje TKSL_C. To znamend, ze na kazddm fadku bude informace o celém systému
v daném case a pripadné, pokud bylo vyzadano, na radku dalsim vycisleni vSech prvku
Taylorovy fady.
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Vyber soubor

logarytmicka osa Y
[] Zwyrani okraje funkce
Cislo prku
99
Hodnota privku
-1.07151e-255

Obrazek 4.7: Nahled programu pro vykreslovani prvka Taylorovy fady

Vétsina takto vypocitanych fad dosahuje velmi rychle hodnot nizsich nez 1, které na-
sledné konverguji pomaleji. Je tedy velice vhodné zapnout si zobrazeni na logaritmické osy
y. Tuto funkci mizZeme zapnout zatrzenim checkboxu vpravo pod widgetem se seznamem

radku.

Jako dalsi funkénost je implementovano zobrazeni funkci, které ohranicuji ¢leny Tay-
lorovy fady. Toto je vhodné predevsim ve velkém zvétSeni, kdy jiz neni patrné zda rada
konverguje k nule a také v pripadé, kdy Taylorova fada obsahuje kladné i zaporné ¢leny.

Velikost grafu je mozné nastavovat v osach x i y, pomoci dvou posuvnikd umisténych
okolo vykresleného grafu. Toto zvétseni tedy neprobihé se stejnym krokem v obou oséch,

ale kazdou je mozno nastavit samostatné.
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Kapitola 5

Numericka integrace na FITkitu

5.1 FITkit

FITkit[!] je samostatny hardware, ktery obsahuje vykonny mikrokontrolér s nizkym pfi-
konem, hradlové pole FPGA (anglicky Field Programmable Gate Array) a fadu periferii.
Dulezitym aspektem je vyuziti pokrocilého reprogramovatelného hardwaru na bazi hradlo-
vych poli FPGA jenz lze, podobné jako software na pocitac¢i, neomezené modifikovat pro
ruzné ucely dle potieby —uzivatel tedy nemusi vytvaret novy hardware pro kazdou aplikaci
Znovu.

Pfi navrhu aplikaci se vyuziva
skutecnosti, ze vlastnosti hardwaru
se v dneSni dobé prevazné popi-
suji vhodnym programovacim jazy-
kem (napf. VHDL), diky ¢emuz se
navrh softwaru a hardwaru provadi
do znac¢né miry obdobné. Student se
tedy nemusi hardwaru bat, naopak,
miize jej s vyhodou ve svych aplika-
cich vyuzit. Generovani programo-
vacich dat pro FPGA z popisu v ja-
zyce VHDL probiha zcela automa-
ticky pomoci profesionalnich navr-
hovych systém1.

K tomuto hardwaru je také do-
stupny scriptovatelny terminal QDe-
vKit. Do této aplikace je mozné pfi-
pojovat nase vlastni pluginy, cehoz
bylo v této praci vyuzito pro zobra-
zovani dat, pfijatych od specializovaného procesoru navrzeného pro hradlové pole FPGA
ve FITkitu.

5.2 Motivace k vytvoreni specializovaného procesoru

Univerzalni procesory béznych pocitact jsou postaveny na architekture, kterd je primarné
urcena pro operace s celymi Cisly a pro praci s desetinnymi ¢isly se v modernich procesorech
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vyuziva specializovana jednotka FPU.

Neni tedy diivod, aby pro specializované systémy nebyla zkonstruovana specializovana
jednotka pro vypocet diferencidlnich rovnic, kde by jedna jednotka reprezentovala jednu
derivaci funkce a propojenim nékolika takovychto jednotek by vznikl systém reprezentujici
danou soustavu rovnic.

Aby byl takto sestaveny systém univerzalni alespon v ramci diferencidlnich rovnic, je
tfeba zajistit dynamické propojovani jednotek. Toto nam poskytuje hradlové pole FPGA,
ve kterém je mozné naimplementovat i samotné vypocetni jednotky.

Obrazek 5.1: Schéma systému zapsaného rovnici 3.1

Pro ukazku mizeme predvést propojeni jednotek na rovnicich 3.1. Tato soustava rovnic
je shématicky nakreslena jako 5.1.

5.3 Typy vypocetnich jednotek

Vypocetni jednotky([5], [1]) pro tuto ¢innost mizeme rozdélit na nékolik typi. Predevsim
dle vnitinich a vnéjsich sbérnic. Jejich ¢innost jako takova vsak zlstava stale stejna a je-
dinny rozdil nastava v provedeni daného kroku. Tento rozdil mtizeme pozorovat napriklad
na sekvencéni a kombinac¢ni s¢itacce. Kombinacni sc¢itacka ma k dispozici veskeré aktualni
hodoty bitti a diky tomu miize provést soucet vSech bitt rychleji, toto je vsak zavislé a im-
plementaci sc¢itacky. Pokud méme scéitacku sekvencéni pfichézeji bity postupné a je tedy
nutné alespon tolik takti, kolik maji vstupni ¢isla biti.

Jako dalsi velky rozdil je nadsobeni. Protoze pro sekvenc¢ni ndsobeni je vyuzito boothova
algoritmu, zatimco pro paralelni vypocet je vyuzito kombinacni nasobicky.

5.3.1 Zakladni poznatky o vypocetni jednotce

Ve vypocetni jendotce je vyuzivdno dvou matematicky operaci a to ndsobeni, kterého je
vyuzito pro vypocet DY ng, a s¢itani, vyuzito pro pric¢itani jednotlivych prvk ke koneé¢nému
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vysledku y,41.
Podle typtt komponent pouzitych pro tyto operace a typu komunikace mezi jednotlivymi
jednotkami je lze rozdélit na:

e Paralelné—Paralelni
e Sério—Paralelni

e Sério—Sériova

5.3.2 Paralelné —Paralelni

Tato jednotka vyuzivéa Cisté€ paralelniho pfistupu. Vstup, vystup i vnitini sbérnice jsou tedy
Cisté paralelni. Vyuziva se kombina¢nich prvka (sé¢itacka, nasobicka ...), jejichz mozné
navrhy jsou napf. v [2].

Takto vytvofeny integrator zabird v ¢ipu FPGA nejvice prostoru, coZ je zptusobeno
vyuzitim paralelnich sbernic. Je vSak v 32bitové Sifce dat nejrychlejsi.

Pocatecni
podminka

vystup

- - integraéni
-7 krok

Obrazek 5.2: Paralelné — Paralelni integrator
Popis jednotlivych prvki:
e MYV: Mezivysledek. Zde je ulozena aktualni hodnota, kterd jesté neni platna.
e SUM: Kombinacni s¢itacka.

e MPXout: Vystupni multiplexor. Rizen bitem uréujicim konec vypoétu. Dokud pro-
biha vypocet je do vystupniho registru kopirovana hodnota z nasobicky.

e MULT: Kombinac¢ni nasobicka.

e MPXin: Vstupni multiplexor, fizen bitem urcujicim konec vypoctu. Dokud probiha
vypocet je do nasobicky pfivadén minuly ¢len DY's,, z registru temp.
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e Vysledek/temp: Registr, obsahujici kompletni vysledek, nebo posledni vycisleny
¢len Taylorovy fady. Skutecnost, ze se tento vysledek nepromitne v jiném integra-
toru je zpusobena souCasnym Fizenim vsech integratort a tedy nastavenim vstupniho
multiplexoru.

Princip integratoru:

Do integratoru 5.2 je nejprve vlozena pocateéni podminka do registru MV, tato hodnota
je nasledné zkopirovana i do vystupniho registru. Samotny vypocet jednotlivych hodnot lze
popsat jako

1. Vynulovani registru MV

2. Pres MPXin je nactena hodnota vstupu, ze které se bude pocitat hodnota nasledujici.
Tato hodnota je uloZena do registrt MV a temp. V tomto kroku je hodnota pfividéna
skrze vodic¢e a integracni krok je roven jedné.

3. Pres MPXin je na¢tena hodnota registru temp, kterd je vynésobena hodnotou in-
tegracniho kroku pfivedenou pres prislusnou sbérnici.

4. Vysledek z néasobicky MULT je pficten k registru MV a zaroven zkopirovan do
registru temp pro pouziti v dalsim cyklu.

5. Pokud jsme provedli pozadovany pocet iteraci, zkopiruj hodnotu MV do vystupniho
registru a pokracuj na 1 jinak 3.

Tato jednotka vycisli jeden ¢len Taylorovy fady za ¢as roven souctu zpozdéni na naso-
bicce, s¢itacce a pripadné zpozdéni na sbérnicich.

T =TMULT + TSUM *+ Tsb

Tento cas je dosazen diky kombina¢nim prvkiam. Je ale vykoupen slozitym zapojenim, které
zabiréd velkou plochu na c¢ipu.

5.3.3 Sério—Paralelni

Jednotka 5.3 této koncepce vyuziva pro vstup a vystup sériovych sbérnic, a pro vnitini pro-
pojeni je vyuzito sbérnic paralelnich. Tento fakt prispiva velkou mérou ke snizeni prostoru,
ktery zabiraji paralelni propojovaci sité.

Popis jednotlivych prvki:

e MYV: Mezivysledek. Zde je ulozena aktualni hodnota, kterd jesté neni platna.

e SUM: Kombinac¢ni séitacka. Zda se integracni krok pricte ¢i nikoliv, je Tizeno dle
boothova alogoritmu 5.4.

e MPXout: Vystupni multiplexor. Rizen bitem uréujicim konec vypoétu. Dokud pro-
biha vypocet je do vystupniho registru kopirovana hodnota z ACC.

e MPX: Multiplexor, ktery je fizen stavem vypoctu. Dokud probiha nésobeni je do
sCitacky privadéna hodnota integracniho kroku, jakmile je nasobeni ukonceno je do
s¢itacky privedena hodnota MV a tim pficten aktuélni ¢len DY's,, do MV.
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Pocate¢ni
- - -1} | podminka

. integracni
krok

Obrazek 5.3: Sério—Paralelni integrator

BNEG:0Obvod tizené negace. Tento obvod je fizen logikou, ktera je popsana v 5.4.

MPXin: Vstupni multiplexor, fizen bitem urcujicim konec vypocétu. Dokud probiha
vypocet je do nasobicky pfivadén minuly ¢len DY's,, z registru temp.

Vysledek/temp: Posuvny registr, obsahujici kompletni vysledek, nebo posledni vy-
¢isleny clen Taylorovy fady. SkuteCnost, ze se tento vysledek nepromitne v jiném
integratoru je zpusobena soucasnym fizenim vSech integratorti a tedy nastavenim
vstupniho multiplexoru.

Princip integratoru

Do integratoru 5.3 je nejprve vlozena pocatecni podminka do registru MV, tato hodnota
je nasledné zkopirovana i do vystupniho registru. Samotny vypocet jednotlivych hodnot lze
popsat jako

1.

2.

Vynulovani registru ACC

Pres MPXin je nacten bit vstupu, urcujici nésledujici krok vypocétu. Tento krok
ovlivni, zda bude k aktualni hodnoté ACC pfi¢tena nebo odectena hodnota integra-
¢niho kroku, pfipadné nebude pri¢teno nic. Nasledné je hodnota v ACC posunuta
o jednu pozici vpravo. Toto se fidi algorytmem 5.4.

. Dokud neni provedeno celé nasobeni vrat se k 2. Pokud je ndsobeni kompletni pokra-

¢uj.

. Hodnota v ACC je prictena k registru MV a zaroven zkopirovana do registru temp

pro pouziti v dalsim cyklu.

. Pres MPXin je nacten bit registru temp a provadi se vypocet jako v 2-4 s rozdilem,

ze pres vstupni multiplexor se pfivadi hodnota registru temp.
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6. Pokud jsme provedli pozadovany pocet iteraci, zkopiruj hodnotu MV do vystupniho
registru a pokracuj na 1 jinak 5.

Sério— Paralelni jednotka vy¢isli jeden ¢len Taylorovy fady za ¢as roven souctu zpozdéni
na nasobicce, s¢itacce a pripadné zpozdéni na sbérnicich vynésobeno bitovou Sifkou. A pric-
tenim zpozdéni na scitacce, pro pricteni vycisleného ¢lenu do registru MV.

T=N-(tmurr + Tsum + Tsb) + TsuM

I kdyz této jednotce trva vycisleni jednoho ¢lenu Taylorovy fady delsi dobu. Lze povazovat
sériové spojeni jednotek jako jeji hlavni vyhodu, coz ndm usSetii mnoho mista na cipu.

5.3.4 Sério—Sériovy

V tomto integratoru 5.4 je vyuzito ¢isté sériovych sbérnic a sekvencénich prvki. Diky tomu
je na Cipu zabrano nejméné mista, ale pro ¢isla s malou bitovu Sifkou je tento koncept
nejpomalejsi. Jeho velka pfednost se projevi az pfi vypoctu s ¢isly, které maji velkou bitovou
sitku. A to pfedevsim z dtivodu, Ze sbérnice ziistdvaji stéle sériové a zvétSuji se jen registry,
aby do nich bylo mozné ulozit ¢islo o dané bitové Sifce.

Pocatecni

- - -1+ podminka
AN

Vysledek / temp \:,

RN vystup

7 integracni
krok

Obréazek 5.4: Sério—Sériovy integrator
Popis jednotlivych prvki:
e MYV: Mezivysledek. Zde je ulozena aktualni hodnota, které jesté neni platna.
e SUM: Sekvencni séitacka.

e MPX: Multiplexor, ktery je fizen stavem vypoctu. Dokud probiha nasobeni je do
s¢itacky privadén bit integracéniho kroku, jakmile je nasobeni ukoncéeno je do scitacky
privedena hodnota MV a tim pfi¢ten aktualni ¢len DY's,, do MV.

e RL: Obvod implementujici rozhodovani na zakladé algoritmu 5.4 a tedy urcitou trans-
formaci bitt podle aktualniho vstupniho bitu.
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e MPXin: Vstupni multiplexor, fizen bitem urcujicim konec vypoctu. Dokud probiha
vypocet je do nasobicky piivadén minuly ¢len DY's,, z registru temp.

e Vysledek/temp: Posuvny registr, obsahujici kompletni vysledek, nebo posledni vy-
éisleny ¢len Taylorovy fady. Skuteénost, ze se tento vysledek nepromitne v jiném
integratoru je zpusobena soucasnym Fizenim vSech integratoru a tedy nastavenim
vstupniho multiplexoru.

e Carry: Klopny obvod uchovavajici carry bit.

Princip integratoru
Do integratoru 5.4 je nejprve vloZzena pocatecni podminka do registri RV a temp.
1. Vynulovani registru ACC a klopného obvodu Carry.

2. Podle stavu vypoctu je pfes MPXin pfiveden nejméné vyznamny vstupni nebo temp

bit do RL a také nejnizsi bit integracniho kroku, ktery je dle vstupniho bitu nalezité
upraven.

3. Pres MPX je pfiveden do scitacky, kde je pfiveden i nejnizsi bit z ACC a provede
se seCteni, jehoz vysledek se vrati zpét do ACC na nejvyssi pozici, pficemz se cely
registr posune vpravo. Nasledné se provede stejna operace s dalsim bitem hodnoty
integra¢niho kroku a celd akce se opakuje az do doby, nez je tato operace provedena
pro vSechny bity. Po provedeni tohoto kroku pokracujeme krokem 2 a to az do doby,
nez je operace provedena pro vSechny bity vstupu.

4. Néasledné pokud neni proveden pozadovany pocet kroku, se zkopiruje hodnota ACC
do registru temp a do MV se pricte hodnota ACC a pokracuje se krokem 2. Po-
kud je pozadovany pocet krokti proveden je néasledné zkopirovana hodnota MV do
vystupniho registru a pokracuje se krokem 1.

Tento integrator je v zapojeni ze vSech nejjednodussi a zabird tedy nejmensi plochu
na Cipu. Kvuli sériovym komponentiim zde nastava rapidné vétsi zpozdéni, protoze veskeré
vypocty se provadéji sekvenéné. V tomto Case je tedy zahrnut ¢as, ktery je nutny pro vypocet
pomoci boothova algoritmu, a také ¢as pro secteni aktudlniho ¢lenu DY ng s hodnotou
v daném case.

5.3.5 Integracni krok

Integracni krok je pocitan mimo integrator, protoze je privadén do vice jednotek soucasné.
Je tedy zbytecné jej pocitat v kazdém integratoru zvlast a zabirat timto obvodem misto na
¢ipu.

5.3.6 Presnost vypoctu

V jednotce neni implementovan komparator, ktery by urcoval, Ze jednotka uz doséhla poza-
dované presnosti. Z tohoto diivodu jednotka pocita vzdy stejny pocet prvkh Taylorovy fady,
ktery definujeme mimo jednotku. V soucasné verzi integratoru je implementovan pevny
krok, ktery je do FPGA vepsan jako konstanta.

28



Bity nasobitele Provedena operace

bit b; | bit b;_1 || Boothiv kdd Popis operace
0 0 0 Pricteni nuly
0 1 1 Pri¢teni nasobence
1 0 -1 Odecteni nasobence
1 1 0 Pricteni nuly

Tabulka 5.1: Tabulka boothova pfekédovani

5.4 Boothuv algoritmus nasobeni

Boothiiv algoritmus [2] ndsobeni je vyuzivan v sériovych verzich nésobicek. V tomto ptipadé
nam tedy staci jen urcitd rozhodovaci logika a sekvenéni nebo kombinaéni s¢itacka. V nasem
pripadé je tento princip pouzivan z diivodu, Ze v jeden okamzik nezndme kompletni hodnotu
¢lenu DY ns_1, ale jsme schopni z pfedchozi a aktualni hodnoty bitu urcit, zda se bude
nasobenec pricitat ¢i odecitat od vysledku.

V obvodu je vsak nutné zavést jeden klopny obvod, napriklad typu D, ktery bude ucho-
véavat predchozi hodnotu a na zac¢atku vypoctu bude nastaven na hodnotu nula. Po jednom
vypoctu je tento bit vzdy prepsan aktudlni hodnotou na vstupu a poté je mozné na vstup
privést hodnotu dalsiho bitu.

Jelikoz se nasobenec pri¢ita i odecitd a my mame k dispozici pouze sc¢itacku, je nutné mit
k dispozici jeho jak kladou tak zapornou variantu. Toho lze dosahnout napiiklad obvodem
Fizené negace, ktery provede negaci a tim, ze do uplné s¢itacky na vstup carry privedem
hodnotu jedna ziskdme dvojkovy doplnék, coz je ¢islo opacné.

Pokud je v tabulce uvedeno, ze se ma k aktualnimu stavu pfi¢ist hodnota nula. Jen se
zakaze zapis do ACC a tim se dosdhne pri¢teni nulové hodnoty.

Nami vyuzivané nasobeni pomoci boothova algoritmu se oznacuje jako Boothovo pre-
kodovdni s radizem 2, zobrazeno v tabulce 5.1.

5.5 Navrh propojeni s PC

Pro hradlové pole FPGA, které je souc¢asti FITkitu, byl vytvofen pfedpis ve VHDL. Tento
predpis reprezentuje numericky integrator v riznych verzich. Tyto integratory je mozné
skladat do soustav, které predstavuji diferencialni rovnice. FITkit neobsahuje zadné pri-
marni zobrazovaci zafizeni, a tak jsou vysledky, které vypocita, dostupna pfes rozhranni,
ze kterého je tyto hodnoty schopen ¢ist mikroprocesor, ktery je také obsazen na FITkitu.
V prvni verzi takto ziskand data byla zasildna do terminalu, ktery je zobrazoval ¢isté textove
v hexadeciméalni podobé.

Jako dalsi bylo tedy nutné vytvorit komunikacni protokol, skrze ktery by bylo mozné
zadavat pocateéni podminky a pocet kroku integrace do pole FPGA a nésledné ziskana data
prezentovat v grafu. Moznosti pro toto byli dvé. Prvni by znamenala vytvorit samostatnou
aplikaci, kterd by obstardvala kompletni komunikaci s FITkitem a nasledné ziskané data
zobrazovala. Jako druha byla moznost vytvorit plugin pro skriptovatelny terminal QDevKit
[1]. V tomto pluginu uZ neni nutné implementovat propojeni s FITkitem, protoze toto
obstarava samotné aplikace, pro kterou je tento plugi napsan.

Byla zvolena varianta pluginu. A to z vySe uvedenych duvodi, z nichz hlavni byl fakt,
Ze neni nutné implementovat spojeni s FITkitem.
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V programu pro FITkit byla upravena ¢ast, ktera je urcena pro mikrokontrolér. Hlavni
zména probéhla v implementaci zasilanych zprav, aby byl vytvoren jisty protokol, ze kterého
lze jednoduse vycist data. Jako dalsi uprava tohoto programu bylo autonomni zasilani
dalsich pfikazti do FPGA bez nutnosti ¢ekat na dalsi povel od terminalu. Toho bylo docileno
implementaci zpravy v protokolu, ktery definuje pocet integrac¢nich krokt.

5.6 Protokol spojeni

5.6.1 Prikazy pro FITkit

Prikazy, které jsou zasilany FITkitu jsou v textové podobé a tak je nutné veskeré hodnoty
prevést na vhodny formaét.

e NUMH [pocéet] — Timto piikazem je do FITkitu zaslana informace o pozadovaném
poctu integracnich krokii.

e DATAY [yO0] — Zaslani po¢ateéni podminky do FPGA. Hodnota y0 musi byt v 32 bitové
reprezentaci s pevnou fadovou ¢arkou, kde pro desetinnou ¢ast je urcéeno vsech 32 bitt.
Toto ¢islo musi byt v hexadecimalni reprezentaci a zaslano jako string. Pro piiklad
¢islo 0,25 je v tomto formétu zapsano jako 4000 0000. Jakmile zadam tento piikaz tak
FITkit zac¢ne okamzité vycislovat hodnoty a zasilat je zpét do pocitace.

5.6.2 Data zasilana FITkitem

Aby bylo mozné data z FITkitu reprezentovat je nutné tyto data zaslat zpét do terminalu
v podobé, kterd bude lehce preveditelnad na forméat, ktery je srozimetelny pocitaci. Je tedy
vyuzito jiného principu pfevodu nez pro zaslani dat do FITkitu.

e Vysledek: xxxx — V tomto formatu zasild FITkit vysledek vypoctu zpét do termi-
nalu. Je zde vyuzito faktu, ze datovy typ unsigned char ma standardné velikost 8 bitt
a tudiz je mozné v jednou znaku zakédovat dvé hexadecimalni ¢islice. Jde tedy po-
moci bitové masky postupné jednoduse vymaskovat jednotlivé bity a k realné hodnoté
v desetinné soustavé vzdy pricist vahu danného bitu.

e END — Tato zprava oznamuje pocitaci, Ze jiz byly vycisleny vSechny poZadované
hodnoty. Aplikace v tomto okamziku vykresli kompletni graf.

5.7 Prevod vysledku na formu vhodnou pro zobrazeni

Program v FPGA pocita s ¢isly s pevnou desetinnou ¢arkou a to jen v rozsahu <0;1).
Jedno ¢islo je dano 32 bity, kde vSech 32 bitt urcuje desetinnou ¢ast. Takze kuptikladu ¢islo
8000 0000 hexadecimalné oznacuje ¢islo 0,5 decimalné. Ovsem ve FITkitu je ¢islo, které je
zasilano zpét do PC reprezentovano pouze ¢tvefici znaku. A to z divodu, Ze hexadecimélni
Cislice zabira 4 bity, ale jeden znak zabira 8 bitti. Je tedy zbytecné kazdou ¢islici zasilat jako
samostatny znak, kdyz mtzeme usetiit 50 % datové sifky. Samotny pfevod je reprezentovan
jednoduchym algoritmem 1, ktery pomoci bitové masky testuje bity a podle toho pricita
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dekadickou hodnotu pfislusného bitu k vysledku.

Algoritmus 1: Pfevod bitové reprezentace na double.

Algoritmus: int index = 1;
for (int i =0;i < NUM_OF_DIGIT ; i++ ) {

mask = 0x80;
for (inta=0;a<8;at++){
index *= 2;

data = vstupli];

if (data & mask) {
vystupniHodnota += 1/index;

}

mask = mask >>1;

}

7 kodu 1 je vidét, Ze neni zavisly na urcité bitové Sifce desetinného ¢isla, ani na poctu
bitdi, urcenych pro desetinnou ¢ast. Protoze pokud budeme chtit, aby se jako desetinna cast
z 32 bitd bralo jen 30 bitd, stac¢i hodnotu index nastavit na hodnotu i ¢imz docilime toho,
aby 32. bit mél hodnotu dva a 31.bit hodnotu jedna.

Samotny algoritmus pfi kazdém cyklu testuje, zda se z dat vymaskoval bit s hodnotou
jedna. Pokud ano, je k vysledku pri¢tena hodnota vymaskovaného bitu. Po tomto testu
je posunut maskovaci bit v mace o jednu pozici vpravo, ¢imz budeme v dal$im kroku
vymaskovéavat bit s hodnotou 2¢~!. Hodnota bitu je tedy vzdy urcena jako

index®a "

5.8 Zobrazovani grafu

Do grafu jsou hodnoty zobrazovany postupné, jak prichézi od FITkitu. Jelikoz je v FPGA
nastaven pevny krok na hodnotu 0.125, ktery nelze v aktualni dobé programové meénit
a jedinnd moznost jak jej upravit je jeho pfepis v kodu VHDL a nové naprogramovani
FITkitu, je stejnd hodnota vyuzita i pro zobrazovani grafu. Protoze FITkit nezasila ¢as, pro
ktery byla dana hodnota spocitana, je nutné si ji pamatovat v programu, ktery vykresluje
graf, a s kazdou dalsi prichozi hodnotou je nutné i tuto vnitini proménnou incrementovat
o hodnotu kroku. Po ziskani vSech vysledki z FITkitu jsou do grafu dokresleny osy x, y.

Aby bylo moZné z grafu jednoduSe vyc¢ist hodnoty v daném bodé aniz bychom musely
slozité odmérovat podle stupnice na oséach, je implementovano i prohlizeni do grafu, které
funguje v obou smérech. A to jak ve sméru z grafu do seznamu hodnot, tak ve sméru opa-
¢ném. (Implementace zvyraznéni bodu je popsana nize.) Pfi vybéru bodu se nami vybrany
bod v grafu zvyrazni svislou ¢erchovanou carou, se kterou je mozné posunovat v grafu
z bodu na bod. Tato svislice se ndm zobrazi ve dvou piipadech. Prvni z téchto pripadt
je, kdyz klikneme do blizkého okoli vlozeného bodu. Druhy zptsob je kliknout na hodnotu
v seznamu hodnot bodi, ktera se nachéazi vlevo od zobrazeného grafu.

Implementace zvyraznéni bodu

Zvraznéni bodu je dosazeno vkladanim neviditelnych prvka do grafu. Tyto prvky maji vzdy
nastaveny parametry, které udavaji jejich umisténi v grafu a také jejich skute¢nou hodnotu.
Skute¢nou hodnotu tento prvek vidy vysle po aktivaci do seznamu hodnot a v tomto se-
znamu je nasledné hodnota zvyraznéna. Aby bylo moZné rozpoznat tento prvek je pfepsana
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virtualni funkce type, tak aby vracela mnou definovanou hodnotu, ktera je rozdilna od vsech
standardnich grafickych prvku.

Nasledného prochéazeni prvku stiskem navigacnich klaves je dosazeno, ulozenim ukaza-
telti na vSechny tyto neviditelné prvky do seznamu, ze kterého je nésledné vybirana na-
sledné nebo predesla hodnota. Podobné funguje i vybirani ze seznamu hodnot. Jednoduse
se z tohoto seznamu vybere prvek, ktery hodnotami odpovid4d hodnotam ze seznamu.

5.9 Chyby vysledku

FPGA pracuje s formatem ¢isel, ktery umoznuje uchovat éisla jen v rozsahu <0;1). muze
tedy nastat pfipad, Ze tento rozsah nebude dostatecny. V tomto pfipadé dochézi k nestabilité
vypoctu. Tato nestabilita se projevuje naptiklad v misté, kde by vysledek mél pfesdhnout
hodnotu jedna, a to ndhlym propadem hodnoty funkce, hodnota funkce po tomto okamziku
je priblizné rovna hodnoté akt — 1.

Pokud k tomuto stavu dojde, je tfeba provést prepocet pocateénich podminek a cely
vypocet spustit znovu s novymi hodnotami. Docilime tim toho, Ze vypoctena funkce bude
n-nasobné mensi nez hodnoty funkce, kterou bychom ziskaly pfi vypoctu s originalnimy
vstupy. Jedna se tedy o validni vystupy, které staci prepocitat pomoci opacné transformace
a tim ziskdme hodnoty shodné jako originalni funkce.

U rovnice implementované ve FITkitu se jedna o jednoduché vydéleni poc¢atecnich pod-
minek urcitym ¢islem T a po ziskani hodnot jejich nasledné vynasobeni opét ¢islem 7.

Tato funkénost mohla byt doimplementovana i do pluginu pro zobrazeni dat. Touto
implementaci by se vSak vytratila nezavislost pluginu na rovnici, kterd je implementovana
a nelze tedy pocatecni podminky ¢isté podélit urcitou konstantou.

Jako moznost se jevy specializovany software, ktery by autonomné obstaraval progra-
movani FITkitu a podle vlozené rovnice by se sim podle urcitych pravidel staral o prepocet
pocatecnich podminek, které by zasilal do FITkitu.
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Kapitola 6
Zaver

V této praci bylo ukazano nékolik postupti jak lze pracovat s moderni metodou Taylorovy
fady. V prvé tfadé byly provadény experimenty s tuhym systémem, ktery je pro vypocet
velice naro¢ny. Bylo vsak dokézano, Ze tpravou vypoctu je mozné tento vypocet urychlit.
Tato Gprava je vsak platna pouze pro udany systém a systému jemu podobné. Pokud by
byla pozadovana automatizace tpravy vypoctu, je tfeba zavést urcité typy systémui, pro
které by se dali pouzivat urc¢itd pravidla. Automatické rozpoznani systému by tedy bylo
zavislé na definici, kterou bychom byli schopni jednotlivé systémy definovat.

Jako dalsi souc¢ést této prace byla spoluprace na vyvoji numerickych integratort, které je
mozné implementovat do FITkitu a to predevsim navrhu rozhrani s poc¢itacem pro zobrazeni
dat ziskanych z FITkitu. Jako dalsi rozsifeni tohoto softwaru je navrzeni rozhranni, které by
sestavovalo predpis rovnic pro FPGA a tento pfedpis nasledné nahralo do FITkitu. Timto
by bylo mozné vyuzivat hradlové pole z FITkitu pro vypocet diferencidlnich rovnic bez
nutnosti sezndmeni se s popisovacim jazykem VHDL.

V neposledni fadé bylo v pribéhu prace vyvinuto nékolik aplikaci pro podporu vyuky
v predmétech ITO a IPR. Tyto aplikace prezentuji pribéh vypocétu pomoci Taylorovy fady
a také zobrazeni téchto prvki ve formatu vhodném pro studium. Je totiz Castym jevem
velmi rychlé pfiblizeni hodnoty k nule. Jelikoz vSak vyzadujeme vysokou pfesnost i do fadu
1073 je nutné tyto hodnoty zobrazovat v logaritmické ose, coZ je problém u fad, které
obsahuji zaporné hodnoty. Byl tedy vyvinut postup, ktery dokéze zobrazit i takovéto fady.
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