
VYSOKÉ UÈENÍ TECHNICKÉ V BRNÌ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNÍHO IN®ENÝRSTVÍ

ÚSTAV MECHANIKY TÌLES, MECHATRONIKY A BIOMECHANIKY

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

INSTITUTE OF SOLID MECHANICS, MECHATRONICS AND BIOMECHANICS

URÈOVÁNÍ MECHANICKÝCH CHARAKTERISTIK MATERIÁLÙ
VÍCEVRSTVÝCH STRUKTUR S VYU®ITÍM METODY
ZVUKOVÉ REZONANCE A MODÁLNÍ MKP ANALÝZY
DETERMINATION OF THE MECHANICAL PROPERTIES OF THE MULTILAYER STRUCTURE

MATERIALS WITH UTILIZATION OF THE SONIC RESONANCE METHOD AND MODAL FE

ANALYSIS

DIPLOMOVÁ PRÁCE
MASTER'S THESIS

AUTOR PRÁCE Bc. JÁN FODOR
AUTHOR

VEDOUCÍ PRÁCE Ing. OLDØICH ©EVEÈEK, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2017



Abstrakt
Práca sa zaoberá urèovaním mechanických vlastností zlo¾iek kompozitnej keramiky ne-
priamym spôsobom, konkrétne youngovým modulom pru¾nosti. Na základe re¹er¹nej ¹tú-
die bolo zistené, ¾e existuje popísaný spôsob urèovania elastických vlastností jednej,
prípadne aj viacerých zlo¾iek kompozitných viacvrstvých materiálov na základe expe-
rimentálnej modálnej analýzy a modálnej analýzy pomocou MKP, prípadne analytických
vz»ahov. Metóda pomocou MKP bola oskú¹aná na keramickom lamináte, kde sa urèo-
val youngov modul pru¾nosti jednej z jej zlo¾iek. Okrem toho bola snaha urèi» youngove
moduly pru¾nosti oboch zlo¾iek materiálu u¾itím prvých dvoch ohybových vlastných frek-
vencií. Nepodarilo sa dosiahnu» uspokojivých výsledkov. Citlivostná analýza ukázala, ¾e
vrstvy, ktorých youngov modul pru¾nosti sa urèoval sú vzhµadom na svoju malú relatívnu
hrúbku v porovnaní s hrúbkou laminátu a pre polohu v lamináte príli¹ citlivé na malé
zmeny vstupných parametrov. Na základe tohoto boli v závere uvedené doporuèenia pre
vhodnú geometriu skú¹obných telies.

Abstract
Thesis deals with determination of layerwise mechanical properties of composite ceramics
by indirect method, namely Youngs modulus. Based on literature review, it was found
that a method to determine elastic properties of one or more components of multi layered
composites based on experimental modal analysis and �nite element modal analysis, or
analytical approach exists. Method based on FE modal analysis was applied to ceramic
laminate, where it was attempt to determine youngs modulus of one component. Beyond
that, it was attempt to determine Youngs moduli of both components using �rst two
bending resonant frequencies. Results were unsatisfying. Sensitivity analysis showed that
layers with unknown Youngs modulus were overly sensitive to small changes in input
parameters due to their small relative thickness with respect to thickness of laminate and
due to location in laminate. Based on this conclusion, recommendations were made with
respect to suitable geometry of test specimens.
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1. ÚVOD

1. Úvod
Urèovanie mechanických charakteristík materiálov pomocou metódy experimentálnej

modálnej analýzy patrí medzi nede¹truktívne metódy, vyu¾ívajúce vz»ah medzi mecha-
nickými vlastnos»ami materiálu a jeho modálnymi vlastnos»ami. Vyu¾íva vz»ah medzi tu-
hos»ou telesa, ktorá je funkciou jeho elastických kon¹tánt a vlastnými frekvenciami telesa.
V spojení s parametrickou modálnou analýzou pomocou MKP a optimalizáciou, prípadne
analytickými vz»ahmi je to roz¹írený spôsob urèovania elastických vlastností materiálov.
Niekedy je výhodnej¹ie pou¾íva» takéto nede¹truktívne metódy namiesto de¹truktívnych,
napríklad v prípade, ¾e skú¹obné teleso musí by» aj po skú¹ke pou¾iteµné. Prípadne malé
rozmery telesa nedovoµujú pou¾i» iný typ skú¹ky.

Ne¹tandardná situácia

V ¹tandardoch ASTM je popísaná metodika urèovania dynamického youngovho modulu
pru¾nosti, modulu pru¾nosti v ¹myku a poissonovho pomeru izotropného telesa - nosníka
na základe experimentálnej modálnej analýzy (metódou zvukovej rezonancie) a analytic-
kých vz»ahov s korekènými faktormi pre rozmery skú¹obného telesa. Takýmto spôsobom
dostaneme v prípade materiálov zlo¾ených z viac zlo¾iek len takzvané efektívne (niekedy
nazývané in¾inierske) hodnoty spomínaných elastických charakteristík skú¹obného telesa
ako celku. Nakoµko sú pre väè¹inu praktických aplikácií dôle¾ité práve efektívne hodnoty,
je v literatúre urèovaniu charakteristík jednotlivých zlo¾iek venovaná a¾ na niekoµko vý-
nimiek, napríklad [1], [2], malá pozornos».

Formulácia a ciele rie¹enia úlohy

Na základe re¹er¹e literatúry sa zadanie tejto práce nedá pova¾ova» za problém, lebo
bolo zistené, ¾e je algoritmus rie¹enia v podstate popísaný. Jednak analytickým spôsobom
pou¾itím bernoulliho teórie nosníka, tak aj numerickým spôsobom pou¾itím dostupného
MKP softvéru. Cieµom práce je overi» metodiku, prípadne ju roz¹íri» o zistené závery, ako
pomocou experimentálnej modálnej analýzy a modálnej MKP analýzy v SW ANSYS,
prípadne analytických vz»ahov urèi» elastické charakteristiky jednej zlo¾ky bez nutnosti
pripravova» monolitické skú¹obné vzorky jeho jednotlivých vrstiev (zlo¾iek). K rie¹eniu
budú dostupné dáta namerané na reálnych keramických laminátoch.
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2. Re¹er¹ literatúry
2.1. ASTM Standard E1875-08 (2013)

Standard Test Method for Dynamic Young's Modulus, Shear Modulus, and
Poisson's Ratio by Sonic Resonance [3]

Dokument ASTM1 popisuje metódu urèenia dynamického youngovho (v ïal¹om bude
dynamický modul pru¾nosti nazývaný modul pru¾nosti, budeme predpoklada», ¾e rozdiely
v ich hodnote sú pri izbových teplotách u keramiky rie¹enej v tejto práci zanedbateµné)
modulu pru¾nosti, modulu pru¾nosti v ¹myku a poissonovho pomeru pomocou zvukovej
rezonancie a analytických vz»ahov s korekènými faktormi pre geometriu telesa. ©peci�cky
je postup urèený pre elastické, homogénne a izotropné materiály, v prípade kompozitov
dostaneme hodnoty elastických kon¹tánt bez informácie o jednotlivých komponentách,
tie mo¾no za urèitých okolností dopoèíta». Je mo¾no mera» za izbových, zvý¹ených aj
kryogénnych teplôt. Ïalej sú v dokumente obsiahnuté informácie o doporuèených rozme-
roch skú¹obných telies, umiestneniu podpôr pre jednotlivé tvary kmitu (prvý ohybový a
prvý torzný), meracom aparáte a podobne. Pre konkrétne druhy materiálov sa pre bli¾¹ie
informácie odkazuje na ïal¹ie ¹tandardy

Obr. 2.1: Typický merací aparát [3]

Struène pre výpoèet elastických kon¹tánt, obdå¾nikový prierez nosníka: Pre youngov
modul platí

E = 0.9465
mf 2

fL
3

bt3
T1 (2.1)

kde E [Pa] je youngov modul pru¾nosti, m [g] hmotnos» (nosníka), b [mm] ¹írka,
L [mm] då¾ka, t [mm] hrúbka, ff [Hz] - prvá vlastná ohybová frekvencia (exural) a
T1 = f(µ, t/L) je korekèný faktor zahròujúci vplyv rotaènej zotrvaènosti a ¹myku, ktorý sa
prejavuje vo zvý¹enej miere úmerne s rastúcim pomerom hrúbky ku då¾ke nosníka tým, ¾e
zni¾uje vlastnú frekvenciu. V závislosti na rozmeroch a znalosti poissonovho pomeru buï
zistíme E priamo, alebo pomocou iteratívneho výpoètu zahròújúceho nástrel poissonovho

1American Society for Testing and Materials International [4].
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2. RE©ER© LITERATÚRY

pomeru µ a výpoèet modulu G. Modul pru¾nosti v ¹myku pre obdå¾nikový prierez získame
pomocou vz»ahu

G =
4Lmf 2

t

bt
[B/(1 + A)] (2.2)

kde G [Pa] je modul pru¾nosti v ¹myku, ft [Hz] prvá vlastná torzná frekvencia (torsi-
onal) a A,B[t/b] sú korekèné faktory.

2.2. Urèovanie mechanických charakteristík nepriamymi
metódami

Re¹er¹ dostupnej literatúry

Z hµadiska spôsobu zis»ovania materiálových vlastností mo¾no metódy ich urèovania
deli» rôznymi spôsobmi. Príklad takéhoto delenia je na obrázku 2.2. Z hµadiska trvalého
po¹kodenia skú¹obných telies existujú metódy de¹truktívne a nede¹truktívne. Typickým
príkladom de¹truktívnej metódy je klasická jednoosá »ahová skú¹ka, pri ktorej sa teleso
na»ahuje a¾ pokiaµ nedosiahne medzného stavu lomu. Ïal¹ím príkladom mô¾e by» skú¹ka
rázom v ohybe charpyho kladivom pre urèenie lomovej hú¾evnatosti. Nevýhodou týchto
metód je znièenie skú¹anáho telesa, èo je niekedy ne¾iadúce. Medzi nede¹truktívne me-
tódy patria statické metódy, v ktorých sa teleso za»a¾uje pod úroveò medze klzu. Ïalej
dynamické metódy, tie mo¾no deli» na rezonanèné a na metódy zalo¾ené na ¹írení vån
skú¹obným telesom.

Obr. 2.2: Metódy urèovania materiálových vlastností) [5]
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2.2. URÈOVANIEMECHANICKÝCH CHARAKTERISTÍK NEPRIAMYMIMETÓDAMI

Rozsiahlu re¹er¹ ohµadom urèovania mechanických charakteristík materiálov so zame-
raním na elastické vlastnosti (aj) rezonanènými metódami mo¾no nájs» napríklad v èlán-
koch [5] a [6]. Mo¾no uèini» záver, ¾e èastokrát metódy spoèívajú v spojení experimentálnej
modálnej analýzy a následnej optimalizácie parametrov modelu materiálu pomocou MKP.
V anglickej literatúre sa niekedy nazývajú �nite element model updating, mixed numeri-
cal-experimental techniques (MNETs), prípadne mixed numerical-experimental methods,
teda zmie¹ané numericko-experimentálne metódy, techniky, prípadne iné podobné názvy.

Jednoducho sa dajú popísa» nasledovne: Z experimentálnej modálnej analýzy sa zís-
kajú vlastné frekvencie, prípadne aj tvary - dynamická odozva daných skú¹obných telies.
Nasleduje optimalizácia, ktorá má za cieµ vhodným pozmenením hodnôt materiálových
parametrov zmen¹i» rozdiel hodnôt vlastných frekvencií prípadne tvarov z experimentu a
MKP simulácie. Inak povedané, je snaha o naladenie dynamického chovania diskretizova-
ného modelu na chovanie reálneho telesa zisteného z experimentu. Rie¹enie sa vykonáva
dokiaµ rozdiely frekvencií prípadne tvarov (prípadne suma rozdielov a podobne) nepo-
klesnú pod stanovenú úroveò. Keï tak nastane, získajú sa z databázy modelov materiálu
v MKP softvéri materiálové charakteristiy. Nutnos» pou¾itia viacerých vlastných frekven-
cií a tvarov závisí na poète neznámych parametrov optimalizaènej úlohy, preto¾e napríklad
izotropné telesá sa popisujú 2 nezávislými parametrami, ortotropné 4 (v prípade 2D úlohy
a 9 v prípade 3D úlohy) a tak ïalej. Úloha sa obvykle rie¹i ako preurèená sústava rov-
níc. Na optimalizáciu sa okrem gradientných metód vyu¾ívajú rôzne algoritmy. Príkladom
mô¾u by» metóda odozvovej plochy [7], [8] a genetické algoritmy [9], [10]. Lí¹ia sa svojimi
princípmi, cieµ je ale ten istý - pomocou dynamickej odozvy získa» materiálové parametre.

Uvedeným spôsobom sa zis»ujú materiálové charakteristiky (najèastej¹ie elastické) jed-
nozlo¾kových materiálov aj kompozitov. V prípade kompozitov je záujmom vä¹èinou získa»
vlastnosti kompozitu ako celku, takzvané in¾inierske kon¹tanty, ale v princípe je mo¾né
urèi» aj vlastnosti jednotlivých zlo¾iek za splnení urèitých podmienok pre poèet vzoriek,
geometrickú kon�guráciu ich vrstiev a poèet meraných frekvencií a tvarov. Okrem samot-
ných elastických charakteristík sa urèuje aj tlmenie, napríklad [11].

Pomerne veµký poèet èlánkov na urèovanie elastických kon¹tánt materiálov pochádza
z Kalábrijskej univerzity. Budú uvedené niektoré príklady. V [12] zis»ovali youngov modul
pru¾nosti a poissonov pomer pre izotropné pravouhlé dosky pomocou pribli¾ných vz»a-
hov pre vlastné frekvencie voµne kmitajúcich dosiek podµa Warburtona [13], ktorý pou¾il
rayleighovu metódu. Pre vlastnú frekvenciu dosky uva¾ovali vz»ah

f =
π

2

√
D

ρt

λ

a2
(2.3)

kde D = Et3

12(1−µ2)
je ohybová tuhos» dosky, ρ hustota, t hrúbka a a veµkos» dlh¹ej strany

dosky. Bezrozmerný faktor λ získali MKP simuláciami, u¾itím 8 uzlových kvadratických
rovinných prvkov. Poissonov pomer získali ako pomer získaných vlastných frekvencií po-
mocou tabuµky. Osamostatnením D 2.3 sa získa vz»ah pre youngov modul pru¾nosti. V
[14] zis»ovali elastické kon¹tanty ortotropných dosiek µubovoµného tvaru pomocou nede-
¹truktívneho statického testu. Snímali posuvy optickou metódou a pomocou genetického
algoritmu sa na tieto deformácie sna¾ili 'na�tova»' MKP model.
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2. RE©ER© LITERATÚRY

Obr. 2.3: Statická sku¹ka podµa [14]

Youngov modul pru¾nosti a poissonov pomer pre tenké izotropné dosky µubovoµného
tvaru urèovali v [15]. Pou¾ili SW MSC/Nastran pre MKP výpoèty a Matlab pre optima-
lizáciu. Zistili, ¾e pre presné urèenie kon¹tánt boli pre skú¹ané tvary telies potrebné prvé
4 vlastné frekvencie.

2.3. Zis»ovanie charakteristík jednotlivých zlo¾iek ma-
teriálu

2.3.1. Pou¾itie analytických vz»ahov

V literatúre sa dajú najèastej¹ie nájs» èlánky, kde autori zis»ovali youngov modul pru-
¾nosti pre prípady telies uva¾ovaných ako nosníky podµa bernoulliho teórie, ktoré boli
zlo¾ené z vrstiev o 2 materiáloch, prièom chceli zisti» modul jedného z nich. Z experimen-
tálne urèenej frekvencie ohybového tvaru kmitu nosníka si analytickým vz»ahom medzi
frekvenciou a materiálovými a geometrickými vlastnos»ami vyjadrili jeho tuhos», prièom
ho upravili pre prípad kompozitných nosníkov. Tieto vz»ahy budú bli¾¹ie rozobraté v ïa-
l¹ích kapitolách.

V [16] sa zaoberali urèovaním modulu pru¾nosti povlakov kompozitnej keramiky dy-
namickou rezonanènou metódou a statickým prístupom - ¹tvorbodovým ohybom. V dy-
namickom prístupe vychádzali zo vz»ahov medzi modulom pru¾nosti a ohybovou frekven-
ciou, prièom vz»ahy poupravili uvá¾ením prieèneho prierezu pozostávajúceho zo zlo¾iek o

7



2.3. ZIS«OVANIE CHARAKTERISTÍK JEDNOTLIVÝCH ZLO®IEK MATERIÁLU

rôznych moduloch pru¾nosti. Pre statický test pou¾ili kompozit: gra�tový substrát a po-
vlak karbidu kremíku (SiC). Pre dynamický test pou¾ili kompozity sklo+sklo, alumina(
oxid hlinitý Al2O3)+sklo a gra�t+SiC. V prípade dynamického testu dosiahli dobrej
zhody v porovnaní s (vopred) známymi vlastnos»ami okrem prípadov, keï ako metódu
spojenia vrstiev kompozitu sklo+sklo pou¾ili spekanie miesto lepidla (rozdielne teplotné
roz»a¾nosti) a v prípade kompozitu gra�t+SiC z dôvodu zmeny hrúbky karbidu kremíku
po då¾ke a ¹írke nosníka. Okrem toho, v prípade laminátu sklo+sklo pozorovali vplyv
plo¹ného podielu lepidla na rozhraní medzi vrstvami a podµa oèakávania s jeho men¹ím
podielom klesal urèený modul pru¾nosti meranej vrstvy z dôvodu poru¹enia predpokladov
o dokonalom spojení vrstiev v teórii kompozitných nosníkov.

V [17] urèovali youngov modul pru¾nosti redukovanej (elektromechanicky neaktívnej)
vrstvy aktuátoru-nosníka podobným spôsobom ako v predo¹lom prípade u¾itím vz»ahov
pre komozitné nosníky. Modul pru¾nosti piezo vrstvy bol vopred známy. Pou¾ili dyna-
mickú metódu a votknutý nosník vybudili pomocou elektromechanicky aktívnej piezo
vrstvy nosníka. Poèas výroby redukovanej vrstvy sa nosník v dôsledku nerovnomernej
teplotnej roz»a¾nosti vrstiev zakrivil, to sa v¹ak zmiernilo ïal¹ími procesmi pri jeho príp-
rave, zbytkové napätia poklesli, výsledná krivos» bola pova¾ovaná za zanedbateµnú a nos-
ník bol uva¾ovaný ako rovný (priamy). Pre vyjadrenie kvadratického momentu prierezu
kompozitu pou¾ili metódu ekvivalentného prierezu podµa obrázku 2.4

Obr. 2.4: Schéma aktuátoru RAINBOW (piezo a redukovaná vrstva) a ilustrácia metódy ekviva-
lentného prierezu [17]

2.3.2. Urèovanie pomocou MKP a optimalizácie

Základný problém urèovania materiálových parametrov pre telesá zlo¾ené z viacerých ma-
teriálov je ten, ¾e z jedného skú¹obného telesa vieme obvykle stanovi» len vlastnosti telesa
ako celku, prièom vlastnosti vrstiev ostávajú neznáme. V prípade, ¾e napríklad nepoznáme
vlastnosti jednej vrstvy a ostatných áno, sa dajú vlastnosti neznámej vrstvy dopoèíta»
spôsobom ako to urobili v èlánkoch zmienených vy¹¹ie. V prípade 2 a viac neznámych
vrstiev je to o nieèo komplikovanej¹ie. Tomuto problému sa podrobne venuje dizertaèná
práca: [1]. Pri hµadaní literatúry to bola nájdená ako jediná práca, ktorá sa dopodrobna
zaoberá urèovaním elastických vlastností jednotlivých vrstiev viacvrstvých materiálov.
Autor v nej vypracoval metodiku, ktorá na základe rezonanèných skú¹ok potrebného po-
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ètu telies, ich MKP modelov a optimalizácie doká¾e urèi» elastické kon¹tanty jednotlivých
vrstiev. Dôle¾itý vz»ah z jeho práce je

nkonf ≥ nmat (2.4)

slovne: poèet kon�gurácií vrstiev musí by» rovný alebo väè¹í poètu neznámych materiá-
lov. Ak teda máme napríklad materiál z 2 vrstiev (komponent) z 2 neznámych materiálov,
prièom chceme urèi» ich elastické kon¹tanty, musí by» geometrická kon�gurácia ich vrstiev
rozdielna v tom zmysle, ¾e pomery hrúbok vrstiev vzhµadom k celkovej hrúbke telesa sa
musia lí¹i». To sa dá docieli» napríklad 2 sériami skú¹obných telies z daných materiálov
s rozdielnymi pomerni hrúbok vrstiev. Ïal¹ia mo¾nos» sú 2 série skú¹obných telies, s pô-
vodne rovnakým pomerom hrúbok vrstiev, prièom ale na jednu sériu pripevníme tretiu
vrstvu so známymi vlastnos»ami. Ïal¹ou (zrejmou) mo¾nos»ou je mechanické odstráne-
nie jednej vrstvy z jednej série, kde sa najskôr urèia charakteristiky série s odstránenou
vrstvou a potom s 2 vrstvami.

Ide o to, aby sa elastické kon¹tanty jednotlivých vrstiev podieµali na celkovej tuhosti
telesa a tým pádom na vlastných frekvenciách v rôznom pomere. To umo¾ní zostavi» sú-
stavu rovníc buï preurèenú (rie¹enie získané ako najlep¹ie priblí¾enie pomocou metódy
najmen¹ích ¹tvorcov), alebo s jednoznaèným rie¹ením, ktorá sa rie¹i iteratívnym spôso-
bom. Sústava rovníc má obecne tvar

∆r = S∆p (2.5)

kde ∆r sú relatívne rozdiely frekvencií experimentálnych a získaných výpoètom pomo-
cou MKP, S je matica citlivosti a ∆p je vektor relatívnych zmien neznámych parametrov
- elastických kon¹tánt. Sústava rovníc sa rie¹i iteraène a má za cieµ minimalizova» rezi-
dúum - µavú stranu, prièom sa tak získajú hodnoty neznámych parametrov - elastických
kon¹tánt p.

Autor v prípade ortotropných materiálov (rovinná úloha) a telies tvaru dosky pou-
¾íval prvých 5 vlastných frekvencií s tvarom dosky takým, aby bolo prvých 5 vlastných
frekvencií dostatoène citlivých na moduly pru¾nosti pozdå¾ny E1, prieèny E2, a na modul
pru¾nosti v ¹myku G12 a poissonov pomer µ12. V prípade izotropných materiálov dopo-
ruèuje prvú ohybovú a prvú torznú frekvenciu.

Nejednoznaènos» rie¹enia pomocou jedného tenkostenného telesa (jednej kon�gurácie)
je ilustrovaná na príklade z [18]. Autori v nej pomocou MKP modálnej analýzy telesa po-
dµa obrázku 2.5 získali 'experimentálne' frekvencie. Pôvodne pou¾ité elastické kon¹tanty
(ortotropný materiál, rovinná úloha, 3 vrstvy ×4 kon¹tanty =12 neznámych parametrov)
telesa uva¾ovali ako neznáme a urèovali ich pomocou ich vlastnej techniky zvanej 'resona-
lyzer', ktorou predtým pou¾ívali na urèovanie kon¹tánt telesa ako celku, prièom vyu¾íva
prvých 15 vlastných frekvencií telesa. Hodnoty kon¹tánt vrstiev sa li¹ili od ich skutoènej
hodnoty rádovo, prièom v¹etkých 15 vlastných frekvencií sa podarilo naladi» na pôvodné
hodnoty.

9
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Obr. 2.5: Rovnaké frekvencie, rôzne elastické kon¹tanty [18]

Potom pou¾ili závery vyjadrené nerovnicou 2.5 a pou¾ili metódu zo spomínanej auto-
rovej dizertaènej práce, èím zároveò overili jej funkènos», obrázok 2.6.

Obr. 2.6: Správne urèenie elastických kon¹tánt [18]

Ako ïal¹í príklad zis»ovania vlastností zlo¾iek materiálu je urèovanie elastických ko-
n¹tánt vlákna a matrice u FRP (�ber reinforced polymer) v [2]. Vyu¾ili SW Abaqus a
pomocou C++, vyu¾itím iteraèného algoritmu (gradientná optimalizácia) urèovali najprv
vlastnosti len vláken, len matrice a potom vláken a matrice. Ako koneèný prvok pou¾ili
8 uzlový C3D8R a vlákna modelovali pomocou prútového prvku T3D2. Okrajové pod-
mienky uva¾ovali 4×voµný Ako cieµovú funkciu na minimalizovanie pou¾ili rozdiely vo
vybraných vlastných frekvenciách a vlastných tvaroch. Algoritmus neskú¹ali priamo na
reálnych skú¹obných telesách, ale ako 'experimentálne dáta' pou¾ili výsledky modálnej
analýzy koneènoprvkového modelu s realisticky odhadnutými hodnotami vlastností vlá-
ken a matrice. Vyu¾ili rozdiely v citlivostiach jednotlivých frekvencií na zmeny parametrov
vláken a matrice. Do 'experimentálnych' frekvencií a tvarov zaniesli rôzne hodnoty ¹umu,
prièom to na konvergenciu a urèené hodnoty parametrov nemalo významný vplyv. Okrem
toho skú¹ali rôzne hodnoty poèiatoèných vstupných modulov vstupujúcich do výpoètu.
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Svoju metódu neskôr roz¹írili pre odhad tuhosti zahrnutej vo forme pru¾ín do okrajových
podmienok dosky [19].

Záver z re¹er¹e èlánkov:
V literatúre sa dá najèastej¹ie stretnú» s rezonanènou metódou v spojení s MKP pre
urèovanie tzv. in¾inierskych kon¹tánt, ale existuje aj spôsob nájdenia elastických kon¹tánt
jednotlivých vrstiev kompozitných materiálov, prípadne ich zlo¾iek kompozitu.
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3. Analýza úlohy
Entitou je obecne teleso tvaru nosníka alebo dosky zlo¾ené z viacerých vrstiev, v

prípade praktického overenia funkènosti metódy popísanej v práci je to keramický laminát
tvaru nosníka.

3.1. Systém podstatných velièín

Geometria a topológia entity
Keramický laminát je teleso pribli¾ne tvaru hranolu, zlo¾ené z vrstiev o rôznych mechanic-
kých vlastnostiach. Vrsvy sú ulo¾ené na sebe po hrúbke nosníka a sú pevne (bez prokluzu)
spojené v procese ich výroby.

Väzby entity na okolie
Teleso je pri rezonanènej skú¹ke polo¾ené na tenké podpory - vlákna, prípadne penovú
podlo¾ku o nízkej tuhosti(nízkom module pru¾nosti) tak, aby aproximovali deformaèné
okrajové podmienky voµný-voµný.

Aktivácia entity
Teleso sa vybudí rázovým kladívkom, èo spôsobí jeho dynamickú odozvu - kmitanie telesa
o jeho vlastných frekvenciách.

Ovplyvnenie entity okolím
Mechanické vlastnosti mô¾u by» teplotne závislé. Okrem toho, v keramických laminátoch
sa mô¾u vyskytnú» výrazné (stovky megapascalov) zbytkové napätia vzniknuté v procese
výroby. Budeme uva¾ova» izbovú teplotu, teda 'be¾né podmienky'.

Vlastnosti entity
Z pohµadu výpoètového modelovania sú podstatné geometrické rozmery, hmotnos» a elas-
tické vlastnosti. V¹etky tieto vlastnosti priamo ovplyvòujú dynamickú odozvu telesa.
Tieto velièiny sú obecne stochastické, ale budú uva¾ované ako deterministicky dané.

Procesy a stavy entity
Teleso koná kmitavý pohyb o vlastných frekvenciách, zlo¾ený z vlastných tvarov, ktorý s
èasom doznieva.

Prejavy entity do okolia
Kmiatvým pohybom vyvoláva zvukové vlny, ktoré zachytí merací prístroj a analyzuje jeho
dynamickú odozvu - frekvenèné spektrum.

3.2. Typ úlohy a voµba metódy rie¹enia

Typ úlohy

Jedná sa o nepriamu úlohu. Z prejavov entity - zmeranej vlastnej frekvencie sa urèujú
vlastnosti entity - youngov modul pru¾nosti.

12
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Voµba metódy rie¹enia úlohy

Prednostne bude za metódu rie¹enia úlohy vybraná parametrická modálna analýza po-
mocou MKP v programe ANSYS v spojení so spektrálnym ladením metódou postupných
lineárnych aproximácií. Budú struène popísané aj zjednodu¹ené analytické mo¾nosti rie-
¹enia.
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4. Teoretický úvod
4.1. Voµné prieène kmitanie nosníkov

Uva¾ujme nosník podµa obrázku 4.1, uvá¾ením predpokladov podµa [20]. V ïal¹om budeme
predpoklada», ¾e jeho prieèny prierez bude obdå¾nik o rozmeroch A = b × tcelk, kde b a
tcelk sú ¹írka, respektíve celková vý¹ka (hrúbka) prierezu.

Obr. 4.1: prieène kmitajúci nosník a jeho uvoµnený prvok [20]

Pohybová rovnica voµného (q(x, t) = 0) prieèneho kmitania takéhoto nosníka, po úp-
ravách vyjadrená v priehyboch, zanedbaním èlenov zohµadòujúcich vplyv rotaènej zotr-
vaènosti a ¹myku má tvar

ρA
∂2w(x, t)

∂t2
+D

∂4w(x, t)

∂t4
= 0 (4.1)

kde D je ohybová tuhos» nosníku a ρA je hmotnos» na jednotku då¾ky. Ohybová tuhos»
je daná ako súèin modulu pru¾nosti a kvadratického momentu prierezu

D = EJy = E

∫
A

z2dA (4.2)

Priehyb nosníka w(x, t) mo¾no zapísa» ako súèin 2 funkcií, èasu a polohy.

w(x, t) = T (t)W (x) (4.3)

prièom

T (t) = A1cos(ωt) + A2sin(ωt) (4.4)

W (x) = B1sinh(px) +B2cosh(px) +B3sin(px) +B4cos(px) (4.5)

kde p = λ/a (a je då¾ka nosníka) a ω je vlastná uhlová frekvencia harmonického po-
hybu. Kon¹tanty B1, B2, B3, B4 získame z okrajových podmienok a A1, A2 z poèiatoèných
podmienok. Pre n-tú vlastnú uhlovú frekvenciu platí vz»ah

ωn =
(λ2

n

a2

)√ D

ρA
(4.6)

v ktorom λn je koreò frekvenènej rovnice pre n-tú vlastnú frekvenciu. Pre okrajové
podmienky nosníka voµný - voµný a prvú ohybovú frekvenciu platí λ1 = 4.73.
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Vz»ah pre ohybovú tuhos» 4.2 platí len pre prípad homogénnych materiálov. V ïal¹om
vyjdeme z èlánku [22]. V prípade rie¹enia nosníkov s prieènym prierezom zlo¾eným z via-
cerých vrstiev o rôznych tuhostiach mô¾u nasta» tieto situácie:

1, vrstvy sú ulo¾ené symetricky vzdµadom k strednicovej ploche. Za stred-
nicovú plochu berieme plochu prechádzajúcu geometrickým stredom prierezu a kolmú
na smer priehybu nosníka. Poloha neutrálnej osi sa nemení, je stále toto¾ná s polohou
geometrického stredu prierezu zs. Pre ohybovú tuhos» platí

D = b
n∑
i=1

Ei

( t3i
12

+ ti(zi − zs)2
)

(4.7)

kde ti sú hrúbky jednitlivých vrstiev a zi sú súradnice geometrických stredov jed-
notlivých vrstiev. Tento vz»ah dostaneme tak, ¾e najprv urèíme kvadratické momenty k
osám prechádzajúcim stredmi jednotlivých vrstiev a potom ich pomocou steinerovej vety
vyjadríme vzhµadom k neutrálnej ose.

Obr. 4.2: Symetrické vrstvenie

2, vrstvy nie sú ulo¾ené symetricky. Poloha neutrálnej osi nie je toto¾ná s polohou
geometrického stredu prieèneho prierezu. Pre urèenie vlastnej ohybovej frekvencie je teda
potrebné prepoèíta» polohu neutrálnej osi. Dá sa to rôznymi spôsobmi, napríklad takz-
vanou metódou ekvivalentnej plochy [24], obecnej¹ie v [22]. Princíp si mo¾no predstavi»
tak, ¾e si vezmeme modul jednej vrstvy ako základný, prièom pomery modulov pru¾nosti
vrstiev k základému sú brané ako váhové koe�cienty, ktorými sa prenásobia ¹irky da-
ných vrstiev. Teda vznikne �ktívny prieèny prierez o tuhosti ekvivalentnej pôvodnému
s jedným modulom a vrstvami rôznej ¹írky. Poloha neutrálnej osi bude »a¾iskom tohoto
ekvivalentného prierezu

zno =

n∑
i=1

Eitizi

n∑
i=1

Eiti

(4.8)

Pre ohybovú tuhos» nosníka s vyu¾itím steinerovej vety a vz»ahu 4.8 potom dostaneme

D = b
n∑
i=1

Ei

( t3i
12

+ ti(zi − zno)2
)

(4.9)

15



4.2. MODÁLNA ANALÝZA V MKP

Obr. 4.3: Nesymetricky vrstvený nosník a jeho ekvivalentný prieèny prierez

Z vy¹¹ie uvedených vz»ahov vyplýva, ¾e okrem objemového podielu jednotlivých zlo-
¾iek telesa z viacerých materiálov má na vlastnú frekvenciu vplyv aj ich poloha vrstvy
voèi neutrálnej ose, prièom vplyv je úmerný modulu pru¾nosti vrstvy a rastie so vzdiale-
nos»ou vrstvy od neutrálnej osy (youngov modul pru¾nosi je prenásobovaný kvadratickým
momentom prierezu vrstvy vzhµadom k polohe neutrálnej osy).

4.2. Modálna analýza v MKP

Vlastné èísla a vlastné tvary

Uva¾ujme voµné netlmené kmitanie sústavy popísané sústavou pohybových rovníc v ma-
ticovom tvare

Mq̈ + Kq=0 (4.10)

kde M je matica hmotnosti a K matica tuhosti. Pre výchylky predpokladáme har-
monický pohyb q=ueiΩt. Dosadením výchyliek do pohybovej rovnice 4.11 a úpravami
dostávame (

K− Ω2M
)
u=0 (4.11)

Pre nenulové výchylky musí by» determinant výrazu v zátvorke rovný nule (nazýva sa
frekvenèný determinant) ∣∣K− Ω2M

∣∣ = 0 (4.12)

To je splnené, pre hodnoty vlastných èísel (kvadrátov vlastných uhlových frekvencií)
Ω2

1, ...,Ω
2
n, kde n je poèet stupòov voµnosti sústavy. Ka¾dej vlastnej uhlovej frekvencii

prinále¾í vlastný tvar vyjadrený vlastným vektorom. Veµkos» jeho zlo¾iek mô¾e by» µubo-
voµná, pokiaµ sa zachovajú pomery veµkostí jednotlových zlo¾iek. Preto sa vlastné vektory
normujú, prièom sw ANSYS v základnom nastavení normuje podµa matice hmotnosti, èo
je pre i-tý vektor vyjadrené ako

vTi Mvi = 1 (4.13)

Pohyb sústavy pre i-ty tvar kmitu je harmonickou funkciou èasu daný ako

qi(t) = vi
(
sinΩit+ cosΩit

)
(4.14)
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4.3. Porovnanie analytického a MKP rie¹enia s refe-
renènými telesami

Vz»ah 4.6 nezohµadòuje vplyv rotaènej zotrvaènosti a ¹myku. V [21], ktorá je základom
pre ASTM normu [3] je tabuµka s urèenými youngovými modulmi pru¾nosti, poissonovými
pomermi a modulmi pru¾nosti ¹myku pre referenèné telesá o rozmeroch nosníka. Keby
sme úlohu obrátili (autori uvádzajú, ¾e rozdiel medzi statickým a dynamickým modu-
lom pru¾nosti je 0.2 %) a na základe údajov z èlánku chceli urèi» prvú vlastnú ohybovú
frekvenciu nosníkov, v prípade nezahrnutia rotaènej zotrvaènosti a ¹myku by sme do-
stali vlastné frekvencie o vy¹¹ej hodnote ne¾ je v èlánku uvedené. Pre nosníky A1, A2,
A6, B1, B2, B6, C1, C2, C3, D1, D2 a D3 s pomerom då¾ky ku hrúbke pribli¾ne 38/1
sú výsledky porovnávajúce MKP výpoèet pomocou prvku SOLID186, analytický vz»ah,
analytický vz»ah so zjednodu¹eným korekèným faktorom z [3] a referenèné frekvencie z
èlánku. Korekèný faktor má tvar

T = 1 + 6.585(t/L)2 (4.15)

a úpravou vz»ahu pre ohybovú frekvenciu dostaneme

ω1kor =
ω1√

1 + 6.585(t/L)2
(4.16)

Poznámka: Pre vz»ah medzi uhlovou frekvenciou ω[rads−1] a frekvenciou vyjadrenou
v hertzoch [Hz] = [s−1] platí

ω = 2πf (4.17)

Dáta z èlánku, analytické rie¹enie (f. an.), analytické rie¹enie s korekciou (f an. + kor.)
a MKP rie¹enie je zhrnuté v tabuµke 4.1 a obrázku 4.4

ozn. hmotn. då¾ka ¹írka hrúbka f èlánok f an. f an. f MKP E µ
+ kor.

g cm cm cm Hz Hz Hz Hz GPa [-]
A1 20.52 12.70 1.27 0.32 2037.56 2041.58 2037.27 2037.51 390
A2 20.47 12.70 1.27 0.32 2032.37 2036.86 2032.55 2032.81 386.9 0.23
A6 20.44 12.70 1.27 0.32 2027.82 2032.43 2028.14 2028.36 384.6 0.23
B1 20.49 12.70 1.27 0.32 2030.55 2035.43 2031.12 2031.36 386.3 0.23
B2 20.43 12.70 1.27 0.32 2027.62 2032.40 2028.10 2028.35 384.4 0.23
B6 20.25 12.70 1.27 0.32 2002.33 2006.32 2002.08 2002.32 372 0.23
C1 20.57 12.70 1.27 0.32 2044.29 2051.20 2046.85 2047.08 391.9 0.23
C2 20.41 12.70 1.27 0.32 2022.39 2027.37 2023.08 2023.29 380.8 0.23
C3 20.29 12.70 1.27 0.32 2008.83 2013.76 2009.51 2009.37 375.9 0.23
D1 20.56 12.70 1.27 0.32 2043.27 2047.94 2043.60 2043.87 391.9 0.23
D2 20.52 12.70 1.27 0.33 2038.87 2043.84 2039.51 2039.75 389.2 0.23
D3 20.50 12.70 1.27 0.32 2035.35 2039.96 2035.63 2035.87 386.9 0.23

Tabuµka 4.1: Dáta pre referenèné nosníky podµa [21]
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Obr. 4.4: Porovnanie prvých ohybových vlastných frekvencií a relatívnych chýb. Alumina Al2O3

- dáta z èlánku [21]. Indexy 1-12 odpovedajú referenèným nosníkom postupne A1 a¾ D3. Spodný
obrázok je relatívny rozdiel voèi referenèným dátam z èlánku.

4.4. Experimentálna modálna analýza

Ústav fyziky materiálov AVÈR v Brne disponuje meracím zariadením IMCE HT1600,
ktorý na základe vlastných frekvencií vyhodnocuje elastické vlastnosti materiálov podµa
normy ASTM E 1876. Umo¾òuje meranie za izbobých a zvý¹ených teplôt. Teleso polo¾ené
na tenkých podporách umiestnených v miestach uzlových èiar vlastného tvaru sa vybudí
rázovým kladívkom, prístroj sníma jeho dynamickú odozvu a vyhodnocuje jeho youngov
modul pru¾nosti na základe prvej ohybovej frekvencie, modul pru¾nosti v ¹myku a poisso-
nov pomer v prípade prvej vlastnej torznej frekvencie. V tejto práci boli pou¾ité prvé dve
ohybové frekvencie, prièom pri druhej sa teleso polo¾ené na podpory otoèí o 90 stupòov
okolo svojej pozdå¾nej osi.
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Obr. 4.5: Prístroj IMCE HT1600 [25]

4.5. Vplyv spôsobu zahrnutia hustoty materiálov

Laminát znaèí objekt tvorený z viacerých materiálov, obecne o rôznych vlastnostiach teda
aj hustotách. Je viac mo¾ností, ako túto nerovnomernú hustotu do výpoètu zahrnú». Jed-
nou z nich je vyu¾itie hustôt oboch materiálov, ïal¹ou je pou¾itie hustoty telesa ako celku.
Je teda vhodné porovna» ako sa oba spôsoby prejavia na urèenej hodnote prvej vlastnej
ohybovej frekvencie. Majme 2 telesá o rozmeroch z tabuµky 6.1 (prvé teleso odpovedá
laminátu 3 a druhé laminátu P3). Oba lamináty sú tvorené 5 vrstvami pribli¾ne rovnakej
hrúbky a 4 tenkými vrstvami umiestnenými medzi hrubými. Vrstvenie je pribli¾ne symet-
rické voèi rovine prechádzajúcej geometrickým stredom telesa. Vzhµadom k náväznosti je
vhodné porovna» vplyv pomerov hustôt práve pre geometriu skú¹obných telies. Telesá sa
lí¹ia pomerom hrúbky ku då¾ke. Budeme predpoklada» kon¹tantnú hmotnos», geometriu a
elastické kon¹tanty oboch telies, prièom pomer hustôt jednotlivých zlo¾iek sa bude meni»
tak, aby platil predpoklad o kon¹tantnej hmotnosti. Budeme porovnáva» vlastné frekven-
cie pri pou¾ití hustôt jednotlivých materiálov s pou¾itím priemernej hustoty. Výsledky pre
rôzne pomery hustôt sú zhrnuté v obrázkoch 4.6 , 4.7 a tabuµkách 4.2 a 4.3. Prvá hustota v
tabuµke odpovedá hrub¹ím vrstvám (hustota 1), druhá odopvedá ten¹ím vrstvám (hustota
2).
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Obr. 4.6: Prvá ohybová vlastná frekvencia, rozdiel a relatívny rozdiel medzi pou¾itím priemernej
hustoty a hustoty jednotlivých zlo¾iek laminátu pre rôzne pomery hustôt laminátu 3

hustota 1 hustota 2 priemer pomer fr. oddelené fr. priemer rozdiel chyba
[kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [%]
3400 6500 3718 0.52 18791.3 18783.7 -7.6 -0.04
3450 6062 3718 0.56 18790.1 18783.7 -6.4 -0.03
3500 5625 3718 0.62 18788.9 18783.7 -5.2 -0.03
3550 5187 3718 0.68 18787.7 18783.7 -4.0 -0.02
3600 4750 3718 0.75 18786.5 18783.7 -2.8 -0.02
3650 4312 3718 0.84 18785.3 18783.7 -1.6 -0.01
3700 3875 3718 0.95 18784.1 18783.7 -0.4 -0.00
3750 3437 3718 1.09 18782.9 18783.7 0.8 0.00
3800 3000 3718 1.26 18781.7 18783.7 2.0 0.01
3850 2563 3718 1.50 18780.5 18783.7 3.2 0.02

Tabuµka 4.2: Laminát 3, pomer då¾ky ku hrúbke 12.35:1
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Obr. 4.7: Prvá ohybová vlastná frekvencia, rozdiel a relatívny rozdiel medzi pou¾itím priemernej
hustoty a hustoty jednotlivých zlo¾iek laminátu pre rôzne pomery hustôt laminátu P3

hustota 1 hustota 2 priemer pomer fr. oddelené fr. priemer rozdiel chyba
[kg/m3] [kg/m3] [kg/m3] [-] [Hz] [Hz] [Hz] [%]
3400 6500.0 3603.7 0.52 69197.4 69133.0 -64.4 -0.09
3430 6073.6 3603.7 0.56 69187.9 69133.0 -54.9 -0.08
3460 5647.1 3603.7 0.61 69178.4 69133.0 -45.4 -0.07
3490 5220.7 3603.7 0.67 69168.9 69133.0 -35.9 -0.05
3520 4794.2 3603.7 0.73 69159.5 69133.0 -26.5 -0.04
3550 4367.8 3603.7 0.81 69150.0 69133.0 -17.0 -0.02
3580 3941.3 3603.7 0.91 69140.5 69133.0 -7.5 -0.01
3610 3514.9 3603.7 1.03 69131.0 69133.0 2.0 0.00
3640 3088.5 3603.7 1.18 69121.6 69133.0 11.4 0.02
3670 2662.0 3603.7 1.38 69112.1 69133.0 20.9 0.03

Tabuµka 4.3: Laminát P3, pomer då¾ky ku hrúbke 5.6:1

Ako mo¾no vidie», v prípade ni¾¹ej hodnoty pomeru då¾ky ku hrúbke je chyba pri
pou¾ití priemernej hustoty vy¹¹ia ne¾ v prípade ni¾¹ieho pomeru då¾ky ku hrúbke. Dá sa
to vysvetli» vplyvom rotaènej zotrvaènosti, ktorej vplyv na vlastnú frevenciu je úmerný
práve tomuto pomeru. Pri takomto krátkom lamináte je lep¹ie pou¾i» hustoty jednotlivých
zlo¾iek, pokiaµ sú k dispozícii. Pri telese s vy¹¹ím pomerom då¾ky ku hrúbke je rozdiel
vo frekvenciách zanedbateµný, nakoµko reálny laminát s ktorým sa bude v tejto práci
nakoniec pracova» má pomer hustôt prubli¾ne 0.9/1 a bude pou¾ívaná hustota telesa ako
celku získaná z merania rozmerov a hmotnosti. Okrem toho, hustoty jednotlivých zlo¾iek
laminátu nemusia by» v¾dy k dispozícii.
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4.6. Vplyv zbytkových napätí

Laminát sa vyrába spôsobom, pri ktorom sa z teploty pribli¾ne 1200 stupòov celzia oc-
hladzuje na izbovú teplotu, prièom súèinitele teplotnej roz»a¾nosti vrstiev AMZ a ATZ
(pojmy AMZ a ATZ sú bli¾¹ie popísané v kapitole 6) sa lí¹ia pribli¾ne o 2.10−6K−1. Tak
sa do neho vnesú napätia »ahové do hrubých vrstiev ATZ a tlakové do tenkých vrstiev
AMZ. Zbytkové napätia majú za úèel zní¾i» krehkos» keramiky. Pri veµkých hodnotách
tlakových napätí v tenkých vrstvách sa na jeho okrajoch tvoria povrchové trhliny (na
okrajoch tenkých vrstiev dochádza k lokálnej redistribúcii napätia a napätia sú »ahové,
vnútri vrstiev sú napätia tlakové) [26].

Na uká¾ku pou¾ijeme laminát 3 (tab. 6.1). Model materiálu pre jednotlivé vrstvy bude
lineárne elastický a izotropný. Na zahrnutie zbytkových napätí potrebujeme predrie¹i» sta-
tickú úlohu. Pre ATZ nastavíme súèiniteµ teplotnej roz»a¾nosti blízky nule (2.10−14K−1)
s pre AMZ nastavíme súèiniteµ teplotnej roz»a¾nosti na hodnotu 2.10−6K−1, teda ne-
zaujímajú nás skutoèné hodnoty ale len ich rozdiel vzhµadom na modelovanie zbytkovej
napätosti. Na následnú modálnu analýzu vyu¾ijeme pocedúru ANSYSu, ktorá sa volá
'linear perturbation' ( [27] kapitola 9). Týmto sa to matice tuhosti koneènoprvkového
modelu zahrnú ïal¹ie matice, konkrétne pre ná¹ prípad do bude napä»ová matica tuhosti
v prípade malých deformácií a pozmenená matica tuhosti (pre deformovanú geometriu)
spolu s napä»ovou maticou tuhosti v prípade zapnutia veµkých deformácií.

Postup bude teda nasledovný: Najskôr vyrie¹ime modálnu analýzu s okrajovými pod-
mienkami voµný-voµný a bez uva¾ovania zbytkových napätí pre porovnanie výsledkov. Ná-
sledne vyrie¹ime statickú analýzu s tým, ¾e vlo¾íme za»a¾enie teplotou a zaväzbíme teleso
podµa obr. 4.8, aby sa mohla vykona» statická analýza. Napä»ovú maticu tuhosti z nej pou-
¾ijeme v následnej modálnej analýze s tým, ¾e pou¾ijeme príkaz 'perturb,modalþ,nokeep',
ktorý zma¾e okrajové podmienky zo statickej analýzy, ktoré teleso jednoznaène zaväzbili
v priestore a následne pou¾ijeme príkaz 'solve,elform', ktorý vytvorí novú maticu tuhosti
modelu obsahujúcu v sebe aj napä»ovoú maticu tuhosti. Okrem toho vyrie¹ime aj variantu
s veµkými deformáciami (nlgeom,on). S takto pozmenenou maticou tuhosti sa následne
vyrie¹i modálna analýza znovu s okrajovými podmienkami voµný - voµný. Úloha je rie¹ená
aj pre prípad zapnutia veµkých deformácií, ktorý pou¾íva maticu tuhosti z deformovanej
kon�gurácie. Tým sa postihne mierne zakrivenie nosníka, keï pri MKP výpoète dosiahol
priehyb v smere hrúbky 1% hrúbky telesa, ale zároveò je do výpoètu vnesená chyba z
dôvodu zmeny rozmerov telesa voèi zmeraným.

Obr. 4.8: Zamedzenie posuvov tak, aby minimálne bránili deformácii spôsobenej teplotou

Výsledky modálnej analýzy pre prvé 2 vlastné ohybové frekvencie sú zhrnuté v tabuµke
4.4, youngove moduly pru¾nosti sú uva¾ované 390 GPa pre ATZ a 250 GPa pre AMZ.

22



4. TEORETICKÝ ÚVOD

- ohyb 1 rozdiel ohyb 2 rozdiel
- [Hz] [%] [Hz] [%]

bez zb. napätí 17779.7 - 21003.4 -
so zb. napätiami malé def. 17778.9 -0.00 21003.4 0.00
so zb. napätiami veµké def. 17776.8 -0.02 21003.7 0.00

Tabuµka 4.4

Z uvedeného vyplýva, ¾e u laminátu 3 nemajú zbytkové napätia významný vplyv na
vlastnú frekvenciu. Obdobnú úlohu rie¹ili aj v èlánku [28] pre prípad keramických lami-
nátov obdobných pou¾itým v tejto práci (vrstvy keramiky alumina A a alumina zirconia
AZ), kde uvádzajú, ¾e zbytkové napätia nemajú vplyv na vlastnú frekvenciu. Porovnávali
rie¹enie pomocou MKP, kde pou¾ili youngove moduly pru¾nosti získané na monolitických
vzorkoch pred výrobou laminátu a výsledky z rezonanèných skú¹ok laminátov, prièom
dosahovali dobrej zhody vo frekvenciách.

Dalo by sa to vysvetli» aj úvahou, ¾e tuhos» a tým pádom aj vlastná frekvencia sú
kontrolované celkovou axiálnou silou v priereze telesa (napr. gitarová struna). Tá ale musí
by» v súète nulová z dôvodu zachovania statickej rovnováhy (obr. 4.8, na teleso nepôsobia
pri zanedbaní gravitácie ¾iadne vonkaj¹ie sily). V prípade významného zakrivenia telesa
z dôvodu nesymetricky ulo¾ených vrstiev a nízkeho pomeru hrúbky voèi då¾ke by bola
situácia iná, nakoµko by sa zmenila geometria telesa a nemohlo by sa uva¾ova» ako priamy
nosník.

Na uká¾ku stavu napätosti pri pou¾ití rozdielnych súèiniteµov teplotnej roz»a¾nosti a
teplôt uvedených na zaèiatku podkapitoly je pre laminát 3 vymodelované teleso s pou¾i-
tím trojnásobnej symetrie (zaväzbenie telesa v priestore) pomocou prvku SOLID185, na
obrázku 4.9 je náznak cesty pre vyhodnotenie napätosti a na obrázku 4.10 je znázornený
priebeh axiálnych napätí (smer osi x) po vý¹ke prierezu v strede då¾ky a ¹írky telesa. Mo-
¾no na òom vidie» výrazné pole tlakového napätia vo tenkých vrstvách dosahujúce hodnôt
takmer 800 MPa.
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Obr. 4.9: Axiálne napäta v lamináte pri pou¾ití trojnásobnej symetrie

Obr. 4.10: Priebeh axiálnych napätí v lamináte pri pou¾ití trojnásobnej symetrie
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5. Urèovanie youngovho modulu
pru¾nosti

5.1. Analytický spôsob

Obdå¾nikový prierez

Zo vz»ahu pre vlastnú frekvenciu 4.6 si osamostatníme ohybovú tuhos» nosníka. Za frek-
venciu dosadíme frekvenciu získanú rezonanènou skú¹kou a dostaneme

D =

(2πfexp)
2a4b

n∑
i=1

ρiti

4.734
(5.1)

a po men¹ích úpravách

D =

f 2
expa

4b
n∑
i=1

ρiti

12.679
(5.2)

Symboly ρi a ti odpovedajú hustotám a hrúbkam jednltlivých vrstiev prieèneho prie-
rezu. Rozdiely v hustotách síce mo¾no vo väè¹ine prípadov zanedba» a uvádza» len prie-
mernú hustotu, ale pre kompletnos» je uvedená takáto formulácia. Ohybová tuhos» je
funkciou modulov pru¾nosti a rozmerov prieèneho prierezu nosníka, kombináciou 4.8 ,4.9
a 5.2 dostaneme

n∑
i=1

Ei

[
t3i
12

+ ti

(
zi −

n∑
i=1

Eitizi

n∑
i=1

Eiti

)2]
=

f 2
expa

4
n∑
i=1

ρiti

12.679
(5.3)

v prípade jedného neznámeho modulu pru¾nosti dostaneme nelineárnu rovnicu, ktorú
je mo¾no rie¹i» napríklad v SW Matlab a podobne. Obdobne postupovali v èlánkoch [16]
a [17]. Uvedené vz»ahy nezohµadòujú rozdiely medzi poissonovými pomermi jednotlivých
vrstiev, ale budeme uva¾ova», ¾e posissonove pomery sú pribli¾ne rovnaké a túto sku-
toènos» zanedbáme. Obecnej¹ie sú vz»ahy pre ohybové tuhosti kompozitných nosníkov z
anizotropných vrstiev popísané napríklad v [23]. V tom spoèíva výhoda pou¾itia MKP,
ktoré uvedené nedostatky odstraòuje. Okrem toho, v prípade reálneho laminátu (ïalej
v texte) bola dosiahnutá nízka presnos» aj pri pou¾ití MKP, tak¾e sa dá oèakáva», ¾e
analytické vz»ahy by na tom boli e¹te hor¹ie.

5.2. Numerický prístup - ladenie mechanických sústav

Táto podkapitola je spracovaná na základe [1], [20] a [29]. Ladenie má za cieµ dosta»
vlastné frekvencie a vlastné vektory sústavy na po¾adované hodnoty pomocou zmien
geometrie, hmotnosti, tuhosti a podobne. Ladenie sa dá inak chápa» ako optimalizaèná
úloha. Parametre, ktorými ladíme, sa nazývajú ladiace parametre. Vektorovo zapísané

p =
{
p1, ..., pj ..., ps

}T
(5.4)

25
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Vektor naladenia zahròuje vlastné èísla a vlastné tvary, u konzervatívnej sústavy má
tvar

l(p) =
{

Ω2
1 = λ1, ...,Ω2

i = λi, ..., Ω2
r = λr, vT1 , ..., vTi , ..., vTr

}T
(5.5)

Ïalej zmienená metóda ladenia sa nazýva metóda postupných lineárnych aproximácií.
Bola vybraná preto, lebo sa dá jednoducho naprogramova» a vzhµadom na jednoduchos»
úlohy sa dá dopracova» k výsledku v priebehu pár iterácíí. Ladené parametre budú vlastné
èísla Ω2

i = λ = li, pôjde teda o spektrálne ladenie. Predpokladajme, ¾e l(p) mo¾no v
okolí bodu p0 rozvinú» do taylorovej rady, prièom èleny s mocninou 2 a viac zanedbáme
(lineárna aproximácia). Pre i-tý ladený parameter mo¾no písa»

li = li(0) +
s∑
j=1

∂li
∂pj

(pj − pj(0)) (5.6)

a men¹ími úpravami dostaneme

li − li(0)

li(0)

=
s∑
j=1

[
∂li
∂pj

pj(0)
li(0)

] pj − pj(0)

pj(0)

(5.7)

V takto zapísanom tvare ide o relatívnu zmenu ladenej velièiny, vzhµadom k relatívnej
zmene ladiaceho parametru. Výraz v hranatej zátvorke mo¾no chápa» ako mieru zmeny
ladenej velièiny na zmenu ladeného parametra - citlivostný koe�cient sij, v tejto podobe
sa nazýva relatívny normalizovaný citlivostný koe�cient (prenásobenie èlenom

pj(0)
li(0)

)

sij =
∂li
∂pj

pj(0)

li(0)

(5.8)

kde index ij vyjadruje citlivos» i-tej ladenej velièiny na zmenu j-teho parametra. Ich
zoskupením mô¾eme získa» obecne obdå¾nikovú maticu citlivosti rozmeru [r × s]

L =

s11 ... s1s
...

. . .
...

sr1 ... srs

 (5.9)

Vzhµadom na úpravy bude rovnica 5.6 vyjadrená v maticovej podobe ako

∆l = L∆p (5.10)

kde

∆l =
{
l1−l10
l10

, ..., li−li0
li0

, ..., lri−lr0
lr0

}T
(5.11)

∆p =
{
p1−p10
p10

, ...,
pj−pj0
pj0

, ..., psi−ps0
ps0

}T
(5.12)

Z rovnice 5.10 si vyjadríme ∆p

∆p = (LTL)−1LT∆l = LL∆l (5.13)
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kde LL je µavá pseudoinverzná matica. V prípade, ¾e L je ¹tvorcová matica, pse-
udoinverzná matica rovná matici inverznej L−1. Rovnicu 5.13 rie¹ime iteraène. Pre j-tý
parameter mo¾no písa»

pj(n+1) = pj(n) + (pj)n

r∑
i=1

sLji(n)

l∗i − li(n)

li(n)

(5.14)

kde (n) vyjadruje iteraèný krok, sLji(n) je prvok pseudoinverznej matice a l∗i je po¾a-
dovaná hodnota parametru naladenia. V prípade preurèenej sústavy rovníc rovnica nemá
rie¹enie a dostávame jeho najlep¹ie mo¾né priblí¾enie. Ladenie zaèneme tým, ¾e urobíme
hrubý odhad hodnôt ladiacich parametrov pj(1), ktoré pou¾ijeme v prvom iteraènom cykle.
Ïalej stanovíme kritérium ukonèenia výpoètu, napríklad

r∑
i=1

∣∣∣ l∗−li(n)

l∗

∣∣∣ ≤ εl (5.15)

Na konci ka¾dého iteraèného kroku testujeme splnenie nerovnosti 5.15. Keï táto situ-
ácia nastane, ukonèíme výpoèet. Ïal¹ím mo¾ným kritériom je malá zmena sumy v¹etkých
ladiacich parametrov medzi 2 iteraènými krokmi

s∑
j=1

∣∣∣pj(n+1)−pj(n)

pj(n)

∣∣∣ ≤ εp (5.16)

Prípadne ho mo¾no pri pomalej konvergencii (alebo ne-konvergencii) ukonèi» prekroèe-
ním maximálneho poètu dovolených iteraèných krokov. Výstupom - rie¹ením sú hodnoty
ladiacich parametrov - v na¹om prípade elastických kon¹tánt.

5.2.1. Citlivostné koe�cienty

V matici citlivosti L vystupujú koe�cienty, ktoré sú parciálnymi deriváciami. Podrobné
odvodenie ich tvaru pre dynamické sústavy mo¾no nájs» napríklad v [20]. Pre citlivos»
vlastného èísla (λi = li) platí

∂li
∂pj

= vTi

(
∂K
∂pj

+ li
∂M
∂pj

)
vi (5.17)

kde K je matica tuhosti, M matica hmotnosti a v odpovedá vlastnému vektoru pre
i-tú vlastnú frekvenciu. Pri takejto de�nícii citlivostného koe�cientu je teda nutný prístup
do matice tuhosti a vektoru odpovedajúcemu vlastnému tvaru telesa (matica hmotnosti
sa zmenou elastických kon¹tánt materiálu nemení). Ak derivácie nahradíme doprednými
diferenciami, dostaneme

∂li
∂pj
≈ vTi

(
K(pj + ∆pj)−K(pj)

∆pj

)
vi (5.18)

SW Ansys disponuje skupinou príkazov APDL Math (4.7. APDL Math [27]), ktorá
umo¾òuje pomerne pohodlne pracova» s maticami MKP modelu. Matica tuhosti je ulo¾ená
v súbore .full a vlastné vektory normované podµa matice hmotnosti (defaultné nastavenie
modálnej analýzy) v súbore .mode z ktorých sa dajú 'vytiahnu»'. Z modálnej analýzy v
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n−tom kroku získame maticu tuhosti a vlastné tvary, prièom pre citlivos» i-tej frekven-
cie na j-ty parameter pou¾ijeme maticu tuhosti pre mierne pozmenenú hodnotu tohoto
parametra. Na to staèí v /solu nastavi» lineárne-elastickú statickú analýzu (nepotrebu-
jeme maticu hmotnosti) a pou¾i» príkaz wrfull, ktorý zastaví rie¹enie po sformovaní a
exportovaní matice tuhosti do .full súboru. Problémom je, ¾e pri tomto spôsobe výpoèet
niekedy nekonvergoval a okrem toho èasová úspora nebola významná.

Ïal¹ou mo¾nos»ou získania citlivostného koe�cientu je vyrie¹enie celého modelu pre
mierne pozmenenú hodnotu parametra. Pou¾itím dopredných diferencií dostaneme

∂li
∂pj
≈ li(pj + ∆pj)− li(pj)

∆pj
(5.19)

kde ∆pj je hodnota mierne pozmenená hodnota ladiaceho parametru. Takýto spôsob
je jednoduchý na implementáciu, jeho úskalie ale spoèíva v nutnosti rie¹ena MKP modelu
pre získanie daného citlivostného koe�cientu.

5.2.2. Realizácia ladenia v APDL

Bolo vytvorených niekoµko jednoduchých makier pre 2D prípad s pou¾itými kvadratickými
prvkami SHELL281 (layered keyoption), v ktorých je metóda postupných lineárnych apro-
ximácií naprogramovaná. Jedno z nich je vstupné makro, do ktorého sa zadajú potrebné
vstupné údaje o telesách, ako geometria, frekvencie, ¹tartovacie hodnoty modulov pru-
¾nosti, hustoty a podobne. Ich princíp je znázornený na obr. 5.1 uvedenom ni¾¹ie. Sú ale
pou¾iteµné len pre tenkostenné telesá, a ich funkènos» ukázaná len na uká¾kovom príklade.
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5. URÈOVANIE YOUNGOVHO MODULU PRU®NOSTI
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Obr. 5.1: Schéma popisujúca èinnos» makier. Obdobný algoritmus sa pou¾íva prakticky vo v¹et-
kých prípadoch iteraèných spôsobov získavania elastických kon¹tánt zalo¾ených na deriváciách -
citlivostných koe�cientoch

5.2.3. Uká¾kový príklad

Tento príklad má za cieµ ilustrova» spôsob urèenia youngovho modulu pru¾nosti viacerých
vrstiev telesa naraz u¾itím prvej ohybovej frekvencie. Sú dané 3 telesá z 3 materiálov
o moduloch pru¾nosti E(1), E(2) a E(3), prièom hrúbky ich vrstiev sú v rôznom pomere
vzhµadom k celkovej hrúbke telesa (3 rozdielne kon�gurácie) podµa obrázku 5.2 a tabuµky
5.1. Najprv bola spoèítaná vlastná frekvencia pre ka¾dé teleso u¾itím 'skutoèných hodnôt'
modulov pru¾nosti - imitácia rezonanènej skú¹ky. Tieto frekvencie boli potom pou¾ité ako
experimentálne, ku ktorým je sa treba dopracova» poèas ladenia.
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5.2. NUMERICKÝ PRÍSTUP - LADENIE MECHANICKÝCH SÚSTAV

Obr. 5.2: 3 tenkostenné telesá o rôznych hrúbkach vrstiev

teleso då¾ka ¹írka tlou¹»ka 1 tlou¹»ka 2 tlou¹»ka 3 frekvencia ohyb
- [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [Hz]
1 100 50 0.5. 0.5 0.5 875.5
2 100 50 1 0.5 0.5 1128
3 100 50 1 1 0.5 1842.9

Tabuµka 5.1: rozmery a frekvencie �ktívnych telies, hustota ρ = 6000kgm−3, poissonov pomer
µ = 0.22

Rozdielne pomery hrúbok spôsobujú rozdielnu závislos» vlastných frekvencií na modu-
loch pru¾nosti jednotlivých vrstiev daných telies. To robí citlivostnú maticu L regulárnou,
rie¹i sa teda iteratívne sústava 3 rovníc o 3 neznámych, prièom existuje jednoznaèné rie-
¹enie.

Obr. 5.3: Citlivostné koe�cienty frekvencií na moduly pru¾nosti vrstiev, t1, t2, t3: teleso 1, 2, 3,
farby odpovedajú modulom pru¾nosti jednotlivých vrstiev telies

Boli pou¾ité poèiatoèné hodnoty podµa tabuµky 5.2 a nastavený interval hodnôt, v
ktorom sa rie¹enie oèakáva, konkrétne spodná hranica 50 GPa a vrchná hranica 300GPa.
Výsledky sú zhrnuté v tabuµke a na obrázku ni¾¹ie. Odchýlky v desatinách GPa sú spô-
sobené zaokrúhlením hodnôt vlastných frekvencií, vzhµadom ku ktorým sa sústava ladila.
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5. URÈOVANIE YOUNGOVHO MODULU PRU®NOSTI

Obr. 5.4: Konvergencia ku skutoèným hodnotám

materiál E nástrel [GPa] E skut [GPa] E vypoèítané rozdiel E [%]
1 200 250 249.2 -0.3
2 300 200 200.8 +0.4
3 50 150 150.4 +0.3

Tabuµka 5.2: poèiatoèné, skutoèné a výsledné hodnoty

V prípade reálnych keramických laminátov nastali problémy okrem iného aj v tom, ¾e
telesá nebolo mo¾né modelova» ako rovinné, tieto makrá sú teda pre reálnu úlohu nepou-
¾iteµné.

Okrem toho boli makrá vyskú¹ané pre rôzne poèiatoèné hodnoty modulov pru¾nosti
a dopracovali sa ku rovnakým hodnotám, obrázky 5.5 a 5.6.
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5.2. NUMERICKÝ PRÍSTUP - LADENIE MECHANICKÝCH SÚSTAV

Obr. 5.5: Konvergencia ku skutoèným hodnotám pre poèiatoèné hodnoty youngových modulov
pru¾nosti 600/50/250 GPa

Obr. 5.6: Konvergencia ku skutoèným hodnotám pre pre poèiatoèné hodnoty youngových modulov
pru¾nosti 50/600/250 GPa
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6. EXPERIMENTÁLNE DÁTA

6. Experimentálne dáta
Ústav fyziky materiálov AVÈR poskytol skú¹obné vzorky, ktorých údaje sú zhrnuté

v tabuµke 6.1. Autorovi boli poskytnuté geometrické rozmery, snímky z mikroskopu,
hmotnos» a hustoty telies. Frekvencie a moduly pru¾nosti boli urèené na prístroji IMCE
HT1600. Frekvencia oop (out of plane - výchylky kolmo na rovinu vrstiev) znamená prvý
ohybový tvar kmitu, inp (in plane - výchylky v smere roviny vrstiev) je druhý ohybový
tvar kmitu. Autorovi ostalo za úlohu zmera» podµa fotiek z mikroskopu hrúbky jednotli-
vých vrstiev. V¹etky dáta sú uvedené v prílohe.

då¾ka ¹írka hrúbka hmotnos» frekvencia oop frekvencia inp
teleso [mm] [mm] [mm] [g] [Hz] [Hz]
AMZ 1 42.83 4.061 3.825 2.9602 15525.3 16499.7
ATZ 2 42.76 4.795 3.174 2.6262 17188.5 25292.8

laminát 3 42.77 4.043 3.400 2.4035 17950.2 21133.3
AMZ 4 49.41 4.015 3.683 3.2394 11135.9 11822.7

laminát P3 24.53 4.482 4.389 1.9506 65499.3 66939.2
laminát P16 20.61 4.225 4.376 1.5347 89655.1 86904

Tabuµka 6.1: Skú¹obné telesá (vzorky). Pre v¹etky materiály je uva¾ovaná hodnota poissonovho
pomeru µ=0.275. Hrúbky zmerané mikrometrom.

Súbor dát obsahuje 2 telesá z materiálu AMZ (Alumina monoclinic zirconia), 1 te-
leso z ATZ (Alumina tetragonal zirconia) a 3 lamináty pozostávajúce z 5 vrstiev ATZ a
4 tekných vrstiev AMZ, zhruba pravidelne rozmiestnených po hrúbke laminátu. Hrúbky
jednotlivých vrstiev boli zmerané spôsobom pozostávajúcim zo snímok získaných mikro-
skopom a následne spracovaných vo voµne dostupnom softvéri ImageJ, distribúcia Fiji [30].

Pri pohµade na snímky z mikroskopu je zrejmé, ¾e geometria vrstiev vykazuje urèité
nepravidelnosti, èo mô¾e ovplyvni» vhodnos» modelu geometrie idealizovaného ako ¹tvor-
boké hranoly le¾iace na sebe (obr.6.1).

Obr. 6.1: geometrické nepresnosti vo vrstvení laminátu P3
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Obr. 6.2: Malá relatívna hrúbka vrstiev AMZ voèi vrstvám ATZ

Lamináty P3 a P16 museli by» nakoniec z urèovania vylúèené. Pri pokuse o urèenie
modulu pru¾nosti tenkej vrstvy AMZ dosahovali výsledky nereálnych hodnôt. Namerané
hrúbky vrstiev sa po sèítaní významne lí¹ili od hodnoty hrúbky zmeranej mikrometrom.
Tento problém sa nepodarilo odstráni» ani po opakovaných meraniach. Bolo nutné si spo-
mínané skú¹obné vzorky prehliadnu» e¹te raz, prièom boli odhalené významné poru¹enia
predpokladov o geometrickom tvare telesa ako hranole, pomocou ktorého bola idealizo-
vaná jeho geometria. Steny le¾iace oproti sebe neboli rovnobe¾né, stena podstáv nebola
kolmá na boèné steny a hrúbka vrstiev AMZ sa viackrát menila skokovo po då¾ke telesa,
niekde sa vrstva AMZ úplne strácala (obrázok 6.3). Bolo by potrebné vytvori» podrobný
model geometrie, ktorý tieto skutoènosti zohµadòuje, to ale z èasových dôvodov nie je mo-
¾né. Ako jediný relatívne pou¾iteµný sa ukázal laminát 3. Geometrické údaje sú zhrnuté,
spolu s rozdielmi hodnôt z mikrometra a mikroskopu v tabuµke 6.2

hrúbky vrstiev [µm] + súèet mikroskop mikrometer rozdiel
laminát 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P3 774 75 787 73 870 71 816 66 775 4309 4389 -80
P16 764 73 831 73 835 75 829 72 739 4292 4376 -88

Tabuµka 6.2

Obr. 6.3: Nepresnosti v geometrii pre laminát P16

Nakoniec teda boli v práci vyu¾ité len monolitické vzorky AMZ a ATZ a laminát 3
zlo¾ený z tenkých vrstiev AMZ a hrubých vrstiev ATZ.
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7. PREZENTÁCIA VÝSLEDKOV RIE©ENIA

7. Prezentácia výsledkov rie¹enia
Vstupné údaje

Ako vstupné údaje poslú¾ili geometrické rozmery získané mikrometrom a snímok mik-
roskopu, hmotnos», v prípade uva¾ovania známeho youngovho modulu pru¾nosti jeho
hodnota a vlastné frekvencie, podµa kapitoly 6.

Model materiálu

V¹etky telesá v tejto kapitole boli modelované ako lineárne elastické a izortopné, v prí-
pade laminátu boli s obdobným modelom materiálu uva¾ované jeho vrstvy. Pre v¹etky
materiály bol uva¾ovaný poissonov pomer µ = 0.275. Hustota bola získaná ako podiel
hmotnosti telesa a objemu získaného z merania då¾ky, ¹írky a hrúbky.

Model geometrie a okrajových podmienok

Geometria telies bola modelovaná pomocou hranolu (APDL príklaz block), vrstvy boli
uva¾ované ako dokonalo spojené bez mo¾nosti vzájomného prokluzu. Toto spojenie bolo
realizované pomocou couplingu uzlov siete na rozhraní vrstiev (APDL príkaz cpintf).
Vzhµadom na skutoènos», ¾e modelujeme voµné kmitanie bez obmedzenia deformácie te-
lesa, neboli predpísané ¾iadne okrajové podmienky okrem symetrie vzhµadom na prvý a
druhý ohybový tvar kmitu. Vzhµadom k záverom z predchádzajúceho textu nebudeme v
prípade laminátu uva¾ova» zbytkové napätia vzniknuté pri jeho výrobe.

Nastavenie rie¹ièa

Na modálnu analýzu bola pou¾itá metóda Block Lanczos (modopt,lanb), teda nebolo uva-
¾ované tlmenie.

Algoritmus rie¹enia

Pre ladenie bol pou¾itý algoritmus (ladenie mechanických sústav) obdobný uvedenému v
kapitole 5 s tým rozdielom, ¾e sa ladilo vzhµadom k vlastnej frekvencii a nie ku kvadrátu
vlastnej uhlovej frekvencie.

7.1. Konvergencia siete vzhµadom na frekvenciu

Boli pou¾ité rozmery odpovedajúce nameraným na lamináte 3 (tabuµka 7.7), prièom mo-
duly pru¾nosti boli zvolené orientaène, nakoµko cieµom bolo len skúma» konvergenciu siete
s ohµadom na frekvenciu. Najskôr bol vyskú¹aný 8 uzlový prvok SOLID185. Aj napriek po-
stupnému zhus»ovaniu siete hodnoty vlastných frekvencií konvergovali len pomaly. Z hµa-
diska rozdielu frekvencií oproti experimentu by bola síce odchýlka pomerne malá, je v¹ak
potreba ju `stlaèi»' èo najni¾¹ie, aby sa èo najviac eliminovala chyba v numericky spoèíta-
ných frekvenciách. Toto je zhrnuté v obrázkoch a tabuµkách uvedených ni¾¹ie. Vzhµadom
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7.1. KONVERGENCIA SIETE VZH¥ADOM NA FREKVENCIU

na vlastné tvary prvej a druhej ohybovej frekvencie bola pou¾itá symetria a modelovaná
len polovica telesa.

Obr. 7.1: konvergencie siete pre prvú (in plane) a druhú (out of plane) ohybovú frekvenciu

V tabuµke ni¾¹ie znamená oop (out of plane) prvú ohybovú frekvenciu a inp (in plane)
druhú ohybovú frekvenciu,jednotlivé ståpce 2 a¾ 5 odpovedajú poètu delení po hrúbke
vrstvy ATZ respektíve AMZ.

delenie delenie delenie delenie frekvencia oop rozdiel frekvencia inp rozdiel
då¾ka ¹írka ATZ AMZ [Hz] [%] [Hz] [%]

1 12 3 1 1 17975.1 20644.1
2 14 4 1 1 17717.0 -1.436 20585.7 -0.283
3 16 5 2 1 17588.6 -0.725 20513.2 -0.352
4 18 6 2 1 17474.3 -0.650 20454.6 -0.286
5 20 7 2 1 17392.5 -0.468 20408.3 -0.227
6 22 8 2 1 17331.9 -0.348 20371.8 -0.179
7 24 9 2 1 17285.8 -0.266 20343.0 -0.142
8 26 10 2 1 17250.0 -0.207 20319.9 -0.113

Tabuµka 7.1: konvergencie siete pre SOLID185 s relatívnym rozdielom voèi predchádzajúcemu
deleniu
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delenie delenie delenie delenie frekvencia oop rozdiel frekvencia inp rozdiel
då¾ka ¹írka ATZ AMZ [Hz] [%] [Hz] [%]

1 12 3 1 1 17059.93 20175.16
2 14 4 1 1 17059.91 -0.0001 20174.85 -0.0016
3 16 5 2 1 17059.89 -0.0001 20174.75 -0.0005
4 18 6 2 1 17059.88 -0.0000 20174.72 -0.0001
5 20 7 2 1 17059.88 -0.0000 20174.71 -0.0001
6 22 8 2 1 17059.88 -0.0000 20174.70 -0.0000

Tabuµka 7.2: konvergencie siete pre SOLID186 s relatívnym rozdielom voèi predchádzajúcemu
deleniu

Obr. 7.2: Sie» pre model geometrie s vyu¾itím poloviènej symetrie

Nakoniec bolo zvolené delenie 22/8/2/1 v prípade poloviènej symetrie modelu a 22/4/2/1
v prípade ¹tvrtinového modelu, s ktorým sa uva¾ovalo v prípade uva¾ovania len prvej ohy-
bovej frekvencie a prvok SOLID186.

7.2. Homogénne telesá - monolity

Najprv bolo iteraèné makro skú¹obne overené na monolitických vzorkách keramiky (AMZ
1, AMZ 4, ATZ 2) z tabuµky 6.1. Hodnoty modulov pru¾nosti zistených pomocou MKP
boli porovnané s hodnotami urèenými na prístroji IMCE HT1600. Bol pou¾itý prvok
SOLID186 s delením då¾ka/¹írka/hrúbka 25/5/5 pre AMZ a 25/5/4 pre ATZ, a bola
pou¾itá polovièná symetria (då¾ka).
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7.2. HOMOGÉNNE TELESÁ - MONOLITY

Obr. 7.3: Youngov modul pru¾nosti, porovnanie MKP a dát z experimentu (ÚFM) pre monolity

teleso frekvencia [Hz] Eufm [GPa] EMKP [GPa] rozdiel [GPa]
AMZ 1 15525.3 247.8 246.5 -1.3
AMZ 4 11135.9 239.2 237.6 -1.6
ATZ 2 17188.5 390.2 389.0 -1.2

Tabuµka 7.3: Zhrnutie výsledkov pre out of plane frekvenciu

teleso frekvencia [Hz] Eufm [GPa] EMKP [GPa] rozdiel [GPa]
AMZ 1 16499.7 249.6 248.7 -0.9
AMZ 4 11822.7 228.5 226.9 -1.6
ATZ 2 25292.8 387.7 386.6 -1.1

Tabuµka 7.4: Zhrnutie výsledkov pre in plane frekvenciu

Z tabuliek 7.4 a 7.4 mo¾no vidie», ¾e bolo dosiahnuté dobrej zhody. Mierne ni¾¹ia
hodnota získaná pomocou MKP mô¾e by» spôsobená iným spôsobom zahrnutia hustoty,
keï dáta z ÚFM poèítali s hustotou získanou pomocou archimédovho zákona, zatiaµ èo
hustota bola do MKP zadaná ako podiel hmotnosti a geometrických rozmerov monolitic-
kých telies. Okrem toho pri telese AMZ 4 mo¾no vidie» pomerne výrazný rozdiel v module
pru¾nosti pri otoèení telesa o 90 stupòov.
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7.3. Laminát 3

Pri lamináte 3 bola situácia o nieèo priaznivej¹ia, ale aj tu sa ukázala nerovnomernos»
hrúbok a problémy pri meraní celkovej hrúbky. Dáta z mikroskopu obsahovali snímky pri
120, 240 a 2400 násobom zväè¹ení. Pri 120 násobnom zväè¹ení bol problém urèi» správnu
hrúbku tenkých vrstiev AMZ, 240 a 2400 násobné zväè¹enia zas poskytnú údaje len o
èasti laminátu, prièom hrúbky sa po då¾ke menia. Nakoniec boli pou¾ité dáta zo 2400 a
240 násobného zväè¹enia, 120 násobného zväè¹enia a priemer z nich. Boli vykonané 2 spô-
soby urèovania modulov pru¾nosti. V prvom bol modul hrubej vrstvy ATZ pova¾ovaný
za známy, a moduly ATZ boli urèované samostatne pre prvú a druhú ohybovú frekvenciu.
Pri druhom spôsobe bol predpoklad, ¾e modul pru¾nosti ani jednej z vrstiev nepoznáme
a bol pokus o urèenie charakteristík oboch vrstiev naraz u¾itím prvej a druhej ohybovej
frekvencie.

Obr. 7.4: Orientaène naznaèené vrstvy laminátu 3 pri 120 násobnom zväè¹ení, vo vrstvách AMZ
mo¾no vidie» povrchové trhliny z dôvodu vysokých hodnôt »ahových napätí na povrchu, vo vnútri
vrstiev sú napätia naopak tlakové

Urèenie youngovho modulu AMZ pri známom module ATZ

Pou¾itie prvej ohybovej frekvencie
Problém je, ¾e relatívne malý objemový podiel AMZ robí jeho vplyv na frekvenciu

nízky, na èo sa dá opaène hµadie» ako vysokú citlivos» hodnoty jeho modulu na frekven-
ciu, ako aj v¹etky ostatné vstupy. Toto bude o nieèo bli¾¹ie rozobraté v odstavcoch o pár
podkapitol ïalej, tu bude ukázaný len vplyv modulu ATZ pri jeho niektorých zvolených
hodnotách a tie¾ vplyv hrúbky vrstiev.

Ak sa zameriane èisto len na vplyv youngovho modulu ATZ pri pou¾ití out of plane
frekvencie a hrúbok získaných zo snímok z mikroskopu získaných pri 240 a 2400 násobnom
zväè¹ení, dostaneme nasledujúce hodnoty zhrnuté v tabuµke ni¾¹ie.
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7.3. LAMINÁT 3

známy modul ATZ rozdiel urèený modul AMZ rozdiel rozdiel
[GPa] [%] [GPa] [GPa] [%]

385 -1.28 343 +79 +28.4
388 -0.5 298 +31 +11.6
390 - 267 - -
392 0.5 238 -29 -10.8
395 1.28 195 -72 -26.9

Tabuµka 7.5: Závislos» hodnoty EAMZ na hodnote EATZ

Teda len pol percentná chyba v moduloch pru¾nosti vrstviev ATZ, ktorý predpokla-
dáme za známy spôsobí 11 percentnú chybu v module AMZ, èo je rovné a¾ 30 GPa do
kladných aj záporných odchýliek. Okrem toho podµa rezonanèných skú¹ok monolitov AMZ
je analogicky interval pre modul ATZ +-2 GPa nereálne nízky, a teda hodnoty pre AMZ
veµmi pravdepodobne nebudú odpoveda» realite. Pri hodnotách modulu ATZ v intervale
+-5 GPa sa dostaneme na interval + 28 resp. -27 percent, respektíve zhruba 70 GPa.
Takýto rozptyl hodnôt teda znemo¾òuje presné urèenie modulu pru¾nosti v »ahu AMZ
vrstiev pri ich danej relatívnej hrúbke.

Ïal¹ím problémovým parametrom je hrúbka telesa, resp. hrúbka jednotlivých vrstiev.
Merané dáta z ÚFM toti¾ obsahovali meranie celkovej hrúbky na 3 miestach laminátu,
prièom z 2 sa dali vyèíta» hrúbky jednotlivých vrstiev. Aj tu sa hrúbky lí¹ili, okrem toho
boli o nieèo ni¾¹ie ne¾ hrúbka zmeraná mikrometrom. Mikroskop pravdepodobne dosta-
toène nezachytil okraje vzorku, nastala chyba autora práce v spracovaní poskytnutých
snímok, prípadne bola meraná hrúbka v mieste s jej s najni¾¹ou hodnotou. Preto boli
spoèítané rôzne varianty. Pre hrúbku spoèítanú zo snímok so zväè¹ením 240x a 2400x,
hrúbku spoèítanú zo snímok so zväè¹ením 120x a pre priemernú hodnotu hrúbky z nich.
Okrem toho boli spoèítané varianty pre korekciu celkovej hrúbky a korekciu okrajov na
priemernú hrúbku získanú mikrometrom (korekcia okraj, korekcia celková), rozmery sú v
tabuµke 7.7. Okrem toho aj samotná hrúbka zistená mikrometrom sa pomerne dos» lí¹ila
po då¾ke telesa. Lep¹ie povedané, zdá sa, ¾e sa moc nelí¹i, ale vzhµadom na túto úlohu
je to pomerne dos». Pre v¹etky varianty je uva¾ovaný modul pru¾nosti ATZ vrstiev 390
GPa.

1 2 3 priemer
¹írka [mm] 4.042 4.043 4.045 4.043
hrúbka [mm] 3.376 3.406 3.419 3.400

rozdiel hrúbky voèi priemeru [%] -0.7 +0.2 +0.6 -

Tabuµka 7.6: ©írky a hrúbky zmerané mikrometrom pri lamináte 3

Ni¾¹ie sú zhrnuté namerané hrúbky pre v¹etky uvedené varianty. Ako jednotky sú u¾ité
mikrometre.
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vrstva 240 2400 korekcia okraj korekcia celková 120 kor. okr. kor. celk.
- [µm] [µm] [µm] [µm] [µm] [µm]

1 852 861 856 868 885 876
2 83 83 83 83 83 83
3 550 550 539 545 545 551
4 82 82 83 90 90 90
5 536 536 539 542 542 548
6 87 87 88 88 88 89
7 573 573 576 552 552 558
8 94 94 95 94 94 95
9 526 535 528 504 521 510

celkovo 3382 3400 3400 3365 3400 3400
rozdiel -18 - -35 - -

rozdiel [%] -0.5 - - -1 - -

Tabuµka 7.7: Hrúbky získané zo snímok z mikroskopu pri 240 a 2400 násobnom zväè¹ení a hrúbky
získané pri 120 násobnom zväè¹ení spolu s korekciami

vrstva priemer korekcia okaj korekcia celková
- [µm] [µm] [µm]

1 860 873 867
2 83 83 83
3 547 547 552
4 86 86 87
5 539 539 543
6 87 87 88
7 562 562 567
8 94 94 95
9 515 528 519

celkovo 3374 3400 3400
rozdiel -26 - -

rozdiel [%] -0.7 - -

Tabuµka 7.8: Hrúbky získané zo snímok z mikroskopu ako spriemerované hodnoty, plus korekcie
na priemernú hrúbku

Výsledky pre získané moduly pru¾nosti AMZ vrstvy sú zhrnuté ni¾¹ie, a ich rozptyl
(v tomto prípade ním nie je myslený ¹tatistický ukazovateµ) je neúmerne veµký
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7.3. LAMINÁT 3

stanovenie hrúbok / hrúbky EAMZ

- [GPa]
mikroskop 240 2400 267

korekcia okrajov 240 2400 175
korekcia celková 240 2400 178

mikroskop 120 365
korekcia okrajov 120 182
korekcia celková 120 182
mikroskop priemer 327

korekcia okrajov z priemeru 186
korekcia celá hrúbka z priemeru 185

Tabuµka 7.9: Moduly pru¾nosti AMZ vrstvy získané pre rôzne stanovené hrúbky vrstiev u¾itím
out of plane frekvencie, EATZ=390 GPa

Pou¾itie druhej ohybovej frekvencie
Pri druhej ohybovej frekvencii (in plane) sa problémy s hrúbkou prejavili v o nieèo

men¹ej miere. Vplyv modulu pru¾nosti ATZ vrstiev ostáva podµa oèakávania naïalej vy-
soký, aj keï jeho vplyv je tie¾ ni¾¹í v porovnaní s out of plane frekvenciou. Výsledky sú
znovu zhrnuté v tabuµkách uvedených ni¾¹ie.

známy modul ATZ rozdiel urèený modul AMZ rozdiel rozdiel
[GPa] [%] [GPa] [GPa] [%]

385 -1.28 315 +44 +16.2
388 -0.5 289 +18 +6.6
390 - 271 - -
392 0.5 253 -18 -6.6
395 1.28 227 -44 -16.2

Tabuµka 7.10: Vplyv hodnoty E modulu AMZ v závislosti na E module ATZ pri in plane frek-
vencii, pou¾itá hrúbka zmeraná zo 2400 a 240 násobného zväè¹enia bez korekcie

Gra�cky je závislos» modulu pru¾nosti AMZ vrstiev na moduloch pru¾nosti ATZ vrs-
tiev ukázaná na (obr. 7.5). V Matlabe je pou¾ité 'axis('equal')' pre zdôraznenie zlej pod-
mienenosti úlohy pre oba prípady.
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Obr. 7.5: Závislos» urèeného youngovho modulu AMZ na module pru¾nosti ATZ vrstiev

stanovenie hrúbok / hrúbky EAMZ

- [GPa]
mikroskop 240 2400 271

korekcia okrajov 240 2400 252
korekcia celková 240 2400 251

mikroskop 120 294
korekcia okrajov 120 255
korekcia celková 120 255
mikroskop priemer 284

korekcia okrajov z priemeru 255
korekcia celá hrúbka z priemeru 255

Tabuµka 7.11: Moduly pru¾nosti AMZ vrstvy získané pre rôzne stanovené hrúbky vrstiev u¾itím
in plane frekvencie, EATZ=390 GPa

7.3.1. Urèenie youngovho modulu AMZ aj ATZ naraz u¾itím pr-

vej a druhej ohybovej frekvencie

Vzhµadom nato, ¾e prvá a druhá ohybová frekvencia je rôzne citlivá na youngové moduly
pru¾nosti AMZ a ATZ, je v princípe mo¾né urèi» vlastnosti oboch materiálov z jedného
telesa pou¾itím práve týchto 2 vlastných frekvencií. Takýto spôsob je ale zle podmienený,
ako ukazuje obrázok 7.6, a výsledky sú podµa oèakávania znovu neuspokojivé.
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7.4. VPLYV POÈIATOÈNÝCH HODNÔT MODULOV PRU®NOSTI

Obr. 7.6: Bezrozmerná citlivos» prvej a druhej ohybovej frekvencie na youngove moduly pru¾nosti
ATZ a AMZ , získané z poslednej iterácie rie¹enia pre stanovenie hrúbky z mikroskopu pri 240
a 2400 násobnom zväè¹ení.

frekvencia ATZ AMZ celkovo
out of plane 0.477 0.023 0.500
in plane 0.462 0.037 0.499

Tabuµka 7.12: Bezrozmerná citlivos» prvej a druhej ohybovej frekvencie na youngove moduly
pru¾nosti ATZ a AMZ - èíselne.

Ni¾¹ie sú v tabuµke zhrnuté výsledky pre rôzne varianty stanovenia hrúbok.

stanovenie hrúbok / hrúbky EATZ EAMZ

- [GPa] [GPa]
mikroskop 240 2400 390 277

korekcia okraju 240 2400 378 360
korekcia cele 240 2400 378 360

mikroskop 120 402 191
korekcia okraju 120 379 352
korekcia cele 120 379 352
mikroskop priemer 397 225

korekcia okrajov z priemeru 378 361
korekcia celá hrúbka z priemeru 379 352

Tabuµka 7.13: Moduly pru¾nosti ATZ a AMZ vrstiev laminátu pri u¾ití prvých 2 ohybových
frekvencií

Ako mo¾no vidie», pre vrstvy ATZ bola zhoda v porovnaní s monolitickým vzorkom
vy¹¹ia ne¾ v prípadoch AMZ vrstievm ktorých moduly pru¾nosti opä» dosahovali nerea-
listických hodnôt.

7.4. Vplyv poèiatoèných hodnôt modulov pru¾nosti

Pri jednej neznámej (AMZ) sa hodnota výsledného youngovho modulu pru¾nosti ustálila
po tre»om iteraènom kroku. Pou¾ité vstupné hodnoty hrúbok sú získané z kombinácie
snímok z mikroskopu so zväè¹ením 2400 a 240 uva¾ovaním modulu pru¾nosti ATZ vrstvy
390 GPa (obr. 7.7).
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Obr. 7.7: Konvergencia hodnoty modulu pru¾nosti AMZ vrstiev pre rôzne poè. podmienky

Pri pri poèiatoènej hodnote 500 GPa pre ATZ a 100 GPa pre AMZ výpoèet konvergoval
pomaly, a bolo treba nastavi» spodnú hranicu pre AMZ (95 GPa), lebo po prvej iterácii
sa dostávala hodnota modulu pru¾nosti do záporných èísel ( obr.7.8 vpravo).

Obr. 7.8: Konvergencia hodnoty modulu pru¾nosti ATZ a AMZ vrstiev pre rôzne poè. podmienky
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8. Analýza výsledkov
Z výsledkov v predchádzajúcej kapitole je zrejmé, ¾e sú neuspokojivé. Tu bude ro-

zobratá èas» dôvodov. Urèovanie elastických kon¹tánt nepriamym spôsobom je zalo¾ené
na tom, akou mierou neznáme kon¹tanty na meranú velièinu, v tomto prípade vlastné
frevencie, vplývajú. Èím men¹í vplyv majú na vlastnú frekvenciu, tým väè¹í vplyv má
na ich správne urèenie frekvencia a tým pádom aj v¹etky ostatné merané velièiny. Hod-
noty predov¹etkým youngovho modulu pru¾nosti AMZ vrstiev dosahovali príli¹ veµkého
rozptylu. V ïal¹om budeme predpoklada», ¾e modul pru¾nosti ATZ je 390 GPa a mo-
dul pru¾nosti AMZ vrstiev je 250 GPa (hodnota modulu pru¾nosti získaného na konci
iteraèného rie¹enia).

8.1. Neistoty a chyby

Ako merané velièiny do výpoètu vstupujú geometrické rozmery skú¹obných telies, teda
då¾ka, ¹írka a hrúbky jednotlivých vrstiev. Ïalej merané rezonanèné frekvencie, hmot-
nos» (prípadne hustoty), v prípade vlastností známej vrstvy aj elastické charakteristiky
tejto vrstvy. Hodnoty týchto velièín nie je samozrejme mo¾né pozna» s dokonalou pres-
nos»ou a ich merané hodnoty sú za»a¾ené chybou. Chyby mo¾no deli» podµa charakteru
na náhodné a systematické. Systematická chyba ostáva kon¹tantná poèas opakovaných
meraní, náhodná sa mení nepredvídateµným spôsobom. Spoloène ich vyjadrujeme para-
metrom zvaným neistota merania. Neistoty v priamo meraných velièinách sa prejavujú aj
vo velièinách z nich odvodených. Na neistote sa vstupné parametre podieµajú rôznou mie-
rou, ktorá je vyjadrená prevodovými (citlivostnými) koe�cientmi. V ïal¹om sa obmedzíme
práve na vyjadrovanie citlivostných koe�cientov, takzvaných lokálnych citlivostí.

8.2. Citlivostná analýza

V [31] vychádzajúcom z ASTM ¹tandardu pre urèovanie modulu pru¾nosti je popísané
urèovanie neistoty v prípade telies z 1 materiálu. Prevodové koe�cienty sú vyjadrené
analyticky ako parciálne derivácie nepriamo meranej velièiny vzhµadom k priamo meraným
velièinám
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Napríklad pre vplyv prvej ohybovej frekvencie dostávame
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Obdobne by sme dostali citlivostné koe�cienty pre ostatné merané velièiny, hmotnos»
m, ¹írku b, då¾ku a a hrúbku t.
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8. ANALÝZA VÝSLEDKOV

V prípade, ¾e teleso je zlo¾ené z viacerých materiálov, nie je obecne mo¾né si neznámu
vyjadri» explicitne, vzhµadom na nelineárnu rovnicu 5.3.

Chyby v urèenej vlastnej frekvencii mo¾no deli» na chyby pri jej samotnom meraní
a chyby koneènoprvkového modelu spoèívajúce v tom, ¾e je zostavený z chybného mo-
delu geometrie (v prípade hrúbok bez korekcií na priemernú hrúbku) prípadne chybného
modelu materiálu (hmotnos», modul pru¾nosti vrstiev, ktorý predpokladáme za známy).
V¹etky tieto chyby sa podieµajú na nesprávnom urèení neznámeho modulu pru¾nosti.

Pre lep¹iu predstavivos» sa to dá ilustrova» nasledujúco: Do modelu geometrie budeme
vstupova» s nesprávne urèenou (vy¹¹ou) då¾kou, èo sa prejaví na ni¾¹ej tuhosti telesa po-
u¾itého pri ladení oproti skutoènému experimentálnemu telesu. Vzhµadom nato, ¾e model
spektrálne ladíme pomocou neznámeho modulu pru¾nosti, tento neznámy parameter musí
kompenzova» ni¾¹iu tuhos» a dostaneme tým jeho vy¹¹iu hodnotu ne¾ má v skutoènosti.
Frekvencia je ale málo citlivá na jeho zmeny z dôvodu malého objemového podielu a po-
lohy AMZ vrstiev, èím sa chyba e¹te násobí. Obdobne si to modul pru¾nosti AMZ vrstiev
'odnesie' pri nesprávne priradenom module pru¾nosti ATZ vrstiev a pri v¹etkých ostat-
ných parametroch.

Nasledujúci postup je obecnej¹ie v maticovej podobe pre väè¹ie mno¾stvo parametrov
popísaný v [32] alebo [33]. Pre prípad vplyvu modulu pru¾nosti ATZ (pri predpoklade
jeho poznania) na urèený modul AMZ vrstiev a pre vplyv då¾ky dostaneme

sEAMZ(EATZ) = −
sfrekv(EATZ)

sfrekv(EAMZ)

≈ −
∆f
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EATZ

f
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(8.5)
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Obdobne by sa dali vyjadri» vz»ahy pre ostatné parametre. Takto vyjadrené citlivostné
koe�cienty mo¾no interpretova» napríklad ako n-percentnú zmenu parametru v èitateli na
1-percentnú zmenu parametru v menovateli. Teda ak bude chyba v meraní då¾ky 1 %
a citlivostný koe�cient má hodnotu 10, bude podµa vz»ahu 8.6 chyba v urèení modulu
pru¾nosti AMZ vrstvy 10 %. To je aj hlavná výhoda takejto bezrozmernej de�nície koe�-
cientov, dajú sa dobre interpretova».

ANSYS vo svojej klasickej verzii postupne odstraòuje moduly z u¾ívateµského rozhra-
nia, ako aj optimalizaèný, preto je citlivostná analýza ruène napísaná v prostredí APDL.
Budeme pou¾íva» dopredné diferencie, obrázok 8.1. Hodnota takto urèeného koe�cientu
závisí na då¾ke diferenèného kroku, preto¾e závislosti medzi parametrami sú obecne ne-
lineárne. Pri veµkom kroku sa nesprávne postihuje nelineárna závislos», pri príli¹ malom
kroku sa mô¾u vyskytnú» numerické chyby. Pri skú¹aní rôznych då¾ok kroku sa ako vhodný
ukázal relatívny krok 0.001, èo je v dobrej zhode s [1]. Kritériom bola stabilita hodnoty
citlivostného koe�cientu pre då¾ky kroku v okolí (0.01, 0.005, 0.0005).
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Obr. 8.1: Dopredné diferencie a chyba voèi derivácii

8.2.1. Vplyv meraných velièín na youngov modul AMZ pri u¾ití

prvej ohybovej frekvencie

Ni¾¹ie je na obrázkoch vyjadrený vplyv jednotlivých vstupov na vlastnú frekvenciu. Uva-
¾ujeme youngov modul pru¾nosti 390/250 GPa pre ATZ/AMZ. Vplyv AMZ je len o nieèo
vy¹¹í ne¾ 0.02, teda prakticky ¾iadny (1 znaèí 1 percentný nárast i-tého parametra na 1 per-
centný nárast j-tého parametra pri lineárnej závislosti, teda pre koe�cient 0.02 znamená,
¾e 1 percentný nárast modulu pru¾nosti AMZ vrstiev sa prejaví iba 0,02 percentným ná-
rastom vlastnej frekvencie). Problematické je, ¾e nízka citlivos» modulu pru¾nosti AMZ je
èlen, ktorého prevrátenou hodnotou sa prenásobujú v¹etky citlivosti v prípade, ¾e chceme
získa» citlivos» modulu pru¾nosti AMZ vrstiev na frekvenciu, geometriu a modul ATZ
vrstiev. Dostaneme tým neúmerne vysokú citlivos» vzhµadom na v¹etky vstupné velièiny.

Uva¾ova» celkovú hrúbku nie je úplne korektné, lebo tá sa skladá z hrúbok AMZ aj ATZ
vrstiev, ale v prípade citlivostného koe�cientu vzhµadom na hrúbku budeme zjednodu¹ene
predpoklada», ¾e x-násobne nesprávne urèená celková hrúbka bude daná súètom x-násobne
nesprávne urèených hrúbok AMZ a a x-násobne nesprávne urèených hrúbok ATZ vrstiev.

Obr. 8.2: Bezrozmerné citlivosti prvej ohybovej frekvencie na parametre vstupujúce do výppoètu
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Obr. 8.3: Bezrozmerné citlivosti modulu pru¾nosti AMZ vrstiev na parametre vstupujúce do
výppoètu

Z obrázku 8.3 mo¾no vidie» napríklad to, ¾e 1 percentná chyba v zmeranej vlastnej
frekvencii spôsobí takmer 50 percentnú chybu v urèenom module pru¾nosti AMZ vrstiev,
prièom chybné zmeranie ostatných velièín sa takisto prejaví v chybe v urèení modulu
pru¾nosti neúmerne vysokým spôsobom.

O nieèo priaznivej¹ia situácia by nastala napríklad v prípade, keby vrstvy AMZ tvorili
vy¹¹í objemový podiel z celkového objemu telesa. Na obrázkoch ni¾¹ie je táto situácia
ukázaná pre prípad, ¾e v¹etky vrstvy sú rovnako hrubé (400 mikrometrov). Då¾ka, ¹írka
a hmotnos» sú identické s laminátom 3.

Obr. 8.4: ATZ(modrá farba), AMZ (�alová), objemový podiel AMZ 4/9

Zvý¹ila by sa citlivos» vlastnej frekvencie na modul AMZ vrstiev èo by sa pozitívne
prejavilo aj v citlivostiach vrstiev na vstupy, ako ukazuje obrázok 8.6. To ale neodpovedá
reálnym dátam.
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Obr. 8.5: Citlivosti vlastnej frekvencie na parametre pre prípad podµa obrázku 8.4

Obr. 8.6: Citlivosti urèeného modulu pru¾nosti AMZ vrstiev pre prípad podµa obrázku 8.4

Na obr. 8.7 sú 3 rôzne polohy materálu 2. Hrúbky jednotlivých vrstiev sú:

prípad 1: 600, 200, 200, 200, a 600 mikrometrov
prípad 2: 200, 200, 1000, 200 a 200 mikrometrov
prípad 3: 200, 1400 a 200 mikrometrov

Je zrejmé, ¾e s zvy¹ujúcou sa vzdialenos»ou od neutrálnej osy narastá vplyv jeho mo-
dulu pru¾nosti na vlastnú frekvenciu. Vyplýva to aj z analytických vz»ahov pre ohybové
kmitanie nosníka (vz»ahy 4.7 a 4.9), kde je modul pru¾nosti prenásobovaný kvadratickým
momentom prierezu vrstvy vzhµadom k neutrálnej ose. Teda okrem samotného objemo-
vého podielu je podstatná aj poloha zlo¾iek laminátu. V prípade telesa pou¾itého ako
zdroj experimentálnych dát sú vrstvy neznámeho AMZ zhruba uprostred, prièom okraje
laminátu boli tvorené hrubými vrstvami ATZ. Ich rozmiestnenie podµa ni¾¹ie uvedeného
prípadu by takisto zní¾ilo chybu.
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Obr. 8.7: Citlivos» ohybovej frekvencie na moduly pru¾nosti pre 3 rôzne polohy materiálu s mo-
dulom E2=250 GPa, E1=300 GPa

Ni¾¹ie sú vyjadrené citlivosti pre prípady 1 (modrá) a 2 (¾ltá) a je vidie», ¾e rozdiel je
výrazný.

Obr. 8.8: Citlivostné koe�cienty urèeného E2 vzhµadom na parametre pre prípady 1 a 2

8.2.2. Vplyv meraných velièín na youngov modul AMZ pri u¾ití

druhej ohybovej frekvencie

Hrúbka je ako rozmer najviac problémová. Keby sa pou¾ila namiesto prvej ohybovej frek-
vencie druhá, kmitanie v tomto prípade nastáva kolmo na smer prvej ohybovej frekvencie.
V tom prípade sa síce zní¾i citlivos» neznámeho modulu pru¾nosti na hrúbku, ale narastie
vplyv ¹írky. Tá je ale podµa dostupných dát z merania menej nepravidelná (tab. 7.6).
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Taktie¾ vplyv AMZ na vlastnú frekvenciu je v tomto prípade o nieèo vy¹¹í, konkrétne
hodnoty bezrozmerných citlivostí sú 0.465 a 0.034 (pri out of plane to bolo 0.021, èi¾e
nárast o pribli¾ne 1/3).

Obr. 8.9: Bezrozmerné citlivosti modulu pru¾nosti AMZ vrstiev na parametre vstupujúce do
výpoètu pri druhej ohybovej frekvencii

Vplyv ¹írky a hrúbky sa v tom prípade 'otoèí'. To aj odpovedá spoèítaným výsledkom,
keï pri in plane frekvencii bol rozptyl hodnôt E modulu AMZ ni¾¹í.

8.2.3. Citlivosti prvých 6 vlastných frekvencií na moduly pru-

¾nosti zlo¾iek laminátu 3

Ako je mo¾no vidie» z obrázku 8.10, modul pru¾nosti AMZ vrstvy nemá významný vplyv
na ¾iadnu z prvých 6 vlastných frekvencií, prièom najmenej nepriaznivá situácia je pre
prvú torznú frekvenciu. Aj pri nej je v¹ak citlivos» vlastnej frekvencie na zmenu modulu
pru¾nosti AMZ vrstiev len pä»percentná. Aj napriek tomu by sa pomerne významne zní¾il
vplyvy chýb v urèení v¹etkých meraných velièín vstupujúcich do výpoètu (obr. 8.12).
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Obr. 8.10: Bezrozmerné citlivostné koe�encienty pre prvých 6 vlastných frekvencií vzhµadom k
modulom pru¾nosti ATZ a AMZ vrstiev laminátu

tvar ATZ AMZ
ohyb 1 (out of plane) 0.479 0.021
ohyb 2 (in plane) 0.466 0.034

ohyb 3 (out of plane) 0.476 0.024
ohyb 4 (in plane) 0.466 0.034

krut 1 0.450 0.05
ohyb (out of plane) 5 0.471 0.029

Tabuµka 8.1: Citlivosti prvých 6 vlastných frekvencií na moduly pru¾nosti zlo¾iek laminátu

Obr. 8.11: Prvých 6 vlastných tvarov pre laminát 3
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Obr. 8.12: Citlivostné koe�cienty pre EAMZ pri torznej frekvencii

Obr. 8.13: Citlivostné koe�cienty pre EAMZ vzhµadom na parametre pri prvých 2 ohybových a
torznej frekvencii - porovnanie

Dá sa teda zhodnoti», ¾e youngov modul pru¾nosti AMZ vrstiev laminátu 3 je s roz-
umnou a prakticky vyu¾iteµnou presnos»ou len »a¾ko urèiteµný, prièom prekvapujúco sa
ako najviac perspektívna ukazuje prvá torzná frekvencia, ktorá by dávala mierne lep¹ie
výsledky ne¾ druhá ohybová frekvencia v najproblematickej¹ích parametroch, EATZ a
hrúbke. Úloha je naïalej zle podmienená, hlavne preto, ¾e presne nepoznáme modul pru-
¾nosti ATZ vrstiev a hodnota citlivostného koe�cientu preò je stále vysoká, konkrétne -10
a pre prípad hrúbky je citlivostný koe�cient prakticky rovnaký. V FFT zázname bolo vi-
die» malý peak pravdepodobne torznej frekvencie o hodnote 66190 Hz. Pri skú¹aní teleso
naladi» na torznú frekevnciu dosahovali hodnoty modulu pru¾nosti AMZ nerealistických
èísel.
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9. ZÁVER

9. Záver
Cieµom tejto práce bolo popísa» spôsob urèenia elastických kon¹tánt jednotlivých vrs-

tiev viacvrstvých ¹truktúr - keramických laminátov. Urèovanie bolo obmedzené na youn-
gov modul pru¾nosti. Prvá èas» bola zameraná na re¹er¹ dostupnej literatúry a z nej
vyvodené závery. Bolo zistené, ¾e metodika pre zis»ovanie elastických kon¹tánt jednotli-
vých vrstiev viacvrstvých telies z rôznych materiálov existuje. Ïalej boli uvedené mo¾nosti
jednak analytického výpoètu na základe teórie ohybového kmitania bernoulliho nosníka,
ako aj urèovania pomocou ladenia a MKP, pomocou ktorého sa youngov modul pru¾nosti
nakoniec urèoval. Bol uvedený ilustraèný príklad s tromi �ktívnymi telesami z 3 materiá-
lov, v ktorom sa urèli v¹etky 3 neznáme moduly pru¾nosti.

Ïalej boli urèené moduly pru¾nosti monolitických vzoriek ATZ a AMZ, prièom hod-
noty získané pomocou MKP a prístroja IMCE HT1600 umiestnenom v priestoroch ÚFM
AVÈR boli v dobrej zhode. Pre laminát zlo¾ený z vrstiev AMZ a ATZ bol pokus o urèenie
modulu pru¾nosti tenkých AMZ vrstiev, prièom sa nepodarilo uspokojivo urèi» jeho hod-
notu. Obdobne tomu bolo pri pokuse o urèenie modulov pru¾nosti oboch vrstiev laminátu
u¾itím prvých dvoch vlastných frekvencií laminátu. Jedine pri pou¾ití druhej ohybovej
frekvencie sa jeho hodnoty blí¾ili hodnotám nameraným na monolitických vzorkoch pri
korekcii hrúbky na priemernú hodnotu získanú mikrometrom.

Následná citlivostná analýza ukázala, ¾e malý objemový podiel AMZ vzhµadom k cel-
kovému objemu telesa a poloha jeho vrstiev v lamináte robí urèovanie jeho youngovho
modulu veµmi problematické z dôvodu vysokej citlivosti prakticky na v¹etky velièiny, na
ktorých jeho hodnota závisí. Predov¹etkým sa ako problémová ukázala hrúbka laminátu,
hrúbky jednotlivých vrstiev a youngov modul ATZ vrstiev laminátu. Úloha bola zle pod-
mienená, teda malé rozdiely vo vstupných parametroch vyvolali rádovo vy¹¹ie rozdiely v
urèenom youngovom module pru¾nosti.

Okrem zlej podmienenosti úlohy ale treba prizna» aj autorove problémy pri stanovovaní
hrúbok jednotlivých vrstiev a celkovej hrúbky telesa z poskytnutých snímok z mikroskopu.

Z uvedeného vyplýva, ¾e urèovanie elastických kon¹tánt jednotlivých zlo¾iek laminátu
je za urèitých okolností pomerne problematické a doporuèenie by sa dalo zhrnú» tak, ¾e
pre presnej¹ie urèenie je potrebný vy¹¹í objemový podiel neznámych vrstiev, prípadne
ich poloha ïalej od neutrálnej osi, aby sa zvý¹ila citlivos» vlastnej frekvencie na neznáme
elastické kon¹tanty a tým zní¾ila citlivos» urèovaných hodnôt elastických kon¹tánt na hod-
noty ostatných meraných, prípadne známych velièín vstupujúcich do výpoètu. Je vhodné
si nájs» takú vlastnú frekvenciu, ktorá je pre príslu¹ný neznámy parameter najviac citlivá.
A samozrejme je vhodný väè¹í poèet vhodných skú¹obných telies.
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10. Zoznam pou¾itých skratiek a
symbolov

E youngov modul pru¾nosti, modul pru¾nosti v »ahu

G modul pru¾nosti v ¹myku

µ poissonov pomer

L då¾ka, matica citlivosti

a då¾ka

b ¹írka

t hrúbka / vý¹ka

w posuv v smere osi z

f frekvencia

ω uhlová frekvencia

λ koreò frekvenènej rovnice, vlastné èíslo

ρ hustota

A obsah plochy prierezu

J kvadratický moment prierezu

s citlivostný koe�cient

m hmotnos»

D ohybová tuhos»

p parameter (obecne)

l ladený parameter

z súradnica pou¾ívaná pri viacvrstvom nosníku

T,A,B korekèné faktory
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