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Abstrakt

Praca sa zaobera urcovanim mechanickych vlastnosti zloziek kompozitnej keramiky ne-
priamym spdsobom, konkrétne youngovym modulom pruznosti. Na zédklade reSersnej sti-
die bolo zistené, 7e existuje popisany spdsob urcovania elastickych vlastnosti jednej,
pripadne aj viacerych zloziek kompozitnych viacvrstvych materidlov na zaklade expe-
rimentalnej modélnej analyzy a modalnej analyzy pomocou MKP, pripadne analytickych
vztahov. Metdda pomocou MKP bola oskiiSand na keramickom laminate, kde sa urco-
val youngov modul pruznosti jednej z jej zloziek. Okrem toho bola snaha uré¢it youngove
moduly pruznosti oboch zloziek materialu uzitim prvych dvoch ohybovych vlastnych frek-
vencii. Nepodarilo sa dosiahnut uspokojivych vysledkov. Citlivostna analyza ukéazala, ze
vrstvy, ktorych youngov modul pruznosti sa urc¢oval sit vzhladom na svoju mala relativnu
hrabku v porovnani s hribkou lamindtu a pre polohu v lamindate prili§ citlivé na malé
zmeny vstupnych parametrov. Na zaklade tohoto boli v zavere uvedené doporucenia pre
vhodnli geometriu skSobnych telies.

Abstract

Thesis deals with determination of layerwise mechanical properties of composite ceramics
by indirect method, namely Youngs modulus. Based on literature review, it was found
that a method to determine elastic properties of one or more components of multi layered
composites based on experimental modal analysis and finite element modal analysis, or
analytical approach exists. Method based on FE modal analysis was applied to ceramic
laminate, where it was attempt to determine youngs modulus of one component. Beyond
that, it was attempt to determine Youngs moduli of both components using first two
bending resonant frequencies. Results were unsatisfying. Sensitivity analysis showed that
layers with unknown Youngs modulus were overly sensitive to small changes in input
parameters due to their small relative thickness with respect to thickness of laminate and
due to location in laminate. Based on this conclusion, recommendations were made with
respect to suitable geometry of test specimens.
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AMZ, ATZ, experimentalna modalna analyza, keramicky laminat, MKP, modélna ana-
lyza, metdda postupnych linedrnych aproximacii, zvukova rezonancia
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Reditel Ustavu Vam v souladu se zakonem & 111/1998 o vysokych Skolach a se Studijnim
a zkugebnim fadem VUT v Brné uréuje nasledujici téma diplomove prace:

Uréovani mechanickych charakteristik materiali vicevrstvych struktur
s vyuzitim metody zvukové rezonance a modalni MKP analyzy

Struéna charakteristika problematiky ukolu:

Népini prace bude sestaveni metodiky pro urdovani elastickych materialovych charakteristik
jednotlivych komponent vicevrstvych struktur pomoci metody zvukové rezonance, ktera k jejich
stanoveni (u monolitickych material(l) vyuZiva rdzem vybuzenou prvni viastni (ohybovou) frekvenci -
méfenou na tramedékovém vzorku ,libovolnych* rozmérd. Z této vlastni frekvence a rozméru vzorku se
nasledné (s vyuZitim empirickych vztahl danych pfislusnou normou) stanovi hledané materialove
charakteristiky. Norma k této metodé je vak definovana pouze pro monoliticky (homogenni) vzorek
a nelze ji tak pfimo pouZit v pfipadé kompozitnich (vicevrstvych) materialt, kde jsou neznamé
materialové charakteristiky u jedné, pfipadné vice komponent. Cilem prace by tedy bylo navrhnout
metodiku, kterd by umozZnila vyuZiti rezonanéni metody i pro stanoveni mechanickych charakteristik
jednotlivych materidll vicevrstvé struktury bez nutnosti pfipravovat monolitické vzorky vSech
pFitomnych materialdl. K FeSeni problematiky by byla vyuZita redina experimentalni data (namérfena na
keramickych laminatech), déle (studentem navrZzend) parametrickd modalni analyza v MKP softwaru
ANSYS, a pro jednoduché pFipady muze byt vyuZito i analytického pfistupu.

Cile diplomové prace:

1) Provést reSeri v oblasti urovani elastickych charakteristik homogennich i vicevrstvych struktur
pomoci nepfimych metod a zaméfit se na metodu zvukove rezonance.

2) Vytvofit nastroj pro vypocet viastnich frekvenci monolitického volného prizmatického nosniku a tyto
vlastni frekvence verifikovat s experimentalné namé&fenymi daty na konkrétnich vzorcich dostupnymi
v literature.

3) Vytvorit parametricky MKP model v systému ANSYS pro modalni analyzu (vypocet vlastnich
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frekvenci) monolitické/vicevrstvé struktury a opét verifikovat jeho funkénost jako v bodu 2.

4) Analyzovat vztah mezi viastni frekvenci 2 komponentniho laminatu a rozlozenim jednotlivych vrstev
po jeho vydce (pfi zachovani stejného objemového podilu komponent), dale vztah mezi objemovym
podilem jednotlivych materidlovych komponent a viastni frekvenci vzorku, pfipadné vztahy mezi
dal$imi parametry a vlastni frekvenci pro detailn&j§i pochopeni problému a mozZnosti definovat zavéry
obecnéjSiho charakteru.

5) Definovat metodiku jak s vyuZitim metody zvukové rezonance, MKP modélni analyzy (pfipadné
analytického Fedeni) a zakladnich vztahG mechaniky kompozitd uréit u vicevrstvé struktury neznamé
elastické charakteristiky jedné z jejich komponent a ovéfit funkénost této metodiky porovnanim
s realnymi charakteristikami.

Seznam literatury:

ANSYS Inc (2015), ANSYS Release 16.2 User's Manual, Swanson Analysis Sys. Inc, Pensylvania.

ASTM E1875-08 (2013), Standard Test Method for Dynamic Young’s Modulus, Shear Modulus, and
Poisson’s Ratio by Sonic Resonance.

Dickson, R. W. and J. B. Wachtman (1971), An alumina standard reference material for resonance
frequency and dynamic elastic moduli measurement. |. For use at 25 C , Journal of Research of the
National Bureau of Standards Section A: Physics and Chemistry, 75A, 155.

Petyt, M. (2010), Introduction to Finite Element Vibration Analysis, 2nd ed., 518 pp., Cambridge
University Press, New York, USA.

Qatu, M. S. (2004), Vibration of Laminated Shells and Plates, 409 pp., Elsevier, Amsterdam.

Termin odevzdani diplomové prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2016/17.

V Brné, dne 4. 11. 2016

prof. Ing. Jindfich Petruska, CSc. doc. Ing. Jaroslav Kazi)licky, Ph.D.
It

feditel Ustavu dékan fakulty

Fakulia strojniho inZenyrstvi, Vysoké uéeni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Prehlasujem, 7ze som diplomovt pracu vypracoval samostatne pod vedenim vediceho
diplomovej prace s pouzitim literatiry citovanej na konci.

Be. Jan Fodor






Chcel by som podakovaf vediicemu prace Ing. Oldfichovi Seveckovi, Ph.D. za trpezli-
vost, poskytnuty ¢as a cenné rady, Ing. Zdenikovi Chlupovi, Ph.D. za experimentalne data
a konzultacie a rodi¢om za plnt podporu pocas studia.

Be. Jan Fodor



OBSAH

Obsah

1 Uvod 3
2 Resers literatury 4
2.1 ASTM Standard E1875-08 (2013) . . . . . . . . .. ... 4
2.2 Urcovanie mechanickych charakteristik nepriamymi metédami . . . . . . . D
2.3 Zistovanie charakteristik jednotlivych zloziek materidlu . . . . . . . . . .. 7
2.3.1 Pourzitie analytickych vztahov . . . . .. .. ... ... ... ... 7
2.3.2  Urcovanie pomocou MKP a optimalizacie. . . . . . . ... ... .. 8
3 Analyza tlohy 12
3.1 Systém podstatnych veli¢in. . . . . . ... ... .. ... ... ... 12
3.2 Typ tlohy a volba metddy rieSenia . . . . . . . . ... ... ... 12
4 Teoreticky avod 14
4.1 Volné prieéne kmitanie nosnikov . . . . . . . ... ... L. 14
4.2 Modalna analyza v MKP . . . . .. .. .. oo 16
4.3 Porovnanie analytického a MKP rieSenia s referen¢nymi telesami . . . . . . 17
4.4  Experimentalna modalna analyza . . . . . ... .. .. ... ... ... .. 18
4.5 Vplyv sposobu zahrnutia hustoty materidlov . . . . . . .. ... ... ... 19
4.6 Vplyv zbytkovych napéati . . . . . . .. ... oo 22
5 Urcovanie youngovho modulu pruznosti 25
5.1 Analyticky spésob . . . . . ... 25
5.2 Numericky pristup - ladenie mechanickych sastav . . . . . .. ... .. .. 25
5.2.1 Citlivostné koeficienty . . . . . . . ... ..o 27
5.2.2 Realizacia ladenia v APDL . . . . .. ... ... . ... ....... 28
5.2.3 Ukédzkovy priklad . . . . .. .. .o oo 29
6 Experimentalne data 33
7 Prezentacia vysledkov rieSenia 35
7.1 Konvergencia siete vzhladom na frekvenciu . . . . . .. .. ... ... ... 35
7.2 Homogénne telesd - monolity . . . . . . . . .. .. oo 37
7.3 Lamindt 3 . . . . . . . . 39
7.3.1 Urcenie youngovho modulu AMZ aj ATZ naraz uzitim prvej a dru-
hej ohybovej frekvencie . . . . . .. ..o Lo 43
7.4 Vplyv pociatocnych hodnot modulov pruznosti . . . . . .. ... ... ... 44
8 Analyza vysledkov 46
8.1 Neistoty achyby . . . . .. . . 46
8.2 Citlivostnd analyza . . . . . . . .. ... L 46
8.2.1 Vplyv meranych veli¢in na youngov modul AMZ pri uziti prvej ohy-
bovej frekvencie . . . . . ..o 48
8.2.2  Vplyv meranych veli¢in na youngov modul AMZ pri uziti druhej
ohybovej frekvencie . . . . . .. ... oL 51



OBSAH

8.2.3  Citlivosti prvych 6 vlastnych frekvencii na moduly pruznosti zloziek
lamindtu 3 . . . . . . ...

9 Zaver

10 Zoznam pouzitych skratiek a symbolov



1. UVOD

1. Uvod

Urcovanie mechanickych charakteristik materidlov pomocou metddy experimentalne;j
modalnej analyzy patri medzi nedestruktivne metddy, vyuzivajice vztah medzi mecha-
nickymi vlastnostami materidlu a jeho modéalnymi vlastnostami. Vyuziva vztah medzi tu-
hostou telesa, ktord je funkciou jeho elastickych konstant a vlastnymi frekvenciami telesa.
V spojeni s parametrickou modalnou analyzou pomocou MKP a optimalizaciou, pripadne
analytickymi vztahmi je to rozsireny sposob urcovania elastickych vlastnosti materidlov.
Niekedy je vyhodnejsie pouzivat takéto nedestruktivne metédy namiesto destruktivnych,
napriklad v pripade, Ze skiSobné teleso musi byt aj po skiiske pouzitelné. Pripadne malé
rozmery telesa nedovoluju pouzit iny typ skasky.

Nestandardna situacia

V standardoch ASTM je popisand metodika urc¢ovania dynamického youngovho modulu
pruznosti, modulu pruznosti v Smyku a poissonovho pomeru izotropného telesa - nosnika
na zaklade experimentalnej modélnej analyzy (metédou zvukovej rezonancie) a analytic-
kych vztahov s korekénymi faktormi pre rozmery sktisobného telesa. Takymto sposobom
dostaneme v pripade materidlov zloZenych z viac zloziek len takzvané efektivne (niekedy
nazyvané inzinierske) hodnoty spominanych elastickych charakteristik skiSobného telesa
je v literatire urcovaniu charakteristik jednotlivych zloZiek venovana aZz na niekolko vy-
nimiek, napriklad [1], [2], mal4 pozornost.

Formulacia a ciele rieSenia tlohy

Na zaklade reSerse literatiry sa zadanie tejto prace neda povazovat za problém, lebo
bolo zistené, zZe je algoritmus rieSenia v podstate popisany. Jednak analytickym sposobom
pouzitim bernoulliho tedrie nosnika, tak aj numerickym spésobom pouzitim dostupného
MKP softvéru. Cielom prace je overit metodiku, pripadne ju rozsirit o zistené zavery, ako
pomocou experimentalnej modalnej analyzy a modalnej MKP analyzy v.SW ANSYS,
pripadne analytickych vztahov urcit elastické charakteristiky jednej zlozky bez nutnosti
pripravovat monolitické skuSobné vzorky jeho jednotlivych vrstiev (zloZiek). K rieSeniu
budi dostupné data namerané na redlnych keramickych laminéatoch.



2. Resers literatuary
2.1. ASTM Standard E1875-08 (2013)

Standard Test Method for Dynamic Young’s Modulus, Shear Modulus, and
Poisson’s Ratio by Sonic Resonance [3]

Dokument ASTM! popisuje metédu uréenia dynamického youngovho (v dalsom bude
dynamicky modul pruznosti nazyvany modul pruznosti, budeme predpokladat, Ze rozdiely
v ich hodnote st pri izbovych teplotach u keramiky rieSenej v tejto praci zanedbatelné)
modulu pruznosti, modulu pruznosti v $myku a poissonovho pomeru pomocou zvukovej
rezonancie a analytickych vzfahov s korekénymi faktormi pre geometriu telesa. Specificky
je postup urceny pre elastické, homogénne a izotropné materidly, v pripade kompozitov
dostaneme hodnoty elastickych konstant bez informécie o jednotlivych komponentach,
tie mozno za urcitych okolnosti dopocitat. Je mozno merat za izbovych, zvySenych aj
kryogénnych teplot. Dalej st v dokumente obsiahnuté informécie o doporucenych rozme-
roch sktobnych telies, umiestneniu podpor pre jednotlivé tvary kmitu (prvy ohybovy a
prvy torzny), meracom aparate a podobne. Pre konkrétne druhy materidlov sa pre blizsie
informécie odkazuje na dalsie Standardy
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Obr. 2.1: Typicky meract apardat [7]

Stru¢ne pre vypocet elastickych konstant, obdlznikovy prierez nosnika: Pre youngov

modul plati
E—09465—mf?L3T 2.1

=0. e (2.1)

kde E [Pa] je youngov modul pruznosti, m [g] hmotnost (nosnika), b [mm] Sirka,

L [mm] dizka, ¢t [mm] hrtibka, f; [Hz] - prva vlastnd ohybové frekvencia (flexural) a

Ty = f(u,t/L) je korekény faktor zahriujici vplyv rotacnej zotrvacnosti a Smyku, ktory sa

prejaviuje vo zvySenej miere imerne s rastcim pomerom hribky ku dizke nosnika tym, Ze

znizuje vlastna frekvenciu. V zévislosti na rozmeroch a znalosti poissonovho pomeru bud

zistime E priamo, alebo pomocou iterativneho vypoctu zahrntjiceho néstrel poissonovho

! American Society for Testing and Materials International [1].



2. RESERS LITERATURY

pomeru 4 a v¥pocet modulu G. Modul pruznosti v smyku pre obdlZnikovy prierez ziskame
pomocou vztahu

_ 4Lmf}
bt

kde G [Pa] je modul pruznosti v Smyku, f; [Hz] prva vlastna torzna frekvencia (torsi-
onal) a A, B[t/b] su korekéné faktory.

G [B/(1+ A)] (2.2)

2.2. Urcovanie mechanickych charakteristik nepriamymi
metodami

Resers dostupnej literatary

7 hladiska sposobu zistovania materidlovych vlastnosti mozno metédy ich urcovania
delit réznymi sposobmi. Priklad takéhoto delenia je na obrazku 2.2. Z hladiska trvalého
poskodenia skusobnych telies existuji metédy destruktivne a nedestruktivne. Typickym
prikladom destruktivnej metdédy je klasickd jednoosa tahova skuska, pri ktorej sa teleso
natahuje az pokial nedosiahne medzného stavu lomu. Dalsim prikladom méze byt skuska,
razom v ohybe charpyho kladivom pre urc¢enie lomovej htizevnatosti. Nevyhodou tychto
metdd je znicenie skusanaho telesa, ¢o je niekedy neziadiice. Medzi nedeStruktivne me-
tédy patria statické metédy, v ktorych sa teleso zatazuje pod troveir medze klzu. Dalej
dynamické metédy, tie mozno delit na rezonanéné a na metédy zaloZené na Sireni vin
skisobnym telesom.

Identification of !

elastic constants of
composite materials
-
1 1
Destructive Non-destructive
technique technique
I 1 1
Static Experimental Numerical

I [

Classical loading Direct or non-direct

tests evaluation
l J J
1 i 1 . | 1
‘ Static ’ ‘ Dynamic Forward methods Inverse methods

Wave propagation
methods

Obr. 2.2: Metody urcovania materidlovijch vlastnosti) [5]



2.2. URCOVANIE MECHANICKYCH CHARAKTERISTIK NEPRIAMYMI METODAMI

Rozsiahlu resers ohladom urc¢ovania mechanickych charakteristik materidlov so zame-
ranim na elastické vlastnosti (aj) rezonanénymi metédami mozno néjst napriklad v ¢lan-
koch [5] a [6]. Mozno uéinif zaver, Ze ¢astokrat metddy spocivaji v spojeni experimentalnej
modalnej analyzy a naslednej optimalizacie parametrov modelu materidlu pomocou MKP.
V anglickej literatire sa niekedy nazyvaju finite element model updating, mixed numeri-
cal-experimental techniques (MNETS), pripadne mixed numerical-experimental methods,
teda zmiesané numericko-experimentalne metddy, techniky, pripadne iné podobné nazvy.

Jednoducho sa daju popisat nasledovne: 7Z experimentalnej modalnej analyzy sa zis-
kaju vlastné frekvencie, pripadne aj tvary - dynamickd odozva danych skisobnych telies.
Nasleduje optimalizacia, ktord mé za ciel vhodnym pozmenenim hodnoét materidlovych
parametrov zmens§it rozdiel hodnét vlastnych frekvencii pripadne tvarov z experimentu a
MKP simulacie. Inak povedané, je snaha o naladenie dynamického chovania diskretizova-
ného modelu na chovanie redlneho telesa zisteného z experimentu. Riesenie sa vykonava
dokial rozdiely frekvencii pripadne tvarov (pripadne suma rozdielov a podobne) nepo-
klesnti pod stanovenu uroven. Ked tak nastane, ziskaju sa z databazy modelov materidlu
v MKP softvéri materidlové charakteristiy. Nutnost pouzitia viacerych vlastnych frekven-
cii a tvarov zavisi na pocte neznamych parametrov optimalizacnej ulohy, pretoze napriklad
izotropné telesa sa popisuji 2 nezavislymi parametrami, ortotropné 4 (v pripade 2D tlohy
a 9 v pripade 3D tlohy) a tak dalej. Uloha sa obvykle riesi ako preurdena stistava rov-
nic. Na optimalizaciu sa okrem gradientnych metdd vyuzivaju rozne algoritmy. Prikladom
mozZu byt metdda odozvovej plochy [7], [8] a genetické algoritmy [9], [10]. Lisia sa svojimi
principmi, ciel je ale ten isty - pomocou dynamickej odozvy ziskat materidlové parametre.

Uvedenym sposobom sa zistuji materidlové charakteristiky (najcastejsie elastické) jed-
vlastnosti kompozitu ako celku, takzvané inzinierske konstanty, ale v principe je mozné
urcit aj vlastnosti jednotlivych zloziek za splneni urc¢itych podmienok pre pocet vzoriek,
geometrickt konfiguraciu ich vrstiev a pocet meranych frekvencii a tvarov. Okrem samot-
nych elastickych charakteristik sa urcuje aj tlmenie, napriklad [11].

Pomerne velky pocet ¢lankov na urcovanie elastickych konstant materidlov pochadza
z Kalabrijskej univerzity. Budi uvedené niektoré priklady. V [12] zistovali youngov modul
pruznosti a poissonov pomer pre izotropné pravouhlé dosky pomocou pribliznych vzta-
hov pre vlastné frekvencie volne kmitajtcich dosiek podla Warburtona [13], ktory pouzil
rayleighovu metddu. Pre vlastna frekvenciu dosky uvazovali vztah

T DA
oz v

kde D = ﬁjﬂ) je ohybova tuhost dosky, p hustota, ¢ hribka a a velkost dlhsej strany
dosky. Bezrozmerny faktor A\ ziskali MKP simuldciami, uzitim 8 uzlovych kvadratickych
rovinnych prvkov. Poissonov pomer ziskali ako pomer ziskanych vlastnych frekvencii po-
mocou tabulky. Osamostatnenim D 2.3 sa ziska vztah pre youngov modul pruznosti. V
[11] zistovali elastické konStanty ortotropnych dosiek Tubovolného tvaru pomocou nede-
struktivneho statického testu. Snimali posuvy optickou metédou a pomocou genetického

algoritmu sa na tieto deformécie snazili 'nafitovat’ MKP model.



2. RESERS LITERATURY
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Obr. 2.3: Statickd skuska podla [1/]

Youngov modul pruznosti a poissonov pomer pre tenké izotropné dosky Iubovoného
tvaru urcovali v [15]. Pouzili SW MSC/Nastran pre MKP vypocty a Matlab pre optima-
lizaciu. Zistili, ze pre presné urcenie konstant boli pre skiSané tvary telies potrebné prvé
4 vlastné frekvencie.

2.3. Zistovanie charakteristik jednotlivych zloZiek ma-
terialu

2.3.1. Pouzitie analytickych vztahov

V literatture sa daju najcastejSie najst clanky, kde autori zistovali youngov modul pru-
znosti pre pripady telies uvazovanych ako nosniky podla bernoulliho tedrie, ktoré boli
zlozené z vrstiev o 2 materidloch, pricom chceli zistit modul jedného z nich. Z experimen-
talne urcenej frekvencie ohybového tvaru kmitu nosnika si analytickym vztahom medzi
frekvenciou a materidlovymi a geometrickymi vlastnostami vyjadrili jeho tuhost, pricom
ho upravili pre pripad kompozitnych nosnikov. Tieto vztahy budu blizsie rozobraté v da-
Isich kapitolach.

V [16] sa zaoberali ur¢ovanim modulu pruznosti povlakov kompozitnej keramiky dy-
namickou rezonan¢nou metddou a statickym pristupom - stvorbodovym ohybom. V dy-
namickom pristupe vychadzali zo vztahov medzi modulom pruznosti a ohybovou frekven-
ciou, pricom vztahy poupravili uvazenim prie¢neho prierezu pozostavajiceho zo zloziek o
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roznych moduloch pruznosti. Pre staticky test pouzili kompozit: grafitovy substrat a po-
vlak karbidu kremiku (SiC'). Pre dynamicky test pouzili kompozity sklo+sklo, alumina(
oxid hlinity Al,Oz)+sklo a grafit+SiC. V pripade dynamického testu dosiahli dobrej
zhody v porovnani s (vopred) zndmymi vlastnostami okrem pripadov, ked ako metédu
spojenia vrstiev kompozitu sklo+sklo pouzili spekanie miesto lepidla (rozdielne teplotné
roztaznosti) a v pripade kompozitu grafit+SiC' z dovodu zmeny hriabky karbidu kremiku
po dizke a Sirke nosnika. Okrem toho, v pripade laminatu sklo+sklo pozorovali vplyv
plogného podielu lepidla na rozhrani medzi vrstvami a podla ocakavania s jeho mensim
podielom klesal uré¢eny modul pruznosti meranej vrstvy z dévodu porusenia predpokladov
o dokonalom spojeni vrstiev v tedérii kompozitnych nosnikov.

V [17] uréovali youngov modul pruznosti redukovanej (elektromechanicky neaktivnej)
vrstvy aktuatoru-nosnika podobnym sposobom ako v predoslom pripade uzitim vztahov
pre komozitné nosniky. Modul pruznosti piezo vrstvy bol vopred znamy. Pouzili dyna-
micki metédu a votknuty nosnik vybudili pomocou elektromechanicky aktivnej piezo
vrstvy nosnika. Pocas vyroby redukovanej vrstvy sa nosnik v dosledku nerovnomernej
teplotnej roztaznosti vrstiev zakrivil, to sa v8ak zmiernilo dal$imi procesmi pri jeho prip-
rave, zbytkové napétia poklesli, vyslednd krivost bola povazovana za zanedbatelni a nos-
nik bol uvazovany ako rovny (priamy). Pre vyjadrenie kvadratického momentu prierezu
kompozitu pouzili metédu ekvivalentného prierezu podla obrazku 2.4

PZT layer Reduced layer

How

—
P,
I~

J

(2) (b} (©
Obr. 2.4: Schéma aktudtoru RAINBOW (piezo a redukovand vrstva) a ilustracia metddy ekviva-
lentného prierezu [17]
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2.3.2. Urcovanie pomocou MKP a optimalizacie

Zakladny problém urcovania materidlovych parametrov pre telesa zlozené z viacerych ma-
teridlov je ten, ze z jedného sktisobného telesa vieme obvykle stanovit len vlastnosti telesa
ako celku, pricom vlastnosti vrstiev ostavaji nezname. V pripade, ze napriklad nepozname
vlastnosti jednej vrstvy a ostatnych ano, sa daju vlastnosti neznamej vrstvy dopocitat
sposobom ako to urobili v ¢ldnkoch zmienenych vyssie. V pripade 2 a viac neznadmych
vrstiev je to o nieco komplikovanejsie. Tomuto problému sa podrobne venuje dizertacna
praca: [1]. Pri hladani literatary to bola ndjdena ako jedina praca, ktora sa dopodrobna
zaobera urcovanim elastickych vlastnosti jednotlivych vrstiev viacvrstvych materidlov.
Autor v nej vypracoval metodiku, ktord na zaklade rezonanénych skasok potrebného po-
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¢tu telies, ich MKP modelov a optimalizacie dokaze urcit elastické konstanty jednotlivych
vrstiev. Dolezity vztah z jeho prace je

Nkonf 2 Nmat (24)

slovne: pocet konfiguracii vrstiev musi byt rovny alebo vi¢si po¢tu nezndmych materia-
lov. Ak teda mame napriklad materidl z 2 vrstiev (komponent) z 2 nezndmych materialov,
pricom chceme urcit ich elastické konstanty, musi byt geometricka konfiguracia ich vrstiev
rozdielna v tom zmysle, 7ze pomery hrubok vrstiev vzhladom k celkovej hrubke telesa sa
musia lisit. To sa da docielit napriklad 2 sériami skusobnych telies z danych materialov
s rozdielnymi pomerni hribok vrstiev. Dalsia moznost st 2 série skgobnych telies, s po-
vodne rovnakym pomerom hribok vrstiev, pricom ale na jednu sériu pripevnime tretiu
vrstvu so zndmymi vlastnostami. DalSou (zrejmou) moznostou je mechanické odstrane-
nie jednej vrstvy z jednej série, kde sa najskor urcia charakteristiky série s odstranenou
vrstvou a potom s 2 vrstvami.

Ide o to, aby sa elastické konstanty jednotlivych vrstiev podielali na celkovej tuhosti
telesa a tym padom na vlastnych frekvencidch v roznom pomere. To umozni zostavit si-
stavu rovnic bud preurcenu (rieSenie ziskané ako najlepsie priblizenie pomocou metdédy
najmensich Stvorcov), alebo s jednoznaénym rieSenim, ktord sa riesi iterativnym sposo-
bom. Ststava rovnic mé obecne tvar

Ar = SAp (2.5)

kde Ar st relativne rozdiely frekvencii experimentalnych a ziskanych vypoc¢tom pomo-
cou MKP, S je matica citlivosti a Ap je vektor relativnych zmien neznamych parametrov
- elastickych konstant. Ststava rovnic sa rieSi iteracne a mé za ciel minimalizovat rezi-
dium - Tavia stranu, pricom sa tak ziskaji hodnoty neznamych parametrov - elastickych
konstant p.

Autor v pripade ortotropnych materidlov (rovinna aloha) a telies tvaru dosky pou-
zival prvych 5 vlastnych frekvencii s tvarom dosky takym, aby bolo prvych 5 vlastnych
frekvencii dostato¢ne citlivich na moduly pruznosti pozdlzny Ei, prie¢ny E», a na modul
pruznosti v Smyku G2 a poissonov pomer 2. V pripade izotropnych materidlov dopo-
rucuje prvi ohybovi a prvi torznu frekvenciu.

Nejednoznagnost rieSenia pomocou jedného tenkostenného telesa (jednej konfiguracie)
je ilustrovand na priklade z [18]. Autori v nej pomocou MKP modalnej analyzy telesa po-
dla obrazku 2.5 ziskali ’experimentalne’ frekvencie. Pdvodne pouzité elastické konstanty
(ortotropny material, rovinnd tiloha, 3 vrstvy x4 konstanty =12 nezndmych parametrov)
telesa uvazovali ako nezname a urcovali ich pomocou ich vlastnej techniky zvanej 'resona-
lyzer’, ktorou predtym pouzivali na urcovanie konstant telesa ako celku, pricom vyuziva
prvych 15 vlastnych frekvencii telesa. Hodnoty konstant vrstiev sa liSili od ich skuto¢ne;j
hodnoty radovo, pricom vsetkych 15 vlastnych frekvencii sa podarilo naladit na poévodné
hodnoty.
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Obr. 2.5: Rovnaké frekvencie, rozne elastické konstanty [18]

Potom pouzili zavery vyjadrené nerovnicou 2.5 a pouzili metédu zo spominanej auto-
rovej dizerta¢nej prace, ¢im zaroven overili jej funkénost, obrazok 2.6.
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Obr. 2.6: Spravne urcenie elastickych konstant [15]

Ako dalsi priklad zistovania vlastnosti zloziek materidlu je urcovanie elastickych ko-
nstant vldkna a matrice u FRP (fiber reinforced polymer) v [2]. Vyuzili SW Abaqus a
pomocou C++, vyuZitim itera¢ného algoritmu (gradientna optimalizécia) urcovali najprv
vlastnosti len vldken, len matrice a potom vlaken a matrice. Ako kone¢ny prvok pouzili
8 uzlovy C3D8R a vlakna modelovali pomocou pritového prvku T3D2. Okrajové pod-
mienky uvazovali 4xvolny Ako cielovii funkciu na minimalizovanie pouzili rozdiely vo
vybranych vlastnych frekvencidch a vlastnych tvaroch. Algoritmus nesktsali priamo na
redlnych skusobnych telesich, ale ako ’experimentilne data’ pouzili vysledky modalnej
analyzy konec¢noprvkového modelu s realisticky odhadnutymi hodnotami vlastnosti vla-
ken a matrice. Vyuzili rozdiely v citlivostiach jednotlivych frekvencii na zmeny parametrov
vladken a matrice. Do ’experimentalnych’ frekvencii a tvarov zaniesli rézne hodnoty Sumu,
pricom to na konvergenciu a uréené hodnoty parametrov nemalo vyznamny vplyv. Okrem
toho skusali rozne hodnoty pociatoénych vstupnych modulov vstupujicich do vypoctu.

10
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Svoju metddu neskor rozsirili pre odhad tuhosti zahrnutej vo forme pruzin do okrajovych
podmienok dosky [19].

Zaver z reserSe ¢lankov:
V literatire sa da najcastejsie stretnut s rezonan¢nou metdédou v spojeni s MKP pre
urcovanie tzv. inzinierskych konstant, ale existuje aj sposob najdenia elastickych konstant
jednotlivych vrstiev kompozitnych materidlov, pripadne ich zloziek kompozitu.

11



3. Analyza ulohy

Entitou je obecne teleso tvaru nosnika alebo dosky zlozené z viacerych vrstiev, v
pripade praktického overenia funkcnosti metédy popisanej v praci je to keramicky laminéat
tvaru nosnika.

3.1. Systém podstatnych veli¢in

Geometria a topoldgia entity

Keramicky laminat je teleso priblizne tvaru hranolu, zlozené z vrstiev o réznych mechanic-
kych vlastnostiach. Vrsvy st uloZené na sebe po hribke nosnika a st pevne (bez prokluzu)
spojené v procese ich vyroby.

Viazby entity na okolie

Teleso je pri rezonancnej skuske polozené na tenké podpory - vlakna, pripadne penovi
podlozku o nizkej tuhosti(nizkom module pruznosti) tak, aby aproximovali deformacéné
okrajové podmienky volny-volny.

Aktivacia entity
Teleso sa vybudi rdzovym kladivkom, ¢o sposobi jeho dynamicki odozvu - kmitanie telesa
o jeho vlastnych frekvenciach.

Ovplyvnenie entity okolim

Mechanické vlastnosti moézu byt teplotne zavislé. Okrem toho, v keramickych laminatoch
sa mozu vyskytnat vyrazné (stovky megapascalov) zbytkové napiitia vzniknuté v procese
vyroby. Budeme uvazovat izbovu teplotu, teda 'bezné podmienky’.

Vlastnosti entity

Z pohladu vypoctového modelovania st podstatné geometrické rozmery, hmotnost a elas-
tické vlastnosti. VSetky tieto vlastnosti priamo ovplyviuju dynamickd odozvu telesa.
Tieto veli¢iny st obecne stochastické, ale buda uvazované ako deterministicky dané.

Procesy a stavy entity
Teleso kona kmitavy pohyb o vlastnych frekvenciach, zlozeny z vlastnych tvarov, ktory s
¢asom doznieva.

Prejavy entity do okolia
Kmiatvym pohybom vyvolava zvukové viny, ktoré zachyti meraci pristroj a analyzuje jeho
dynamicki odozvu - frekvenéné spektrum.

3.2. Typ tlohy a volba metddy rieSenia

Typ dlohy

Jedné sa o nepriamu tulohu. Z prejavov entity - zmeranej vlastnej frekvencie sa urcuju
vlastnosti entity - youngov modul pruznosti.

12
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Volba metdédy rieSenia tlohy

Prednostne bude za metdédu riesenia tlohy vybrana parametricka modalna analyza po-
mocou MKP v programe ANSYS v spojeni so spektralnym ladenim metédou postupnych
linedrnych aproximacii. Buda stru¢ne popisané aj zjednodusené analytické moznosti rie-
senia.

13



4. Teoreticky uvod

4.1. Volné prie¢ne kmitanie nosnikov

Uvazujme nosnik podla obrazku 4.1, uvazenim predpokladov podla [20]. V dalsom budeme
predpokladat, Ze jeho prie¢ny prierez bude obdlznik o rozmeroch A = b X tey, kde b a
teenr. SU Sirka, respektive celkova vyska (hribka) prierezu.

»
| A

w| M /v Q
v i M+dM
V. W 1/ ~# 4

Q+dQ"/

Obr. 4.1: priecne kmitajici nosnik a jeho uvolneny prvok [20]

Pohybova rovnica volného (g(x,t) = 0) prie¢neho kmitania takéhoto nosnika, po ap-
ravach vyjadrena v priehyboch, zanedbanim ¢lenov zohladfujtcich vplyv rota¢nej zotr-
vacnosti a Smyku ma tvar

O?w(x,t) N D84w(x,t)
ot? ot
kde D je ohybova tuhost nosniku a pA je hmotnost na jednotku dlzky. Ohybova tuhost
je dana ako stucin modulu pruznosti a kvadratického momentu prierezu

pA =0 (4.1)

D=FEJ,= E/ 22dA (4.2)
Priehyb nosnika w(z, t) mozno zapisat ako sﬁgin 2 funkcii, ¢asu a polohy.
w(z,t) =TH)W (x) (4.3)
pricom
T(t) = Ajcos(wt) + Azsin(wt) (4.4)
W (x) = Bysinh(px) + Bycosh(pz) + Bssin(pz) + Bycos(px) (4.5)

kde p = M a (a je dizka nosnika) a w je vlastna uhlova frekvencia harmonického po-
hybu. Konstanty By, Bs, B3, B, ziskame z okrajovych podmienok a A, Ay z pociato¢nych
podmienok. Pre n-tt vlastnt uhlovi frekvenciu plati vztah

a- (V5 19

v ktorom ), je koren frekvenc¢nej rovnice pre n-ti vlastnt frekvenciu. Pre okrajové
podmienky nosnika volny - volny a prvii ohybova frekvenciu plati A; = 4.73.

14
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Vztah pre ohybovi tuhost 4.2 plati len pre pripad homogénnych materidlov. V dal§om
vyjdeme z ¢lanku [22]. V pripade rieSenia nosnikov s prieénym prierezom zlozenym z via-
cerych vrstiev o réznych tuhostiach mo6zu nastat tieto situacie:

1, vrstvy st uloZené symetricky vzdladom k strednicovej ploche. Za stred-
nicovii plochu berieme plochu prechidzajicu geometrickym stredom prierezu a kolmu
na smer priehybu nosnika. Poloha neutralnej osi sa nemeni, je stale totozna s polohou
geometrického stredu prierezu z;. Pre ohybovi tuhost plati

=1

kde ¢; st hrabky jednitlivych vrstiev a z; st suradnice geometrickych stredov jed-
notlivych vrstiev. Tento vztah dostaneme tak, ze najprv uré¢ime kvadratické momenty k
osam prechadzajicim stredmi jednotlivych vrstiev a potom ich pomocou steinerovej vety
vyjadrime vzhladom k neutrélnej ose.

—
a
- |
y
Q < ,
zZ N N

o) Il

w

N
\I|
b e
i

Obr. 4.2: Symetrické vrstvenie

2, vrstvy nie su ulozené symetricky. Poloha neutralnej osi nie je totozna s polohou
geometrického stredu prie¢neho prierezu. Pre urcenie vlastnej ohybovej frekvencie je teda
potrebné prepocitat polohu neutralnej osi. D4 sa to roznymi spbésobmi, napriklad takz-
vanou metédou ekvivalentnej plochy [21], obecnejsie v [22]. Princip si moZno predstavit
tak, zZe si vezmeme modul jednej vrstvy ako zakladny, pricom pomery modulov pruznosti
vrstiev k zakladému st brané ako vahové koeficienty, ktorymi sa prenasobia Sirky da-
nych vrstiev. Teda vznikne fiktivny prieény prierez o tuhosti ekvivalentnej pévodnému
s jednym modulom a vrstvami roéznej Sirky. Poloha neutralnej osi bude taziskom tohoto
ekvivalentného prierezu

n
> Eitiz;
=
Zno

Y Eit;
i=1

Pre ohybovi tuhost nosnika s vyuzitim steinerovej vety a vztahu 4.8 potom dostaneme

(4.8)

D = bz E1<E + tZ(Zz — Zno)2> (49)
i=1
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4.2. MODALNA ANALYZA V MKP
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Obr. 4.3: Nesymetricky vrstveny nosnik a jeho ekvivalentny priecny prierez

7 vyssie uvedenych vztahov vyplyva, ze okrem objemového podielu jednotlivych zlo-
ziek telesa z viacerych materidlov mé na vlastnu frekvenciu vplyv aj ich poloha vrstvy
voCi neutralnej ose, pricom vplyv je tmerny modulu pruznosti vrstvy a rastie so vzdiale-
nostou vrstvy od neutralnej osy (youngov modul pruznosi je prendsobovany kvadratickym
momentom prierezu vrstvy vzhladom k polohe neutrélnej osy).

4.2. Modalna analyza v MKP

Vlastné ¢isla a vlastné tvary
Uvazujme volné netlmené kmitanie ststavy popisané ststavou pohybovych rovnic v ma-
ticovom tvare
Mgq + Kq=0 (4.10)
kde M je matica hmotnosti a K matica tuhosti. Pre vychylky predpokladdme har-
monicky pohyb q=ue’*. Dosadenim vychyliek do pohybovej rovnice 4.11 a tGpravami
dostavame
(K — 9*M)u=0 (4.11)
Pre nenulové vychylky musi byt determinant vyrazu v zatvorke rovny nule (nazyva sa
frekvenény determinant)
K- QM| =0 (4.12)

To je splnené, pre hodnoty vlastnych isel (kvadratov vlastnych uhlovych frekvencii)
Q2,...,92, kde n je poCet stuptiov volnosti ststavy. Kazdej vlastnej uhlovej frekvencii
prindlezi vlastny tvar vyjadreny vlastnym vektorom. Velkost jeho zloziek mdze byt Iubo-
volnd, pokial sa zachovaji pomery velkosti jednotlovych zloziek. Preto sa vlastné vektory
normuju, pricom sw ANSYS v zdkladnom nastaveni normuje podla matice hmotnosti, ¢o
je pre i-ty vektor vyjadrené ako

viMv; =1 (4.13)

Pohyb ststavy pre -ty tvar kmitu je harmonickou funkciou ¢asu dany ako

q;(t) = vi(sinﬂit + cosQit) (4.14)
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4.3. Porovnanie analytického a MKP rieSenia s refe-
renc¢nymi telesami

Vztah 4.6 nezohladiiuje vplyv rota¢nej zotrvacnosti a Smyku. V [21], ktord je zdkladom
pre ASTM normu [3] je tabulka s uré¢enymi youngovymi modulmi pruznosti, poissonovymi
pomermi a modulmi pruznosti Smyku pre referen¢né telesd o rozmeroch nosnika. Keby
sme ulohu obrétili (autori uvadzaja, 7e rozdiel medzi statickym a dynamickym modu-
lom pruznosti je 0.2 %) a na zéklade adajov z ¢lanku cheeli uréit prva vlastna ohybovi
frekvenciu nosnikov, v pripade nezahrnutia rotacnej zotrvacnosti a Smyku by sme do-
stali vlastné frekvencie o vyssej hodnote nez je v ¢lanku uvedené. Pre nosniky Al, A2,
A6, B1, B2, B6, C1, C2, C3, D1, D2 a D3 s pomerom dizky ku hribke priblizne 38/1
st vysledky porovnavajiuce MKP vypocet pomocou prvku SOLID186, analyticky vztah,
analyticky vztah so zjednoduSenym korekénym faktorom z [3] a referencné frekvencie z
¢lanku. Korekény faktor ma tvar

T =1+6.585(t/L)* (4.15)

a upravou vztahu pre ohybovu frekvenciu dostaneme
w1

V/1+6.585(t/L)>

Poznamka: Pre vztah medzi uhlovou frekvenciou w[rads™'] a frekvenciou vyjadrenou
v hertzoch [Hz] = [s7!] plati

(4.16)

Wikor =

w=2rf (4.17)

Data z ¢lanku, analytické rieSenie (f. an.), analytické rieSenie s korekciou (f an. + kor.)
a MKP rieSenie je zhrnuté v tabulke 4.1 a obrazku 4.4

ozn. | hmotn. | dlzka | Sirka | hribka | f ¢ldnok | fan. f an. f MKP E I
+ kor.

g cm cm cm Hz Hz Hz Hz GPa | [-]

Al 20.52 | 12.70 | 1.27 0.32 2037.56 | 2041.58 | 2037.27 | 2037.51 | 390

A2 20.47 | 12.70 | 1.27 0.32 2032.37 | 2036.86 | 2032.55 | 2032.81 | 386.9 | 0.23

A6 20.44 | 12.70 | 1.27 0.32 2027.82 | 2032.43 | 2028.14 | 2028.36 | 384.6 | 0.23

B1 20.49 | 12.70 | 1.27 0.32 2030.55 | 2035.43 | 2031.12 | 2031.36 | 386.3 | 0.23

B2 2043 | 12.70 | 1.27 0.32 2027.62 | 2032.40 | 2028.10 | 2028.35 | 384.4 | 0.23

B6 20.25 | 12.70 | 1.27 0.32 2002.33 | 2006.32 | 2002.08 | 2002.32 | 372 | 0.23

C1 20.57 | 12.70 | 1.27 0.32 2044.29 | 2051.20 | 2046.85 | 2047.08 | 391.9 | 0.23

C2 2041 | 12.70 | 1.27 0.32 2022.39 | 2027.37 | 2023.08 | 2023.29 | 380.8 | 0.23

C3 20.29 | 12.70 | 1.27 0.32 2008.83 | 2013.76 | 2009.51 | 2009.37 | 375.9 | 0.23

D1 20.56 | 12.70 | 1.27 0.32 2043.27 | 2047.94 | 2043.60 | 2043.87 | 391.9 | 0.23

D2 | 20.52 | 12.70 | 1.27 0.33 2038.87 | 2043.84 | 2039.51 | 2039.75 | 389.2 | 0.23

D3 | 20.50 | 12.70 | 1.27 0.32 2035.35 | 2039.96 | 2035.63 | 2035.87 | 386.9 | 0.23

Tabulka 4.1: Ddta pre referencéné nosniky podla [21]
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4.4. EXPERIMENTALNA MODALNA ANALYZA

#  analytika s korekciou
2060 T T *  analytika T T T T T T
alumina
o MKP $ é $
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2000 ! ! ! ! I g I I I I I
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Obr. 4.4: Porovnanie pruijch ohybovych vlastnijch frekvencii a relativnych chyb. Aluming AlsOs
- data z élanku [21]. Indexy 1-12 odpovedagi referencnym nosnikom postupne A1 aZ D3. Spodny
obrdzok je relativny rozdiel voci referencénygm ddtam z clanku.

4.4. Experimentalna modalna analyza

Ustav fyziky materidlov AVCR v Brne disponuje meracim zariadenim IMCE HT1600,
ktory na zaklade vlastnych frekvencii vyhodnocuje elastické vlastnosti materidlov podla
normy ASTM E 1876. Umoznuje meranie za izbobych a zvySenych teplot. Teleso polozené
na tenkych podporach umiestnenych v miestach uzlovych ¢iar vlastného tvaru sa vybudi
razovym kladivkom, pristroj snima jeho dynamicka odozvu a vyhodnocuje jeho youngov
modul pruznosti na zaklade prvej ohybovej frekvencie, modul pruznosti v Smyku a poisso-
nov pomer v pripade prvej vlastnej torznej frekvencie. V tejto praci boli pouzité prvé dve
ohybové frekvencie, pricom pri druhej sa teleso polozené na podpory otoc¢i o 90 stupnov
okolo svojej pozdlznej osi.
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g N -'I.-- - _’&:;:h‘._
Obr. 4.5: Pristroj IMCE HT1600 [25]

4.5. Vplyv spésobu zahrnutia hustoty materialov

Laminat znaci objekt tvoreny z viacerych materidlov, obecne o réznych vlastnostiach teda
aj hustotach. Je viac moznosti, ako tito nerovnomerni hustotu do vypoc¢tu zahrnut. Jed-
nou z nich je vyuzitie hustdt oboch materidlov, dalSou je pouzitie hustoty telesa ako celku.
Je teda vhodné porovnat ako sa oba sposoby prejavia na uréenej hodnote prvej vlastnej
ohybovej frekvencie. Majme 2 telesd o rozmeroch z tabulky 6.1 (prvé teleso odpoveda
laminatu 3 a druhé laminatu P3). Oba laminéty st tvorené 5 vrstvami priblizne rovnakej
hrabky a 4 tenkymi vrstvami umiestnenymi medzi hrubymi. Vrstvenie je priblizne symet-
rické voci rovine prechadzajicej geometrickym stredom telesa. Vzhladom k naviznosti je
vhodné porovnat vplyv pomerov hustot prave pre geometriu skusobnych telies. Telesa sa
lisia pomerom hrabky ku dlzke. Budeme predpokladat konstantni hmotnost, geometriu a
elastické konstanty oboch telies, pricom pomer hustot jednotlivych zloziek sa bude menit
tak, aby platil predpoklad o konstantnej hmotnosti. Budeme porovnavat vlastné frekven-
cie pri pouziti hustot jednotlivych materidlov s pouzitim priemernej hustoty. Vysledky pre
rozne pomery hustot st zhrnuté v obrazkoch 4.6 , 4.7 a tabulkéach 4.2 a 4.3. Prva hustota v
tabulke odpoveda hrub$im vrstvam (hustota 1), druha odopveda tensim vrstvam (hustota
2).
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18.795
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Obr. 4.6: Prvd ohybovd vlastnd frekvencia, rozdiel o relativny rozdiel medzi pouZitim priemernej

hustoty a hustoty jednotlivijch zloZiek lamindtu pre rozne pomery hustot lamindtu 3

hustota 1 | hustota 2 | priemer | pomer | fr. oddelené | fr. priemer | rozdiel | chyba

[kg/m3] | [kg/m3] | (ke/m3] | [] [F7] M | (A | [4)
3400 6500 3718 0.52 18791.3 18783.7 -7.6 -0.04
3450 6062 3718 0.56 18790.1 18783.7 -6.4 -0.03
3500 5625 3718 0.62 18788.9 18783.7 -5.2 -0.03
3550 5187 3718 0.68 18787.7 18783.7 -4.0 -0.02
3600 4750 3718 0.75 18786.5 18783.7 -2.8 -0.02
3650 4312 3718 0.84 18785.3 18783.7 -1.6 -0.01
3700 3875 3718 0.95 18784.1 18783.7 -0.4 -0.00
3750 3437 3718 1.09 18782.9 18783.7 0.8 0.00
3800 3000 3718 1.26 18781.7 18783.7 2.0 0.01
3850 2563 3718 1.50 18780.5 18783.7 3.2 0.02
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Tabulka 4.2: Lamindt 3, pomer dlzky ku hribke 12.85:1
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Obr. 4.7: Prvd ohybovd vlastng frekvencia, rozdiel o relativny rozdiel medzi pouZitim priemernej
hustoty a hustoty jednotlivich zloZiek lamindtu pre rozne pomery hustot lamindtu P3

hustota 1 | hustota 2 | priemer | pomer | fr. oddelené | fr. priemer | rozdiel | chyba

kg/m3] | [kg/m3] | (ke/m3] | [] [F7] M | (A | [4)
3400 6500.0 3603.7 0.52 69197.4 69133.0 -64.4 | -0.09
3430 6073.6 3603.7 0.56 69187.9 69133.0 -54.9 | -0.08
3460 5647.1 3603.7 0.61 69178.4 69133.0 -45.4 | -0.07
3490 5220.7 3603.7 0.67 69168.9 69133.0 -35.9 | -0.05
3520 4794.2 3603.7 0.73 69159.5 69133.0 -26.5 | -0.04
3550 4367.8 3603.7 0.81 69150.0 69133.0 -17.0 | -0.02
3580 3941.3 3603.7 0.91 69140.5 69133.0 -7.5 -0.01
3610 3514.9 3603.7 1.03 69131.0 69133.0 2.0 0.00
3640 3088.5 3603.7 1.18 69121.6 69133.0 11.4 0.02
3670 2662.0 3603.7 1.38 69112.1 69133.0 20.9 0.03

Tabulka 4.3: Lamindt P3, pomer dizky ku hribke 5.6:1

Ako mozno vidiet, v pripade niz§ej hodnoty pomeru dlzky ku hribke je chyba pri
pouZiti priemernej hustoty vyssia neZ v pripade niz$ieho pomeru dlzky ku hribke. D4 sa
to vysvetlit vplyvom rota¢nej zotrvacnosti, ktorej vplyv na vlastna frevenciu je aimerny
prave tomuto pomeru. Pri takomto kratkom laminate je lepSie pouzit hustoty jednotlivych
zloziek, pokial st k dispozicii. Pri telese s vy&sim pomerom dlzky ku hribke je rozdiel
vo frekvencidch zanedbatelny, nakolko realny laminat s ktorym sa bude v tejto praci
nakoniec pracovat ma pomer hustdt prublizne 0.9/1 a bude pouzivana hustota telesa ako
celku ziskand z merania rozmerov a hmotnosti. Okrem toho, hustoty jednotlivych zloziek
laminatu nemusia byt vzdy k dispozicii.
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4.6. VPLYV ZBYTKOVYCH NAPATI
4.6. Vplyv zbytkovych napéti

Laminat sa vyraba spdsobom, pri ktorom sa z teploty priblizne 1200 stupiiov celzia oc-
hladzuje na izbovi teplotu, pricom stcinitele teplotnej roztaznosti vrstiev AMZ a ATZ
(pojmy AMZ a ATZ st blizsie popisané v kapitole 6) sa lisia priblizne o 2.107¢K 1. Tak
sa do neho vnesi napiitia tahové do hrubych vrstiev ATZ a tlakové do tenkych vrstiev
AMZ. Zbytkové napitia maji za Gcel znizit krehkost keramiky. Pri velkych hodnotach
tlakovych napiti v tenkych vrstvach sa na jeho okrajoch tvoria povrchové trhliny (na
okrajoch tenkych vrstiev dochadza k lokalnej redistribicii napétia a napétia st tahové,
vnutri vrstiev st napitia tlakové) [20].

Na ukazku pouzijeme laminat 3 (tab. 6.1). Model materialu pre jednotlivé vrstvy bude
linearne elasticky a izotropny. Na zahrnutie zbytkovych napiiti potrebujeme predriesit sta-
tickti ilohu. Pre ATZ nastavime scinitel teplotnej roztaznosti blizky nule (2.10714K 1)
s pre AMZ nastavime suéinitel teplotnej roztaznosti na hodnotu 2.1075K !, teda ne-
zaujimaju nas skutoéné hodnoty ale len ich rozdiel vzhladom na modelovanie zbytkovej
napitosti. Na nasledni modalnu analyzu vyuzijeme pocediru ANSYSu, ktord sa vola
linear perturbation’ ( [27] kapitola 9). Tymto sa to matice tuhosti kone¢noprvkového
modelu zahrni dalSie matice, konkrétne pre nas pripad do bude napitova matica tuhosti
v pripade malych deformécii a pozmenend matica tuhosti (pre deformovant geometriu)
spolu s napétovou maticou tuhosti v pripade zapnutia velkych deformaécii.

Postup bude teda nasledovny: Najskor vyriesime modalnu analyzu s okrajovymi pod-
mienkami volny-volny a bez uvazovania zbytkovych napiiti pre porovnanie vysledkov. Na-
sledne vyrieSime staticka analyzu s tym, ze vlozime zatazenie teplotou a zaviizbime teleso
podla obr. 4.8, aby sa mohla vykonat staticka analyza. Nap#fova maticu tuhosti z nej pou-
zijeme v naslednej modalnej analyze s tym, ze pouzijeme prikaz 'perturb,modal,, nokeep’,
ktory zmaze okrajové podmienky zo statickej analyzy, ktoré teleso jednoznacne zavizbili
v priestore a nasledne pouzijeme prikaz ’solve,elform’; ktory vytvori novii maticu tuhosti
modelu obsahujicu v sebe aj napédtovou maticu tuhosti. Okrem toho vyriesime aj variantu
s velkymi deforméciami (nlgeom,on). S takto pozmenenou maticou tuhosti sa nésledne
vyriesi modélna analjza znovu s okrajovymi podmienkami volny - volny. Uloha je rieSena
aj pre pripad zapnutia velkych deformadcii, ktory pouziva maticu tuhosti z deformovane;j
konfiguracie. Tym sa postihne mierne zakrivenie nosnika, ked pri MKP vypocte dosiahol
prichyb v smere hribky 1% hrubky telesa, ale zaroven je do vypoctu vnesenéd chyba z
dovodu zmeny rozmerov telesa vo¢i zmeranym.

y oox \ ux=0, uz=0

ux=0, uy=0

Obr. 4.8: Zamedzenie posuvov tak, aby minimdlne branili deformdcii spésobenej teplotou

Vysledky modéalnej analyzy pre prvé 2 vlastné ohybové frekvencie st zhrnuté v tabulke
4.4, youngove moduly pruznosti st uvazované 390 GPa pre ATZ a 250 GPa pre AMZ.
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- ohyb 1 | rozdiel | ohyb 2 | rozdiel
- [Hz] %] [Hz] %]
bez zb. napiti 17779.7 - 21003.4 -
so zb. napatiami malé def. | 17778.9 | -0.00 | 21003.4 | 0.00
so zb. napitiami velké def. | 17776.8 | -0.02 | 21003.7 | 0.00

Tabulka 4.4

Z uvedeného vyplyva, zZe u laminatu 3 nemaji zbytkové napitia vyznamny vplyv na
vlastni frekvenciu. Obdobnt tlohu riesili aj v ¢lanku [28] pre pripad keramickych lami-
natov obdobnych pouzitym v tejto praci (vrstvy keramiky alumina A a alumina zirconia
AZ), kde uvadzaju, ze zbytkové napitia nemaji vplyv na vlastnt frekvenciu. Porovnévali
riesenie pomocou MKP, kde pouzili youngove moduly pruznosti ziskané na monolitickych
vzorkoch pred vyrobou laminatu a vysledky z rezonanc¢nych sktSok laminatov, pricom
dosahovali dobrej zhody vo frekvenciach.

Dalo by sa to vysvetlit aj tvahou, ze tuhost a tym padom aj vlastna frekvencia su
kontrolované celkovou axidlnou silou v priereze telesa (napr. gitarova struna). Ta ale musi
byt v st¢te nulova z dovodu zachovania statickej rovnovahy (obr. 4.8, na teleso neposobia
pri zanedbani graviticie ziadne vonkajsie sily). V pripade vyznamného zakrivenia telesa
z dovodu nesymetricky uloZenych vrstiev a nizkeho pomeru hribky voéi dlzke by bola
situdcia ind, nakolko by sa zmenila geometria telesa a nemohlo by sa uvazovat ako priamy
nosnik.

Na ukézku stavu napétosti pri pouziti rozdielnych stcinitelov teplotnej roztaznosti a
teplot uvedenych na zaciatku podkapitoly je pre laminat 3 vymodelované teleso s pouzi-
tim trojnasobnej symetrie (zavizbenie telesa v priestore) pomocou prvku SOLID185, na
obrazku 4.9 je ndznak cesty pre vyhodnotenie napétosti a na obrazku 4.10 je znazorneny
priebeh axialnych napiti (smer osi x) po vygke prierezu v strede dl7ky a sirky telesa. Mo-
zno na nom vidiet vyrazné pole tlakového napitia vo tenkych vrstvach dosahujice hodnot
takmer 800 MPa.

23



4.6. VPLYV ZBYTKOVYCH NAPATI

24

ELEMENTS =

Obr. 4.9: Azxidlne napdta v lamindte pri pouziti trojndsobnej symetrie
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Obr. 4.10: Priebeh axidlnych napdti v lamindte pri pouZiti trojndsobnej symetrie

-800




5. URCOVANIE YOUNGOVHO MODULU PRUZNOSTI

5. Urcovanie youngovho modulu
pruznosti
5.1. Analyticky sposob

ObdlZnikovy prierez

Zo vztahu pre vlastna frekvenciu 4.6 si osamostatnime ohybovi tuhost nosnika. Za frek-
venciu dosadime frekvenciu ziskani rezonancnou skiiskou a dostaneme

(27Tfe:cp)2a4b Z pltz
D i=1 1
4.734 (5:1)
a po mensich apravach
4 n
62zpa b X:l pztz
D=——— 5.2
12.679 (52)

Symboly p; a t; odpovedaji hustotdm a hribkam jednltlivych vrstiev priecneho prie-
rezu. Rozdiely v hustotach sice mozno vo vic¢sine pripadov zanedbat a uvadzat len prie-
mernu hustotu, ale pre kompletnost je uvedend takato formulacia. Ohybova tuhost je
funkciou modulov pruznosti a rozmerov prie¢neho prierezu nosnika, kombinaciou 4.8 ,4.9
a 5.2 dostaneme

n /3 Z:l Eitiz;\ 2 62xpa4 231 piti
Ei _* tl i = — = 53
; o Thl% T 12.679 (5:3)

> Eit;
i=1

v pripade jedného nezndmeho modulu pruznosti dostaneme nelinedrnu rovnicu, ktora
je mozno riesit napriklad v SW Matlab a podobne. Obdobne postupovali v ¢lankoch [16]
a [17]. Uvedené vztahy nezohladiuji rozdiely medzi poissonovymi pomermi jednotlivych
vrstiev, ale budeme uvazovat, ze posissonove pomery sa priblizne rovnaké a tato sku-
tocnost zanedbame. ObecnejSie si vztahy pre ohybové tuhosti kompozitnych nosnikov z
anizotropnych vrstiev popisané napriklad v [23]. V tom spociva vyhoda pouzitia MKP,
ktoré uvedené nedostatky odstrafiuje. Okrem toho, v pripade redlneho laminatu (dalej
v texte) bola dosiahnuté nizka presnost aj pri pouziti MKP, takZe sa da ocakavat, ze
analytické vztahy by na tom boli este horsie.

5.2. Numericky pristup - ladenie mechanickych stGstav

Tato podkapitola je spracovand na zaklade [1], [20] a [29]. Ladenie ma za ciel dostat
vlastné frekvencie a vlastné vektory sustavy na pozadované hodnoty pomocou zmien
geometrie, hmotnosti, tuhosti a podobne. Ladenie sa da inak chépat ako optimaliza¢na
uloha. Parametre, ktorymi ladime, sa nazyvaja ladiace parametre. Vektorovo zapisané

p={pi, Dj o P} (5.4)
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5.2. NUMERICKY PRISTUP - LADENIE MECHANICKYCH SUSTAV

Vektor naladenia zahrnuje vlastné ¢isla a vlastné tvary, u konzervativnej ststavy ma
tvar

r

(p) = {2 =Xy, ., Q2=X, .., Q2=X, of, ., of, ., o} (5.5)

Dalej zmienend metéda ladenia sa nazyva metéda postupnych linedrnych aproximécii.
Bola vybrana preto, lebo sa da jednoducho naprogramovat a vzhladom na jednoduchost
ulohy sa da dopracovat k vysledku v priebehu par iteracii. Ladené parametre budu vlastné
¢isla Q2 = X\ = [;, pojde teda o spektrilne ladenie. Predpokladajme, Ze 1(p) moZno v
okoli bodu p, rozvinit do taylorovej rady, pricom ¢leny s mocninou 2 a viac zanedbame
(linedrna aproximacia). Pre i-ty ladeny parameter mozno pisat

°L 0l
li = lio) + 3 (pj — Pj)) (5.6)
=1 P
a mensimi upravami dostaneme
li = liw —l [az p]<0] — Pi(0)
_— 5.7
e Op; Lio) Pi(0) ( )

V takto zapisanom tvare ide o relativnu zmenu ladenej veli¢iny, vzhladom k relativnej
zmene ladiaceho parametru. Vyraz v hranatej zatvorke mozno chapat ako mieru zmeny
ladenej veli¢iny na zmenu ladeného parametra - citlivostny koeficient s;;, v tejto podobe

/ ’ . s e , . , s % Pj
sa nazyva relativny normalizovany citlivostny koeficient (prendsobenie ¢lenom #(0)))

(0
_ ol; Pj0)
Ip; Lio)

kde index ij vyjadruje citlivost i-tej ladenej veliciny na zmenu j-teho parametra. Ich
zoskupenim mézeme ziskat obecne obdlZnikovii maticu citlivosti rozmeru [r x s]

(5.8)

S11 . Sis
L=]: - (5.9)

Sr1 ... Sprg

Vzhladom na tpravy bude rovnica 5.6 vyjadrend v maticovej podobe ako

Al=LAp (5.10)
kde
Al = li—lo li—lio lri—=lro }T (5 11)
- lijo 7 777 lip 7 77 lro ’
Ap — {Pl—pw bj—Pjo Psi—Ps0 }T (5 12)
pio ' 7 pjo ' 7 Pso ’
Z rovnice 5.10 si vyjadrime Ap
Ap = (L'L)'L”Al = LAl (5.13)
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kde LY je Tavd pseudoinverznd matica. V pripade, ze L je §tvorcovd matica, pse-
udoinverzna matica rovna matici inverznej L™'. Rovnicu 5.13 rieSime iteraéne. Pre j-ty
parameter mozno pisat

T *

Pitnr1) = Pim) + (Pi)n D Sy i = b r l:(”) (5.14)
i=1 wn

kde (n) vyjadruje iteracny krok, Sjl-;-(n) je prvok pseudoinverznej matice a [ je poZza-
dovanda hodnota parametru naladenia. V pripade preurcenej stistavy rovnic rovnica nema
rieSenie a dostavame jeho najlepSie mozné priblizenie. Ladenie zacneme tym, Ze urobime
hruby odhad hodndt ladiacich parametrov pj1, ktoré pouzijeme v prvom iteracnom cykle.
Dalej stanovime kritérium ukoncenia vypo¢tu, napriklad

.
E ’ U —lin)

l*
=1

Na konci kazdého itera¢ného kroku testujeme splnenie nerovnosti 5.15. Ked tato situ-
cia nastane, ukonéime vypocet. Dalsim moznym kritériom je mald zmena sumy vsetkych
ladiacich parametrov medzi 2 itera¢nymi krokmi

S €1 (515)

s

D

=1

Pj(n+1) "Pj(n)
Dj(n)

<€ (5.16)

Pripadne ho moZno pri pomalej konvergencii (alebo ne-konvergencii) ukonéit prekroce-
nim maximalneho poc¢tu dovolenych itera¢nych krokov. Vystupom - rieSenim st hodnoty
ladiacich parametrov - v nasom pripade elastickych konstant.

5.2.1. Citlivostné koeficienty

V matici citlivosti L vystupuja koeficienty, ktoré s parcidlnymi derivaciami. Podrobné
odvodenie ich tvaru pre dynamické ststavy mozno néjst napriklad v [20]. Pre citlivost
vlastného &isla (A\; = [;) plati

ol (0K oM
=vI| =+ li=— |, 5.17
E)pj <8pj (9pj > ( )

kde K je matica tuhosti, M matica hmotnosti a v odpoveda vlastnému vektoru pre
-t vlastnu frekvenciu. Pri takejto definicii citlivostného koeficientu je teda nutny pristup
do matice tuhosti a vektoru odpovedajicemu vlastnému tvaru telesa (matica hmotnosti
sa zmenou elastickych konstant materidlu nemeni). Ak derivicie nahradime doprednymi
diferenciami, dostaneme

l; K(p; + Ap;) — K(p,
8]?]‘ Apj

SW Ansys disponuje skupinou prikazov APDL Math (4.7. APDL Math [27]), ktoré
umozinuje pomerne pohodlne pracovat s maticami MKP modelu. Matica tuhosti je ulozena

v stibore . full a vlastné vektory normované podla matice hmotnosti (defaultné nastavenie
modalnej analyzy) v sibore .mode z ktorych sa daji ’vytiahnut’. Z modélnej analyzy v
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5.2. NUMERICKY PRISTUP - LADENIE MECHANICKYCH SUSTAV

n—tom kroku ziskame maticu tuhosti a vlastné tvary, pricom pre citlivost i-tej frekven-
cie na j-ty parameter pouzijeme maticu tuhosti pre mierne pozmenent hodnotu tohoto
parametra. Na to sta¢i v /solu nastavit linedrne-elastickl statick analyzu (nepotrebu-
jeme maticu hmotnosti) a pouzit prikaz wr full, ktory zastavi rieSenie po sformovani a
exportovani matice tuhosti do . full siboru. Problémom je, Ze pri tomto spdsobe vypocet
niekedy nekonvergoval a okrem toho ¢asova tispora nebola vyznamna.

Dalsou moZnostou ziskania citlivostného koeficientu je vyrieSenie celého modelu pre
mierne pozmenend hodnotu parametra. Pouzitim doprednych diferencii dostaneme
Ol Li(p; + Apj) — li(py) (5.19)
Op; Ap;
kde Ap; je hodnota mierne pozmenend hodnota ladiaceho parametru. Takyto spdsob
je jednoduchy na implementaciu, jeho tskalie ale spoc¢iva v nutnosti rieSena MKP modelu
pre ziskanie daného citlivostného koeficientu.

5.2.2. Realizacia ladenia v APDL

Bolo vytvorenych niekolko jednoduchych makier pre 2D pripad s pouzitymi kvadratickymi
prvkami SHELL281 (layered keyoption), v ktorych je metéda postupnych linedrnych apro-
ximécii naprogramovana. Jedno z nich je vstupné makro, do ktorého sa zadaji potrebné
vstupné tdaje o telesach, ako geometria, frekvencie, Startovacie hodnoty modulov pru-
znosti, hustoty a podobne. Ich princip je zndzorneny na obr. 5.1 uvedenom nizsie. S ale
pouzitelné len pre tenkostenné telesd, a ich funkénost ukazana len na ukazkovom priklade.
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5. URCOVANIE YOUNGOVHO MODULU PRUZNOSTI
frekvencie .
a tvary z / trial’ pa- /
experimentu rametre

MKP modalna
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frekvencie 1,

citlivostna
analyza

citlivosti s;;

n+1

ladenie

parametre p, 1)
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parametre €, alebo €,

‘ koniec

Obr. 5.1: Schéma popisujica cinnost makier. Obdobny algoritmus sa pouziva prakticky vo vset-
kych pripadoch iteracnich spdsobov ziskavania elastickyjch konstdnt zaloZenych na derivdcidch -
citlivostnijch koeficientoch

5.2.3. Ukazkovy priklad

Tento priklad ma za ciel ilustrovat sposob urc¢enia youngovho modulu pruznosti viacerych
vrstiev telesa naraz uzitim prvej ohybovej frekvencie. S dané 3 telesd z 3 materidlov
o moduloch pruZnosti E(y), E(3) a E3), pricom hrabky ich vrstiev st v r6znom pomere
vzhladom k celkovej hriibke telesa (3 rozdielne konfiguracie) podla obréazku 5.2 a tabulky
5.1. Najprv bola spocitana vlastna frekvencia pre kazdé teleso uzitim ’skutoénych hodnot’
modulov pruznosti - imitacia rezonancnej skusky. Tieto frekvencie boli potom pouzité ako
experimentalne, ku ktorym je sa treba dopracovat pocas ladenia.
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Layers Materials

Theta

Obr. 5.2: 3 tenkostenné telesd o réznych hribkach vrstiev

teleso | dizka | §irka | tloustka 1 | tloustka 2 | tloustka 3 | frekvencia ohyb
~ [ | o] | fom] | [mm] | fom [1/]
1 100 50 0.5. 0.5 0.5 875.5
2 100 50 1 0.5 0.5 1128
3 100 50 1 1 0.5 1842.9

Tabulka 5.1: rozmery a frekvencie fiktivnych telies, hustota p = 6000kgm ™2, poissonov pomer
w=0.22

Rozdielne pomery hribok spdsobuji rozdielnu zavislost vlastnych frekvencii na modu-
loch pruznosti jednotlivych vrstiev danych telies. To robi citlivostni maticu L regularnou,
riesi sa teda iterativne ststava 3 rovnic o 3 neznamych, pricom existuje jednoznacné rie-
Senie.

B citl. )\ (ET)
05l | ) (E2)
‘ [ Ix(E3)

s,

0
t1 t2 t3

Obr. 5.3: Citlivostné koeficienty frekvencii na moduly pruznosti vrstiev, t1, t2, t3: teleso 1, 2, 3,
farby odpovedaji modulom pruznosti jednotlivijch vrstiev telies

Boli pouZité pociato¢né hodnoty podla tabulky 5.2 a nastaveny interval hodnot, v
ktorom sa riesenie ocakava, konkrétne spodné hranica 50 GPa a vrchnda hranica 300GPa.
Vysledky st zhrnuté v tabulke a na obrazku nizgie. Odchylky v desatindch GPa s spo-
sobené zaokrihlenim hodnot vlastnych frekvencii, vzhladom ku ktorym sa ststava ladila.
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5. URCOVANIE YOUNGOVHO MODULU PRUZNOSTI

ndiEE
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Obr. 5.4: Konvergencia ku skutocngm hodnotdm

materidl | E nastrel [GPa] | E skut [GPa] | E vypocitané | rozdiel E [%]
1 200 250 249.2 -0.3
2 300 200 200.8 +0.4
3 50 150 150.4 +0.3

Tabulka 5.2: pociatoéné, skutoéné a vysledné hodnoty

V pripade realnych keramickych laminatov nastali problémy okrem iného aj v tom, ze
telesd nebolo mozné modelovat ako rovinné, tieto makra su teda pre realnu tllohu nepou-
Zitelné.

Okrem toho boli makra vysktsané pre rézne pociato¢né hodnoty modulov pruznosti
a dopracovali sa ku rovnakym hodnotam, obrazky 5.5 a 5.6.
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Obr. 5.5: Konvergencia ku skutoénym hodnotdm pre pociatocné hodnoty youngovych modulov
pruznosti 600/50/250 GPa
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Obr. 5.6: Konvergencia ku skutocnym hodnotdm pre pre pociatocné hodnoty youngovyjch modulov
pruznosti 50/600/250 GPa
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6. EXPERIMENTALNE DATA

6. Experimentalne data

Ustav fyziky materidlov AVCR poskytol sktgobné vzorky, ktorych tdaje s zhrnuté
v tabulke 6.1. Autorovi boli poskytnuté geometrické rozmery, snimky z mikroskopu,
hmotnost a hustoty telies. Frekvencie a moduly pruznosti boli uréené na pristroji IMCE
HT1600. Frekvencia oop (out of plane - vychylky kolmo na rovinu vrstiev) znamend prvy
ohybovy tvar kmitu, inp (in plane - vychylky v smere roviny vrstiev) je druhy ohybovy
tvar kmitu. Autorovi ostalo za tlohu zmerat podla fotiek z mikroskopu hribky jednotli-
vych vrstiev. VSetky data st uvedené v prilohe.

dlzka | &irka | hrabka | hmotnost | frekvencia oop | frekvencia inp

teleso [mm] | [mm] | [mm] g] [Hz] [Hz]
AMZ 1 42.83 | 4.061 | 3.825 2.9602 15525.3 16499.7
ATZ 2 42.76 | 4.795 | 3.174 2.6262 17188.5 25292.8
lamindt 3 | 42.77 | 4.043 | 3.400 2.4035 17950.2 21133.3
AMZ 4 49.41 | 4.015 | 3.683 3.2394 11135.9 11822.7
lamindt P3 | 24.53 | 4.482 | 4.389 1.9506 65499.3 66939.2
laminat P16 | 20.61 | 4.225 | 4.376 1.5347 89655.1 86904

Tabulka 6.1: Skugobné telesd (vzorky). Pre vsetky materidly je uwvaZovand hodnota poissonovho
pomeru =0.275. Hribky zmerané mikrometrom.

Subor dat obsahuje 2 telesd z materidlu AMZ (Alumina monoclinic zirconia), 1 te-
leso z ATZ (Alumina tetragonal zirconia) a 3 laminéty pozostavajice z 5 vrstiev ATZ a
4 teknych vrstiev AMZ, zhruba pravidelne rozmiestnenych po hrubke laminatu. Hrabky
jednotlivych vrstiev boli zmerané spésobom pozostavajiucim zo snimok ziskanych mikro-
skopom a nésledne spracovanych vo volne dostupnom softvéri ImagelJ, distribucia Fiji [30].

Pri pohlade na snimky z mikroskopu je zrejmé, ze geometria vrstiev vykazuje urcité
nepravidelnosti, ¢o mdze ovplyvnit vhodnost modelu geometrie idealizovaného ako Stvor-
boké hranoly leziace na sebe (obr.6.1).

File Edit Font Results
[area [Mean  [Min [Max_ [ange [length |
522 142584 137.337 150.120 |30 521.333
518 143210 122750 19T | 31.108| 517.094
527 138 66199 151.000 | 80.000| 526.000
§72 77161 149.022| 89.119| 520278 File Edit Font Resuls
[area [mean  [min Max__ |Angle [Bength |
05 137.892 B89.304 146884 O
2 892 141274 124383 149878 O

Obr. 6.1: geometrické nepresnosti vo vrstvent lamindtu P3
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Obr. 6.2: Mala relativna hribka vrstiev AMZ vodi vrstvam ATZ

Laminaty P3 a P16 museli byt nakoniec z urcovania vylic¢ené. Pri pokuse o urcenie
modulu pruznosti tenkej vrstvy AMZ dosahovali vysledky neredlnych hodndt. Namerané
hribky vrstiev sa po s¢itani vyznamne liSili od hodnoty hribky zmeranej mikrometrom.
Tento problém sa nepodarilo odstranit ani po opakovanych meraniach. Bolo nutné si spo-
minané sktisobné vzorky prehliadnut este raz, pricom boli odhalené vyznamné porusSenia
predpokladov o geometrickom tvare telesa ako hranole, pomocou ktorého bola idealizo-
vana jeho geometria. Steny leziace oproti sebe neboli rovnobezné, stena podstav nebola
kolm4 na bo¢né steny a hribka vrstiev AMZ sa viackrat menila skokovo po dlzke telesa,
niekde sa vrstva AMZ tplne stracala (obrazok 6.3). Bolo by potrebné vytvorit podrobny
model geometrie, ktory tieto skutocnosti zohladnuje, to ale z ¢asovych dovodov nie je mo-
7né. Ako jediny relativne pouzitelny sa ukdzal laminat 3. Geometrické udaje s zhrnuté,
spolu s rozdielmi hodno6t z mikrometra a mikroskopu v tabulke 6.2

hriabky vrstiev [um] + sacet mikroskop mikrometer | rozdiel
lamindt | 1 213 |45 |67 | 8]9
P3 774 | 75 | 787 | 73 | 870 | 71 | 816 | 66 | 775 | 4309 4389 -80
P16 764 | 73 | 831 | 73 | 835 | 75 | 829 | 72 | 739 | 4292 4376 -88
Tabulka 6.2

Obr. 6.3: Nepreéno.;sﬁ v geometrii pre lamindt P16

Nakoniec teda boli v praci vyuzité len monolitické vzorky AMZ a ATZ a laminét 3
zloZzeny z tenkych vrstiev AMZ a hrubych vrstiev ATZ.
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7. PREZENTACIA VYSLEDKOV RIESENIA

7. Prezentacia vysledkov riesSenia

Vstupné udaje

Ako vstupné udaje poslazili geometrické rozmery ziskané mikrometrom a snimok mik-
roskopu, hmotnost, v pripade uvazovania znameho youngovho modulu pruznosti jeho
hodnota a vlastné frekvencie, podla kapitoly 6.

Model materialu

Vsetky telesa v tejto kapitole boli modelované ako linearne elastické a izortopné, v pri-
pade laminatu boli s obdobnym modelom materidlu uvazované jeho vrstvy. Pre vsetky
materidly bol uvazovany poissonov pomer p = 0.275. Hustota bola ziskand ako podiel
hmotnosti telesa a objemu ziskaného z merania dizky, sirky a hrabky.

Model geometrie a okrajovych podmienok

Geometria telies bola modelovand pomocou hranolu (APDL priklaz block), vrstvy boli
uvazované ako dokonalo spojené bez moznosti vzajomného prokluzu. Toto spojenie bolo
realizované pomocou couplingu uzlov siete na rozhrani vrstiev (APDL prikaz cpintf).
Vzhladom na skuto¢nost, ze modelujeme volné kmitanie bez obmedzenia deformécie te-
lesa, neboli predpisané Ziadne okrajové podmienky okrem symetrie vzhladom na prvy a
druhy ohybovy tvar kmitu. Vzhladom k zaverom z predchddzajiceho textu nebudeme v
pripade laminatu uvazovat zbytkové napatia vzniknuté pri jeho vyrobe.

Nastavenie riesica

Na modélnu analyzu bola pouZitd metdda Block Lanczos (modopt,lanb), teda nebolo uva-
zované tlmenie.

Algoritmus rieSenia

Pre ladenie bol pouzity algoritmus (ladenie mechanickych sistav) obdobny uvedenému v
kapitole 5 s tym rozdielom, Ze sa ladilo vzhladom k vlastnej frekvencii a nie ku kvadratu
vlastnej uhlovej frekvencie.

7.1. Konvergencia siete vzhladom na frekvenciu

Boli pouzité rozmery odpovedajice nameranym na laminate 3 (tabulka 7.7), pricom mo-
duly pruznosti boli zvolené orienta¢ne, nakolko cielom bolo len skiimat konvergenciu siete
s ohladom na frekvenciu. Najskor bol vyskasany 8 uzlovy prvok SOLID185. Aj napriek po-
stupnému zhustovaniu siete hodnoty vlastnych frekvencii konvergovali len pomaly. Z hla-
diska rozdielu frekvencii oproti experimentu by bola sice odchylka pomerne mala, je vSak
potreba ju ‘stlac¢it’ ¢o najnizsie, aby sa ¢o najviac eliminovala chyba v numericky spocita-
nych frekvenciach. Toto je zhrnuté v obrazkoch a tabulkdch uvedenych nizsie. Vzhladom
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7.1. KONVERGENCIA SIETE VZHLADOM NA FREKVENCIU

na vlastné tvary prvej a druhej ohybovej frekvencie bola pouzitd symetria a modelovana
len polovica telesa.
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Obr. 7.1: konvergencie siete pre prvi (in plane) a druhd (out of plane) ohybovi frekvenciu

V tabulke nizsie znamend oop (out of plane) prvi ohybovi frekvenciu a inp (in plane)

druh@i ohybovt frekvenciu,jednotlivé stipce 2 aZ 5 odpovedaji poé¢tu deleni po hriibke
vrstvy ATZ respektive AMZ.

delenie | delenie | delenie | delenie | frekvencia oop | rozdiel | frekvencia inp | rozdiel
dizka | sirka | ATZ | AMZ [Hz] [%] [Hz] [%]
1 12 3 1 1 17975.1 20644.1
2 14 4 1 1 17717.0 -1.436 20585.7 -0.283
3 16 5 2 1 17588.6 -0.725 20513.2 -0.352
4 18 6 2 1 17474.3 -0.650 20454.6 -0.286
5 20 7 2 1 17392.5 -0.468 20408.3 -0.227
6 22 8 2 1 17331.9 -0.348 20371.8 -0.179
7 24 9 2 1 17285.8 -0.266 20343.0 -0.142
8 26 10 2 1 17250.0 -0.207 20319.9 -0.113

Tabulka 7.1: konvergencie siete pre SOLID185 s relativnym rozdielom voci predchddzajicemu

deleniu
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delenie | delenie | delenie | delenie | frekvencia oop | rozdiel | frekvencia inp | rozdiel
dlzka | sirka | ATZ | AMZ [Hz] [%] [Hz] [%]
1 12 3 1 1 17059.93 20175.16
2 14 4 1 1 17059.91 -0.0001 20174.85 -0.0016
3 16 5 2 1 17059.89 -0.0001 20174.75 -0.0005
4 18 6 2 1 17059.88 -0.0000 20174.72 -0.0001
5 20 7 2 1 17059.88 -0.0000 20174.71 -0.0001
6 22 8 2 1 17059.88 -0.0000 20174.70 -0.0000

Tabulka 7.2: konvergencie siete pre SOLID186 s relativnym rozdielom voci predchddzajicemu
deleniu

Obr. 7.2: Siel pre model geometrie s vyuzitim polovicnej symetrie

Nakoniec bolo zvolené delenie 22/8/2/1 v pripade polovi¢nej symetrie modelu a 22/4/2/1
v pripade Stvrtinového modelu, s ktorym sa uvazovalo v pripade uvazovania len prvej ohy-
bovej frekvencie a prvok SOLID186.

7.2. Homogénne telesa - monolity

Najprv bolo itera¢né makro skiSobne overené na monolitickych vzorkach keramiky (AMZ
1, AMZ 4, ATZ 2) z tabulky 6.1. Hodnoty modulov pruznosti zistenych pomocou MKP
boli porovnané s hodnotami urc¢enymi na pristroji IMCE HT1600. Bol pouzity prvok
SOLID186 s delenim dl7ka/$irka/hribka 25/5/5 pre AMZ a 25/5/4 pre ATZ, a bola
pouZita polovi¢na symetria (dizka).
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7.2. HOMOGENNE TELESA - MONOLITY
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Obr. 7.3: Youngov modul pruinosti, porovnanie MKP a ddt z experimentu (UFM) pre monolity

teleso | frekvencia [Hz] | Ey ¢y, [GPa] | Eyxp [GPa] | rozdiel [GPal
AMZ 1 15525.3 247.8 246.5 -1.3
AMZ 4 11135.9 239.2 237.6 -1.6
ATZ 2 17188.5 390.2 389.0 -1.2

Tabulka 7.3: Zhrnutie vijsledkov pre out of plane frekvenciu

teleso | frekvencia [Hz] | Ey sy [GPa] | Eyxp [GPa) | rozdiel [GPal

AMZ 1 16499.7 249.6 248.7 -0.9
AMZ 4 11822.7 228.5 226.9 -1.6
ATZ 2 25292.8 387.7 386.6 -1.1

Tabulka 7.4: Zhrnutie vijsledkov pre in plane frekvenciu

Z tabuliek 7.4 a 7.4 mozno vidiet, ze bolo dosiahnuté dobrej zhody. Mierne nizsia
hodnota ziskand pomocou MKP moze byt spdsobend inym spésobom zahrnutia hustoty,
ked data z UFM poéitali s hustotou ziskanou pomocou archimédovho zakona, zatial ¢o
hustota bola do MKP zadand ako podiel hmotnosti a geometrickych rozmerov monolitic-
kych telies. Okrem toho pri telese AMZ 4 mozno vidiet pomerne vyrazny rozdiel v module
pruznosti pri otoceni telesa o 90 stupnov.
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7. PREZENTACIA VYSLEDKOV RIESENIA
7.3. Laminat 3

Pri laminate 3 bola situdcia o nieCo priaznivejSia, ale aj tu sa ukazala nerovnomernost
hribok a problémy pri merani celkovej hribky. Data z mikroskopu obsahovali snimky pri
120, 240 a 2400 nasobom zvicseni. Pri 120 nasobnom zvic¢seni bol problém uréit spravnu
hriabku tenkych vrstiev AMZ, 240 a 2400 nasobné zvic¢senia zas poskytna tdaje len o
Casti laminatu, pricom hrabky sa po dlzke menia. Nakoniec boli pouzité dita zo 2400 a
240 nasobného zvicsenia, 120 nasobného zvicsenia a priemer z nich. Boli vykonané 2 spo6-
soby urcovania modulov pruznosti. V prvom bol modul hrubej vrstvy ATZ povazovany
za znamy, a moduly ATZ boli uréované samostatne pre prvi a druht ohybovt frekvenciu.
Pri druhom spésobe bol predpoklad, ze modul pruznosti ani jednej z vrstiev nepozname
a bol pokus o urcenie charakteristik oboch vrstiev naraz uzitim prvej a druhej ohybove;j
frekvencie.

e s e R T |

Obr. 7.4: Orientacne naznacené vrstvy lamindtu 3 pri 120 ndasobnom zvicéseni, vo vrstvach AMZ
mozno vidiet povrchové trhliny z dovodu vysokych hodndt tahovych napdti na povrchu, vo vnidtrs
vrstiev su napdtia naopak tlakové

Uréenie youngovho modulu AMZ pri zndmom module ATZ

Pouzitie prvej ohybovej frekvencie

Problém je, Ze relativne maly objemovy podiel AMZ robi jeho vplyv na frekvenciu
nizky, na ¢o sa da opacne hladiet ako vysoku citlivost hodnoty jeho modulu na frekven-
ciu, ako aj vSetky ostatné vstupy. Toto bude o nieco blizsie rozobraté v odstavcoch o par
podkapitol dalej, tu bude ukdzany len vplyv modulu ATZ pri jeho niektorych zvolenych
hodnotéch a tiez vplyv hrubky vrstiev.

Ak sa zameriane ¢isto len na vplyv youngovho modulu ATZ pri pouziti out of plane

frekvencie a hribok ziskanych zo snimok z mikroskopu ziskanych pri 240 a 2400 nasobnom
zviicéSeni, dostaneme nasledujtice hodnoty zhrnuté v tabulke niZsie.
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7.3. LAMINAT 3

znamy modul ATZ | rozdiel | ur¢eny modul AMZ | rozdiel | rozdiel
[GPa] (%] [GPa] [GPa [ %]
385 -1.28 343 +79 +28.4
388 -0.5 298 +31 +11.6
390 - 267 - -
392 0.5 238 -29 -10.8
395 1.28 195 -72 -26.9

Tabulka 7.5: Zdvislost hodnoty Eanrz na hodnote Eary

Teda len pol percentna chyba v moduloch pruznosti vrstviev ATZ, ktory predpokla-
dame za znamy spoOsobi 11 percentni chybu v module AMZ, ¢o je rovné az 30 GPa do
kladnych aj zapornych odchyliek. Okrem toho podla rezonan¢nych skiok monolitov AMZ
je analogicky interval pre modul ATZ +-2 GPa neredlne nizky, a teda hodnoty pre AMZ
velmi pravdepodobne nebudi odpovedat realite. Pri hodnotidch modulu ATZ v intervale
+-5 GPa sa dostaneme na interval + 28 resp. -27 percent, respektive zhruba 70 GPa.
Takyto rozptyl hodnot teda znemoznuje presné urcenie modulu pruznosti v tahu AMZ
vrstiev pri ich danej relativnej hribke.

Dalsim problémovym parametrom je hribka telesa, resp. hritbka jednotlivych vrstiev.
Merané data z UFM totiZ obsahovali meranie celkovej hriibky na 3 miestach laminatu,
pricom z 2 sa dali vyc¢itat hrabky jednotlivych vrstiev. Aj tu sa hrabky lisili, okrem toho
boli o nieco nizsie nez hrubka zmerana mikrometrom. Mikroskop pravdepodobne dosta-
toc¢ne nezachytil okraje vzorku, nastala chyba autora prace v spracovani poskytnutych
snimok, pripadne bola merana hribka v mieste s jej s najnizSou hodnotou. Preto boli
spocitané rozne varianty. Pre hribku spocitant zo snimok so zvicsenim 240x a 2400x,
hribku spocitant zo snimok so zvicsenim 120x a pre priemernt hodnotu hriabky z nich.
Okrem toho boli spocitané varianty pre korekciu celkovej hribky a korekciu okrajov na
priemernt hrabku ziskani mikrometrom (korekcia okraj, korekcia celkova), rozmery st v
tabulke 7.7. Okrem toho aj samotna hrubka zistend mikrometrom sa pomerne dost lisila
po dlzke telesa. Lepsie povedané, zd4 sa, ze sa moc neli§i, ale vzhladom na ttto dlohu

je to pomerne dost. Pre vSetky varianty je uvazovany modul pruznosti ATZ vrstiev 390
GPa.

1 2 3 priemer
Sirka [mm] 4.042 | 4.043 | 4.045 | 4.043
hribka [mm)] 3.376 | 3.406 | 3.419 | 3.400
rozdiel hrubky voéi priemeru [%] | -0.7 | +0.2 | +0.6 -

Tabulka 7.6: Sirky a hribky zmerané mikrometrom pri lamindte 3

Nizsie st zhrnuté namerané hrabky pre vSetky uvedené varianty. Ako jednotky st uzité
mikrometre.
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vrstva 240 2400 | korekcia okraj | korekcia celkova | 120 | kor. okr. | kor. celk.
- [pm] [pm] [pm] [pm] | [pm] [m]
1 852 861 856 868 885 876
2 83 83 83 83 83 83
3 550 550 539 545 545 551
4 82 82 83 90 90 90
5 536 536 539 542 542 048
6 87 87 88 88 88 89
7 573 573 576 552 552 558
8 94 94 95 94 94 95
9 526 535 528 504 521 510
celkovo 3382 3400 3400 3365 3400 3400
rozdiel -18 - -35 - -
rozdiel [%] -0.5 - - -1 - -

Tabulka 7.7: Hribky ziskané zo snimok z mikroskopu pri 240 a 2400 ndsobnom zvicseni a hribky

ziskané pri 120 ndsobnom zvicéseni spolu s korekciami

Tabulka 7.8: Hrubky ziskané zo snimok z mikroskopu ako spriemerované hodnoty, plus korekcie

vrstva priemer | korekcia okaj | korekcia celkova
- [pm)] [pm] [pm]
1 860 873 867
2 83 83 83
3 547 547 552
4 86 86 87
5 539 539 543
6 87 87 88
7 562 562 567
8 94 94 95
9 515 528 519

celkovo 3374 3400 3400

rozdiel -26 - -

rozdiel [%)] -0.7 - -

na priemernd hribku

Vysledky pre ziskané moduly pruznosti AMZ vrstvy st zhrnuté nizsie, a ich rozptyl

(v tomto pripade nim nie je mysleny Statisticky ukazovatel) je netimerne velky




7.3. LAMINAT 3

stanovenie hrubok / hrabky Eanz

- [GPa]
mikroskop 240 2400 267
korekcia okrajov 240 2400 175
korekcia celkova 240 2400 178
mikroskop 120 365
korekcia okrajov 120 182
korekcia celkova 120 182
mikroskop priemer 327
korekcia okrajov z priemeru 186
korekcia celd hribka z priemeru 185

Tabulka 7.9: Moduly pruznosti AMZ vrstvy ziskané pre rozne stanovené hribky vrstiev uZitim
out of plane frekvencie, Earz=390 GPa

Pouzitie druhej ohybovej frekvencie

Pri druhej ohybovej frekvencii (in plane) sa problémy s hriibkou prejavili v o nieco
mensej miere. Vplyv modulu pruznosti ATZ vrstiev ostava podla oc¢akavania nadalej vy-
soky, aj ked jeho vplyv je tiez nizsi v porovnani s out of plane frekvenciou. Vysledky si
znovu zhrnuté v tabulkiach uvedenych nizsie.

znamy modul ATZ | rozdiel | uréeny modul AMZ | rozdiel | rozdiel
[GPa) (%] [GPa] [GPa] (%]
385 -1.28 315 +44 | +16.2
388 -0.5 289 +18 +6.6
390 - 271 - -
392 0.5 253 -18 -6.6
395 1.28 227 -44 -16.2

Tabulka 7.10: Vplyv hodnoty E modulu AMZ v zavislosti na E module ATZ pri in plane frek-
vencit, pouzitd hribka zmerand zo 2400 a 240 ndsobného zvicsenia bez korekcie

Graficky je zavislost modulu pruznosti AMZ vrstiev na moduloch pruznosti ATZ vrs-
tiev ukdzand na (obr. 7.5). V Matlabe je pouzité ’axis(’equal’)’ pre zdoraznenie zlej pod-
mienenosti tlohy pre oba pripady.
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Obr. 7.5: Zavislost uréeného youngovho modulu AMZ na module pruznosti ATZ vrstiev
stanovenie hribok / hribky Eapz
- [GPal
mikroskop 240 2400 271
korekcia okrajov 240 2400 252
korekcia celkové 240 2400 251
mikroskop 120 294
korekcia okrajov 120 255
korekcia celkova 120 255
mikroskop priemer 284
korekcia okrajov z priemeru 255
korekcia cela hrubka z priemeru | 255

Tabulka 7.11: Moduly pruinosti AMZ vrstvy ziskané pre rozne stanovené hrubky vrstiev uzitim
in plane frekvencie, Earz=390 GPa

7.3.1. Urcenie youngovho modulu AMZ aj ATZ naraz uzitim pr-
vej a druhej ohybovej frekvencie

Vzhladom nato, ze prva a druha ohybova frekvencia je rdzne citlivd na youngové moduly

pruznosti AMZ a ATZ, je v principe mozné urcit vlastnosti oboch materidlov z jedného

telesa pouzitim prave tychto 2 vlastnych frekvencii. Takyto sposob je ale zle podmieneny,
ako ukazuje obrazok 7.6, a vysledky st podla o¢akavania znovu neuspokojivé.
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7.4. VPLYV POCIATOCNYCH HODNOT MODULOV PRUZNOSTI
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Obr. 7.6: Bezrozmernd citlivost prvej a druhej ohybovej frekvencie na youngove moduly pruznosti
ATZ o AMZ | ziskané z poslednej iterdcie rieSenia pre stanovenie hribky z mikroskopu pri 240
a 2400 nasobnom zvdcseni.

frekvencia | ATZ | AMZ | celkovo
out of plane | 0.477 | 0.023 | 0.500
in plane 0.462 | 0.037 | 0.499

Tabulka 7.12: Bezrozmernd citlivost prvej a druhej ohybovej frekvencie na youngove moduly
pruznosti ATZ a AMZ - ¢iselne.

Nizsie st v tabulke zhrnuté vysledky pre rozne varianty stanovenia hrabok.

stanovenie hribok / hribky Earz | Eapz

- [GPa] | [GPa]
mikroskop 240 2400 390 277
korekcia okraju 240 2400 378 360
korekcia cele 240 2400 378 360
mikroskop 120 402 191
korekcia okraju 120 379 352
korekcia cele 120 379 352
mikroskop priemer 397 225
korekcia okrajov z priemeru 378 361
korekcia celd hrubka z priemeru | 379 352

Tabulka 7.13: Moduly pruznosti ATZ a AMZ wrstiev lamindtu pri uZiti progeh 2 ohybovich
frekvencii

Ako mozno vidiet, pre vrstvy ATZ bola zhoda v porovnani s monolitickym vzorkom
vysSia nez v pripadoch AMZ vrstievm ktorych moduly pruznosti opét dosahovali nerea-
listickych hodnét.

7.4. Vplyv pociatoénych hodn6t modulov pruznosti
Pri jednej nezndmej (AMZ) sa hodnota vysledného youngovho modulu pruznosti ustalila
po tretom iteracnom kroku. Pouzité vstupné hodnoty hrabok si ziskané z kombinacie

snimok z mikroskopu so zvicéSenim 2400 a 240 uvazovanim modulu pruznosti ATZ vrstvy

390 GPa (obr. 7.7).
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Obr. 7.7: Konvergencia hodnoty modulu pruznosti AMZ vrstiev pre rozne poc. podmienky

Pri pri pociato¢nej hodnote 500 GPa pre ATZ a 100 GPa pre AMZ vypocet konvergoval
pomaly, a bolo treba nastavit spodnt hranicu pre AMZ (95 GPa), lebo po prvej iteracii
sa dostavala hodnota modulu pruznosti do zapornych ¢isel ( obr.7.8 vpravo).

600

EATZ
EAMZ

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
iteracny krok iteracny krok

Obr. 7.8: Konvergencia hodnoty modulu pruznosti ATZ a AMZ vrstiev pre rézne poc. podmienky
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8. Analyza vysledkov

7 vysledkov v predchadzajicej kapitole je zrejmé, 7e st neuspokojivé. Tu bude ro-
zobrata cast dévodov. Urcovanie elastickych konstant nepriamym sposobom je zalozZené
na tom akou mierou neznéme konétanty na meranu veliéinu A\ tomto pripade vlastné
na ich spravne urcenie frekvencia a tym padom aj vSetky ostatne merané Vehcmy. Hod-
noty predovsetkym youngovho modulu pruznosti AMZ vrstiev dosahovali prili§ velkého
rozptylu. V dalSom budeme predpokladat, Ze modul pruznosti ATZ je 390 GPa a mo-
dul pruznosti AMZ vrstiev je 250 GPa (hodnota modulu pruznosti ziskaného na konci
itera¢ného rieSenia).

8.1. Neistoty a chyby

Ako merané veli¢iny do vypoc¢tu vstupuji geometrické rozmery skasobnych telies, teda
dl7ka, Sirka a hrabky jednotlivych vrstiev. Dalej merané rezonanéné frekvencie, hmot-
nost (pripadne hustoty), v pripade vlastnosti znamej vrstvy aj elastické charakteristiky
tejto vrstvy. Hodnoty tychto veli¢in nie je samozrejme mozné poznat s dokonalou pres-
nostou a ich merané hodnoty st zatazené chybou. Chyby mozno delit podla charakteru
na nahodné a systematické. Systematicka chyba ostava konstantnd pocas opakovanych
merani, ndhodna sa meni nepredvidatelnym sposobom. Spolo¢ne ich vyjadrujeme para-
metrom zvanym neistota merania. Neistoty v priamo meranych veli¢indch sa prejavujia aj
vo veli¢inach z nich odvodenych. Na neistote sa vstupné parametre podielaji roznou mie-
rou, ktora je vyjadrena prevodovymi (citlivostnymi) koeficientmi. V dalsom sa obmedzime
prave na vyjadrovanie citlivostnych koeficientov, takzvanych lokalnych citlivosti.

8.2. Citlivostna analyza

V [31] vychadzajicom z ASTM Standardu pre uréovanie modulu pruznosti je popisané
urcovanie neistoty v pripade telies z 1 materidlu. Prevodové koeficienty st vyjadrené
analyticky ako parcidlne derivicie nepriamo meranej veli¢iny vzhladom k priamo meranym
veli¢inam

OE 0 mfia
4 7 ) 1
3% 8% <0 9465 b3 (8.1)
Napriklad pre vplyv prvej ohybovej frekvencie dostdvame
oF 0 f 2F
0.9465———— T = — =2 8.2
afy — afy < o) - T (82

Obdobne by sme dostali citlivostné koeficienty pre ostatné merané veli¢iny, hmotnost
m, Sirku b, dlzku @ a hrabku ¢.

oF E oF —FE
am m |SEm| =1 A lsmp| =1 (8.3)
oF 3F oF —3F
aa a ’SEa| 3 at t |SEt| 3 (8 )
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8. ANALYZA VYSLEDKOV

V pripade, Ze teleso je zlozené z viacerych materidlov, nie je obecne mozné si neznamu
vyjadrit explicitne, vzhladom na nelinedrnu rovnicu 5.3.

Chyby v urcenej vlastnej frekvencii mozno delit na chyby pri jej samotnom merani
a chyby konec¢noprvkového modelu spocivajice v tom, zZe je zostaveny z chybného mo-
delu geometrie (v pripade hrabok bez korekcii na priemernt hribku) pripadne chybného
modelu materidlu (hmotnost, modul pruznosti vrstiev, ktory predpokladdme za zndmy).
Vsetky tieto chyby sa podielaji na nespravnom urcéeni neznameho modulu pruznosti.

Pre lepsiu predstavivost sa to da ilustrovat nasledujico: Do modelu geometrie budeme
vstupovat s nespravne uréenou (vyssou) dizkou, ¢o sa prejavi na nizSej tuhosti telesa po-
uzitého pri ladeni oproti skutoénému experimentalnemu telesu. Vzhladom nato, Ze model
spektralne ladime pomocou neznameho modulu pruznosti, tento nezndmy parameter musi
kompenzovat nizs$iu tuhost a dostaneme tym jeho vyssiu hodnotu nez ma v skutoc¢nosti.
Frekvencia je ale malo citliva na jeho zmeny z dévodu malého objemového podielu a po-
lohy AMZ vrstiev, ¢im sa chyba este nasobi. Obdobne si to modul pruznosti AMZ vrstiev
‘odnesie’ pri nespravne priradenom module pruznosti ATZ vrstiev a pri vsetkych ostat-
nych parametroch.

Nasledujtci postup je obecnejSie v maticovej podobe pre vic¢sie mnozstvo parametrov
popisany v [32] alebo [33]. Pre pripad vplyvu modulu pruznosti ATZ (pri predpoklade
jeho poznania) na uréeny modul AMZ vrstiev a pre vplyv dlzky dostaneme

Af Earz

o _ Sfreko(BEATZ) . DNBarg [ AFauz Earz (8.5)
EAMZ(EATZ) = — ~— = — :
( ) S freko(EAMZ) ﬁ% AFEarz; Eanz
Af  dizk
. _ Sfrcko(dizka) _ Adika f_ AEaugz dizka (8.6)
EAMZ(dlzka) = ———————— R ———F7——— = — .
(dizha) S frekv(EAMZ) ﬁm—]ﬁ”z Adlzka Eapz

Obdobne by sa dali vyjadrit vztahy pre ostatné parametre. Takto vyjadrené citlivostné
koeficienty mozno interpretovat napriklad ako n-percentnti zmenu parametru v ¢itateli na
l-percentni zmenu parametru v menovateli. Teda ak bude chyba v merani dizky 1 %
a citlivostny koeficient ma hodnotu 10, bude podla vztahu 8.6 chyba v urceni modulu
pruznosti AMZ vrstvy 10 %. To je aj hlavnd vyhoda takejto bezrozmernej definicie koefi-
cientov, daji sa dobre interpretovat.

ANSY'S vo svojej klasickej verzii postupne odstranuje moduly z uzivatelského rozhra-
nia, ako aj optimalizac¢ny, preto je citlivostnd analyza ru¢ne napisana v prostredi APDL.
Budeme pouzivat dopredné diferencie, obrazok 8.1. Hodnota takto urc¢eného koeficientu
zévisi na dlzke diferen¢ného kroku, pretoze zévislosti medzi parametrami st obecne ne-
linearne. Pri velkom kroku sa nespravne postihuje nelinearna zavislost, pri prili§ malom
kroku sa mozu vyskytnat numerické chyby. Pri skisani roznych dlzok kroku sa ako vhodny
ukézal relativny krok 0.001, ¢o je v dobrej zhode s [1]. Kritériom bola stabilita hodnoty
citlivostného koeficientu pre dizky kroku v okoli (0.01, 0.005, 0.0005).
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Obr. 8.1: Dopredné diferencie a chyba voci derivicii

8.2.1. Vplyv meranych veli¢in na youngov modul AMZ pri uziti
prvej ohybovej frekvencie

Niz8ie je na obrazkoch vyjadreny vplyv jednotlivych vstupov na vlastnt frekvenciu. Uva-
zujeme youngov modul pruznosti 390/250 GPa pre ATZ/AMZ. Vplyv AMZ je len o nie¢o
vys&sinez 0.02, teda prakticky ziadny (1 zna¢i 1 percentny narast i-tého parametra na 1 per-
centny narast j-tého parametra pri linearnej zavislosti, teda pre koeficient 0.02 znamena,
ze 1 percentny narast modulu pruznosti AMZ vrstiev sa prejavi iba 0,02 percentnym na-
rastom vlastnej frekvencie). Problematické je, 7e nizka citlivost modulu pruznosti AMZ je
¢len, ktorého prevratenou hodnotou sa prenasobuji vsetky citlivosti v pripade, ze chceme
ziskat citlivost modulu pruznosti AMZ vrstiev na frekvenciu, geometriu a modul ATZ
vrstiev. Dostaneme tym netmerne vysoku citlivost vzhladom na vSetky vstupné veli¢iny.

Uvazovat celkovi hrabku nie je tiplne korektné, lebo ta sa sklada z hrabok AMZ aj ATZ
vrstiev, ale v pripade citlivostného koeficientu vzhladom na hribku budeme zjednodusene
predpokladat, Ze x-nasobne nespravne urcena celkova hribka bude dana su¢tom x-nasobne
nespravne urcenych hribok AMZ a a x-nasobne nespravne urc¢enych hribok ATZ vrstiev.
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Obr. 8.2: Bezrozmerné citlivosti prvej ohybovej frekvencie na parametre vstupujice do vyppoctu
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Obr. 8.3: Bezrozmerné citlivosti modulu pruznosti AMZ vrstiev na parametre vstupujice do
vijppoctu

7 obrazku 8.3 mozno vidiet napriklad to, ze 1 percentnd chyba v zmeranej vlastnej
frekvencii sposobi takmer 50 percentni chybu v ur¢enom module pruznosti AMZ vrstiev,
pricom chybné zmeranie ostatnych velicin sa takisto prejavi v chybe v urceni modulu
pruznosti neimerne vysokym sposobom.

O nieco priaznivejSia situdcia by nastala napriklad v pripade, keby vrstvy AMZ tvorili
vyssi objemovy podiel z celkového objemu telesa. Na obrazkoch nizsie je tato situacia
ukdzand pre pripad, 7e vSetky vrstvy su rovnako hrubé (400 mikrometrov). Dl7ka, §irka
a hmotnost sa identické s laminatom 3.

Obr. 8.4: ATZ(modrd farba), AMZ (fialovd), objemovy podiel AMZ 4/9
Zvysila by sa citlivost vlastnej frekvencie na modul AMZ vrstiev ¢o by sa pozitivne

prejavilo aj v citlivostiach vrstiev na vstupy, ako ukazuje obrazok 8.6. To ale neodpoveda
realnym datam.
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Obr. 8.5: Citlivosti vlastnej frekvencie na parametre pre pripad podla obrdazku 8.4
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Obr. 8.6: Citlivosti urceného modulu pruznosti AMZ vrstiev pre pripad podla obrizku 8.4

Na obr. 8.7 st 3 rézne polohy materalu 2. Hraubky jednotlivych vrstiev si:

pripad 1: 600, 200, 200, 200, a 600 mikrometrov
pripad 2: 200, 200, 1000, 200 a 200 mikrometrov
pripad 3: 200, 1400 a 200 mikrometrov

Je zrejmé, ze s zvySujucou sa vzdialenostou od neutralnej osy narasta vplyv jeho mo-
dulu pruznosti na vlastnu frekvenciu. Vyplyva to aj z analytickych vztahov pre ohybové
kmitanie nosnika (vztahy 4.7 a 4.9), kde je modul pruznosti prendsobovany kvadratickym
momentom prierezu vrstvy vzhladom k neutralnej ose. Teda okrem samotného objemo-
vého podielu je podstatnd aj poloha zloziek laminatu. V pripade telesa pouzitého ako
zdroj experimentalnych dat s vrstvy nezndmeho AMZ zhruba uprostred, pricom okraje
laminatu boli tvorené hrubymi vrstvami ATZ. Ich rozmiestnenie podla nizsie uvedeného
pripadu by takisto znizilo chybu.

50



8. ANALYZA VYSLEDKOV

MNN

0.5 0.5 0.5

0.4 0.4 0.4

0.3 0.3

0.2 0.2 0.z
0.1 0.1 0.1
0 o o
E1 E2 E1 E2 E1 E2

Obr. 8.7: Clitlivost ohybovej frekvencie na moduly prunosti pre 8 rézne polohy materidlu s mo-
dulom E5=250 GPa, E1=300 GPa

Nizsie su vyjadrené citlivosti pre pripady 1 (modrd) a 2 (zIta) a je vidiet, Ze rozdiel je
vyrazny.
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Obr. 8.8: Citlivostné koeficienty uréeného Es vzhladom na parametre pre pripady 1 a 2

8.2.2. Vplyv meranych veli¢in na youngov modul AMZ pri uziti
druhej ohybovej frekvencie

Hrabka je ako rozmer najviac problémovéa. Keby sa pouzila namiesto prvej ohybovej frek-

vencie druhd, kmitanie v tomto pripade nastava kolmo na smer prvej ohybovej frekvencie.

V tom pripade sa sice znizi citlivost neznameho modulu pruznosti na hribku, ale narastie
vplyv sirky. T4 je ale podla dostupnych dat z merania menej nepravidelna (tab. 7.6).
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8.2. CITLIVOSTNA ANALYZA

Taktiez vplyv AMZ na vlastna frekvenciu je v tomto pripade o nie¢o vyssi, konkrétne
hodnoty bezrozmernych citlivosti st 0.465 a 0.034 (pri out of plane to bolo 0.021, ¢ize
néarast o priblizne 1/3).

50 T T T T T T

_50 1 1 1 1 1 1
frekvencia E ATZ hmotnost dizka sirka tloustka

Obr. 8.9: Bezrozmerné citlivosti modulu pruznosti AMZ vrstiev na parametre vstupujice do
vipoctu pri druhej ohybovej frekvencii

Vplyv sirky a hribky sa v tom pripade "oto¢i’. To aj odpoveda spocitanym vysledkom,
ked pri in plane frekvencii bol rozptyl hodnot E modulu AMZ nizsi.

8.2.3. Citlivosti prvych 6 vlastnych frekvencii na moduly pru-
znosti zloziek laminatu 3

Ako je mozno vidiet z obrazku 8.10, modul pruznosti AMZ vrstvy nemd vyznamny vplyv
na ziadnu z prvych 6 vlastnych frekvencii, pricom najmenej nepriaznivé situacia je pre
prva torznu frekvenciu. Aj pri nej je vsak citlivost vlastnej frekvencie na zmenu modulu
pruznosti AMZ vrstiev len pdtpercentna. Aj napriek tomu by sa pomerne vyznamne znizil
vplyvy chyb v uréeni vSetkych meranych veli¢in vstupujicich do vypocétu (obr. 8.12).
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Obr. 8.10: Bezrozmerné citlivostné koefiencienty pre prvgch 6 vlastniyjch frekvencii vzhladom k
modulom pruznosti ATZ a AMZ vrstiev lamindtu

tvar ATZ | AMZ

ohyb 1 (out of plane) | 0.479 | 0.021
ohyb 2 (in plane) 0.466 | 0.034
ohyb 3 (out of plane) | 0.476 | 0.024
ohyb 4 (in plane) 0.466 | 0.034
krut 1 0.450 | 0.05

ohyb (out of plane) 5 | 0.471 | 0.029

Tabulka 8.1: Citlivosti prvjch 6 vlastngch frekvencii na moduly pruznosti zloZiek lamindtu

ANSYS|
R172|
Academic

ANSYS i ANSYS|
RL7
Ac Academi

ANSYS|
A

R17.2
ademic|

Obr. 8.11: Prvych 6 vlastnych tvarov pre lamindt 3

53



8.2. CITLIVOSTNA ANALYZA

3 0 T T T T T T

_20 1 1 1 1 1 1
frekvencia E ATZ hmotnost dlzka sirka tloustka

Obr. 8.12: Citlivosiné koeficienty pre Eanrz pri torznej frekvencii
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Obr. 8.13: Citlivostné koeficienty pre Eapnz vzhladom na parametre pri projch 2 ohybovijch a
torznej frekvencii - porovnanie

Dé sa teda zhodnotit, ze youngov modul pruznosti AMZ vrstiev laminatu 3 je s roz-
umnou a prakticky vyuZitelnou presnostou len tazko urcitelny, pricom prekvapujico sa
ako najviac perspektivna ukazuje prva torzna frekvencia, ktora by davala mierne lepsie
vysledky nez druhd ohybova frekvencia v najproblematickejSich parametroch, Farz a
hribke. Uloha je nadalej zle podmienend, hlavne preto, Ze presne nepozname modul pru-
znosti ATZ vrstiev a hodnota citlivostného koeficientu pren je stale vysoka, konkrétne -10
a pre pripad hrabky je citlivostny koeficient prakticky rovnaky. V FFT zdzname bolo vi-
diet maly peak pravdepodobne torznej frekvencie o hodnote 66190 Hz. Pri skusani teleso
naladit na torznu frekevnciu dosahovali hodnoty modulu pruznosti AMZ nerealistickych
cisel.
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9. ZAVER

9. Zaver

Cielom tejto prace bolo popisat sposob urcenia elastickych konstant jednotlivych vrs-
tiev viacvrstvych Struktiur - keramickych laminatov. Urc¢ovanie bolo obmedzené na youn-
gov modul pruznosti. Prva c¢ast bola zamerand na reSer§ dostupnej literatary a z nej
vyvodené zavery. Bolo zistené, ze metodika pre zistovanie elastickych konstant jednotli-
vych vrstiev viacvrstvych telies z roznych materialov existuje. Dalej boli uvedené moznosti
jednak analytického vypoctu na zaklade teérie ohybového kmitania bernoulliho nosnika,
ako aj urcovania pomocou ladenia a MKP, pomocou ktorého sa youngov modul pruznosti
nakoniec urcéoval. Bol uvedeny ilustracny priklad s tromi fiktivnymi telesami z 3 materia-
lov, v ktorom sa urcli vSetky 3 nezndme moduly pruznosti.

Dalej boli uréené moduly pruznosti monolitickych vzoriek ATZ a AMZ, pri¢om hod-
noty ziskané pomocou MKP a pristroja IMCE HT1600 umiestnenom v priestoroch UFM
AVCR boli v dobrej zhode. Pre laminat zlozeny z vrstiev AMZ a ATZ bol pokus o uréenie
modulu pruznosti tenkych AMZ vrstiev, pri¢om sa nepodarilo uspokojivo urcit jeho hod-
notu. Obdobne tomu bolo pri pokuse o urc¢enie modulov pruznosti oboch vrstiev laminatu
uzitim prvych dvoch vlastnych frekvencii laminatu. Jedine pri pouziti druhej ohybovej
frekvencie sa jeho hodnoty blizili hodnotam nameranym na monolitickych vzorkoch pri
korekcii hrabky na priemernt hodnotu ziskan mikrometrom.

Nasledna citlivostnd analyza ukdzala, ze maly objemovy podiel AMZ vzhladom k cel-
kovému objemu telesa a poloha jeho vrstiev v laminate robi urcovanie jeho youngovho
modulu velmi problematické z dévodu vysokej citlivosti prakticky na vSetky veli¢iny, na
ktorych jeho hodnota zavisi. Predovsetkym sa ako problémova ukéizala hrabka laminatu,
hribky jednotlivych vrstiev a youngov modul ATZ vrstiev laminatu. Uloha bola zle pod-
mienend, teda malé rozdiely vo vstupnych parametroch vyvolali rddovo vyssie rozdiely v
urcenom youngovom module pruznosti.

Okrem zlej podmienenosti tlohy ale treba priznaft aj autorove problémy pri stanovovani
hribok jednotlivych vrstiev a celkovej hribky telesa z poskytnutych snimok z mikroskopu.

Z uvedeného vyplyva, ze urcCovanie elastickych konstant jednotlivych zloziek laminatu
je za urcitych okolnosti pomerne problematické a doporucenie by sa dalo zhrnat tak, ze
pre presnejSie urcenie je potrebny vyssi objemovy podiel nezndmych vrstiev, pripadne
ich poloha dalej od neutrédlnej osi, aby sa zvy$ila citlivost vlastnej frekvencie na nezname
elastické konStanty a tym znizila citlivost uréovanych hodnot elastickych konstant na hod-
noty ostatnych meranych, pripadne znamych veli¢in vstupujtucich do vypoc¢tu. Je vhodné
si najst taka vlastna frekvenciu, ktord je pre prislusny nezndmy parameter najviac citliva.

.....
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10. Zoznam pouzitych skratiek a
symbolov

E youngov modul pruznosti, modul pruznosti v tahu
G modul pruznosti v $myku
poissonov pomer
L dl7zka, matica citlivosti
a dlzka
b sirka
t hriabka / vyska
w posuv v smere 0si z
f frekvencia
w uhlova frekvencia
A koren frekven¢nej rovnice, vlastné ¢islo
p hustota
A obsah plochy prierezu
J kvadraticky moment prierezu
S citlivostny koeficient
m hmotnost
D ohybova tuhost
P parameter (obecne)
l ladeny parameter
z stiradnica pouzivana pri viacvrstvom nosniku

T,A,B  korekéné faktory
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