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Pouzité symboly

R

obor realnych cisel
vektorovy prostor dimenze n nad R
mnozina matic typu (n,m) nad R

mnozina vSech funkci, které maji spojité derivace
az do Tddu n na mnoziné X

uspotradana n-tice redlnych c¢isel — vektor
nulovy vektor

norma vektoru

posloupnost vektort

realné Ctvercova matice fadu n

gradient funkce f v bodé x

Hessian funkce f v bodé x



Uvodni slovo

Numerickd matematika je Siroce obsahlda matematicka disciplina, ktera vy-
uziva pocitacové vypocetni metody pro feseni velkého mnozstvi tloh, jez jsou
pro clovéka pocetné velice komplikované. Pro feseni takovych problémi pou-
zivame tzv. numerické metody. Tyto metody nam presné popisuji feseni dané
ulohy, pficemz pro konecny pocet vstupnich dat je pfifazen konecny pocet dat
vystupnich. Posloupnost krokt vyjadiujicich priibéh dané tlohy nazyvame algo-
ritmus.

Béhem svého studia na vysoké skole jsem se seznamila s optimalizac¢nimi nu-
merickymi metodami, jez mne velice zaujaly. Pro téma své bakalarské prace jsem
si vybrala jednu z téchto metod a to Metodu konjugovanych gradienti.

Na zacatku prace si uvedeme nékolik pojmii, jez budeme v textu potiebovat.
Déle se kratce seznamime s problémem optimalizace, fekneme si néco o podmin-
kach optimality a uvedeme nazorny priklad.

Néasledné si predstavime spadové metody, jejich zakladni myslenku a obecné
schéma. Uvedeme si také Metodu nejvétsiho spadu, jeji algoritmus a vyuziti
na prikladech.

Cilem této prace je seznamit ¢tenare s Metodou konjugovanych gradienti,
jejiz podstatou je nalezeni minima dané funkce. Uvedeme si zakladni vlastnosti,
jeji vyhody a rozdil mezi pouzitim pro kvadratické a obecné funkce. Poté se
zaméfime na sestaveni soubortt v matematickém prostiedi Matlab, jez budou
pouzité k feseni danych tloh. Také si porovname presné feSeni s fesenim, které
vypocitame pomoci dané numerické metody.

Nakonec aplikujeme Metodu konjugovanych gradienti na konkrétnich tlohach

a budeme zkoumat priibéh vypoctu a presnost feseni.



1 Pripravna kapitola

Na zacatku této prace si uvedeme nékteré pojmy, které budou nezbytné v na-

sledujicim textu.

Definice 1.1. Symetrickou ¢tvercovou matici A fadu n nazyvame
i) pozitivne definitni, jestlize Vx € R™, x # o plati xT Ax > 0,

ii) negativné definitni, jestlize Vx € R",x # o plati xT Ax < 0,

(
(
(iii) pozitivné semidefinitni, jestlize ¥Vx € R™ plati xT Ax > 0,
(iv) negativné semidefinitni, jestlize Vx € R™ plati xT Ax < 0,
(

v) indefinitni, jestlize Ix € R™",y € R", x # 0, y # o plati
xTAx >0 A ylAy<O0.

K urceni pozitivni definitnosti matice lze pouzit napt. tzv. Sylvestrovo krité-

rium:

Véta 1.1. Necht je ddna symetrickd ctvercovd matice A fadu n. Jednotliveé sub-

determinanty matice A oznacime

a1 a2 ... A1k
12 A2 ... A2k

D,=| . . . S|, VE, 1<k<n.
Qi agk ... Ak

Pak matice A je pozitivné definitni prave tehdy, kdyZ Dy > 0, pro 1 < k <n.

Dukaz: viz [1], str. 56.

Definice 1.2. Necht A € R"*" je symetricka pozitivné definitni matice, b je

vektor z R™ a c je realné ¢islo. Pak funkce f : R®™ — R dana pfedpisem

1
f(x) = §XTAX —x"b+e, (1.1)

se nazyva kvadratickd funkce proménné x € R".
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Definice 1.3. Necht je dana funkce f spojitd na mnoziné R". Gradientem funk-

ce f v bodé x € R" nazveme vektor tvaru

1) = 8x) = (560 S0 () (12)

Poznamka 1.1. Obecné gradient V f(xq) urcuje smér nejvétsiho ristu funkee
f(x) v okoli bodu xg. Zaporny gradient —V f(xg) tedy udavd smér né&jvétsiho
spadu.

Definice 1.4. Necht je dana funkce f € C?*(R"™). Hessidnem funkce f v bodé

x € R" nazyvame symetrickou matici danou predpisem

_
a 8%8%

H(x) = (hi;(x));, hij (%) (). (1.3)

i,j=1"



2 Uvod do optimalizace

Optimalizace je matematicka disciplina, ktera se zabyva hledanim extrémi
dané funkce. Tedy nasim tkolem je urcit, ve kterém bodé ma tato funkce své mi-
nimum, respektive maximum.

Nejprve se podivame na zakladni pojmy souvisejici s problematikou optima-

lizace a na nutné a postacujici podminky optimality.

Definice 2.1. Necht f(x) je dan& funkce n proménnych. Uloha minimalizovat
funkci f(x) pro x € R™ se nazyva ulohou nepodminéné optimalizace. Budeme ji

srucné zapisovat

min f(x). (2.1)

xeR”

Poznamka 2.1. Vzhledem k tomu, Ze plati

max f(x) = — min (—f(x)),

budeme se zabyvat pouze minimalizaci funkce.

Definice 2.2. Nechf f(x) : R” — R. Bod x* € R" se nazyva bodem globalniho

minima funkce f, jestlize plati
f(x) < f(x), VxeR"
V pripadé, ze
f(x) < f(x), VxeR"x#x"
hovotime o ostrém globalnim minimu.

K tomu, abychom nalezli globalni minimum funkce f, je potieba znat chovani
funkce f na celém jejim defini¢nim oboru. Zpravidla zname jeji pribéh pouze
v urcitych lokalnich oblastech a jsme tedy schopni nalézt pouze lokdlni minimum

funkce f.



Definice 2.3. Nechf f(x) : R” — R. Bod x* € R" se nazyva bodem lokdlniho

minima funkce f, jestlize existuje ¢ > 0 takové, ze
f(x*) < f(x), Vx€N,
kde N ={y e R": 0 < ||x* —y| < ¢}. Pokud plati
f(x*) < f(x), Vxe€N,x#x",
hovotime o ostrém lokalnim minimu.

Definice 2.4. Necht funkce f € C*(R"). Bod X € R" se nazyva staciondrnim

bodem funkce f, jestlize plati

Poznamka 2.2. g(x) je gradient funkce f v bodé x (viz vztah (1.2)).

2.1 Podminky optimality

Podminky optimality se zabyvaji feSitelnosti tilohy minimalizace ve smyslu
hledani lokalniho minima. Tyto podminky slouzi k ovéfeni, zda je dany bod sku-
tecné fesenim tlohy (2.1) (postacujici podminky optimality), pfipadné ke zjisténi,
ze dany bod neni feSenim tlohy (2.1) (nutné podminky optimalizace) a k vytvé-

feni algoritmt a jejich ukoncovacich kritérii.

Vé&ta 2.1 (Nutnd podminka optimality 1. fadu). Necht funkce f € C*(R™) a

necht x* je lokdlni minimum funkce f. Potom v bodé x* plati
g(x") =V/f(x') =o.
Dukaz: viz [3], str. 15.

Véta 2.2 (Nutna podminka optimality 2. fadu). Necht f € C*(R") a necht x*

je lokdlni minimum funkce f. Pak v bodé x* plati

e g(x*)=o0



o H(x*) je pozitivné semidefinitni matice, tj.

p H(x*)p >0, Vp € R™.

Dukaz: viz [3], str. 15.

Véta 2.3 (Postacujici podminka optimality 2. fddu). Necht funkce f € C?*(R")

a necht v bodé x* plati
o g(x') =0
o H(x*) je pozitivné definitni matice, tj.

p’H(x")p >0, VpeR"p+o.

Pak bod x* je ostré lokdlni minimum funkce f.

Dukaz: viz [3], str. 16.

Na nasledujicim prikladu si ukazeme pouziti vySe uvedenych podminek.
Priklad 2.1. Pomoci podminek optimality naleznéte minimum funkce
f(z1,20) = 22 + 42139 + 625 — 271 + 879 — 5.

Reseni: Funkce f je definovand na celé mnozing R2. Graf této funkce je znézornén
na Obrazku 1. K nalezeni minima funkce vyuzijeme Vétu 2.3. Uréime gradient
funkce f, tj.

g(z1, 7o) = (221 + 429 — 2,47; + 1225 + 8)7.

Obé slozky gradientu polozime rovny nule a dostavame systém dvou linearnich
rovnic tvaru
2?[)1 + 4.1‘2 —2=0
dr1 + 1229 +8 =0

Po vypoctu feseni tohoto systému dostdvame bod x = (7,—3)T, coz je tedy

stacionarni bod.
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Nyni je treba zjistit, zda je x minimem funkce f. Vypocitdme Hessidn a

dostaneme matici ve tvaru

H (21, 22) = (Z 142).

Subdeterminanty této matice jsou rovny

S vyuzitim Sylvestrova kritéria vidime, ze Hessian je pozitivné definitni, a tudiz

bod x* = (7, —3)T je ostré lokalni minimum funkce f.

Obrazek 1: Zobrazeni funkce f(z1,zs) z Piikladu 2.1
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3 Minimalizace funkce pomoci spadovych me-
tod

Principem spadovych metod je konstrukce posloupnosti bodt {x*}2°,, kterd
konverguje k minimu dané funkce f (viz Obrazek 2). Mizeme tedy fict, Ze spadové
metody jsou metody iterac¢ni. V podstaté v kazdém kroku téchto metod hledame
minimum funkce f na polopiimce, ktera je urc¢ena bodem a vektorem, v jehoz

smeéru klesa funkéni hodnota funkce f.

Obrazek 2: Princip spadové metody pro funkci dvou proménnych

V predchozi kapitole jsme si uvedli jednoduchy ptiklad vypoctu minima funk-
ce f. V pripadé, ze by slozky gradientu g funkce f nebyly linearni, nalezeni
takové funkce, nam slouzi pravé metody spadové. Jejich zakladni myslenka je
nasledujici.

Predpokladejme, ze méame danu funkei f(x) : R® — R. Vybereme pocétecni

bod x° € R™ a poté generujeme posloupnost {x*}, ktera je ddna predpisem

xM =xF L vh, k=0,1,2,.. .,

pricemz vektory v* se nazyvaji smérové vektory a oy, jsou kladna realna ¢isla.
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Nasim tukolem je tedy vyftesit ilohu

min f(x)

s vyuzitim spadové metody. Jeji dilezitou soucasti k nalezeni minima je vhodné
si zvolit smeér, kterym se budeme pohybovat, a v tomto pripadé to bude smér

spadovy.

Definice 3.1. Nechf f : R" — R je dana funkce, x € R" je bod a p € R" smér.

Jestlize existuje ap > 0 takové, ze
f(x+ap) < f(x) Va € (0, ap),
pak p se nazyva spadovy smér funkce f v bodé x.

Nyni si uvedeme nékteré vlastnosti spadového sméru. Néasledujici véty lze
nalézt ve vétsiné studijnich materiali zabyvajicich se nepodminénou optimalizaci,
napf. v [2], [3].

Véta 3.1. Necht je dina funkce f € C1(R™), p € R" je dany smér a necht g(x)
je gradientem funkce f v bodé x. JestliZe

g’ (x)p <0,
pak p je spadovym smerem funkce f v bodé x.
Vé&ta 3.2. Nechf je dina funkce f € C*(R"), bod x € R™ a smér p € R™. JestliZe
platt

g’ (x)p=10

p H(x)p <0,

pak p je spadovym smérem funkce f v bodé x.
Véta 3.3. Necht je ddna funkce f € C*(R™) a bod x € R". Mezi viemi spddovymi
smery funkce f v bodé x je smer

p=—-g(x)
ten, ve kteréem funkce f klesda nejrychleji v okoli bodu x.
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Obecné schéma spadovych metod vypada nasledovné:
1. uréime pocéatecni bod x° € R”
2. pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria
— ur¢ime spadovy smér p* v bodé x*
— stanovime vhodnou délku kroku ay > 0, kterd splinuje podminku
F* 4+ ap®) < f(xY)

— vypoéitdme x**1 = x¥ + o, p¥

Snazime se minimalizovat funkci f, tudiz postupné v kazdé nové iteraci postu-
pujici ve spadovém sméru dostdvame mensi funkéni hodnotu funkce f. Vhodnou

délkou kroku rozumime «j, > 0, které splnuje podminku
Fx" + apph) < F(x).
Takové «y lze nalézt napt. pomoci tzv. exakini volby délky kroku. Polozime

pla) = f(x" +ap®), (3.1)

coz je funkce jedné proménné «. Nasledné vyresime tilohu jednorozmérné mini-

malizace

() = min p(a). (3.2)

a>0

Vé&ta 3.4. Necht f € C*(R"™) je dand funkce. Pro spddovou metodu pouZivajici
exaktni volbu délky kroku plati

T
ght1Tpk — .

kde gttt = g(x*1) a xF1 = x* + a;p*.

1

Poznamka 3.1. Véta 3.4 nam k4, Ze vektory gF*! a p* jsou ortogondlni, pii-

¢emz ght! je gradient funkce f v bodé x**1.
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Dalsi moznosti pro stanoveni «y, je urceni ,neptresné“ délky kroku napt. po-
moci Wolfeho podminek nebo tzv. Armijovy podminky zpétného vyhledavani
(napt. viz [3], str. 33 — 37). Vzhledem k tomu, ze v ptikladech uvedenych v této
praci budeme pouzivat pravé Armijovu podminku zpétného vyhledavani, uve-
deme si zde jeji zakladni myslenku. Ta spoc¢iva v tom, ze zkracujeme délku
kroku «y tak dlouho, dokud neni splnéna podminka poklesu funk¢éni hodnoty

dané funkce f. Jeji algoritmus vypada nasledovné.
Algoritmus 3.1 (Armijova podminka zpétného vyhledavani).
e zvolime pocatecni hodnotu a > 0
e zvolime koeficienty v € (0,1) a 6 € (0,1)
e polozime o = &
e dokud plati f(x* + ap") > f(x*) + cup*’ g*

— polozime oy = yay

Na zakladé Algoritmu 3.1 si naprogramujeme M-soubor pro Armijovu pod-

minku.
M-soubor 3.1 (Armijova podminka zpétného vyhledévani).

function alpha = armij(alphaO,fce,x,g,p,gamma,delta)
% armij - Armijova podminka zp&tného vyhledavani

% Vstupni hodnoty:

% alphaO - pocatelni hodnota délky kroku vét3i neZ nula
% fce - funkce zadanad pomoci ’function_handle’

% x - bod v aktudlnim kroku algoritmu

% g - gradient funkce fce v bod& x
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% p - spadovy smér funkce fce v bodé& x
% gamma - koeficient z intervalu (0,1)

% delta - koeficient z intervalu (0,1)

% Vystupni hodnota
% alpha - hledand délka kroku

alpha = alphaO;

while fce(x+alpha*p) > fce(x) + alphaxdeltaxdot(p,g)

alpha = gamma*alpha;

end;

Poznamka 3.2. Pro parametry @, v a 0 si ¢tenar muze zvolit vlastni hodnoty.

Sama jsem si vyzkousela nékolik moznosti a rozhodla jsem se zvolit nasledujici

hodnoty
a =10
v = 0.5
0 = 0.001,

jez také vyuziji v prikladech, ve kterych se bude pocitat délka kroku pomoci

Armijovy podminky zpétného vyhledavani.

Poznamka 3.3. Ve druhém kroku obecného schématu spadovych metod jsme
zminili ukoncovaci kritérium. Toto kritérium je dilezité proto, abychom védéli,
kdy mame ukoncit algoritmus. Nez za¢neme minimalizovat danou funkci, zadame

si nejdiive presnost s jakou minimum hledame. Tuto presnost budeme znacit ¢.
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Uvedeme si nékolik typt ukoncovacich kritérii.

e testovani gradientu (v lokdlnim minimu musi platit g(x*) = o)

8"l < e (3.3)
nebo
"]
<e (3.4)
1g°]l

e testovani posunuti bodu (mozno pouzit absolutni nebo relativni chybu)

%" — x| < e (3.5)
ka—l-l _ xk”
<e (3.6)
el

e testovani zmény funkéni hodnoty f

[f) = f(x") < e (3.7)

nebo

£61) — £
Fe = C 9

Za ¢ si volime libovolné malé ¢islo vétsi nez nula, napt. € = 0.01, € = 0.0001.

Timto jsme si uvedli zakladni kroky potiebné ke spadovym metodam. Nyni
se podivejme konkrétné na Metodu nejvétsiho spadu. Tuto metodu publikoval
v roce 1847 francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy. K nalezeni minima
dané funkce f se pohybujeme v takovém sméru p”, ktery ma ,nejvétsi spad“.

Tento smér je dan

p*=—g" (3.9)
S vyuzitim predeslého textu miizeme vytvorit algoritmus pro Metodu nejvétsiho
spadu.
17



Algoritmus 3.2 (MNS pro obecné funkce).
e zvolime pocéatecéni bod x° a e pro ukoncovaci kritérium
e vypocitame gradient g° = V f(x°)
e pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria

— vypocitame «y

k+1 k

— polozime x**! = x* — a;,g*

— vypo¢itdme ghtt = V f(xF11)

Podivejme se nyni na konkrétni tlohu.

Priklad 3.1. Méjme danu funkci f tvaru
f(z1, 20) = 207 + 325 — 4a? + xy29 — 325 — 3,

jejiz graf je znazornén na Obrazku 3. Pomoci Metody nejvétsiho spadu vypocitejte

prvni t¥i ¢leny posloupnosti {x*} s poc¢ate¢nim bodem x° = (2,0)7.

Obrazek 3: Zobrazeni funkce f(z1,x3) z Piikladu 3.1
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Reseni: Méame zadanu funkci f a pocatecni bod x° € R2. Nejdiive si zjistime,
jak bude vypadat gradient g(z1,x2). Vypocitame

g(z1, 7o) = (823 — 8z + w9, 1205 + 21 — 9237

Pro vypocet délky kroku «j pouZzijeme Armijovu podminku zpétného vyhle-
davani. Pro prametry &, v a 0 si zadame stejné hodnoty, jako jsme si uvedli
v Poznamce 3.2. Nebudeme zde krok «;, pocitat rucné, ponévadz bychom museli
provadét velké mnozstvi vypocti. K tomu vyuzijeme M-soubor 3.1. Jednotlivé
ruéni vypocty budeme zaokrouhlovat na 5 desetinnych mist.

Déle budeme postupovat podle Algoritmu 3.2. Vypocitame
48
go:Vf(X°)=(2)~

Podivejme se, jak bude vypadat 1. krok algoritmu. Pro vypocet ay zadame hod-
noty & = 10, v = 0.5, § = 0.001 a jiz zndmé x°, g°. Za smér p° dosadime —g°,
coz ndm plyne z vyrazu (3.9). V matematickém prostiedi Matlabu zapiSeme né-

sledujici

x0=[2;0]; g0=[48;2];
fce=0(x)2*x(1) . 4+3%x(2) . 4-4xx(1) . 2+x (1) .*x(2)-3*x(2) .~3-3;

Zavolame funkci armij
alpha=armij(10,fce,x0,g0,-g0,0.5,0.001)
a Matlab nam vrati vysledek

alpha =
0.07812500000000

Dosadime do algoritmu a pro k£ = 0 vypocitame
ag = 0.07813
2 48 —1.75024
1,0 0_ _ _
X =X — g (0> 0.07813 ( 2) (—0.15626>

- [ —29.04698
& _Vf(x)_< —2.01578)'
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Pokracujeme 2. krokem algoritmu, pro vypocet oy zadame do Matlabu

x1=[-1.75024;-0.15626]; g1=[-29.04698;-2.01578];
fce=0(x)2*x(1) . 4+3%x(2) . 4-4xx(1) . 2+x (1) .*x(2) -3*x(2) .~ 3-3;
alpha=armij(10,fce,x1,g1,-g1,0.5,0.001)

a Matlab nam vrati

alpha =
0.07812500000000

Pro k =1 vypocitame

a; = 0.07813

= x g 0.51920
! 0.00123

s opray [ —3.03269
8 _vf(x)_( 0.51919)'

Nyni poc¢itame 3. krok algoritmu, pficemz pro vypocet as zaddme do Matlabu

x2=[0.51920;0.00123]; g2=[-3.03269;0.51919];
fce=0(x)2*x(1). 7 4+3*xx(2) . 4-4*xx(1) . 2+x(1) . *x(2)-3*x(2) .~ 3-3;
alpha=armij(10,fce,x2,g2,-g2,0.5,0.001)

a Matlab nam vrati

alpha =
0.15625000000000

Pro k = 2 vypocitame

ag = 0.15625

& =X g — 0.99306
2 —0.07989

5 oo [ —0.18978
& _Vf(x)_( 0.92950)'
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Ukazali jsme si, jak se pocitaji jednotlivé kroky v algoritmu pro Metodu nejvétsiho
spadu pro obecné funkce. V pripadé, ze bychom chtéli pomoci Algoritmu 3.2 najit
minimum funkce f, zaddme si pfesnost napi. € = 107 a s vyuzitim nasledujiciho
M-souboru 3.2 dostavame po 12 krocich hledané minimum, které po zaokrouhleni

na 5 desetinnych mist je tvaru
. 1.01740
x° = )
—0.28608
Pro srovnani si mtizeme uvést také presné reseni, jez ma soutradnice
. 1.01742
* =\ ~0.28607 ) -

coz si mizeme overit analogickym postupem jako v Prikladu 2.1. Vidime tedy, ze

minimum x° jsme skutecné€ nasli s pfesnosti 0.0001.

Na Prikladu 3.1 jsme si ukazali aplikaci Algoritmu 3.2 pro konkrétni funkci.
Jestlize bychom cht€li pomoci ru¢nich vypoc¢ti nalézt minimum dané funkce, bylo
by to ve vétsiné pripadi velice zdlouhavé a nepraktické. Proto si nyni naprogra-
mujeme M-soubor, ktery nam vypocitd minimum mnohem rychleji.

V néasledujicim M-souboru 3.2 si za ukoncovaci kritérium zvolime test zmény
funkéni hodnoty f, ktery je vyjadien vztahem (3.8) a test posunuti bodu, jez je
dan ve tvaru (3.6). V piipadé Metody nejvétsiho spadu je volba dvou ukonco-
vacich kritérii vyhodnéjsi, protoze s jejich pouzitim vypocita algoritmus feseni
s vétsi presnosti. Navzdory tomu, ze budeme pouzivat ukoncovaci kritéria, se
miize stat, ze se algoritmus nikdy neukonci, jestlize se v blizkém okoli pocatec-
niho bodu nenaléza lokdlni minimum (viz otdzka konvergence napft. v knize [3]
na str. 37 — 44). Proto si jako vstupni hodnotu v M-souboru 3.2 budeme zad4-
vat také maximalni pocet iteraci, jez se budou v algoritmu provadét. Pro vypocet
délky kroku «y, pouzijeme Armijovu podminku zpétného vyhledavani, kterou jsme
si naprogramovali v M-souboru 3.1. Pro jeji vstupni parametry miizeme opét zvo-

lit hodnoty, jez jsou uvedeny v Poznamce 3.2.
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M-soubor 3.2 (MNS pro obecné funkee).

function [xk,krok] = mns(fce,x,x0,epsilon,maxiter)

%» mns - Metoda nejvét3iho spadu pro obecné funkce

% Vstupni hodnoty:

% fce - funkce, jejiZ minimum hledame, zadana

b pomoci ’function_handle’

% x - symbolicka proménna

% x0 - pocatelni bod

% epsilon - pfresnost, s jakou mns nalezne hledané minimum

% maxiter - maximadlni poclet iteraci, které mns provede

% Vystupni hodnoty:
% xk - hledané minimum funkce

% krok - polet provedenjch iteraci

n = length(x0);
FCE = fce(x); ' symbolickd funkce

% vipoZet gradientu funkce f
for (i = 1:n)
G(i) = diff(FCE,x(i)); % symbolické derivovéni

end;

xk = x0;

g = (subs(G,x,xk))’;
f = fce(xk);
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% vstupni hodnoty pro Armijovu podminku

alpha0 = 10;
gamma = 0.5;
delta = 0.001;

% cyklus algoritmu

for

end;

krok = O:maxiter
xprev = xKk;
fprev = £;

% Armij. podm.
alpha = armij(alphaO,fce,xk,g,-g,gamma,delta);

xk = xk - alphaxg;
f fce(xk);

g (subs(G,x,xk))’;
% ukonCovaci kritérium
if (abs((fprev-f)/f) <= epsilon)
if (norm(xk-xprev)/norm(xprev) <= epsilon)
break;
end;

end;

Podivejme se, jak lze M-soubor 3.2 aplikovat na konkrétni tilohu.

Priklad 3.2. Pomoci Metody nejvétsiho spadu najdéte minimum funkce f ve tvaru

f(ﬁl, {L'2> = (L’% + 51)11‘2 + J?g — 2$1 — 3{L‘2

s piesnosti € = 1074, Za pocateéni bod zvolte x° = (2, 1)
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Reseni: Maximalni pocet iteraci si zadame 100 a v prostiedi Matlabu napiSeme

x=sym(’ [x1,x2] ) ;
fce=0(x)x(1) .7 2+5*xx (1) .*x(2)+x(2) .~ 4-2xx(1)-3*x(2) ;

[reseni,pocet_iteraci]=mns(fce,x,[2;1],0.0001,100)
Matlab nam vrati

reseni =
5.60242814813319
-1.84211725142878

pocet_iteraci =

79

Zaokrouhlime-li vysledné feseni na 5 desetinnych mist, mizeme vidét, ze po 79

krocich jsme s piesnosti e = 10™* nagli minimum ve tvaru
<€ — 5.60243
-\ —1.84212 )

3.1 Kvadraticka funkce

Nyni si ukdzeme, jak bude vypadat Metoda nejvétsiho spadu pro kvadratickou

funkci tvaru

1
f(x) = §XTAX —b'x +ec (3.10)

V této kapitole jsme si jiz uvedli obecné schéma spadovych metod. K nalezeni
minima kvadratické funkce pomoci Metody nejvétsiho spadu se budeme rtidit

stejnymi kroky.

1. uréime podéatecni bod x° € R”
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2. pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria

— uréime spadovy smér p*¥ = —g* v bodé x*

— stanovime vhodnou délku kroku ay > 0, kterad splinuje podminku

Fx" + arp®) < f(x¥)

k+

— vypoditame xF! = x* + q;,p”

Pro kvadratickou funkci f dostavame gradient a Hessian tvaru

g(x) = Ax—b (3.11)
H(x) = A. (3.12)

V dalsim textu budeme pracovat s kvadratickou funkci ve tvaru

1
f(x) = §XTAX —b’x,

protoze konstanta ¢ nam neovlivni polohu bodu minima x*, na ¢ zavisi pouze
hodnota f(x*).
V pripadé kvadratické funkce jsme schopni presné urcit délku kroku oy pomoci
jiz zminéné exakini volby délky kroku, coz si nasledné ukazeme.
Ptedpokladejme, Ze jsme v k-tém kroku. Pohybujeme se z bodu x*, ve sméru
p* a s délkou kroku a. K nalezeni o vyuZijeme vyrazii (3.1) a (3.2). Do pted-

pisu funkce f dosadime za bod x = x* + ap”. Pak tedy

Fx" +apt) =

S vyuzitim vztahu (3.11) dostavame

1
F(x*+aph) = f(x*) + ag" p* + §a2kaApk-
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Polozime ¢(a) = f(x* + ap®) a hleddme minimum funkce ¢(«), které oznacime

ay. Tudiz funkci ¢ zderivujeme podle o a dostaneme

T T
¢'(a) =g p* + ap” ApF.

Tuto derivaci polozime rovnu nule
T T
g" p" + ap® ApF =0. (3.13)

Déle vime, ze matice A je pozitivné definitni, tudiz plati kaApk > 0. Muzeme

tedy ¢islo v v rovnici (3.13) vyjadrit ve tvaru

T

__&gp (3.14)
ka ApF ’ '

coZ je stacionarni bod funkce ¢(a). K tomu, abychom zjistili, zda je & minimem,

potiebujeme vypoditat také druhou derivaci funkce ¢(«), tedy

T
@//(a) — pk Apk
Vzhledem k pozitivni definitnosti matice A dostdvame minimum funkce p(«)
ve tvaru

T
gk p*

[

Vyuzijeme-li jiz zminéné obecné schéma spadovych metod a vyraz (3.15), jsme

schopni v k-tém kroku algoritmu vypocitat

g" = Ax"—b
kT &
gh Ag
XM = xb — q,gF,

pricemz pro gh*t! plati
g = A" —apg") - b =g" — a;Ag".

Nyni si miizeme uvést algoritmus pro Metodu nejvétsiho spadu pro kvadra-

tické funkce.
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Algoritmus 3.3 (MNS pro kvadratické funkce).

e zvolime pocéatecéni bod x° a ¢ > 0 pro ukoncovaci kritérium

e vypocitame g = Ax° — b

e pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria pocitdme
kT Sk
o - B8
g" Agh
X = xb g g
gt =g — a,Agh.

Algoritmus 3.3 pouzijeme pfi feSeni néasledujici ulohy.
Priklad 3.3. Necht je ddna funkce f tvaru
f(l'l,l‘g) = 3.1712 — 21‘11’2 -+ 2[E22 - 21’1 - 61’2 + 1,

jejiz graf je znazornén na Obrazku 4. Pomoci Metody nejvétsiho spadu vypocitejte

prvni t¥i kroky algoritmu. Za pocatecni bod zvolte x° = (0,0)7.

Reseni: Méame zadanu funkci f a pocatecni bod x° € R2. Pro srovnani si zde
uvedeme piesné feseni x* = (1,2)7, jeZ lze vypocitat analyticky. Nyni budeme

postupovat podle Algoritmu 3.3. Nejprve vypocteme
g(l’l, IL’Q) = (61‘1 — 2!132 — 2, —21’1 + 41’2 — 6)T
Polozime-li jednotlivé slozky gradientu rovny nule, dostaneme soustavu

61‘1 - 21’2 =2

—2x1 + 419 =6 . (3.16)

Z vyrazu (3.11) vime, Ze gradient pro kvadratickou funkci je tvaru g = Ax — b.

Ze soustavy (3.16) mizeme tedy vyjadfit matici A a vektor b ve tvaru

(59 ()
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Obréazek 4: Zobrazeni funkce f(z1,xs) z Piikladu 3.3

Déle vypocitame

Dosadime do algoritmu a pro k£ = 0 vypocitame

gg” (-2,-6) (:§> 1

@0 = g0TAgd (=2, -6) 6 —2 -2\ 3
’ -2 4 —6

<= (5)-3(3) - (3)

e o (—2) 1/ 6-2\[-2Y_[~2
g —8 O‘OAg_<—6 3\-2 4)\-6)"\ :2
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Pro k =1 vypocitame

@1:—:

Pro k = 2 vypocitame

OZQZ—Z

Jestlize bychom chtéli pomoci Algoritmu 3.3 najit minimum funkce f, zadame
si pfesnost napt. ¢ = 107* a vyuZijeme nasledujiciho M-souboru 3.3. Dost4dvame

po 7 krocich minimum ve tvaru

c (0.99999485810953
1.99998971621907 )’

jez je po zaokrouhleni na 5 desetinnych mist stejné jako analyticky nalezené x*.

V jednotlivych iteracich mtzeme vidét, jak se postupné pfiblizujeme k hleda-

2

, R v . . R T T .y
nému feSeni. Napi. v prvnim kroku jsme vypocitali, ze x! = (g, 2) , pricemz zde

mtizeme vidét, Ze druh4 soufadnice bodu x! je stejna jako v bodu x°.

Podivejme se, jak bude vypadat M-soubor pro Metodu nejvétsiho spadu v pfti-
padé kvadratickych funkci. Ukoncovaci kritéria si mtizeme zvolit stejné jako jsme
pouzili v M-souboru 3.2 u funkci obecnych a opét zadame maximéalni pocet ite-

raci, které Metoda nejvétsiho spadu bude provadeét.
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M-soubor 3.3 (MNS pro kvadratické funkce).

function [x,krok] = mnskvadr(A,b,c,x0,epsilon,maxiter)

% mnskvadr - Metoda nejvétS8iho spadu pro kvadratické funkce

yA f(x) = 1/2%x’*A*xx — xX’*b + C

% Vstupni hodnoty:

% A - symetricka matice vyjad¥ena z pfedpisu pro kvadr. funkci f(x)
% b - vektor vyjaddfen z pfedpisu pro kvadr. funkci f(x)

% ¢ - redlné &islo vyjadfeno z pfedpisu pro kv. funkci f(x)

% x0 - pocatelni bod

% epsilon - pfresnost, jakou mnskvadr nalezne hledané minimum

% maxiter - maximdlni polet iteraci, které mnskvadr provede

% Vystupni hodnoty:
% xk - hledané minimum funkce f(x)

% krok - polet provedenjch iteraci

x = x0;
g = Axx - b;
f = 1/2*%dot(x,A*x) - dot(x,b) + c;

% cyklus algoritmu

for krok = O:maxiter

Xprev = Xx;

fprev = £;

alpha = dot(g,g)/dot(g,A*g);

X = x - alphaxg;

f = 1/2x%dot(x,A*x) - dot(x,b) + c;
g = g — alphaxAxg;
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% ukonCovaci kritérium
if (abs((fprev-f)/f) <= epsilon)
if (norm(x-xprev)/norm(xprev) <= epsilon)
break;
end;
end;

end;

Na nésledujici priklad aplikujeme M-soubor 3.3.

Priklad 3.4. Necht je dana kvadratickéd funkce ve tvaru
fwy, 20) = 2(2F + 223) — 3z1(79 — 4) — (271 — T0).

Zvolte pocatecni bod x° = (2,3)T a pfesnost e = 107 S vyuzitim Metody
nejvétsiho spadu naleznéte minimum funkce f. Vysledné feseni zaokrouhlete na 5

desetinnych mist.

Reseni: Pro zadanou kvadratickou funkci f dostdvame matici A, vektor b a

parametr ¢ ve tvaru

4 -3 —10
a=(578) = () e

Zvolime si maximalni pocet iteraci 100 a do Matlabu zadame

A=[4,-3;-3,8]; b=[-10;-1]; c=0;
[reseni,pocet_iteraci] = mnskvadr(A,b,c,[2;3],0.0001,100)

Matlab ndm vrati

reseni =
-3.60834823213536
-1.47798347217009
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pocet_iteraci =

17

Po 17 krocich jsme s piesnosti ¢ = 10~* nasli minimum ve tvaru
. [ —3.60835
* T\ —147798 )

V této kapitole jsem pfedstavila Metodu nejvétsiho spadu pro obecné a kva-
dratické funkce a naprogramovala tfi M-soubory, s jejichz pomoci lze nalézt
minimum dané funkce s urcitou pfresnosti. Pro feseni konkrétnich tloh staci

do Matlabu zadat jiné vstupni hodnoty.
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4 Metoda konjugovanych gradientt

Tématem této bakalarské prace je Metoda konjugovanych gradientd. Je to
jedna z nejpouzivan€jsich technik pro feseni velkych systémi linearnich rovnic a
miizeme ji také prizptisobit k feSeni nelinedrnich optimalizac¢nich problémii.

Linearni Metodu konjugovanych gradientd navrhli v padesatych letech minu-
lého stoleti dva matematikové Hestenes a Stiefel. Je to itera¢ni metoda, ktera resi
systém linearnich rovnic s pozitivné definitni matici.

Nelinearni Metodu konjugovanych gradienti nam predstavili v Sedesatych le-
tech dvacatého stoleti matematikové Fletcher a Reeves. Je to jedna z nejstarsich
znamych technik pro feseni rozsahlych nelinedrnich optimaliza¢nich problémii.
Metoda konjugovanych gradientd méa dva hlavni znaky, a to: nevyzaduje ukla-
dani vSech ptredchozich vypocti do paméti a je rychlejsi nez Metoda nejvétsiho
spadu.

Nez se zacneme zabyvat Metodou konjugovanych gradientii, je tieba si ujasnit,

co je to vlastné konjugovany smeér.

Definice 4.1. Nenulové vektory p,q € R™ se nazyvaji konjugované sméry (nebo-
li sdruzen€) vzhledem k symetrické pozitivné definitni matici A € R™*", jestlize
plati

p'Aq=0.

Mnozina {p°, p!,...,p™} nenulovych vektort se nazyva konjugovand vzhledem

k symetrické pozitivné definitni matici A, jestlize spliuje

p Ap’ =0, Vi#j
Poznamka 4.1. Lze také dokazat, ze konjugované sméry jsou linearné nezavislé.

Metoda konjugovanych gradientti je obecné spadova metoda, pficemz misto
spadovych smért volime sméry konjugované. V predchozi kapitole jsme si jiz
uvedli obecné schéma spadovych metod, které pouzijeme také nyni a proto si ho

znovu pripomeneme.
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1. uréime poéatec¢ni bod x° € R”
2. pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria
— uréime spadovy smér p* v bodé x*
— stanovime vhodnou délku kroku ay > 0, ktera splituje podminku
F(x* +agp) < f(xY)
— vypoéitdme x**1 = x*¥ + o, p*

Pro jednodussi vysvétleni, jak Metoda konjugovanych gradientti pracuje, se
nejdiive podivame na linearni Metodu konjugovanych gradientti, coz je metoda
pro nalezeni minima kvadratickych funkci. Poté se zaméfime na Metodu konjugo-
vanych gradient pro funkce obecné, nebo-li metodu nelinearni, jejiz algoritmus

vychazi pravé z metody linearni.

4.1 Linearni Metoda konjugovanych gradientu

Predpokladejme, ze mame danu kvadratickou funkci tvaru

f(x) = %XTAX —x"b+ec. (4.1)

7 ptredchoziho textu vime, ze
g(x) = Ax —b. (4.2)
Dosadime-li za x = x*, dostaneme gradient pro k-tou iteraci ve tvaru
gh = Ax" — b. (4.3)

Meéjme pocatecni bod x° € R" a jiz zminénou kvadratickou funkei f. Minimum

této funkce hleddme generovanim posloupnosti {x*}, kterd je dana predpisem

xFt = xF 4 a,p¥, (4.4)

kde p* jsou konjugované sméry vzhledem k matici A.
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V kazdém kroku algoritmu je tfeba urcit vhodnou délku kroku ay. Stejné jako
u Metody nejvétsiho spadu pro kvadratické funkce mtzeme o, urcit pomoci tzv.

exaktni volby délky kroku. Tudiz a4 bude ve tvaru

T
g p*

ap = —————.
kaApk

(4.5)
V nasledujici vété si uvedeme dilezitou vlastnost pro Metodu konjugovanych

gradientti.

Vé&ta 4.1. Nechf je ddin bod x° € R™ a predpoklddejme, Ze posloupnost {x*}
splriuje podminky (4.4) a (4.5). Pak

gt ipi =0, Vji=0,... k (4.6)

pricemZ p’ jsou konjugované sméry vzhledem k matici A.

Dukaz: viz [3], str. 106.

k+1

Poznamka 4.2. Véta 4.1 nam fika, ze gradient g""* je kolmy na kazdy predchozi

smér p/, pro j =0,..., k.

Metoda konjugovanych gradient pracuje obdobné jako Metoda nejvétsiho
spadu. Jejich rozdil je ve volbé smérti, kterymi se pohybujeme tak, abychom
nalezli minimum dané funkce. V Metodé nejvétsiho spadu pocitame v kazdém
kroku gradient funkce, pricemz pravé gradient zaporny nam udava smér nejvét-
stho spadu. V pripadé Metody konjugovanych gradientd se ndm vybér vhodného
smeéru lisi, a to tak, ze volime sméry konjugované.

Predpokladejme, Ze mame dan bod x°. Prvni smér p° volime jako zaporny
gradient g°, coz podle Véty 3.3 je smér nejvétsiho spadu. Nasledujici sméry p*,
pro k = 1,2, ..., uréime jako linedrni kombinace zaporného gradientu g* a pied-

choziho sméru p*~!, konkrétné

p" = —g"+ Bp" T, (4.7)
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pficem? koeficienty (3, € R musi spliiovat takovy pozadavek, aby sméry p*—!
a p* byly sméry konjugované vzhledem k matici A. Vynasobime-li vztah (4.7)
zleva vektorem pk_lTA, pak za piedpokladu konjugovanosti sméri p*=1, p* (tj.

p*~ 1" Ap* = 0 (viz Definice 4.1)), dostévéme 3, ve tvaru

kTA k—1
G=5 P T P__ (4.8)
ph-1T Aph-1

Nyni si mizeme uvést zakladni verzi algoritmu Metody konjugovanych gradi-

entil pro kvadratické funkce.
Algoritmus 4.1 (Zakladni algoritmus MKG pro kvadratické funkce).
e zvolime pocéatecni bod x° a € > 0 pro ukoncovaci kritérium

e vypocitame g = Ax° — b

e polozime p? = —g°
e pro k=0,1,2,... az po splnéni ukoncovaciho kritéria vypocitame
T
N
- T
p* Ap”
xF 1 = xb 4y p

ghtl — Axt*l b

T
ﬁk . gks—l-l Apk
L= 2
kaApk
p"t = —g" + Brp”

V pfesné aritmetice (bez zaokrouhlovani) je algoritmus pro Metodu konjugo-
vanych gradientl takzvané finitni, coz znamend, ze nalezneme feSeni x* nejvyse

v n krocich, viz nasledujici véta.
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Véta 4.2. Predpoklddejme, Ze k-td iterace x* generovand Metodou konjugova-

nych gradienti neni Tesent X*. Plati-li podminky
p AP =0, Vi (4.9)
glgl =0,  Vi#j (4.10)
potom posloupnost {x*} konverguje k x* nejvyse v n krocich.

Dukaz: viz [3], str. 109.

Jiz jsme si uvedli zékladni algoritmus pro Metodu konjugovanych gradienti.
Ovsem s vyuzitim Vét 4.1 a 4.2 jsme schopni formulovat mnohem praktictéjs
verzi algoritmu. Tzn. Ze nékteré vypocty v Algoritmu 4.1 nahradime jinymi, 1épe
konstruovanymi vzorecky. Tato vyjadfeni jsou vyhodné z nékolika divodu. Za-
jistuji nam rychlejsi vypocty, Setfl ndm misto v paméti pocitace a redukuji pocet
nasobeni matice s vektorem.

Za prvé, s vyuzitim vyrazi pF! v Algoritmu 4.1 a (4.6) miZeme odvodit novy

vzorecek pro ay, a to nasledovné

T T _
gh'p" g (—gF+ G

- ptTApE p*" ApF

ap =

Y

pricemz po roznasobeni Citatele dostavame vztah

kT Jk
=-S5 (4.11)
p" Ap*
Za druhé, pomoci vyrazi (4.3) a (4.4) dostaneme
gt = g" + o, Ap”. (4.12)

Odtud a opét s vyuzitim vyrazi p*™! v Algoritmu 4.1 a (4.6) a také vztahu (4.10)
odvodime (31 nasledujicim zptisobem
T T
gh 1" Aph  ght1T(ghtt — gk)

ﬁ pr— pr— p—
T pETApk a,pt” Apk

T T
gt (gh+l _ gk) pT Apk
p*" Ap* ghlgh
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Poté dostaneme

k+1T _k+1
g g

(4.13)
gt gk

Brt1 =

Jsme tedy schopni vyjadiit modifikovany tvar algoritmu pro Metodu konju-

govanych gradientii.
Algoritmus 4.2 (Modifikovany algoritmus MKG pro kvadratické funkce).
e zvolime pocéatecéni bod x° a € > 0 pro ukoncovaci kritérium

e vypoditame g = Ax — b

e polozime p? = —g°
e pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria vypocitame
T
oy — g g
= T
p*" Ap”
xF 1 = xb 4 oy p
ghtl — of 4 o, ApP
T
B ght1 T gh+1
Br+1 = W

pk+1 — _gk+1 4 BkJrlpk-

Podivejme se nyni na konkrétni tilohu.

Priklad 4.1. Je ddn bod x° = (0,0)”. S pouZitim Metody konjugovanych gra-

dientd naleznéte minimum funkce f ve tvaru
f(zy,m9) = 207 — 2129 + 325 — 4oy + 209 — 1.

Graf funkce f je znazornén na Obrazku 5.
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Obrazek 5: Zobrazeni funkce f(z1,zs) z Piikladu 4.1

0

Reseni: Maéame zadanu funkci f a pocateéni bod x° € R2. Lokalni minimum

funkce f nalezené analyticky je bod x* = (%, —%)T. Jednotlivé vysledky nebu-

deme zaokrouhlovat, ale ponechame je ve zlomcich. Nemusime tedy pouzit ukon-
covaci kritérium, protoze podle Véty 4.2 dospéjeme k presnému reseni nejvyse

ve dvou krocich. Nejdiive vypocitame gradient
g(ry, To) = (4y — 19 — 4, —21 + 639 + 2)7.
Jeho slozky polozime rovny nule a dostaneme soustavu

4331— Ty — 4

-1 + 6]32 =-2. (414)

Odtud muzeme vyjadrit matici A a vektor b ve tvaru
(D) ()
Déle budeme postupovat podle Algoritmu 4.2. Vypocitame
omr (1))
()
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Polozime

4
0__0:

Dosadime do algoritmu a pro k = 0 vypocitame

g’'g" (4,2 < _;l> 5

aoz = = —

- —
poT Ap® } 41 4\ 26
a-2(_175) (2
10
1 _ L0 o_ (0 5 4\ _ 13
x—x+aop—(0>+26 9= s
13
10 0 4 i 8\ [~
g =& T aAp _<—2>+26 ~16) T\ _

7 140

13 49 4
1 1 0 13 169
P =—8 +ﬁlp <}§>+%<—2) (315

Pro k =1 vypocitame

T
ho_ 88 2
! plT_Ap1 115




Ve druhém kroku algoritmu vidime, Ze gradient g2 a smér p? jsou nulové a tudiz

jsme skutecné dospéli k minimu funkce f ve tvaru
22
¥ _ 23
x=| |
23

Na zakladé Algoritmu 4.2 jsem vytvofila nasledujici M-soubor 4.1. Pro ukon-
¢ovaci kritérium si zvolime test gradientu, jez je vyjadfen vztahem (3.4) a opét
si zadame maximalni pocet iteraci, které Metoda konjugovanych gradienti bude

provadeét.
M-soubor 4.1 (MKG pro kvadratické funkce).

function [x,krok] = mkgkvadr(A,b,c,x0,epsilon,maxiter)

% mkgkvadr - Metoda konjugovanych gradientd pro kvadratické funkce

% f(x) = 1/2xx’*Axx - x’*%b + C

% Vstupni hodnoty:

% A - symetricka matice vyjad¥ena z pfedpisu pro kvadr. funkci f(x)
% b - vektor vyjaddfen z pfedpisu pro kvadr. funkci f(x)

% ¢ - redlné &islo vyjadfeno z pfedpisu pro kv. funkci f(x)

% x0 - pocatelni bod

% epsilon - pF¥esnost, s jakou mkgkvadr nalezne hledané minimum

’» maxiter - maximdlni polet iteraci, které mkgkvadr provede

% Vystupni hodnoty:
% x - hledané minimum funkce f(x)

% krok - polet provedenjch iteraci

x = x0;

Axx - b;

09
I
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f = 1/2%dot(x,A*x) - dot(x,b) + c;
p=-g
g0 = g;

% cyklus algoritmu
for krok = l:maxiter
gprev = g;
dot(g,g)/dot (p,A*p);

alpha
X = X + alphaxp;

g = g + alphaxAxp;

beta = dot(g,g)/dot(gprev,gprev) ;
p = —g + betaxp;

% ukon&ovaci kritérium

if (norm(g)/norm(g0) <= epsilon)
break;

end;

end;

S pomoci M-souboru 4.1 vyfesime nasledujici tlohu.
Priklad 4.2. Necht je dana funkce tvaru
fzy,0) = 207 + 23 — 21(2 4+ 22) + 3(21 — 72) — 2.

Zvolte si pocatecni bod x° = (5,—3)T a pfesnost ¢ = 1074 S vyuZitim Me-
tody konjugovanych gradienti naleznéte minimum funkce f. Vysledné feseni za-

okrouhlete na 5 desetinnych mist.

Reseni: Nejdiive si zjistime, jak vypadaji matice A, vektor b a parametr c.

Z vyrazu (4.1) dostavame

4 -1 —1
A () v (), em
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Maximalni pocet iteraci si zvolime 100 a do Matlabu zadame

A=[4,-1;-1,2]; b=[-1;3]; c=-2;
[reseni,pocet_iteraci] = mkgkvadr(A,b,c,[5;-3],0.0001,100)

Matlab nadm vrati

reseni =
0.14285714285714
1.57142857142857

pocet_iteraci =

2

Vidime tedy, Ze jiz po 2 iteracich jsme s piesnosti e = 10™* dospéli k hleda-

nému minimu funkce f ve tvaru
. (0.14286
* = 157143 )
4.2 Nelinearni Metoda konjugovanych gradientt

V predchozi kapitole jsme si predstavili Metodu konjugovanych gradientt
pro kvadratické funkce a nyni se podivame, jak to bude vypadat v pripadé funkci
nearni funkce nékolika jednoduchymi zménami v Algoritmu 4.2.

Predpokladejme, Ze jsme v k-tém kroku. K urceni parametru oy zde nebu-
deme pouzivat tzv. exaktni volbu délky kroku, ponévadz pro obecné funkce je to
ve vétsiné pripadt velice ¢asové narocné. Proto vyuzijeme napt. Wolfeho pod-
minky ¢ Armijovu podminku zpétného vyhledavani. V piipadé gradientu g* bu-
deme obecné pocitat gradient nelinearni funkce. Prostfednictvim téchto zmén
si mizeme predstavit algoritmus pro Metodu konjugovanych gradient® obecné

funkece.
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Algoritmus 4.3 (Algoritmus MKG pro obecné funkce (F-R)).
e zvolime pocéateéni bod x° a € > 0 pro ukoncovaci kritérium

e vypocitdme g® = V f(x°)

e polozime p? = —g°

e pro k=0,1,2,... az do splnéni ukoncovaciho kritéria

— vypocitame ay,

k+

— polozime x**! = x* 4 a;,p*

— vypocitame

gk+1 — vf(xk+1)

T
ﬁk+1 B gk+1 gk+1
- T
gk’ gt
pk:+1 — _gk+1 ‘l’ﬁk-&-lpk-

Algoritmus 4.3, jez si nazveme Algoritmus F-R, je vhodny pro velké nelinearni
optimaliza¢ni problémy, protoze v kazdém jeho kroku je potfeba vypocitat pouze
funkéni hodnotu dané funkce f a jeji gradient. Nemusime pocitat s maticemi a
v paméti mame ulozeno pouze nekolik vektorti. Metoda konjugovanych gradienti
s variantou Fletcher-Reeves je globalné konvergentni, coz je detailnéji popsano
v knize [3] na str. 121 - 122.

Algoritmus pro Metodu konjugovanych gradientd ma nékolik variant, které se
lisi volbou vypocétu fi.1. Dalsi moznosti je napt. varianta Polak-Ribiere, pro niz

je parametr (3,1 dan ve tvaru

(gk+1 _ gk)Tgk+1

(4.15)
gt gk

6k+1 =

Algoritmus se vzoreckem (4.15) budeme nazyvat Algoritmus P-R. V ptipadé,

ze funkce f je kvadratickd a parametr «; je urcen exaktni volbou délky kroku,
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jsou Algoritmus F-R a Algoritmus P-R identické. Vyplyva to z vyrazu (4.10),
ktery nam ftika, ze gradienty jsou vzajemné ortogonalni. Jestlize vSak hledame
minimum funkce obecné, chovani téchto dvou algoritmt se lisi. Pfi studiu této
problematiky jsem se v knize [3] docetla, ze Algoritmus P-R provadi sice vétsi
mnozstvi vypoctl v jednotlivych krocich, ale zato je dle autorii G¢inné;jsi.

Dalsi variantou algoritmu Metody konjugovanych gradientti je varianta Heste-
nes-Stiefel, v tomto pfipadé je parametr (.1 vyjadien nasledovné
(gh+! — gh)Tgh+l

(gF+! — gh)TpF -

Bep1 = (4.16)

Algoritmus se vzoretkem pro (.1 ve tvaru (4.16) si ozna¢ime jako Algorit-
mus H-S. Algoritmus P-R a Algoritmus H-S jsou si velice podobné, a to vzhledem
k vlastnostem globalni konvergence a také praktického vyuziti.

Varianty Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere a Hestenes-Stiefel pro vypocet para-
metru (g1 jsou tTi casto pouzivané vztahy v algoritmu pro Metodu konjugova-
nych gradientt pti hledani minima obecné funkce.

Nyni se mizeme podivat na konkrétni ptiklad. Pro nazornost pouzijeme pro vy-
bér parametru (., variantu Fletcher-Reeves. Pokud bychom chtéli pocitat i
s ostatnimi variantami, sta¢i v Algoritmu 4.3 pouze nahradit vypocet pro [ri1

ptislusnym vztahem (4.15), resp. (4.16).
Priklad 4.3. Nechf je dana funkce
f(z1,20) = 21 + 25 — 323 + 22119 — 25 + 1

a podateéni bod x° = (—1, %)T Pomoci Metody konjugovanych gradientd vy-
poditejte prvni dvé iterace posloupnosti {x*}. Graf dané funkce je zndzornén

na Obrazku 6.

Reseni: Mame zadanu funkci f a poc¢atecni bod x° € R2. Vysledky jednotlivych
vypoctid budeme zaokrouhlovat na 5 desetinnych mist. Nejdiive si zjistime, jak

bude vypadat gradient g(z1,z3). Vypocitame

g(wy,10) = (423 — 621 + 279, 475 + 221 — 275) "
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Obréazek 6: Zobrazeni funkce f(z1,x3) z Piikladu 4.3

Opét jako v Prikladu 3.1 pouzijeme pro vypocet délky kroku aj Armijovu
podminku zpétného vyhledavani. Nebudeme zde oy pocitat ruc¢né, ale s pomoci

M-souboru 3.1. Za parametry &, v a ¢ si zvolime hodnoty

a =10
v =205
0 = 0.001.

Déle budeme postupovat podle Algoritmu 4.3. Vypocitame

g’ =V/(x') = (_2'2)

a polozime

0_ 4,0 _ -3
pr=-8 _<2.5 ‘

Do prostiedi Matlabu si pro vypocet oy zadame
x0=[-1;0.5];
g0=[3;-2.5];
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p0=[-3;2.5];
fce=0(x)x(1).74+x(2) .74-3*x (1) ."2+2*x (1) . *x(2)-x(2) . "2+1;
alpha=armij(10,fce,x0,g0,p0,0.5,0.001)

a vrati se nam

alpha =
0.15625000000000

Dosadime do algoritmu a pro k£ = 0 vypocitame

ao = 0.15625
-1 3 —1.46875
1 _ 0 (VI _
X =X+ ap = (0.5) +0.15625 (2.5) = ( O.89063>
. [ —2.07995
g = V/kx)= (—1.89289
—2.07995
gy (7207995, —18928) <_1'89289)
p=E5EE _ — 0.51864
g” g (3,—2.5) 3
=) 95

2.07995 3 0.52403
1 _ - 1 0 __ —
P =g Thp = (1.89289) +0.51864 (2.5) (3.18949)'

Pro vypocet a; napiseme do Matlabu

x1=[-1.46875;0.89063] ;

gl=[-2.07995;-1.89289] ;

p1=[0.52403;3.18949] ;

fce=0(x)x(1) . 4+x(2).74-3%x(1) . 2+2*x (1) . *x(2)-x(2) .~ 2+1;
alpha=armij(10,fce,x1,g1,p1,0.5,0.001)

a Matlab nam vrati vysledek

alpha =
0.07812500000000
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Pro k =1 vypocitame

ap = 0.07813

SR )
¢ o)~ (T
fa = :i:i = 0.15878

s o .o [ 087988
pr=g e = (—0.28168)'

V piipadé, ze bychom chtéli pomoci Algoritmu 4.3 najit minimum funkce f,
zvolime si pfesnost napi. € = 107 a maximalni pocet iteraci 100, pak s vyuzitim
nasledujiciho M-souboru 4.2 dostavame po 14 krocich minimum, které po zao-

krouhleni na 5 desetinnych mist je tvaru
. —1.37437
x° = .
1.06901
Analytickym postupem bychom nasli dvé lokalni minima o soutfadnicich
o — —1.37438 < — 1.37438
t= 1.06903 )’ 27\ —1.06903 ) °
Mizeme tedy vidét, ze pomoci Metody konjugovanych gradientt jsme nasli prave
jedno minimum ze dvou moZnych, a to s pfesnosti ¢ = 107, coZ je zptisobeno
volbou pocatecni aproximace. Pro nalezeni druhého lokalniho minima staci zvolit
jiny pocétecni bod, napt. x° = (1, —%)T.
Nyni si uvedeme M-soubor, ktery jsem vytvofila pro Algoritmus 4.3. Ob-
dobné jako v ostatnich M-souborech si mezi vstupni argumenty zadame pfesnost,

s jakou budeme hledat minimum dané funkce a také maximalni pocet iteraci,

jez bude algoritmus provadét. Pro vypocet délky kroku «j pouzijeme Armijovu
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podminku zpétného vyhledavani (viz M-soubor 3.1) a pro parametry &, v a § po-
uzijeme hodnoty z Pozndmky 3.2. Ukoncovaci kritérium si mtizeme zvolit stejné
jako v ptipadé Metody konjugovanych gradientd pro kvadratické funkce, coz je

testovani gradientu vyjadfeno vztahem (3.4).
M-soubor 4.2 (MKG pro obecné funkce).

function [xk,krok] = mkg(fce,x,x0,epsilon,maxiter)

%» mkg - Metoda konjugovanjch gradientld pro obecné funkce

% Vstupni hodnoty:

% fce - funkce, jejiZ minimum hledame, zadana

b pomoci ’function_handle’

% x - symbolicka proménna

% x0 - pocatelni bod

% epsilon - pfesnost, s jakou mkg nalezne hledané minimum

% maxiter - maximdlni polet iteraci, které mkg provede

% Vystupni hodnoty:
% xk - hledané minimum funkce

% krok - polet provedenjch iteraci

n = length(x0);
FCE = fce(x); 7’ symbolickd funkce

% vipoZet gradientu funkce f
for (i = 1:n)
G(i) = diff(FCE,x(i)); % symbolické derivovéni

end;
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g0 = (subs(G,x,x0))’;

P = —80;
g = g0;
f = fce(xk);

% vstupni hodnoty pro Armijovu podminku

alpha0O = 10;
gamma = 0.5;
delta = 0.001;

% cyklus algoritmu

for krok = O:maxiter

xprev = xk;
gprev = g;
fprev = £;

% Armij. podm.
alpha = armij(alphaO,fce,xk,g,p,gamma,delta);

xk

xk + alpha*p;

g = (subs(G,x,xk))’;

beta = dot(g,g)/dot(gprev,gprev) ;
p = -g + betaxp;

f = fce(xk);

% ukonZovaci kritérium

if (norm(g)/norm(g0) <= epsilon)
break;

end;

end;
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Podivejme se, jak M-soubor 4.2 pracuje, aplikujeme-li jej v néasledujici tloze.

Priklad 4.4. Pomoci Metody konjugovanych gradientti naleznéte minimum funk-
ce f s pfesnosti ¢ = 107%. Funkce f bude mit stejné zadani i poc¢atecni bod x°

jako v Prikladu 3.2.
Reseni: Zvolime si maximalni pocet iteraci 100 a v prostiedi Matlabu napiseme

x=sym(’ [x1,x2] ) ;
fce=0(x)x(1) . 2+5*xx(1) . *x(2)+x(2) . "4-2*x (1) -3*x(2) ;
[reseni,pocet_iteraci]l=mkg(fce,x,[2;1],0.0001,100)

Matlab nam vrati

reseni =
5.60636510899077
-1.84278973425401

pocet_iteraci =

22

Jestlize zaokrouhlime na 5 desetinnych mist, dostavdme s piesnosti ¢ = 1074

minimum ve tvaru
. 5.60637
X =
—1.84279
jiz po 22 krocich. Porovname-li x° s vysledkem v Prikladu 3.2, vidime, zZe se ndm
jednotliva Teseni lisi, coz je zptisobeno volbou ukoncovaciho kritéria. V pripadé

Metody nejvétsiho spadu jsme zvolili testovani funkéni hodnoty a posunuti bodu

a u Metody konjugovanych gradientti jsme pouzili testovani gradientu.
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4.3 Praktické priklady

V predchozich podkapitolach 4.1 a 4.2 jsme si ukazali podstatu Metody konju-
govanych gradientti. Dokazali jsme pomoci uvedenych M-soubori nalézt s urcitou
presnosti minimum dané funkce. Nyni se podivejme, jak se metoda bude chovat
v pripadé€, zménime-li nékteré vstupni hodnoty. Jednotlivé vysledky v nasleduji-

cich prikladech budeme zaokrouhlovat na 8 desetinnych mist.

Priklad 4.5. Nechf funkce f je ddna predpisem
f(z1,29) = 2120 In(2] + 23).

Jeji graf je znazornén na Obrazku 7. Pomoci Metody konjugovanych gradientt
naleznéte minimum funkce f s pfesnosti ¢ = 1074, Pro parametr (3., pouZijte

variantu Fletcher-Reeves. Zvolte si 5 rtiznych podate¢nich bodi x{ = (1, %)T,

x) = (1 l)T’ x§ = (-1, _l)T, x] = (1,1)7, x2 = (2, 1)T a porovnejte vysledni

2732 2

feSeni.

Obrazek 7: Zobrazeni funkce f(z1,xs) z Piikladu 4.5
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Reseni: Méame zadanou funkci f. Analyticky lze najit dvé rfizna lokdlni minima

1 1
* V2e * Ve
V2e V2e

Vzhledem k tomu, ze zadana funkce f je obecné nekvadraticka, k nalezeni minima

ve tvaru

pouzijeme Metodu konjugovanych gradientii pro obecné funkce. Budeme tedy
pocitat pomoci M-souboru 4.2. Maximalni pocet iteraci si zvolime 100. Vezmeme

si poc¢ateéni bod x? a do prostfedi Matlabu napiseme

x=sym(’ [x1,x2]);
fce=0(x)x(1).*x(2) .*log(x(1).72+x(2).72);
[reseni,pocet_iteraci]=mkg(fce,x,[1;1/2],0.0001,100)

a vrati se nam

reseni =
-0.42884449108892
-0.42888561280323

pocet_iteraci =

10

Analogickym postupem ziskame Feseni i pro zbyvajici ¢tyfi poc¢atec¢ni body. Vy-
sledné data zaokrouhlime na 8 desetinnych mist a zapiseme do Tabulky 1.
Vime, ze funkce f ma dvé lokalni minima, jez jsme si uvedli vysSe. Pro pre-

hlednost si je vyjadiime v desetinnych cislech. Tedy
i} 0.42888194 i} —0.42888194
X] = , X5 = :
'\ 0.42888194 >\ —0.42888194
Z Tabulky 1 vidime, Ze nalezend feseni se pohybuji velice blizko obou lokal-

nich minim. Mizeme tedy vidét, ze vybér pocatecniho bodu ma vliv na rychlost

nalezeni feseni a v pripadé, ze méa dand funkce vice nez jedno lokalni minimum,
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Tabulka 1: Vysledna feseni z Ptikladu 4.5 pro rizné pocatecni body

’ pocatecni bod x? \ pocet iteraci \

minimum X°

|

(1) | rom | (o
() | kee | (S
() | ren | e (e
a-() | eer | (o)
a-() | amo |u- (e

tru Biq1.

méné iteraci se provadi.

Priklad 4.6. Necht je ddna funkce f ve tvaru

f(21,22) = 3(x1 — 239)% + Twy2e — 2(1 — 42) — Ty

o4

ma také vliv na to, ke kterému z nich bude posloupnost generovana danou meto-

dou konvergovat. Cim bliZe si zvolime poc¢ateéni bod od hledaného minima, tim

Nyni se podivjeme, jaky vliv na hledani minima bude mit volba parame-

a pocatecni bod x° = (—%, %)T. Pomoci Metody konjugovanych gradientti najdéte

s piesnosti ¢ = 107 minimum funkce f. Pro vypodet [y, si zvolte varianty



Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere a Hestenes-Stiefel a porovnejte vysledna feseni.

Reseni: Vime, Ze zadana funkce f je kvadratickd, proto pouzijeme Metodu kon-
jugovanych gradientti pro kvadratické funkce. K nalezeni minima vyuzijeme pii-
slusny M-soubor 4.1. Maximalni pocet iteraci si zvolime 100. Vzhledem k tomu, ze
v M-souboru 4.1 je varianta Fletcher-Reeves pro ;11 jiz uvedena, stac¢i do Matla-

bu napsat

A=[6,-5;-5,24]; b=[7;-8]; c=-2;
[reseni,pocet_iteraci]=mkgkvadr(A,b,c,[-1/2;3/4],0.0001,100)

a Matlab nam vrati

reseni =
1.07563025210084
-0.10924369747899

pocet_iteraci =

2

Varianta Polak-Ribiére parametru (1 je vyjadfena vztahem (4.15). V- M-sou-

boru 4.1 nahradime stavajici [, vyrazem

beta = dot((g-gprev),g)/dot(gprev,gprev);

a zavolame funkci
[reseni,pocet_iteraci]=mkgkvadr(A,b,c,[-1/2;3/4],0.0001,100)

V tomto pfipadé nam Matlab vrati

reseni =
1.07563025210084
-0.10924369747899

pocet_iteraci =

2
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Pro variantu Hestenes-Stiefel, jez je vyjadfena ve tvaru (4.16), prepiSeme

v M-souboru 4.1 vzorec pro (3,1 nasledovné

beta = dot((g-gprev),g)/dot((g-gprev),p);

a opét zavolame funkci

[reseni,pocet_iteraci]=mkgkvadr(A,b,c,[-1/2;3/4],0.0001,100)
a vrati se nam

reseni =
1.07563025210084
-0.10924369747899

pocet_iteraci =

2

Miutzeme tedy vidét, ze volba parametru (;,; nam nijak neovlivnila feseni a
ve vSech tiech piipadech jsme jiz po 2 krocich s pfesnosti ¢ = 10~* dospéli

k hledanému minimu

e 1.07563025
~ \—0.10924370 )

Jestlize bychom chtéli x* srovnat s pfesnym feSenim x*, jez bychom nalezli analy-

ticky a zaokrouhlili na 8 desetinnych mist, dospéli bychom k zavéru, ze x* = x°.

Nyni se podivejme, jaky vliv bude mit vybér parametru i1, jestlize budeme

hledat minimum obecné nekvadratické funkce.

Priklad 4.7. Je dana funkce f ve tvaru
f(z1,m5) = 2f + 25 + 6(22% + 23) — 32129 — (71 — 22) — L.

Za pocatecni bod zvolte x° = (—2,3)T. S vyuzitim Metody konjugovanych gradi-
entfi najdeté minimum funkce f s pfesnosti ¢ = 10~%. Pro parametr (3, zadejte

postupné varianty Fletcher-Reeves, Hestenes-Stiefel a Polak-Ribiere.
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Reseni: Vzhledem k tomu, ze zadani funkce f je obecnd, k vypocétu feseni
vyuzijeme M-soubor 4.2, jenz je naprogramovan pro Algoritmus F-R. Zvolime

si maximéalné 100 iteraci a zapiseme do Matlabu

x=sym(’ [x1,x2]7);

fce=0(x)

x(1).74+x(2) . "4+6% (2*x (1) . "2+x(2) . "2) -3*x (1) . *x(2)-(x (1) -x(2))-1;
[reseni,pocet_iteraci]=mkg(fce,x,[-2;3],0.0001,100)

a vrati se nam

reseni =
0.03262691405957
-0.07589329068817

pocet_iteraci =
35

Analogicky jako v predchozim Piikladu 4.6 si pro variantu Hestenes-Stiefel

prepiSeme v M-souboru 4.2 vzorec pro (41 a opét zavolame funkci
[reseni,pocet_iteraci]=mkg(fce,x,[-2;3],0.0001,100)
Matlab nam vrati

reseni =
0.03269031501108
-0.07561817408165

pocet_iteraci =

52

V pripadé varianty Polak-Ribiere dostavame
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reseni =
0.03295961278966
-0.07528772530672

pocet_iteraci =

88

Vysledna data zaokrouhlime na 8 desetinnych mist a zapiseme do Tabulky 2.

Tabulka 2: ReSeni Piikladu 4.7 pfi rizné volbé parametru (B

’ varianta parametru ;i \ minimum x° \ pocet iteraci ‘
. 0.03262691 B
Fletcher-Reeves XpR = (—0.07589329) k=35
. _— 0.03269032 -
Hestenes-Stiefel Xfg = <—0.07561817> k =52
s . 0.03295961 -
Polak-Ribiere Xpr = (—0.07528773> k=88

V Tabulce 2 mizeme vidét, Ze jednotlivd feSeni a rychlost jejich nalezeni
se vybérem parametru (.1 lisi. V tomto pripadé je varianta Fletcher-Reeves
nejrychlejsi, nagli jsme minimum s pfesnosti € = 107* jiz po 35 krocich. Naopak
v pripadé varianty Polak-Ribiere bylo potieba vypocitat az 88 iteraci.

Vysledna data miizeme také porovnat s presnym fesenim

. 0.03227052
-\ —0.07512438 /)’

které 1ze nalézt analyticky. Na Obrazku 8 vidime, Ze bod xjq vypocitdn pomoci
Algoritmu H-S se nachazi nejblize pfesnému feseni x*.
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Obrézek 8: Grafické znizornéni bodu z Prikladu 4.7

V pritbéhu této prace jsme v jednotlivych prikladech pracovali pouze s funk-
cemi dvou proménnych, a to predevsim z divodu prehlednosti. Metodu konjugo-
vanych gradientt vSak lze aplikovat také na funkce tii a vice proménnych. Rozdil

pri aplikaci M-souborti bude pouze v zadavani vstupnich hodnot.
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ZAavér

V prvnich dvou kapitolach této prace jsme si definovali potfebné pojmy a
seznamili jsme se problematikou optimalizace, konkrétné s ilohou nepodminéné
optimalizace. Poté jsme si uvedli nutné a postacujici podminky optimality, jez
jsme nasledné pouzili na konkrétnim prikladu.

Ve tteti kapitole jsme si ukazali podstatu spadovych metod a jak je lze po-
uzit pi¥i minimalizaci funkci. Rekli jsme si néco o Armijové podmince zpétného
vyhledavani a potfebnych ukoncovacich kritériich. Poté jsme si predstavili Me-
todu nejvétsiho spadu, jez hledd minimum funkce ve sméru zaporného gradientu,
nebo-li ,nejvétsiho spadu”.

V posledni, klicové, kapitole jsme se seznamili s Metodou konjugovanych gra-
dientt. Zjistili jsme, Ze jeji podstata je obdobna jako u Metody nejvétsiho spadu,
ovsem s tim rozdilem, Ze pfi hledani minima funkce se pohybujeme v tzv. konjugo-
vanych smérech. Tuto kapitolu jsme si rozdé€lili na tii ¢asti. Nejdiive jsme si uvedli
metodu linearni, jez se zabyva kvadratickymi funkcemi. Ukézali jsme si, jak vy-
pada zékladni algoritmus a poté jsme jednoduchymi tpravami vytvorili pocetné
ekonomictéjsi, tzv. modifikovany algoritmus. Na zakladé téchto informaci jsme
naprogramovali M-soubor, jez jsme nasledné aplikovali na ptikladech. Ve druhé
casti kapitoly si predstavili nelinearni Metodu konjugovanych gradientt, nebo-li
metodu pro obecné funkce. Zavedli jsme si tfi nejpouzivanéjsi varianty algoritmu
- Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere a Hestenes-Stiefel, jez se v praktickém vyuziti
trochu lisi. V posledni ¢asti jsme si uvedli nékolik prikladi, na kterych jsme apli-
kovali Metodu konjugovanych gradientii pro kvadratické a obecné funkce. Pozmeé-
nili jsme nékteré vstupni hodnoty a zjistovali jsme, jak ndm to ovlivni rychlost
nalezeni feSeni a jejich presnost.

P1i psani této prace jsem cerpala zejména z anglicky psané literatury a vycha-
zela jsem také ze znalosti ziskanych z predmétu Numerické metody optimalizace,
ktery vyucuje RNDr. Horymir Netuka, Ph.D., jehoz studijni podklady jsou do-
stupné v elektronické podobé na http://elearning.math.upol.cz. Bakalafska prace

pro mne byla velkym pfinosem, nebot jsem ziskala mnoho zajimavych informaci a
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http://elearning.math.upol.cz/

rozsitila jsem si své znalosti tykajici se pouziti matematickych programt Matlab
a Tex.

Jsem si plné védoma obsahlosti problematiky optimalizace, jejiz dilezitou
soucasti je také konvergence. Vzhledem k rozsahu prace jsem se rozhodla zameé-
fit prezentaci nastudovanych metod na konkrétni tlohy a konstrukci M-souborii.
Ovsem otéazce konvergence bych se rada vénovala ve své diplomové praci. V pii-
padé zajmu si ¢tenal muze nastudovat konvergenci Metody konjugovanych gra-

dienttt napi. v uvedené literature.
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