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Uvod

Studiem goniometrickych funkci, mezi které radime funkce sinus, kosinus, tangens
a kotangens, se zabyva goniometrie, kterou casto spojujeme s trigonometrii
zabyvajici se studiem trojihelnikli. Obé slova, jak goniometrie, tak trigonometrie,
pochazi z fectiny a mizeme velmi snadno dokazat, Ze vznikly pied vice jak 2000
lety. Celou historii vyvoje trigonometrie a goniometrie si v kratkosti pripomeneme

v prvni kapitole (Odvarko, 1996, s. 4, 90).

V dalsich kapitolach se jizZ zaméifime na rtizné zplisoby zavedeni goniometrickych
funkci a zaroven se pokusime uvést a dokazat i nékteré vztahy, které mlizeme mezi
goniometrickymi funkcemi najit. Soucasti definic bude i odvozeni nékterych

vlastnosti téchto funkci.

Vdruhé Kkapitole zavedeme goniometrické funkce pomoci pravouhlého
trojuhelniku, vnémz definujeme funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens

pro hodnoty proménné odpovidajici velikostem ostrych ahli.

Ve treti kapitole budeme definovat goniometrické funkce pomoci jednotkové
kruznice, kde mizeme zakladni goniometrické funkce zavést pro jakékoliv realné
proménné z jejich definicniho oboru. Tentokrat se jiZ nebudeme omezovat pouze
na goniometrické funkce, ale budeme definovat i funkce cyklometrické.
Nezapomeneme ani na trigonometrii a ukdZeme si, jak jsou pro nas poznatky z této

¢asti matematiky dtlezité i dnes.

Ve cCtvrté a paté kapitole se jiz budeme vénovat zavedeni goniometrickych,
prip. cyklometrickych funkci pomoci Taylorovych rfad nebo pomoci funkcionalnich

rovnic. Tyto zplsoby definice povazZujeme za ndarocnéjsi. Setkavaji se snimi

az studenti vysokych Skol, protoze vyzaduji hlubsi znalosti z matematické analyzy.



1 Historie

Naznaky vzniku trigonometrie miizeme nalézt jiz v 17. stoleti pt. n. l. u Egyptani
stavicich pyramidy, coz doklada Rhinddv papyrus (Herman et al., 2005, s. 8-9),
taktéz ,u Babylénanti a Chaldejcti“ (Odvarko, 1996, s. 118). Vétsinou ale za zrod
trigonometrie povazujeme obdobi starovékého Recka, kdy na alexandrijské
univerzité pusobili Archimédes ze Syrakus a hvézdar a zakladatel trigonometrie
Hipparchos z Nikaje (Smakal a Budinsky, 1968, s. 4; Odvarko, 1996, s. 118).
Archimédovi ze Syrakus se mimo jiné podarilo s velkou ptesnosti vypocitat ¢islo 7,
pricemz prti vypoctu pouzil pravidelny mnohouhelnik, ktery nadale upravoval,
az jim nahradil kruh. Dostal se ale jen k urc¢itému rozmezi hodnot ¢isla 7, protoze
pri svych vypoctech pracoval, jak s mnohouhelnikem opsanym, tak i vepsanym
(§maka1 a Budinsky, 1968, s. 4; Mares, 2011, s. 63). Mezi dalsi vyznamné starovéké
matematiky tadime Hippokrata z Chiu, Menelaose z Alexandrie a Klaudia
Ptolemaiose. Témto starofeckym matematikim se podarilo s vyuZitim znalosti
o kruznici a tétivach vni zjistit zavislost mezi stfedovym uhlem a prisluSnou
délkou tétivy kruzZnice. VSechny tyto poznatky, vCetné uhlovych tabulek, poté
zverejnil Klaudius Ptolemaios ve svém dile Megale syntaxis (Herman et al., 2005,

s. 9; Odvarko, 1996, s. 118-119).

Na poznatky freckych matematikli navazali ve stredovéku matematici z Asie
a Blizkého vychodu (Herman et al, 2005, s. 10). Brahmagupta a dalSi indicky
matematik Bhaskara se zamérili na studium zavislosti mezi polovinou stredového
uhlu apolovinou prislusné tétivy, tudiz jiZ nepracovali srovnostrannym
trojuhelnikem, nybrZ s trojuhelnikem pravodhlym a mohli zavést funkce sinus
a kosinus (Herman et al.,, 2005, s. 9-10; Odvarko, 1996, s. 119). Brahmagupta
dokonce publikoval knihu Brahmasputasiddhata, v niZ se mimo jiné snaZzil pomoci
funkce kosinus zobecnit Pythagorovu vétu (Mares, 2011, s. 93). Mezi zakladni
goniometrické funkce ale radime i funkce tangens a kotangens, pro néz v 10. stoleti
vytvorili uhlové tabulky astronomové Al Battani a Abu-1-Vafa. Prvni zminky
o trigonometrickych  vzorcich  registrujeme  vsouvislosti = matematikem

Nasiruddinem Tusi (Odvarko, 1996, s. 119).



V Evropé o rozvoj trigonometrie se vobdobi od 15. do 18. stoleti zaslouZili
predevSim Johannes Miiller, MikuldS Kopernik, Rhaeticus, Franceis Viete
a samoziejmé Leonhard Euler. Napr. Rhaeticus se i nadale pokousel zpresnovat
hodnoty uhlovych tabulek, pricemz vyuzival stredovy uhel a prisluSnou tétivu
kruzZnice, pricemZ az posledné jmenovany Leonhard Euler zcela zménil pohled
na trigonometrii (Herman et al., 2005, s. 10; Odvarko, 1996, s. 119), kdyz ,zkoumal
hodnoty sin x, cos x jako cisla, nikoli jako usecky” (Odvarko, 1996, s. 199). Tento
vyznamny Svycarsky matematik zavedl pojem transcendentni funkce, kam zaradil
napi. funkce goniometrické acyklometrické. Funkce sinus a kosinus vyjadril
pomoci nekone¢nych rad a své poznatky tykajici se goniometrickych funkci
publikoval vknize Uvod do analyzy (1748) (Smykalova, 2011, s. 34-36).
Pripomenme, Ze Euler taktéZ zpresnil nékteré pojmy tykajici se jednotkové

kruznice, jejich kvadranti, atd. (Odvarko, 1996, s. 119).

Diivody, proc¢ trigonometrie vznikla a pretrvala az do soucasnosti, se nezménily.
V minulosti vyuzivali znalosti ztrigonometrie napft. astronomové a moreplavci.
V soucasnosti jsou na jejich principech zaloZeny napt. navigace pro letadla a lodé

nebo nékteré lékarské pristroje (Herman et al., 2005, s. 10; Odvarko, 1996, s. 118).
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2 Zavedeni goniometrickych funkci

pomoci pravouhlého trojahelniku

Za nejjednodussi zptisob, jak lze definovat geometrické funkce pro hodnoty
proménné odpovidajici velikostem ostrych uhld, povazujeme jejich zavedeni
pomoci pravouhlého trojihelniku. Zde vyuzivame faktu, ,Ze kazdé dva pravouhlé
trojuhelniky se stejnym ostrym vnitinim thlem jsou podobné“ (Herman et al.,
2005, s. 80). Tento zptlisob definice goniometrickych funkci je velmi ovlivnén
samotnymi vlastnostmi pravouhlého trojuhelniku (Smykalova, 2011, s. 44),
protoZe ,v Zddném pravouhlém trojuhelniku nemiize byt délka odvésny nulova
aodvésna s pieponou nemohou mit stejnou délku“ (Smykalova, 2011, s. 44).
Z predchozi véty usuzujeme, Ze timto zplsobem miliZeme definovat zakladni
goniometrické funkce (sinus, kosinus, tangens a kotangens) pouze pro interval
(0°,90°) (Smykalova, 2011, s. 44). OvSem Zaci 9. ro¢niku zakladni $koly, a taktéz
studenti nizsitho stupné gymnazia (,kvarta“), si uméji s timto problémem poradit,
coz si ukaZzeme pozdéji, a tudiZ je definice goniometrickych funkci pomoci

pravouhlého trojuhelniku pro né plné dostacujici (Herman et al., 2005, s. 70-71).

2.1 Podobnost trojahelniki

Pouzité pojmy a poznatky jsou cerpané z: (Herman et al, 2005, s. 28, 30-33;
Molnar et al, ©2001, s. 45).

by
[
B

Obr. 1: Podobnost trojihelnikii A1B1C1 a A2B2Cz (Herman et al., 2005, s. 30)
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Definice 2.1.
Dva trojihelniky nazveme podobné, praveé kdyz pomeéry velikosti odpovidajicich si

stran trojuihelniki se sobé rovnaji a odpovidajici si vnitini dhly jsou shodné.

Pro odpovidajici si strany a vnitini thly podobnych trojihelniki plati rovnosti

a; = az, B1 = PB2,Y1 = V2

az:al == bz:bl = CZ:Cl'

Podobnost dvou trojuhelniki (obr. 1) zapisujeme ve tvaru:

AA131C1~AA232 Cz.

Pro urceni, zda jsou trojuhelniky A;B;C; a A,B,C, podobné, se pouZzivaji tii véty

o podobnosti trojuhelniki:

Véta 2.1. (Véta sss)
JestliZe pro trojuhelniky A; B, C; a A,B,C, plati rovnosti

[A2Bz| _ |B2Ca| _ |C2A;|
[A1B1] [B1Cal |C144]’

pak jsou tyto trojuhelniky podobné: AA,B,C;~AA,B,C,.

Slovné:
Maji-li dva trojuhelniky stejné vSechny tfi poméry odpovidajicich si stran, jsou

podobné.

Véta 2.2. (Véta uu)
JestliZe pro trojuhelniky A; B, C; a A,B,C, plati rovnosti

a; = ay, By = B,

pak jsou tyto trojuhelniky podobné: AA,B,C;~AA,B,C,.

Slovné:

Shoduji-li se dva trojuhelniky ve dvou uhlech, jsou podobné.
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Véta 2.3. (Véta sus)
JestliZe pro trojuhelniky A; B, C; a A,B,C, plati rovnosti

[C2A;| |A2B;|
Al ap %1 = A2
[C1A4] [A1B1]

pak jsou tyto trojuhelniky podobné: AA,B,C;~AA,B,C,.

Slovné:
Maji-li dva trojuihelniky stejné dva poméry odpovidajicich si stran a shoduji-li se

v thlu jimi sevireném, jsou podobné.

2.2 Funkce

Pouzité pojmy a poznatky jsou cerpané z: (Molnar et al.,, ©2001, s. 56-58).

Definice 2.2.
Funkce f je piedpis, ktery kazdému prvku x z dané mnoziny D(f) prifazuje pravé

jedno realné ¢islo y z mnoziny H(f).

Poznamka:

a) Proménna x je nezavisle proménna a y zavisle proménna.

b) Misto proménné y lze uzit zapis f(x), tzv. funkéni hodnota proménné x.

c) Mnozina D(f) se nazyva defini¢ni obor funkce f, mnozina H(f) vSech realnych
Cisel y se nazyva mnoZzina hodnot funkce f.

d) Funkci f lze definovat nékolika zplsoby, napt. tabulkou, grafem, rovnici

nebo vyctem funkénich hodnot.
Vlastnosti funkce f definujeme takto:
Definice 2.3. (rostouci funkce)

Pro kazdé x, x, z D(f) plati: jestlize x; < x,, pak také f(x;) < f(x,).

Definice 2.4. (klesajici funkce)

Pro kazdé x,, x, z D(f) plati: jestlize x; < x,, pak také f(x;) > f(x,).

13



2.3 Goniometrické funkce ostrého uhlu

Pouzité pojmy a poznatky jsou cerpané z: (Herman et al., 2005, s. 70-79, 82-83,
92-93, 96-98; Molnar et al.,, ©2001, s. 68-69).

V podkapitoldch 2.1 a 2.2 jsme pripomnéli, jaka kritéria musi splilovat dva
trojuhelniky, aby byly podobné. Také jsme zavedli pojem funkce. Nyni se jiZ
zaméfime na Ctyri zdkladni goniometrické funkce: sinus, kosinus, tangens
a kotangens. Budeme je definovat v pravoihlém trojuihelniku, a téZ se pokusime
ukazat nékteré jejich vlastnosti.

B

pratilehla
odvésna

prepona

i1

J

& b prilehla odvésna

Obr. 2: Pravouhly trojihelnik ABC (Herman et al., 2005, s. 69, 81)

Definice 2.5. (Funkce sinus)
V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem pri vrcholu C definujeme sin a

jako pomér délek odvésny protilehlé thlu a a prepony.

Funkci sinus (obr. 2) zapisujeme timto predpisem:

. a
sina = —.
c

Existuji prinejmensim tri zplisoby, jak miZeme urc¢it hodnotu funkce sinus
pro urcity thel v intervalu (0°,90°):

1. rysovanim a mérenim,

2. pomoci matematickych tabulek,

3. uzitim kalkulacky.
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Tab. 1: Hodnoty funkce sinus (Herman et al., 2005, s. 70)

a

10°

20°

30°

40°

50°

60°

70°

80°

sina

0,17

0,34

0,50

0,64

0,77

0,87

0,94

0,98

Pokud bychom hodnoty funkce sinus zapsaly do tab. 1, miZeme zni odvodit

nékteré vlastnosti této funkce:

Véta 2.4.
Pro kazdé a, kde a € (0°,90°), plati 0 < sina < 1.

Poznamka:
Defini¢nim oborem funkce sinus je zatim jen otevieny interval (0°,90°), mnoZinou

hodnot funkce sinus je otevireny interval (0,1).

Véta 2.5.
Je-li0° < a < B <90° paksina < sin .

Nyni se vratime k problému, ktery jsme jiZ naznacili v ivodu této kapitoly. Funkci
sinus jsme prozatim definovaly pouze na otevieném intervalu (0°,90°). Abychom
mohli funkci sinus definovat na uzavieném intervalu (0° 90°), musime prijmout
umluvu: sin0° =0, sin90° = 1. Mnozinou hodnot pak bude uzavieny interval

(0,1).
Definice 2.6. (Funkce kosinus)
V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem pfti vrcholu € definujeme cos a

jako pomér délek odvésny prilehlé k thlu a a prepony.

Funkci kosinus (obr. 2) zapisujeme timto prepisem:

b
cosa = —.
C

Tab. 2: Hodnoty funkce kosinus (Herman et al., 2005, s. 82)

a

10°

20°

30°

40°

50°

60°

70°

80°

cosa

0,98

0,04

0,87

0,77

0,64

0,50

0,34

0,17

15




Z tab. 2 vyCteme, Ze plati:

Véta 2.6.
Pro kazdé a, kde a € (0°,90°), plati0 < cosa < 1.

Poznamka:

Defini¢nim oborem funkce kosinus je opét prozatim jen otevieny interval (0°,90°)
a mnozinou hodnot funkce je interval (0,1). Po pfijmuti amluvy: cos0° =1,
cos 90° = 0, mizZeme funkci kosinus definovat na uzavieném intervalu (0°,90°),

pricemZ mnoZzinou hodnot bude uzavieny interval (0,1).

Véta 2.7.
Je-li0° < a < f <90° pakcosa > cosf5.

Definici 2.7. (Funkce tangens)
V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym udhlem pfii vrcholu C definujeme tga

jako pomér délek odvésny protilehlé thlu a a odvésny prilehlé dhlu a.

Funkci tangens (obr. 2) zapisujeme timto prepisem:

a
tga —;.

Tab. 3: Hodnoty funkce tangens (Chajda, 2012, s. 60)

a 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°

tga 0,18 0,36 0,58 0,84 1,19 1,73 2,75 5,67

Z tab. 3 vyCteme, Ze plati:

Véta 2.8.
Je-li0° < a < B <90° paktga < tgf.

Pro funkci tangens miizeme prijmout umluvu: tg = 0°. OvSem Umluvu nemiZeme

prijmout pro a = 90°, protozZe v tomto uhlu funkce dosahuje nekonecna, a proto ji
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definujeme pouze pro interval (0°, 90°). MnoZinou hodnot funkce kosinus je tudiz

interval (0, o).
Definici 2.8. (Funkce kotangens)
V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C definujeme cotg a

jako pomér délek odvésny prilehlé uhlu a a odvésny protilehlé thlu a.

Funkci kotangens (obr. 2) zapisujeme timto prepisem:

b
cotga = —.

Tab. 4: Hodnoty funkce kotangens (Chajda, 2012, s. 60)

a 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°

cotga 5,67 2,75 1,73 1,19 0,84 0,58 0,36 0,18

Z tab. 4 vyCteme, Ze plati:

Véta 2.9.
Je-li0° < a < f < 90° pak cotga > cotgf3.

Obdobné jako pro predchozi goniometrické funkce miiZeme prijmout Uumluvu
pro funkci kotangens a plati: cotg 90° = 0. Pak je ale nutné uvédomit si, Ze funkce
kotangens bude pro a = 0° dosahovat nekonecna, a proto tuto funkci definujeme
pouze pro interval (0°,90°). MnoZinou hodnot funkce kotangens je tudiz interval

(Or OO)

2.4 Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi ostrého

thlu

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Herman et al., 2005, s. 103-108).

Mezi goniometrickymi funkcemi sinus, kosinus, tangens a kotangens miiZzeme

definovat nékolik vztahi. Tyto goniometrické vztahy nam znacné ulehcuji
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matematické vypoCty s témito funkcemi, napt. zndme-li hodnotu funkce sina,

miiZeme pomoci nich snadno urcit hodnoty zbyvajicich goniometrickych funkci.

ll,-: 1

A r ; 5]

Obr. 3: Pravouhly trojihelnik ABC s pravym tihlem pfi vrcholu C (Herman et al., 2005, s. 104)

Véta 2.10.

Pro kazdé a € (0° 90°) plati:
sina = cos (90° — ),
cosa = sin (90° — ),
tga = cotg (90° — a),
cotga = tg (90° — ).

Poznamka:

Vztahy pro sinus a Kosinus plati pro a € (0°,90°).

Diikaz:

Vobecném trojuhelniku ABC pro jeho uhly plati: a+ f +y = 180° OvSem
v pripadé pravouhlého trojuhelniku ABC s pravym uhlem pti vrcholu C (obr. 3)
miiZeme psat a + = 90°, protoze tihel ¥ = 90°. Rikame, Ze thel a je doplitkovy
uhel k thlu § a naopak.

V pravouhlém trojuhelniku ABC (obr. 3) dale plati:

%: sina = cos f3,
b .
—=cosa = sin g,
a

S =tga= cotg B,
b

—=cotga = tg p.

Vyjadrime-li ze vztahu a + f =90° thel f (f =90°—a) a dosadime-li jej

postupné do predchozich rovnosti, dostaneme:
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sina = cos (90° — ),
cosa = sin (90° — ),
tga = cotg (90° — a),
cotga =tg (90° — ). »

Véta 2. 11.
Pro kazdé a € (0°,90°) plati:

1 1
tga = P cotga = o
Diikaz:

Pro pravouhly trojihelnik ABC s pravym uhlem pfti vrcholu C (obr. 3) plati:

a b
tga _E’ cotga _Z'

Pokud takto vyjadirené funkce dosadime do pravé a levé strany rovnosti

tga = cotga’
dostavame
a
L=tga = >
__1 _1_a¢a
" cotga 2T W
a
= P.
Obdobné pro
b
cotga = -,
dostavame
b
L =cotga = =
p=_L=-1-2%
tga 3 a
L=P.e
Véta 2.12.
Pro kazdé a € (0° 90°) plati:
osa
tga = ——, cotga = —
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Dukaz:

Pro pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pfti vrcholu C (obr. 3) plati:

. a b
Sinae =—,cosa = -,
c c

a taktéz
a b
tga = -, cotgar = —.
Z predpist funkci sinus a kosinus pro strany a a b pravouhlého trojihelniku plyne:
a=c-sina, b =c-cosa.

Pak pro funkce tangens a kotangens plati:

a csina sina
tg a=-= =
b ccosa cosa
a
b c:cosa cosa
cotga =-= - = — .
a csina sina
Véta 2.13.

Pro kazdé a € (0°,90°) plati:

sin?a + cos®a = 1.

Dukaz:
Pro a € (0°,90°) v pravodhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem p¥i vrcholu C
(obr. 3), jak jsme jiZ uvedli v pfedchozim diikazu, plati:
a=c-sina, b =c-cosa.
Pokud takto vyjadiené délky strany a a b pravouhlého trojahelniku ABC dosadime
do Pythagorovy véty a postupné rovnost upravime, dostaneme:
c? =a?+ b?,
c? = (c-sina)?+ (c- cosa)?,
c? =c?-sin?a + c?-cos? q,
sin®a + cos?a = 1.
Pro a = 0° plati:
sin0° =0acos0° = 1.
Pokud tyto hodnoty dosadime do pravé a levé strany rovnosti, dostaneme:
L=0*+1%2=1,
P =1,
L=P.
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Pro a = 90° plati:
sin90° = 1acos90° = 0.
Opét po dosazeni do pravé a levé strany rovnosti dostavame:
L=12+0%=1,
P =1,
L=P.o

2.5 Vybrané hodnoty goniometrickych funkci

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Herman et al., 2005, s. 103-108).

Nékteré hodnoty zakladnich goniometrickych funkci sinus, kosinus, tangens
a kotangens pro ostré thly nemusime hledat v matematickych tabulkach, nebo je
pocitat na kalkula¢ce. MiiZeme je snadno urcit z rovnoramenného pravouhlého
a rovnostranného trojuhelniku.
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Obr. 4: Pravouhly rovnoramenny trojiuhelnik ABC (Molnar et al., ©2001, s. 75)

Pomoci pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku ABC spravym udhlem
ptivrcholu C (obr. 4) mizeme vypocitat hodnoty zdkladnich goniometrickych
funkci pro uhel a = 45°. Podle Pythagorovy véty pro rovnoramenny pravouhly
trojuhelnik ABC plati:

c?=a*+a?

c? =2a?,
c =+/2a?,
c=aV?2.
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Hodnoty sin 45°, cos 45°, tg 45° a cotg 45° dopocitame z jiz diive uvedenych vzorcii

pro vypocet goniometrickych funkci:

gmo_ @_ a _ 1 _ V2

sin 45 = L= IET R
o_a_@a _ 1 _2

cos 45° = Ry Ay
tg45° =< =1,

I}

Obr. 5: Rovnostranny trojihelnik ABC (Molnar et al., ©2001, s. 75)

Pro odvozeni goniometrickych hodnot funkci Uhlu @ =60° a & = 30° opét
vyuZijeme Pythagorovy véty. Tentokrat ale nebudeme pracovat scelym
rovnostrannym trojuhelnikem ABC, ale pouze s pravouhlym trojihelnikem ASC
(obr. 5). Pro vypocet odvésny v pak plati:

(2a)? = a? + v?,

4q? = a® + v?,

3a? = v?,
v =V3a?,
v = aV3.

Hodnoty zakladnich goniometrickych funkci pro ostry tihel &« = 60° jsou:

. a 1
sin30° = — = -,
2 2

cos 30° = %= %§=§,
o_2_ @ _ 1 _ V3
tg 30 by vy
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cotg30°=z=a—3=\/3.
a a
A pro thel § = 30° plati:
. o v _aV3 3
sin 60° = 2a 2a 2’

a 1
cos60° =— ==,
2a 2

tg 60° == = 2= =3,

a a
o2 _ % _
cotg 60 =L =5
Casto je velmi vyhodné z vybranych hodnot goniometrickych funkeci sestavit tab. 5.
Takto vyjadiené hodnoty jsou piesné a vypocty s nimi nejsou zatiZzeny
zaokrouhlovanim, jak by to bylo v pripadé, kdybychom jejich hodnoty hledali

napf. v matematickych tabulkach.

Tab. 5: Vyznamné hodnoty goniometrickych funkci (Herman et al., 2005, s. 112)

a 0° 30° 45° 60° 90°
1
sin a 0 - E E 1
2 2 2
1
cos a 1 E E — 0
2 2 2
tga 0 ? 1 NE .
cotga _ \3 1 ? 0
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3 Zavedeni goniometrickych funkci

pomoci jednotkové kruznice

Zavedeni zakladnich goniometrickych funkci sinus, kosinus, tangens a kotangens
pomoci pravouhlého trojuhelniku ma své limity, jak jsme uvedli v predchozi
kapitole, aproto je vhodnéjsi pristoupit kdalSimu zplsobu definice
goniometrickych funkci pomoci jednotkové kruznice, ktery tyto nedostatky
odstrani. Pojem samotné jednotkové kruZznice nam ale k zavedeni goniometrickych
funkci nestaci, a proto musime taktéZ definovat pojem orientovaného thlu. Tento
zpusob definice goniometrickych funkci pouzivaji studenti stiednich Skol (Polak,

1998, s. 145, 148-149).

3.1 Jednotkova kruznice, obloukova a stupnova mira

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Odvarko, 1996, s. 21-22; Polak, 1998,
s. 146).

Definice 3.1.
Jednotkovou kruZnici rozumime kruznici k se stfedem S a polomérem 1, jejiZ délka

je 2m.

Definice 3.2.

Radian je stredovy uhel, ktery prislusi na jednotkové kruznici oblouku o délce 1.

Poznamka:

Radian se pouziva jako zakladni jednotka obloukové miry uhli (zapisujeme 1 rad).
Oproti tomu, zdkladni jednotkou stupfiové miry uhlG je 1 uhlovy stupen
(zapisujeme 1°). Dal$imi jednotkami jsou 1 uhlova minuta (zapisujeme 1') a 1
uhlova vtefina (zapisujeme 1"). Pro thly, jejichZ velikost uvadime ve stupriové
mife, plati: 1° = 60" = 3600". Vychazime-li z pfedpokladu, Ze 27 rad = 360°, pak

pro prevody mezi obloukovou a stupfiovou mirou thli plati:

1rad = 8% = 57°17'45" 1° =~ rad.
T 180
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3.2 Orientovany uhel

Pouzité pojmy a poznatky jsou cerpané z: (Odvarko, 1996, s. 26-31).

koncove
rameno

vrchol V7

pocatecni
rameno

Obr. 6: Orientovany uhel AVB

Definice 3.3.

Usporadana dvojice poloptimek VA,VB se spole¢nym pocatkem V se nazyva
orientovany thel AVB (obr. 6). Tento uhel se zapisuje AVB. Polopfimka VA
se nazyva pocatecni rameno, poloprimka VB koncové rameno orientovaného uhlu

AV B, bod V vrchol orientovaného thlu AVB.

Definice 3.4.
Velikost uhlu, ktery opiSe poloprimka pri otoceni z pocatecniho ramene VA
do koncového ramene VB vkladném smyslu, se nazyva zakladni velikost

orientovaného Uhlu AVB.

Poznamka:

a) Za kladny smysl otaceni povazujeme pohyb ramene VA proti sméru hodinovych
rucicek. Pro zaporny smysl otacCeni plati opak.

b) Nulovy orientovany tihel AVB je tihel, jehoZ zakladni velikost je rovna 0, a jehoZ

poloprimky VA a VB jsou totoZné.

Véta 3.1.
Pro zakladni velikost a kazdého orientovaného uhlu plati

0 < a<2mresp.0° < a < 360°.
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Definice 3.5.
Velikosti orientovaného uhlu AV B, jehoZ zakladni velikost v obloukové mire je a,

se nazyva kazdé Cislo a + k - 2m, kde k je libovolné celé ¢islo.

Poznamka:

Obdobné ve stupiiové mire thld plati @ + k - 360°, kde k € Z.

Véta 3.2.
Je-li ¢ jedna z velikosti orientovaného dhlu AVB, pak mnozina vSech cisel, ktera lze

psatve tvaru ¢ + k - 2 (k € Z), je rovna mnoziné vSech velikosti uhlu AVB.

Véta 3.3.
Je-li vroviné dana poloptimka VA a je-li ddno libovolné realné cislo x, pak v této
roviné existuje pravé jeden orientovany uhel AVB, jehoZz jedna velikost

v obloukové mire je x.

3.3 Goniometrické funkce v jednotkové kruznici

Pouzité pojmy a poznatky jsou cerpané z: (Odvarko, 1996, s. 34-35, 38, 50-52;
Polak, 2012,s.167,170,172, 174).

S1rE

=1

()| cos o T T

g |

\

Obr. 7: Orientovany thel v jednotkové kruznici (Polak, 2012, s. 166)

Pro definici goniometrickych funkci pomoci jednotkové kruznice (obr. 7)

provedeme konstrukci. Do kartézské soustavy souradnic Oxy, kde maji osy x,y
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stejné jednotky, umistime orientovany uhel velikosti a v zakladni poloze, pro jehoZz
pocatecni rameno 01 plati 1[1,0], a jednotkovou kruznici k se stfedem O.

Ziskavame bod M][x,, yy], ktery vznikl protnutim Kkoncového ramena oM

orientovaného uhlu o velikosti a s jednotkovou kruznici k.

Poznamka:

Dale budeme znacit hodnotu proménné (velikost orientovaného thlu) x.

Definice 3.6.
Funkci sinus se nazyva funkce na mnoziné R, kterou je kazdému x € R prirazeno

Cislo yy, nebolisinx = yy,.

Funkci sinus zapisujeme timto predpisem:

fiy =sinx,D(f) =R.

Definice 3.7.

Funkci kosinus se nazyva funkce na mnoziné R, kterou je kazdému x € R ptirazeno
Cislo x; neboli cos x = xy,.

Funkci kosinus zapisujeme timto predpisem:

fiy=cosx,D(f) =R.

Poznamka:

Grafem funkce sinus je tzv. sinusoida a grafem funkce kosinus je tzv. kosinusoida.

Diikazy nasledujicich vét jsou primym disledkem definice goniometrickych funkci

pomoci jednotkové kruZznice.

Véta 3.4.
Pro kazdé k € Z a pro kazdé x € R je
sin(x + k - 2m) = sinx,

cos(x + k- 2m) = cos x.
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Poznamka:
Pti vySetrovani pribéhu funkci sinus a kosinus na mnoZiné R si vystacime pouze

s intervalem (0,2m), protoZe tyto funkce jsou periodické s periodou 2.

Véta 3.5.
Pro kazdé x € R je
sin(—x) = —sinx,

cos(—x) =cos x.

Véta 3.6.
Pro kazdé x € R plati, Ze

—1<sinx<1,—-1<cosx<1.

Poznamka:
Funkce sinus i kosinus jsou shora i zdola omezené, jejich obory hodnot jsou
vintervalu (—1,1), pricemz 1 je jejich globalnim maximem a —1 globalnim

minimem.

Definice 3.8.

Funkci tangens se nazyva funkce dana vztahem

y = SI0X 1ede cos x # 0.

cosx’

Funkci tangens zapisujeme timto predpisem:

fry =tgx,D(f) = R\ Urez {2k + 1)} = Ukez((Zk - 12,2k +1) g)

Definice 3.9.

Funkci kotangens se nazyva funkce dana vztahem

cotgx = C?ﬂ, kde sinx # 0.
Sinx

Funkci kotangens zapisujeme timto predpisem:

fiy =cotgx,D(f) = R\ Ugezlkn} = Ukez((k - Dm, kﬂ)-
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Poznamka:
Grafem funkce tangens je tzv. tangentoida a grafem funkce kotangens

je tzv. kotangentoida.

Véta 3.7.

Pro kazdé realné ¢islo x # (2k + 1)%, kde k € Z, je

tg(—x) = —tgx.

Dukaz:

Abychom mohli dokazat, Ze funkce tangens je lichou funkci, musi platit podminka:

kazdé x # (2k + 1) g, kde k € Z. Pak uz levou stranu rovnosti vyjadiime podle

definice 3.8., pricemz vyuZijeme toho, Ze funkce kosinus je sudou funkci a sinus

lichou, pak dostavame:

) __sin(-x) _ —sinx

tg(—x = —tgx.e

- cos(—x) " cosx
Véta 3.8.

Pro kazdé realné Cislo x # km,kde k € Z, je

cotg(—x) = — cotg x.

Diikaz:
Postup z dlikazu véty 3.7. miizeme aplikovat i na funkci kotangens a dokazat tak, Ze

funkce kotangens je licha. Tentokrat musi byt x # km, kde k € Z. Pak

cos(—x) __ cosx

cotg(—x) = = —cotgx.e

sin(—x) —sinx

Véta 3.9.
Pro kazdé realné ¢islo x # (2k + l)g, kde k € Z, plati

tg(x + km) = tgx.

Véta 3.10.
Pro kazdé realné Cislo x # km, kde k € Z, plati

cotg(x + km) = cotg x.
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Poznamka:

Funkce tangens a kotangens jsou periodické, jejich primitivni perioda je .

3.4 Grafy goniometrickych funkci

Existuje velké mnoZstvi pocitacovych programli pomoci nizZ lze vytvaret grafy
goniometrickych funkci. Nasledujici grafy zakladnich goniometrickych funkci sinus
(obr. 8), kosinus (obr. 9), tangens (obr. 10) a kotangens (obr. 11) jsou vytvoreny

pomoci pocitacového programu GeoGebra.

1Y

11 Y = sin xr
\ | | | D | | | | | /

- -2 0 mi2 mn 31-'“'2 n xr

Obr. 8: Sinusoida (Polak, 2012, s. 168)

]

/W‘ﬂﬁ T /\

0

\/n: 2 :I n‘v;z o *
_1 -

Obr. 9: Kosinusoida (Polak, 2012, s. 168)
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2
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-2

Obr. 10: Tangentoida (Polak. 2012, s. 172)

n

Obr. 11: Kotangentoida (Polak, 2012, s. 172)
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3.5 Vlastnosti goniometrickych funkci

Pro celkovy prehled shriime vlastnosti zakladnich goniometrickych funkci

do tab. 6:

Tab. 6: Vlastnosti goniometrickych funkci (Odvarko, 1996, str. 59; Polak, 2012, str. 169, 173)

Vlastnosti
funkce

y = sinx

y = coSx

y=tgx

y = cotgx

Defini¢ni obor
funkce

{x €R;
T
x¢@k+DE}

{x € R;x # km}

Obor funkénich
hodnot

(-1;1)

(-1;1)

(—OO, +OO)

(—OO, +OO)

Sudost, lichost
funkce

licha

suda

licha

licha

Periodi¢nost
funkce

periodicka
s periodou 2km

periodicka
s periodou 2km

periodicka
s periodou km

periodicka
s periodou km

(Ne)omezenost
funkce

shora i zdola
omezena

shora i zdola
omezena

neni ani shora, ani
zdola neomezena

neni ani shora, ani
zdola neomezena

Intervaly, v
nichz je funkce
rostouci

T4k
2 A

Tt 2km)
2 T

(—m + 2km, 2km)

(—g+kn,

g+ kT[)

Intervaly,
v nichz je
funkce klesajici

Jnpy
2

3 2km)
27r+ T

(2km, 7 + 2km)

(kmt, + km)

Maximum
funkce v bodé

y=1
prox=(4k+1)§

y =1prox = 2kn

Minimum
funkce v bodé

y=-1
prox = (4k—1)§

y=-1
prox = 2k — Dm

Body, ve
kterych jsou
funkéni
hodnoty nulové

y=0)

x =kn

x=(2k+1)§

x =km

x=(2k+1)§

Intervaly,

v nichz jsou
funkéni
hodnoty kladné

y>0)

Q2km, m + 2km)

(—g + 2km,

g+ 2k1'r)

(kn,% + kT[)

(kn,% + kT[)

Intervaly,

v nichz jsou
funkéni
hodnoty
zaporné

(y <0)

(m + 2km,
21 + 2km)

(g+ 2km,

St 2k
37+ 2er)

(g + km,m + kTL’)

(g + km,m + kTL’)
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3.6 Goniometrické vztahy

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Herman et al., 2005, s. 108; Odvarko,

1996, s. 71-73, 76-80, 83-86).

V prvni kapitole jsme jiZ uvedli nékteré vztahy pro goniometrické funkce, které
jsme vyjadrili pro hodnoty proménné odpovidajici velikostem ostrych udhld.
ProtoZe jsme jiz zavedli goniometrické funkce pomoci jednotkové KkruZnice,
miiZeme vyjadiit goniometrické vztahy pro jakékoliv redlné proménné

z defini¢niho oboru prislusnych funkci.

Véta 3.11.
Pro kazdé x € R je

sin? x + cos? x = 1. (3.1)

Diikaz:

V pripadé dlikazu tohoto vzorce je vhodné si vzpomenout, jak jsme definovali
goniometrické funkce pomoci jednotkové kruznice a na nékteré vlastnosti funkci
sinus a kosinus. Samotny princip dikazu spociva v tom, Ze do jednotkové kruznice
v kartézské soustavé souradnic umistime orientovany thel o velikosti x v zakladni
poloze, protnutim koncového ramene tohoto uhlu a jednotkové kruZnice
dostavame bod, jehoZ prvni souradnici je cos x a druhou sin x (viz obr. 7), pak jiz
staci pouzit Pythagorovou vétu, pricemz velikost prepony je 1, a dany vzorec je
dokazan pro interval (0, 2m). ProtoZe jsou funkce sinus a kosinus periodické, plati

vzorec pro kazdé realné cislo. o

Véta 3.12.
Prokazdé x # k -g, kde k € Z, je

tgx - cotgx = 1.
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Dukaz:
Diikaz tohoto vzorce je velmi jednoduchy. Pokud bude platit podminka, Ze

pro kazdé x # k -g, kde k € Z, mizZeme do vzorce dosadit podle definice funkci

tangens a kotangens:

Cosx

tgx = 20X cotgx =
X = cosx’ X = sinx

a pak dostavame:

sinx cosx

tgx - cotgx = cosx sinx L.
Véta 3.13. (Souctové vzorce)
Pro kazda dvé realna cisla x, y plati:
sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny, (3.3)

sin(x —y) = sinx cosy — cosx siny,
cos(x +y) = cosx cosy — sinx siny, (3.4)

cos(x —y) = cosx cosy + sinx siny. (3.5)

Dukaz:

Diikazy souctovych vzorcl jsou slozitéjSi, a proto zde naznacime diikaz pouze
jednoho z nich (3.5). Samotny diikaz musime rozdélit do Ctyt ¢asti. V prvnich tfech
bodech se omezime pouze na interval (0,2m) podobné jako v pripadé dikazu
vzorce (3.1), protoZe budeme opét pracovat sjednotkovou Kkruznici

a orientovanym uhlem. Poté se zamérime na ostatni realnd c¢isla mimo tento

interval, priCemz opét vyuZijeme toho, Ze jsou funkce sinus a kosinus periodické.

sinx — siny|

B[1,0]
E[r'r.l.*-CI: s Ir,.'jl. { |]

@]

S [ J"-.'_ll'l

Obr. 12: Otocéeni kartézské soustavy souiadnic (Odvarko, 1996, s. 77)
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cos(x —y) =cosxcosy —sinxsiny
1. Prox >y A x,y € (0,2m):
Do jednotkové kruzZnice v kartézské soustavé souradnic umistime dva orientované
uhly x a y vzakladni poloze. Protnutim koncovych ramen téchto orientovanych
uhlt dostaneme postupné dva body A [cos x, sinx] a B [cos y, sin y]. Podle obr. 12
s vyuzitim Pythagorovy véty piSeme:

|AB|? = |cosy — cosx|? + |sinx — siny|?,

|AB|? = (cosy — cos x)? + (sinx — siny)?,

|AB|? = 2(1 — cosx cos y — sinx siny).
Tento vypocet ndm ale pro dokazani rovnosti nestaci, a proto oto¢ime kartézskou
soustavu souradnic o uhel y (obr. 12). Pak maji body A a B nové souradnice
(A[cos(x — y),sin(x — y)], B[1,0]) a miZeme podle Pythagorovy véty psat:

|AB|? = |1 — cos(x — ¥)|? + [sin(x — »)I?,

|AB|?* = [1 — cos(x —y)]* + [sin(x — »)]?,

|AB|? = 2[1 — cos(x — y)].
Nynf jiz stali ob& rovnosti pro |AB|? porovnat a dostavame:

2(1 —cosxcosy —sinxsiny) = 2[1 — cos(x — y)],
1—cosxcosy —sinxsiny =1 — cos(x —y),

cosx cosy + sinxsiny = cos(x — y).
Zbyva ovérit platnost rovnosti i pro pripady, kdy je x = y, x < ynebo x,y € R.
2. Prox =y A x,y € (0, 2m) plati:

cos x cos x + sinx sinx = cos(x — x),

cos? x + sin?x = 1.
To znamena, Ze pro x = y je dana rovnost platna.
3. Prox <y A x,y €(0,2m) plati:
cos(x —y) = cos[—(y —x)] = cos(y — x) =
= cosycosx + sinysinx.

Pti dikazu jsme vyuZili toho, Ze funkce kosinus je suda. Dokazovana rovnost
pro x < y plati.
4. Prox,y € R:
vzorec plati pro libovolna redlna x,y € R, protoZe obé funkce jsou periodické.
Napf. zvolime-li x,, vy, € (0,2m) a k,m € Z, pak piSeme:

X =xo+ 2kmay =y, + 2mm.
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Pro ovéreni dosazujeme:
cos(x —y) = cos[(xy + 2km) — (yo + 2mm)] = cos[(xg — yo) + (k — m)2m]| =
= cos(xo — ¥o),
cosx cosy + sinx siny = cos(xy + 2km) - cos(y, + 2mm) =
+ sin(x, + 2km) - cos(y, + 2mm) =
= COS X COS Yo + sin xq sin y,,.
Protoze cos(xy — y,) = €OS X, cOS Y, + sin x, siny,, plati i dokazovana rovnost

pro libovolna redlna x,y € R. »

Véta 3.14.
Pro kazdé realné cislo x plati:
sin 2x = 2 sinx cos x,

cos 2x = cos? x — sin? x. (3.6)

Diikaz:
Pro diikaz téchto vzorcli pouzijeme souctové vzorce pro sinus (3.3) a pro kosinus
(3.4), pricemz za y budeme dosazovat x.
Pro sin 2x = 2 sin x cos x plati:
sin2x = sin(x + x) = sinx - cosx + cosx - sinx = 2sinx cosx
a pro cos 2x = cos? x — sin? x plati:

cos 2x = cos(x + x) = cosx - cosx — sinx * sinx = cos? x — sin® x. e

Véta 3.15.

Pro kazdé realné cislo x plati:

Dukaz:
Pro diikaz goniometrickych vztahli pro polovicni argument sinu a kosinu
vyuzijeme predchozi vztahy pro dvojnasobny argument kosinu (3.6)

a tzv. goniometrickou jednicku (3.1).
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. /1— ]
Pro |sm §| = %pak plati:

cos 2x = cos? x —sin?x = (1 —sin®?x) —sin?x = 1 — 2sin? x,

pokud vzorec upravime, vyjddiime sinx a dosadime za x polovi¢ni argument,

dostavame:
.2 1—-cos2x . 1—cos2x X 1-cosx
sin“x = ——— - |sinx| = |———= - |sin=| = |———.
2 2 2 2
x 1+cosx . .
Pro |cos E| = /T]e postup obdobny:

cos 2x = cos? x —sin® x = cos?x — (1 —cos?x) = 2cos?’x — 1,

2 14+cos2x 14+cos2x X 1+cosx
cos®x = ———— |cos x| = — > |cosy| = [

pak

Véta 3.16.

Pro kazda dvé realna cisla x, y plati:

. . . X+ xX—
sinx +siny = ZsmTy- cosTy,

. . x+y . x-y
sinx —siny =2 cos—=+sin—-=,

X+ X—

cosx +cosy = 2COSTy' cosTy,

. X+ . X—
CosXx —cosy = —2 smTy- smTy.

Dukaz:

Princip dlikazu vSech téchto rovnosti je podobny, a proto si podrobné ukazeme
diikaz jen jedné z nich. Podivime-li se na pravé strany vzorcli, miizeme usoudit,
Ze je pro nas vyhodné vyjadrit x a y v tomto tvaru:

x+y x-y x+y x-y
=—-|——,y:___

2 2 2 2
a pak takto vyjadiené proménné x a y dosadit do levé strany rovnosti a vyraz dale

upravovat, pri¢emZ vyuZijeme souctové vzorce pro sinus a kosinus.

A - x+ . X— ,
Pro sinx — siny = 2 cos Ty - sin Ty pak plati:

. . . x+ X— . X+ X—
SiInx — SIny = Sin (Ty+ Ty) — Sin (Ty— Ty) =
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3.7 Goniometrické funkce v obecném trojuhelniku

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Odvarko, 1996, s. 90, 96-99, 102-103,
117; Polak, 2012, s. 442-443, 445-446).

Studenti strednich Skol se bézné setkavaji s matematickymi ¢i fyzikalnimi alohami,
kde potrebuji pracovat nejen s pravouhlym trojuhelnikem, ale téz s trojihelnikem
obecnym. Proto je uZitecné odvodit dvé matematické (tzv. trigonometrické) véty,

které jim takovéto vypocty umoznuji.

Véta 3.17. (Véta sinova)
Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, ¢ a vnitini thly velikosti «,

B, v, plati:

a _ b _ ¢

= = = 2r
sina  sinf  siny !

kde r je polomér kruZnice opsané trojuhelniku, neboli

a sina b sin 8 c siny

b sing’ ¢ siny’ a sind
tj. pomér délek stran trojuhelniku se rovnd pomeéru sinid velikosti prisluSnych

protilehlych Ghld.

Véta 3.18. (Véta kosinova)
Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, ¢ a vnitrni thly velikosti «,
B, v, plati:

a® = b? 4+ c? — 2bccos a,

b? = a? + ¢? — 2ac cos f3,

c? =a? + b? — 2ab cosy.
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Poznamka:
Kosinova véta je zobecnénim Pythagorovy véty, protoZe pro y = 90° plati

cos 90° = 0, z ¢ehoZ vyplyva ¢? = a? + b2

Pti reSeni trigonometrickych dloh v obecném trojuihelniku se rozhodujeme, kterou
trigonometrickou vétu pouZit podle toho, co mdme zadano, napt. mame-li zadany
dvé strany a uhel, ktery je naproti jedné z téchto stran, pouZijeme vétu sinovou.
Oproti tomu je typickym prikladem na pouziti véty kosinové urceni vSech vnitinich
uhld trojuhelniku, pricemZz mame zadany pouze délky jeho stran. Zatimco véta
kosinova dava jednoznacny vysledek, u véty sinové to tak byt nemusi. Pri reSeni
trigonometrickych 1Uloh nesmime opomenout dalsi véty o vlastnostech
trojuhelniki, jako jsou napft. trojuhelnikova nerovnost nebo véta o souctu vnitinich

uhli trojuhelniku.

Uloha 3.1.

Ze stanice vyjedou soucasné dva vlaky po primych tratich, které sviraji uhel

1

@ = 156°30". Rychlost prvniho vlaku je v; = 13 m-s™*, rychlost druhého vlaku

v, = 14,5 m - s~ 1, Jak daleko budou od sebe za 5 % minuty?

Obr. 13: Nacrt k aloze 3.1.

Pro lepsi predstavu je vhodné nakreslit si jednoduchy nacrt (obr. 13). Z hodin
fyziky zndme vzorec pro vypocitani drahy: s =v-t a pomoci tohoto vzorce
dopocitame velikost drahy s;a s,, kterou vlaky urazi, ale nesmime zapomenout
dosadit za c¢as t vsekundach (dosazujeme v zdkladnich jednotkadch), a pak
dostavame:

S =v1't—>5,=13-330m = 4290 m,

S, =vyt—>5s, =14,5-330m = 4785m.
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ProtoZe v Uloze nemame bliZze uvedeno, kterym smérem vlaky pojednou, musime
pocitat s obéma variantami a dopocitat jeSté uhel ¢,. Pri vypoctech vzdalenosti
obou vlakili pouZijeme kosinovou vétu, protoZe jiZ mame vyjadiené velikosti dvou
stran trojuhelniku a thel, ktery tyto dvé strany sviraji.

Pro ¢, = 156°30’ plati:

x1% = 5,2 4 5,2 — 25,5, €05 @ = X1 = /512 + 5,2 — 25,5, COS P4

a po dosazeni je:

x1 = +/(4290)2 + (4785)2 — 2 - 4290 - 4785 - cos(156°30") m — x; ~ 8885 m.
A pro ¢, = 180° — 156°30" = 23°30’ plati:

xp% = 512 + 5,2 — 2515, COS @y = Xp = /512 + 5,2 — 25,5, COS @,

a po dosazeni je:

x, = \/(4290)? + (4785)% — 2 - 4290 - 4785 - c0s(23°30") m - x, ~ 1911 m.

Uloha ma dvé fe$eni, vlaky jsou od sebe vzdaleni ptiblizné 8885 m nebo 1911 m.

3.8 Cyklometrické funkce

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Polak, 2012, s. 139-140, 198-199).

Pro definice cyklometrickych funkci je nezbytné nutné znat pojmy prosté

a inverzni funkce, a proto si je nejdiive pfipomeneme.

Definice 3.10.
Funkce f sdefinicnim oborem D(f) se nazyva prosta funkce, pravé kdyz pro

kazdou dvojici x4, x, € D(f), x1 # x5, plati f(x1) # f(x2).

Véta 3.19.

Je-1i funkce ryze monotonni, tj. rostouci, anebo klesajici, pak je prosta.

Definice 3.11.

Je dana prosta funkce f, ktera zobrazuje defini¢ni obor D(f) na mnoZinu vSech
funk¢nich hodnot H(f). K tomuto zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je
opét prosté a zobrazuje mnozinu H (f) na mnoZinu D (f). Je to funkce, které rikame

funkce inverzni k funkci f a zna¢ime ji f 1.
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Dals$i znamé véty jsou pirimym diisledkem definice inverzni funkce.

Véta 3.20.
Jestlize je v kartézské soustavé souradnic Oxy sestrojen graf libovolné prosté
funkce f, pak graf inverzni funkce f~! vtéZe soustavé soufadnic je soumérné

sdruzeny s grafem funkce f podle piimKky o rovnici y = x.

Véta 3.21.
Je-li funkce f rostouci v D(f), pak k ni existuje inverzni funkce f~1, ktera je také
rostouci v H(f). Je-li funkce f klesajici v D(f), pak kni existuje inverzni funkce

71, ktera je téz klesajici v H(f).

Funkce cyklometrické jsou inverzni k funkcim goniometrickym, protoZe jsou ale
funkce goniometrické prosté jen na urcitych intervalech, miZeme tyto funkce

definovat jen na nich, pricemzZ bereme v ivahu intervaly co nejjednodussi.

Definice 3.12. (Funkce arkussinus)
Funkce arkussinus je funkce dana predpisem

fiy =arcsinx © x =siny, x € D(f) =(-1,1), y=H(f) = (_§'§>'

Definice 3.13. (Funkce arkuskosinus)
Funkce arkuskosinus je funkce dana predpisem:

fiy =arccosx & x=cosy, x € D(f) =(-1,1), y=H(f) = (0, m).

Definice 3.14. (Funkce arkustangens)

Funkce arkustangens je funkce dana predpisem

T T
fiy=arctgx ©@x=tgy, x€D(f) =R, y=H(f) = (_E'E)

Definice 3.15. (Funkce arkuskotangens)
Funkce arkuskotangens je funkce dana predpisem

fiy = arccotgx © x =cotgy, x € D(f) =R, y=H(f) = (0,m).
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3.8.1 Grafy cyklometrickych funkci
Grafy cyklometrickych funkci arkussinus (obr. 14), arkuskosinus (obr. 15),
arkustangens (obr. 16) a arkuskotangens (obr. 17) jsou opét vytvoreny pomoci

pocitacového programu GeoGebra.

i
/2 1

i = aresin

-2 4

Obr. 14: Graf funkce arkussinus (Polak, 2012, s. 199)

™

w2 I = arecos T

Obr. 15: Graf funkce arkuskosinus (Polak, 2012, s. 199)

42



e

i = arelg

Obr. 16: Graf funkce arkustangens (Polak, 2012, s. 199)

\.&:2
\ o = arceolyg @

—8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 &

Obr. 17: Graf funkce arkuskotangens (Polak, 2012, s. 199)

3.8.2 Cyklometrické vztahy
Podobné jako existuji goniometrické vztahy pro goniometrické funkce, existuji
ivztahy pro funkce cyklometrické. Véty, které vyjadruji zakladni vztahy

pro cyklometrické funkce, jizZ uvedeme bez diikazu.

Véta 3.22.
Pro kazdé x € (—1,1) plati:

arcsin(—x) = — arcsin x.
Véta 3.23.

Pro kazdéx € (—1,1) plati:

arccos(—x) = m — arccos x.
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Véta 3.24.
Pro kazdé x € (—1,1) plati:

. b4
arcsin x + arccos x = E

Véta 3.25.
Pro kazdé x € R plati:

arctg(—x) = —arctg x.

Véta 2.26.
Pro kazdé x € R plati:

arccotg(—x) = m — arccotg x.

Véta 2.27.
Pro kazdé x € R plati:

arctgx + arccotgx = g
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4 Zavedeni goniometrickych funkci

pomoci Taylorovych rad

Se zavedenim goniometrickych funkci pomoci Taylorovych rad se setkavame
az pri vysokoskolském studiu, protoZe pro jejich pochopeni, je nutné absolvovat
alespon zakladni kurz matematické analyzy. Nejdrive budeme definovat mocninné
Fady ajejich vlastnosti v oboru realnych c¢isel, poté ukazeme, Ze jejich zvlaStnim
pripadem jsou Taylorovy (piip. Maclaurinovy) tady, pomoci nichZz zavedeme
goniometrické a cyklometrické funkce. Nasledné definice rozsifime i pro obor
komplexnich ¢isel a poukdZeme na vztah mezi funkci exponencidlni a funkcemi

goniometrickymi (Seibert, 1999, s. 115-149; 2000, s. 72-89).

4.1 Mocninné rady v oboru realnych cisel

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Seibert, 1999, s. 89, 117-120, 122-124,
127-129; 2000, s. 11-12; Rektorys et al.,, 1981, s. 308).

Definice 4.1.
Radu funkci tvaru ag + a;(x — %) + ... = Xoioan(x — xo)™ , kde x, ag, ay, ... jsou
realné konstanty, nazyvame mocninnou (potencni) fadou se stredem v bodé x,,.

Cislaa, (n = 0,1, ...) se nazyvaji koeficienty fady.

V nasledujicich definicich a vétach je vhodné pouZit novou proménnou X = x — x,,
pak bude fada mit tvar Y,_,a,X". Protoze ale nadale budeme pracovat
s mocninnymi fadami, pro jejichz stied plati x, = 0, miizeme tady zapisovat takto

Ya,x™
Véta 4.1. (Abelova)

Konverguje-li mocninna fada a,x™ vnékterém bodé x, # 0, konverguje
n 0

absolutné pro vSechna x z intervalu M = (—|x,], |xo]).
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Dusledek:
Diverguje-li rada ) a,x™ v nékterém bodé x = x,, diverguje i pro vSechna x, pro

ktera plati |x| > |x,].

Véta 4.2.
Pro kazdou mocninnou tadu lze najit takové nezaporné realné cislo R (mize
nabyvat i nevlastni hodnoty +), Ze fada konverguje pro vSechna x, pro ktera

|x|] < R a diverguje pro vSechna x, pro ktera |x| > R.

Definice 4.2.

Cislo R z véty 4.2. se nazyva polomér konvergence mocninné fady. Je-li R > 0, pak

interval (— R, R) se nazyva interval konvergence.

Poznamka:

a) Je-li R = 0, konverguje fada pouze ve svém stiredu.
Je-li R = 400, konverguje rada pro kazdé realné x (dokonce absolutné).

b) Konvergenci kazdé mocninné tady vkrajnich bodech -R,R intervalu
konvergence je nutno vySetrovat zvlast. V téchto bodech fada miiZe, ale nemusi
konvergovat. Proto obor konvergence a interval konvergence nemusi byt

totozné.

Nasledujici véty 4.3. a 4.5. (Cauchy-Hadamardova podminka) ndm umoziuji urcit
pocetné polomér konvergence dané mocninné rady. Pri formulaci véty 4.5. je nutné

definovat pojem limes superior posloupnosti.

Véta 4.3.

Je-li posloupnost {a,} koeficienti mocninné rady ) a,x™ takova, Ze existuje

lim, e \/|a,| =h >0 resp. lim,_q

An+1

=h >0, ma dand rada polomér

konvergence R = % Je-1li h =0,pakR = 4+, je-lih = +o0, pak R = 0.
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Véta 4.4. (Bolzanova-Weierstrassova véta.)
KaZzda ohranic¢ena posloupnost {a,,} ma alespon jeden hromadny bod. VZdy (i kdyz
téchto hromadnych bodi je nekonecné mnoho) existuje jeden nejvétSi a jeden
nejmensi (limes superior a limes inferior dané posloupnosti). Oznaceni:

lim,,_,,, sup a,, nebo M,Hw an,
resp.

lim,,_, infa, nebo lim,,_,,, a,.

Poznamka:

Misto ohranicena se pouziva téZ nazvu omezena posloupnost.

Véta 4.5.
Pro posloupnost koeficientli mocninné fady ), a,x™ oznacme
lim,,_,,, sup/|a,| = h. Pak pro polomér konvergence mocninné fady plati:

a) Je-lih > 0,pakR = %
b) Je-lih =0, pak R = +oo.

c) Je-lih = 400, pakR = 0.

Nezbytnou soucasti definice mocninnych fad je zavedeni pojmu stejnomérné
konvergence tady, se kterym Uzce souvisi pojmy derivace a integrace mocninnych

rad clen po ¢lenu:

Definice 4.3.
Funk¢ni fadu ), f,, nazveme stejnomérné konvergentni v mnoziné M, jestlize
1) konverguje pro vSechnax € M, ). f,,(x) = s(x);
2) ke kazdému ¢ > 0 existuje takové prirozené Cislo n, (nezavisle na volbé
prvkd x € M), Ze plati |s,(x) —s(x)| < & pro kazdé prirozené n = n,

akazdé x € M.

Véta 4.6.
Mocninna fada s polomérem konvergence R # 0 je stejnosmérné konvergentni

v kazdém uzavireném intervalu (a, b) € (—R, R).
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Véta 4.7.

Soucet s mocninné rady ) a,x™ skladnym polomérem Konvergence je spojita
funkce vintervalu konvergence (—R,R). Je-li navic fada Y a,x™ Konvergentni
prox = R, resp. x = —R, je stejnomérné konvergentni vintervalu (0, R), resp.

(- R, 0), a soucet Fady s je spojita funkce v intervalu (—R, R), resp. (—R, R).

Véta 4.8. (Derivovani mocninné fady ¢len po ¢lenu.)
Necht rada };;—, a,x™ ma kladny polomér konvergence R (miiZe byt i +00). Potom
funkce s(x) = YXooa,x™ ma vintervalu (— R, R) vlastni  derivaci

s'(x) = Ypognayx™

Véta 4.9. (Integrovani mocninné fady €len po ¢lenu.)

Necht rada Y,-,a,x™ ma kladny polomér Kkonvergence R. Potom funkce

xn+1

s(x) = Yoo a,x™ mav intervalu (— R, R) primitivni funkci S(x) = Yo an —T

4.2 Taylorovy rady v oboru realnych cCisel

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Seibert, 1999, s. 137-142; Kopacek,
2004,s.127,130-131).

NeZ se zatneme zabyvat Taylorovymi fadami, méli bychom pripomenout Taylorv
vzorec, ktery obsahuje pojem Taylorova mnohoclenu n-tého stupné a tzv. zbytek
po Taylorové polynomu. Tento zbytek se pak v konkrétnich pripadech vyjadruje

napf. v Lagrangeové nebo Cauchyové tvaru.

Véta 4.10. (Peanova).
Necht funkce f ma vbodé x, € R vlasti derivace do radu n vcletné, kde n je
prirozené cislo. Potom existuje pravé jeden mnohoclen B,(x) stupné nejvyse n
(anebo nulovy), Ze plati

fx) = Py(x) = o((x — x0)™).

Tento mnohoclen je dan vzorcem

£ (xo)
P (x) = Y=o . = (x — x0)%,
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nazyva se Taylorovym mnohoc¢lenem n-tého stupné a oznacuje se T, (x; Xy, f).

Poznamka:

Tzv. Taylorliv vzorec je zndmy z diferencidlniho poc¢tu funkci jedné proménné.

Pro Taylorovy rady a jejich vlastnosti plati:
Definice 4.4.
Mocninna fada Yo a,(x — x)™ je rozvojem funkce f v intervalu (x, — b, xo + b),

pravé kdyz ma tato fada pro kazdé x € (x, — b, x, + b) soucet f(x).

Véta 4.11.
Je-li mocninna rada }; a,(x — x,)™ rozvojem funkce f vintervalu (x, — b, x, + b),
pak jeji koeficienty a,, (n = 0,1, ...) jsou jednoznacné urceny vztahy a, = f(xg),

_ [ o) _ M)

1 e n!

) wee s

Dukaz:

Budeme prepokladat, Ze v daném intervalu plati rovnice

fx) =ag+a(x—xp) +a(x —x9)% + az(x —x0)® + a,(x —x0)* + ...
a jeji vyssi derivace:

ffx)=1-a;+2-a,(x —xg) +3-as(x —xg)? + 4-a,(x —x)3 + -,
f'(xX)=21"a,+3 -2 a3(x—x9) +4-3-a,(x —x5)% + -+,
f"(x)=3-2-1-a3+4-3-2-a,(x—x,) + - atd.

Pokud zvolime za x = x, dostdvame vzorce pro koeficienty:

f'(xo) " (x0) £ (xo)
ap = f(xo), @ = — =, a4, =— 5 a3 = — =, ..atd. ¢

Definice 4.5.
Taylorovou radou se stfedem v bodé x, (nebo stru¢né v bodé x,) funkce f, ktera je
diferencovatelnd bez omezeni (ma derivace vSech fadli) vjistém okoli bodu x,

(specialné v intervalu (x, — b, xy + b)), nazyvame mocninnou fradu

(x = x0)™.

V pripadé, Ze x, = 0, nazyvame mocninnou fadu Maclaurinovou radou funkce f.

f(”)(xo)

n!

“(x0) o0
f o) + 552 (x = x0) + -+ = By
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Poznamka:

a) Z uvedeného je zrejmé, Ze limitnim prechodem n — oo prejde Tayloriv
mnohoclen formalné v Taylorovu radu. Tedy naopak Taylorovy mnohocleny
tvori ¢asteCné soucty Taylorovy rady.

b) Je-li funkce f rozvinutelna v mocninnou radu v okoli bodu x,, je tento rozvoj

Taylorovou radou funkce f v bodé x,,.

Nezbytnou podminkou pro rozvoj funkce v Taylorovu (ptip. Maclaurinovu) radu je

jeji konvergence.

Véta 4.12.
Taylorova fada funkce f konverguje vintervalu I (naptiklad (x, — b,x, + b))

k funkci f pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € I plati lim,,_,,, R,,(x) = 0.

Pro praktické pouziti je vhodnéjsi nasledujici postacujici podminka rozvinutelnosti

funkce v Taylorovu radu.

Véta 4.13.
Jsou-li vSechny derivace funkce f vintervalu I (obsahujici bod x;) stejnomérné
ohranicené, tj. existuje-li takové realné cislo K, Ze pro vSechna x € [ a n prirozena

je |f(") (x)| < K, pak je funkce f rozvinutelna v Taylorovu fadu v intervalu I.

Diikaz:
Pii dlkazu vyjadiime tzv. zbytek po Taylorové mnohoclenu n-tého stupné

v Lagrangeové tvaru a dostavame:

f(n+1)
Rn(x) = TP (x = 20)™,§ € (x0,%).

Ze zapisu Lagrangeova tvaru zbytku plyne, Ze pokud x € I, pak také ¢ € I. Po
zavedeni nové proménné h, pro niz plati h = |x — x|, zacneme dokazovat platnost:

|Rn(X)| = |f(n+1)(§—)| <K- pn+l

(n+1)!°

hTL+1

(n+1)!

vy s v h"t1 Vi p Yie s
Pro ovéreni konvergence rady },n—, iy Pouzijeme podilové kritérium:
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hn+2

—_— 2
. m+2)! __ 1 R (n+1)!
im0 Smrr = limy, ey lim,, 0 ey

1
= h-lim — =
—_— n=%0 ny2 0
(n+1)!

Rada konverguje pro kazdé h, plati nutna podminka konvergence fady, tudiZ jsme

dokazali, Ze plati lim,,,, R, = O prokazdé x € I. e

4.3 Rozvoje goniometrickych a cyklometrickych

funkci v Maclaurinovy rady

Pouzité pojmy a poznatky jsou cerpané z: (Seibert, 1999, s. 143, 145-147; Kopacek,
2006, s.212; 2007, s. 31; K¥iZ a Srot, 2006; Trigonometric functions, 2015).

4.3.1 Rozvoj funkce sinus
Vyssi derivace funkce sinus zapisujeme ve tvaru:

@O (x) = (=1)*sinx, f@**D(x) = (=1)* cos x
prokazdé k = 0,1, 2, ... vintervalu (—oo, +00).

Pak je rozvoj funkce sinus do Maclaurinovy rady ( x, = 0):

x2n+1

SV AT
X=X =5 T ™7 - 4n=0 @n+1)!’

Protoze je splnéna podminka z véty 4.13., a tudiZ pro kazdé n € N a pro kazdé
X € R plati |f(") (x)| < 1, mlZeme psat:

3 5 7

. x x x
sinx =x——+———+ -

3! 5! 7!

pro kazdé x € (—oo, + ).

4.3.2 Rozvoj funkce kosinus
Stejnym zplisobem, jaky jsme pouZzili u funkce sinus, ur¢ime i rozvoj funkce
kosinus. Pro vyssi derivace funkce kosinus plati
f(Zk) (x) = (_1)k+2 cosx, f(2k+1)(x) — (_1)k+1 sin x
prokazdé k = 0,1, 2, ... vintervalu (—oo, +00).

Pak je rozvoj funkce kosinus do Maclaurinovy rady:

xZn

o X X _yw qyn
T(x)—1—2!+4! o T = Jn=0(—1) 2n)!
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Obdobné jako u funkce sinus je splnéna podminka konvergence rady z véty 4.13,,
kde pro kazdé n € N a pro kazdé x € R plati |f(”) (x)| < 1, a proto miiZeme psat:

2 4 6

X X X
cosx=1—-—=—4+=—=—+--.

21 41 el

pro kazdé x € (—oo, + ).

Rozvoj funkce kosinus lze ziskat i jinym zplisobem. PouZijeme-li vétu 4.8., miizeme

postupnou derivaci rozvoje funkce sinus ziskat Tayloriiv rozvoj funkce kosinus:

3 5 !

. . x x x7 . ' ;o (3 x5\ x7
Sinx = x—;+a—;+--- —>(51nx) = (x)—(?) +(;) _(;) RN

2 4 6
X X X

— COSX = 1__+___+..._
2! 4! 6!

4.3.3 Rozvoj funkce tangens
Abychom mohli ukazat jeden ze zpisobu, jak lze ziskat rozvoj funkce tangens

v Maclaurinovu fadu, musime definovat dalsi vlastnosti mocninnych rad.

Definice 4.6.

Necht Y7o @, (x — x0)™, Yomeo bn(x — x¢)™ jsou dvé mocninné Fady. Jejich souctem
nazyvame mocninnou tradu Y,-,(a, + b,)(x — x,)™, rozdilem mocninnou radu
Ym—olan — by)(x — x)™ a sou¢inem mocninnou adu Z,‘;"ZO(Z}ZO ajbn_j)(x — xo)"=

= aobo + (a0b1 + albo)(x - xO) + (aobz + a1b1 + azbo)(x - xO)z +

Véta 4.14.

Necht mocninna fada Y,,;—, a,(x — x,)™ ma polomér konvergence R; a soucet s(x)
a rada Y, —o b, (x —x,)™ ma polomér konvergence R, a soucet t(x). Pak soucet,
rozdil i soucin téchto fad ma polomér konvergence R = min(R,,R,) a soucet

postupné s(x) + t(x), s(x) — t(x), s(x) - t(x).

Nejdrive oznacime rozvoje funkci sinus, kosinus a tangens:
sinx = Y0 ga,x" =ag + a;x + axx* + ...+ ax™ + -,
cosx = Yo bpx™ =by + byx + byx? + ...+ byx™ + -+, kde by # 0,
tgx = Yo oCnX™ =co + 01X + Cx% + A cpx™ + e
Pro dané goniometrické funkce plati rovnost:

cosx -tgx = sinx.
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Pokud za funkce sinus a kosinus dosadime jejich rozvoje do Maclaurinovy rady,

dostavame:
2 3 x3 x5 X7
(1 ——_+———.+---) “(cp+Cc1x + cpx* +c3x° L) = (x—;+a—;+ )

Pti dalsim vypoctu roznasobime levou stranu rovnosti (nasobeni mocninnych tfad)
a pak porovname koeficienty na pravé a levé strané rovnosti, z ¢ehoZ postupné
urcime koeficienty rozvoje funkce tangens do Maclaurinovy rady:
xo:bo'C():aO_)l'CO:O_)CO:O
xti(bgrci+bicp)=a;=>1¢c;+0¢cg=1-¢=1
xz:(bo'C2+b1'C1+b2'C0)=a2_)1'C2+0'C1+(_%)'C0=0_)C2 =0
x3:(b0'C3+b1'C2+b2'C1+b3'C0) :a3

1 1 1
—>1'C3+0'CZ+(——)'61+0'60=———>a3 = -

2 3! 3
x4:(b0'C4_+b1'C3+b2'C2+b3'C1+b4'C0) = Ay

1
Z'C0—0—>C4—0

—>1-c4+0-c3+(—%)-cz+0-cl+
xs:(bo'C5+b1'C4+b2'C3+b3'C2+b4'C1+b5'C0):a5

1 1 1 2
_)1.C5+0.C4+(_Z).C3+0.C2+Z.C1+0.CO=§_)C5=E
Pokud bychom postupné vypocitali i dalSi koeficienty a dosadili je do rady

tgx = Y- Cpx" dostavame hledany rozvoj funkce tangens:

tgx—x+x+ x+ x+

pro |x| < g

4.3.4 Rozvoj funkce arkussinus
Pii urCeni Taylorova rozvoje funkce f(x) =arcsinx do Maclaurinovy rady

vyuZzijeme toho, Ze zname jeji prvni derivaci pro x € (—1,1):

f'(x) = (arcsinx)' =

PouZijeme substituci t = —x2, f(t) = prot € (—1,1):

1
Vvi+t

1 (L) (i
— =1+ 2t+—( ieeaid FESN

VItt 2!
_ _ 1—lt+ 12'3 t2 _ﬂ'sﬁ + .
1+t 2 2221 23.31
Pro funkci f '(x) plati:
_ _ 1-3-5 6 _ 1-3-... -(Zn—l) 2
f'x) = =14- x+222' — a0t =14+, 1T x"
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pro kazdé x € (—1,1).
Pfi dal$im vypoctu pouiijeme vétu 4.9, pro x € (—1,1) integrovanim mocninné
fady funkce f'(x) = \/_ ziskame rozvoj funkce arkussinus:

1-3 + -3'5
22- 2I 23-3!

1:3e wee s (2n—1) x2n+1
=c+x+D)> )
Yn=1 2420 2n+1

1, X3 o7
e de=c+x+z-S+ K=

Konstanta ¢ = 0, coz lze snadno ovérit napr. pro x = 0. Rozvoj funkce arkussinus

do Maclaurinovy je:

5 135

13 Xx
5 23.3!

22:2!

7 2n+1
x 1:3-+-(2n-1) x
'f;'+"'ZZX'+ zg;l

. 1 x3
arcsinx = x +--—+
2 3 2:4--2n  2n+1

pro |x| < 1.

4.3.5Rozvoj funkce arkustangens
Postup vypoctu rozvoje funkce f(x) = arctgx do Maclaurinovy rady je stejny jako

u funkce arkussinus, pro x € (—1,1) plati:
f'(x) = (arctgx)’ =
Poté pouiijeme vzorec pro soucet geometrické rady:
f'x) =

Integraci pro x € (—1,1) dostavame:

1+2

=1—-x?+x*—x®+ .- =32 (—1)"x?" prokazdé x € (—1,1).

5

3 7
f_llf'(x) dx=c+x—x?+x?—x7+- =c+Yn-1(—1)

2n+1
nx
2n+1’

TaktéZ pro x = 0 je konstanta c nulova, pak arkustangens zapisujeme ve tvaru:

3 5 7
arctgxzx—%+x?—x7+‘ =c+ Yp=1 (D"

X
2n+1

pro |x| < 1.

4.3.6 Rozvoje goniometrickych a cyklometrickych funkci

v Maclaurinovy fady v prehledu

Goniometrické funkce

; x3 x5 X7
sinx = x—;+a—;+ c= Yeo(—1 )n

I proxe (—oo+o)

x*  x© . x?
cosx = 1——+—|——+ -=Zn=0(—1)"(2n)!

pro x € (=0, +00),
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1 3 2 5 17 7 Vs
tgx=x+-x"+—x"+—x ro x| < -
J +3 +15 +315 + pro |x| 2’
1 1 1 2
cotgx=;—§x—Ex3—Ex5—--- pro 0 < |x| < .
Cyklometrické funkce
. 1 x3 13 x5 135 x7 1:3- =+ (2n—1) x2"+1
arcsinx =x +=-—+ F= =t =x+ Y
2 3 2221 5 2331 7 2:4-+2n 2n+1
pro |x| <1,
T . i 1 x3 13 x5 135 x7
arccosx=——arcsmx=——(x+—-—+ —+ -—+---)=
2 2 2 3 2221 5 2331 7
_ © 130 s (271—1) x2nt+1
— 2 Yn=1 2421 2n+1 pro |x| <1,
X3 xS x7 . nx2n+1
arctgx =x ——+———+ - = NpLo(-1D" — pro [x| <1,
m T x3 x5 X7
arcotgx=——arctgx=——(x——+———+ )=
2 2 3 5 7
2n+1
_r &3 nX
=~ IR D" pro Jx| < 1.

4.4 Taylorovy rady v oboru komplexnich cisel

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Seibert, 2000, s. 72-84, 86-89).

Definice a véty, které jsme zavedli pro mocninné a Taylorovy rady voboru

redlnych cisel, miiZzeme s jistymi dpravami pouzivat i v oboru komplexnich cisel.

Uvedeme nékolik rozdilu:

1. Mocninnou fadu zapisujeme ve tvaru X,_,a,(z — zy)", kde z, ao, ay, ...

jsou komplexni konstanty.

Opét zavadime novou proménnou Z = z —Zz, Fada bude ve tvaru
Yim=o @nZ"™. Pro mocninné rady se z, = 0 piSeme },_,a,z".

V pripadé absolutni konvergence mocninné rady, taktéz hledame polomér
konvergence R, ale nehovorime o intervalu konvergence, nybrz o tzv. kruhu
konvergence, protoze se vpripadé komplexnich c¢isel pohybujeme
v Gaussoveé roviné.

Z praktickych divodi (napf. pti zavadéni logaritmické funkce) pripoustime
i takové funkce komplexni proménné, které mohou mit pro hodnoty

nezavisle proménné viceprvkovou funkéni hodnotu, tudiZz funkce nemusi
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byt zobrazeni. V tomto pripadé byva funkce oznacovana jako mnohoznacna.
Casto si ovSem vystaéime sklasickymi jednozna¢nymi funkcemi
ivkomplexni proménné. Pro urceni dalSich vlastnosti (napf. spojitost
Ci derivace) mocninnych rad v komplexnim oboru je vhodné vyuZit toho, Ze
z jednoznacné komplexni funkce komplexni proménné mizeme vhodné
zvolenym predpisem ziskat dvé realné funkce dvou realnych proménnych

(realnou a imaginarni slozku komplexni proménné).

V oboru komplexnich ¢isel plati:

Véta 4.15. (0O rozvoji funkce v Taylorovu radu.)

Necht f je holomorfni funkce v bodé z, a necht b je nebliZsi izolovany singularni
bod. Pak pro libovolné z, jehoZ obraz leZi uvnitf kruznice se stifedem v bodé z,
apolomérem |b — z,|, Ize funkci f jednoznacné rozvinout v Taylorovu radu,

tzn. Ze plati

1 (z0) '@
F@ = fo + 52 (2 - 20) + 2 (2 = 20) + -

Poznamka:

a) Funkce funkce f komplexni proménné je holomorfni v komplexnim bodé a,
ma-li derivaci v néjakém okoli O (a) bodu a.

b) Bod, ve kterém funkce f neni holomorfni, se nazyva singularni bod funkce f.
Mezi singularni body funkce patfi i body, vnichZ neni funkce ptisluSnym
predpisem definovana. JestliZze existuje okoli singuldrniho bodu a funkce f
takové, Ze v ném jiZ neni Zadny jiny singuldrni bod této funkce, fikame, Ze a je

izolovany singularni bod funkce f.

Abychom mohli ukazat, jak Uzce spjaty jsou goniometrické (sinus a kosinus)
a exponencidlni funkce a jak pomoci goniometrickych funkci mizeme vyjadrit
funkci exponencialni a naopak (Eulerovy vzorce), definujeme tyto funkce v oboru
komplexnich c¢isel pomoci Maclaurinovych tad. Z podkapitoly 4.3. jiz zname
rozvoje téchto funkci voboru realnych cisel. Po formalni zaméné komplexni
proménné z namisto realné proménné x a po ovéreni absolutni konvergence

dostavame:
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Definice 4.7.
Exponencidlni funkci w = e? komplexni proménné z rozumime funkci definovanou

v mnoZiné vSech komplexnich cisel tak, Ze pro kazdé komplexni z je

2 n
— »Z — Z4Z ... _yo Z
w=e —1+1!+2!+ —anonl

Véta 4.16.

Pro libovolna dvé komplexni ¢isla z;, z, plati

ezlezz — eZ1+Z2.

Diikaz:
Pfi dikazu nejdiive nasobime mocninné ftady urcujici hodnoty e?*:, e?2

a dostavame

e?1p%2 = (1+%+ZZ_1T+...)(1+%+ZZ_ZT+...) =

1+ (242) 4 (Z40242) oy

1! 2! 11!
n n-1 n-1 n
z ztz Z1Z z
_|_(_1+1_2+...+1—2+_2) + ...
n! (n—1)11! 1!(n—-1)! n!

Pak upravime obecny ¢len soucinu fad

%+...+(i{l___:)zl;}; ...+%=
=2 (20 +- e S R +zh) =
=L (2 + o4 (DR + 4 ) = Sl
Proto
e“te”2 =1+ er!zz + (21;!22)2 + = Z;‘{;O% =e%1%%2 o
Definice 4.8.

Goniometrickymi funkcemi w = sinz, resp. w = cosz, komplexni proménné z
rozumime funkce definované v mnoziné vSech komplexnich ¢isel tak, Ze pro kazdé

komplexni z je

3 5

V4 V4

e i e —_—— —_—— e — 0 n
W=simz=z=— + 51 Zn=o(—1) (2n+1)l’
resp.
W—cosz—1—£+i—"-—zoo (-1 )nz
- - 20 4 — 4mn=0 (2n)!’
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Funkce w =tgz, resp. w = cotgz komplexni proménné z definujeme vztahy

mnz

W=tg2=S

Cosz .
pro cosz # 0, resp.w = cotgz = —prosinz # 0.
CosZz sinz

Véta 4.17.

7 w7

Pro kazdé komplexni ¢islo z plati:

3 eiz —iz —iz_eiz
z __ i ol — : —
e —COSZ+lSlIlZ, COSZ—T,SIHZ— 2

Pokud z = x + iy, pake” = e*(cosy + i siny).

Dukaz:

e =cosz+isinz

7 w7

Pro libovolné komplexni ¢islo t je
2 3
et =144+ 4 4.,
1 20 3!

Pouzijeme-li substituci t = iz, kde z € C, pak plati

; iz iz)? iz)3 iz)* .z z® ,z3 z* 7S
eiz =14 Z W LU L0 4 L s
1! 2! 3! 4! 1! 2! 3! 4! 5!
z2  z* (z z3 Z° .
= (1 ——+—=—- ---)+L(———+——---) =cosz +isinz.
2! 4! 1! 3! 5!
iz —iz . —iz_eiz
COSZ =———,81Nnz = -
2 2i

Pro dokazani téchto vzorci musime také vyjadiit e %, pouZijeme stejny postup

jako pro e'*:

. —i —ir2 —_i»)3 —i% 2 3 4 5
ez =142 OB O OB L I Ll E s
1! 2! 3! 4! 1! 2! 3! 4! 5!
2 4 3 5
= (1 —ZZ—I+Z—I—---) —i(%—23—|+25—|—---) = cosz — isinz.

Pak dostavame:

eiZye~iz cos z+isinz+cosz—isinz 2cosz
= > =— — = cosz,

e Z—elZ cosz+isinz—cosz+isinz 2isinz .
° = : =—— =sinz.
21 21 21

e’ =e*(cosy +isiny)
V pripadé, Ze komplexni proménnou z vyjadrime v algebraickém tvaru z = x + iy,
kde x,y € R, mlizeme za soucasného vyuziti souctového vzorce zvéty 4. 16.

(e“1e%2 = e#177%2) a dokdazat, Ze e? = e*(cosy + i siny):
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e? = et = e*e = e*(cosy +isiny).e

Pro bliZ8i seznameni se s cyklometrickymi funkcemi komplexni proménné je nutné
definovat logaritmické funkce komplexni proménné a taktéZ zavést pojem obecna
mocninna funkce komplexni proménné, coZ presahuje ramec této bakalarské

prace, a proto uvedeme pouze jejich definici:

Definice 4. 9.
Cyklometrickymi funkcemi w = arcsin z, W = arccos z, w = arctg z,

w = arccotg z komplexni proménné z rozumime po fadé inverzni relace k funkcim

w =sinz,w = cosz,w = tgz, w = cotg z komplexni proménné.
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5 Zavedeni goniometrickych funkci

pomoci funkcionalnich rovnic

Pouzité pojmy a poznatky jsou Cerpané z: (Vesely, 2001, s. 162-167).

Pfi zavedeni goniometrickych funkci pomoci funkcionalnich rovnic pristoupime
ktomu, Ze budeme formulovat dvé funkcionalni rovnice se dvéma prozatim
nezndmymi funkcemi s a c¢ (sjistym omezenim pro funkci s) apoté nalézat
jednotlivé vlastnosti téchto funkci. Tento zplisob zavedeni goniometrickych funkci
(sinus a kosinus) vilibec neresi dilileZitou otazku jejich existence a jednoznacnosti,
které lze ovérit pouzitim jinych metod, napt. zavedenim goniometrickych funkci

pomoci Taylorovych rad, jak jsme uvedli v predchozi kapitole.

Véta 5.1.

Existuje pravé jedna dvojice funkci na R, které vyhovuji rovnicim

c(x —y) = c()cy) + s(x)s(y), X,y €R, (5.1)
s(x—y) =s(x)c(y) — c(x)s(y), X,y €R, (5.2)

a podmince
lim, o ™2 = 1. (5.3)

Tyto funkce nazyvame sinus a kosinus (oznaceni: sin a cos).

Pro funkce c a s budeme postupné dokazovat jejich vlastnosti:

1. Funkce cje suda.

Funkci ¢ mliZeme povazovat za sudou, protoZe podivame-li se na pravou stranu
rovnice (5.1), zjistime, Ze plati c(x —y) == c(y — x). Pokud provedeme ovéieni
pro x = 0, dostavame c(—y) = c(y),kdey € R. »

2. Funkce s neni konstantni.

Pokud bychom funkci s povazovali za konstantni, nebyla by splnéna jeji omezujici
podminka. Mizeme nalézt x, € R, pro néz plati s(x,) # 0. e

3. Funkce c neni konstantni.

Dané tvrzeni miizeme dokazat, budeme-li naopak predpokladat, Ze funkce c je

konstantni (¢ = K). Pak by pro rovnost (5.1) platilo
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K =K%+ s(x)s(y), kde x,y € R.
Zkusime-li dosadit x = x,, dostdvame
s(y) = s(s(xo))_l(l{ — K?),kdey € R.
Timto zplisobem jsme vyvratili predpoklad, protoZe funkce s neni konstantni. e
4. Funkce s je licha.
Budeme-li pri ditkazu vychazet z predpokladu, Ze je funkce s sudd, a dosadime-li
y = —y, bude mit rovnost (5.1) tento tvar
c(x+y) =c)c(=y) +s(x)s(=y) = c(x)c(y) + s(x)s(y) = c(x — y).
Zkusime-li do takto upravené rovnosti tentokrat dosadit x =y dostavame
c(2x) = ¢(0), kde x € R, coz by ukazovalo na to, Ze je funkce ¢ konstantni. Toto
tvrzeni jsme ale uz drive vyvratili, a proto funkce s neni sudd. MiiZeme tedy
napr. pro x; € R psat s(x;) # s(—x;), pfiCemZ nezapomeneme vyloucit i moznost,
Ze by funkce s byla pro x; € R konstantni (s(x;) # 0).
V druhé ¢asti ditkazu pouzijeme jiz drive dokazané tvrzeni, Ze je funkce c¢ sudj,
a vyuzijeme dva platné tvary rovnosti (5.1):
c(x—y) =c(¥)cy) +s(x)sy), c(y —x) = c(y)e(x) + s(=y)s(—x).
Pak po dpravach plati:
c(x—y)—s@)s(y) =c(ly —x) — s(=y)s(—x),

0 =s(x)s(y) — s(—=y)s(—x),kde x,y € R. (5.4)

Zkusime-li do takto upravené rovnosti dosadit x = y, dostaneme:
s(x)s(x) —s(—=x)s(—x) =0,
(s(—x) — s(x))(s(—x) + s(x)) = 0.
Podle prvni ¢asti dikazu pro x; € R plati, Ze s(x;) # s(—x;), pro rovnost
dostavame:
s(—x1) +s(x) =0,
s(—x1) = —s(xy) # 0.
MiZeme tedy dosadit y = x; do rovnosti (5.4):
0 =s(0)s(xy) — s(=xy)s(—x),
0 =5(xq) - (s(x) + s(—x)),
s(x;) #0 - s(x) + s(—x) =0 - s(—x) = —s(x), kde x € R.

Pro x = 0 plati: s(0) = —s(0) = 0.«
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5. Funkce c a s jsou omezené.
Dikaz provedeme tak, Ze pouzijeme rovnost (5.2) a dosadime y =0, pak
dostavame:
s(x) =s(x —0) =s(x)c(0) — c(x)s(0) = s(x)c(0),
s(x;) #0-c¢(0) =1.
Takto ziskany vysledek mtzeme dale upravit za pomoci rovnosti (5.1)
1=c(0) =clx—x) =c(x)c(x) + s(x)s(x)
a dostavame
1 =c%(x) + s%(x), kde x € R. (5.5)

Pak pro kazdé x € R plati |s(x)| < 1lalc(x)| < 1.
6. Plati rovnosti c(2x) = ¢?(x) — s?(x) as(2x) = 2s(x)c(x).
Pfi diikazu vyuZijeme toho, Ze jsme jiz dokazali, Ze funkce c je suda a funkce s je
licha. Pak plati rovnosti

c(x+y) =c()cly) —s()s), (5.6)

s(x +y) =s(@)c(y) + c(x)s(y). (5.7)
Pokud dosadime y = x, dostdvdme dané rovnosti pro dvojnasobny argument
funkcicas.e
7. Funkce c a s maji vlastni derivace vSech rad.

Pfi dlikazu vypocitdme prvni derivace funkci s a c. Pro vypocet prvni derivace
y h h . .
funkce s budeme poti‘ebovat rovnost c(h) = c? (E) — 5?2 (E) , dale rovnosti (5.5)

a (5.7) a podminku (5.3).

s'(x) = limp, w _ Jim,,_ S e@s)-s6) _

h
s(x)(c(h)-1D+c(x)s(h) = s(x)lim (c(h)-1)) s(h) _

= limh_,o h h—0 T + c(x) 1imh_>0 T

—s(x) limy,_, (S(g)> (S) +c(x)-1=—-s(x)-1-0+c(x) =c(x), x €ER.

Obdobné provedeme vypocet i pro prvni derivaci funkce c, pricemz misto rovnosti

(5.7) pouzijeme rovnost (5.6), a dostavame
c(x+h)—c(x) _ limh_,o c(x)c(h)—s(x)s(h)—c(x) _
h h
c(x)(c(h)-1)-s(x)s(h)
h

M 2
= c(x) limy,_,, (s(ﬁ;)) (g) —s(x)*1=c(x)"1-0—s(x) =—s(x),x ER.

c'(x) = limy_,,

= 5(0) limy o %2 =

(c(m)-1))
h

= limp_g = c(x) limy, g
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8. Funkce c a s jsou periodické.
VyuzZijeme-li toho, Ze funkce c a s maji vlastni derivace vSech radii, miZeme nalézt
nejmensi kladné ¢islo a, pro které plati c(a) = 0 a s(a) = 1. Pak pro rovnosti (5.1),
(5.6) a (5.7) miizeme psat

c(x —a) =cx)c(a) + s(x)s(a) = s(x),

c(x+a) = —s(x), s(x + a) = c(x),
c(x+2a) = —s(x+a) = —c(x), c(x +4a) = —c(x + 2a) = c(x),
s(x+2a) =clx+ a) = —s(x), s(x + 4a) = —s(x + 2a) = s(x).

Takto vyjadrené rovnosti nam potvrzuji, Ze jsou funkce ¢ a s periodické. Jejich
perioda je 4a. Vezmeme-li v ivahu, Ze 2a odpovidaji 7, miZeme za jejich periodu

povazovat 21. e

Poté, co jsme zavedli funkce sinus a kosinus, nam jiZ zbyva definovat funkce

tangens a kotangens.

Definice 5.1.

Funkci tangens nazyvame funkci danou vztahem

— sinx T,
tgx == kdex € R\{(Zk +1) ke N}.

Definice 5.2.

Funkci kotangens nazyvame funkci danou vztahem

CosXx
cotgx = ——, kde x € R\{km; k € N}.
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Zaver

Cilem prace bylo porovnat moZné zplsoby zavedeni goniometrickych funkci
na zakladni Skole, stfedni Skole i vysoké Skole, coZ se nam s vyuzitim dostupnych
ucebnic a skript pro jednotlivé stupné Skol podarilo ukazat na ctyrech pripadech.
Nékteré uvedené zptisoby definice goniometricky funkci bychom mohli jesté dale
rozvijet, napr. v posledni kapitole bychom mohli k definici funkce kosinus pouZit
tzv. d’Alembertovy rovnice (Vesely, 2001, s. 163). Podobné jsme nedefinovali
funkce sekans a kosekans, protoZe se snimi Zaci zakladnich Skol a studenti

strednich Skol béhem svého studia prakticky viibec nesetkaji.

Prostfednictvim aplikace kosinovy véty se ndm podarilo poukazat na provazanost
matematiky a fyziky. UZ v prvni kapitole jsme uvedli jména nékolika znadmych
astronomt, ktefi se podileli na vyvoji goniometrie a trigonometrie. Goniometrické
funkce jsou naprosto nezbytnou soucasti nékolika obori fyziky, napt. mechaniky,

elektromagnetismu nebo optiky.

VSechny obrazky a grafy jsme vytvorily pomoci moderniho pocitacového
programu GeoGebra, ktery ma velké ambice stat se nepostradatelnym pro kazdého
studenta matematiky, protoZe je snadno dostupny na internetu, nemusi se
instalovat a jeho ovladani je velmi intuitivni. Ucitelé istudenti s nim mohou

pracovat pri studiu jakékoli oblasti matematiky.
Tato bakalaiska prace by méla slouZzit pouze jako uceleny pomocny ucebni text,

diky kterému ziska kazdy zajemce o studium goniometrie rychly piehled nejen

o zakladnich goniometrickych funkcich, ale i o jejich vlastnostech, vztazich atd.
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