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Uvod

Cilem této bakalaiské prace bylo sestavit rozsitujici studijni material, ktery
muze pomoci k lepsimu a hlubsimu pochopeni kombinatorického principu inkluze
a exkluze nejen studentum matematickych semindiu na gymnaziich i dalsich
stfednich gkolach a jejich ucitelum, ale také zdjemcum o matematiku. Principu
inkluze a exkluze neni na stfednich skolach v souc¢asnosti vénovan dostatek hodi-
nové dotace, spiSe minimum. Podle ramcového vzdélavacitho programu je tento
princip vyucovan pouze okrajové jako soucast kombinatoriky, coz k pochopeni
uvedeného principu jako matematické metody neni dostacujici.

Prace je rozclenéna do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola je zamérena na zdkladni
kombinatorické pojmy, jako jsou variace ¢i kombinace prvku dané mnoziny. Déale
jsou zde uvedeny nékteré vyznamné kombinatorické identity, které je nutno znat
k dobrému pochopeni celého textu. Druhd kapitola je vénovana vlastnimu prin-
cipu inkluze a exkluze a jeho odvozeni. Tato kapitola obsahuje kromé teorie
predevsim Tesené ulohy, pii jejichz feSeni jsou prezentovany piimé aplikace prin-
cipu inkluze a exkluze. Ve tieti kapitole je popsan dudlni princip inkluze a exkluze
a jeho vyuziti v piikladech. Posledni, ¢tvrta kapitola obsahuje nefesené priklady
k procviceni studované problematiky.

Préce je zpracovana v systému KTEX.



1 Vybrané kombinatorické identity

P1i teseni kombinatorickych tloh a dokazovani nékterych kombinatorickych
vét se casto vyuziva kombinacnich ¢isel. V tivodni kapitole proto uvedeme zakladni
vlastnosti kombinacnich ¢isel, a také nékteré vyznamné identity, které pro né

plati.

n

k) uvedeme nejprve definice a tvrzeni, které

Pro hodnotu kombinaé¢niho ¢isla (
se tykaji vypoctu variaci a kombinaci k-té tiidy z dané n-prvkové mnoziny ob-
jektu. Pro nase tcely budeme uvazovat (pokud nebude feceno jinak) pouze tyto
skupiny (objekty) bez opakovdni. Véty a definice v této kapitole jsou prevzaty

predevsim z [17].

Definice 1.1
Necht k,n € N,k < n a necht A je n-prvkové mnozina. KaZdou uspofddanou
k-tici  z mnoziny A nazveme  k-Glennou variaci prvku  dané

n-prvkové mnoziny A (variaci k-tfidy z n-prvkové mnoziny A).

Véta 1.2
Oznaéime-li Vi(n) pocet vSech variaci k-tiidy z n-prvkové mnoziny A, pak

plati

Vi) = 0= 1)- 0 2) sk 1) =

Diikaz. Dukaz je trividlni, viz napf. [3].

Definice 1.3
Necht k,n € N,k < n a necht A je koneénd n-prvkovad mnozina. Pak kazdou
neusporadanou k-tici (podmnozinu) mnoziny A, nazveme k-¢lennou kombinaci

z n prvku (kombinaci k-ttidy z dané n-prvkové mnoziny A).

Véta 1.4

Oznacime-li Cy(n) pocet vsech kombinaci k-t¥idy z n-prvkové mnoziny A, pak



plati

vvvvv

Véta 1.5

Necht k& < n jsou celd nezdporné ¢isla. Pak plati

) (6)= () =

0 (1)= (")
o (1) () -G

ad a) Pro libovolné celé nezaporné ¢islo n podle véty 1.5 plati

ny\ n! _n!_l_ n! _onl n
0/ 0n—-0)! n' ~ nln—n) n-0 \n)

ad b) podobné pro libovolna celd nezdporna ¢isla 0 < k < n plati

(Z) - k!(nni B (n —nl!c)!k! - (n i k)

ad ¢) Pro libovolné celd nezdporna ¢isla 0 < k < n (s vyuzitim definice faktoridlu)

plati



(Z) * (kil) - /f!(nni DIRRCE 1)!(;“— K1)

_ nl(k+1)+nl(n—Fk) nl(k+1+n—k)

(k+ 1)l(n—k)! (k+ 1)l(n—k)!

B (n+1)! _(n+1
o (k+D)!(n—k) (k:+1)’

coz jsme chtéli dokazat. 0

Véta 1.6 (binomickd véta)
Pro kazda dvé redlnéd (komplexni) ¢isla a, b a libovolné ¢islo n celé nezédporné

plati

(a+b)" = Vare® + (Mar et ()% = ") anhpk, (1)
0 1 n P k

Diikaz. Ukdzeme, ze koeficient u ¢lenu a™*b* je (}). Vyraz (a + b)" muzeme

prepsat ve tvaru sou¢inu nasledujicim zpusobem

(a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+D)

(.

~
n—krat

Clen " *b* jsme ziskali tak, ze jsme b vybrali z k zdvorek, coz znamend, ze
ze zbylych n—Fk zavorek jsme vybrali a. Nejdiive vybereme k zavorek z celkového
poctu n. Toto lze ucinit (Z) zpusoby. Poté vybereme n— k zavorek ze zbylych, coz
n—kbk

Ize provést jedinym zpusobem. Odtud jiz plyne, ze u s¢itance a je koeficient

(Z) Tim je dukaz ukoncen. O

Specidlni volbou a = b = 1 dostavame identitu

) () () e ()= :

Jestlize zvolime a = 1 a b = —1 (nebo naopak), ziskdme dalsi dulezitou

)= e

identitu



Sec¢tenim obou ptedchozich identit (2) a (3) potom dostavame po snadné

) () (@) () e !

1
2

upraveé identitu

Pokud od identity (2) odec¢teme identitu (3) a poté ji vyndsobime ¢islem

ziskame nasledujici identitu

O O O

Podobné z identit (4) a (5) plyne nésledujici rovnost

) @)+ () () =) @)+ () ()

Nasledujici identity uvedeme bez dukazu, pouze s nazna¢enim postupu dukazu.

Uvedené ditkazy je mozno nalézt napt. v [17] nebo v [6].
D0 Q)ermn)
B
O e AN

Ve vsech trech dukazech je vhodnym zpusobem pouzita Moiverova véta, bi-

nomickd véta a popf. také identita (2).

Véta 1.7 (Cauchyho kombinatorickd formule)
Necht m,n € Z;. Pak pro libovolné k € Z;, k < min{m,n} plati

(m) (,ﬁ) - (mZ n) (9)

2
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K dokézani této véty vyuzivame rovnost (1 4+ )™ - (1 + )" = (1 + )™, kterd

plati pro vSechna redlna c¢isla x a pro vSechna cela nezaporna cisla m, n a dale

binomickou vétu v binomickych rozvojich vyrazu (1+x)™, (1+x)™ a (14 z)™".

Specidlni volbou parametri m = n = k v Cauchyho kombinatorické for-

muli (9) dostaneme identitu

S () () e () - ()

kde n € Zg .

Véta 1.8

Pro libovolné n € N plati nasledujici identita

() 2G) G rn)m

Diikaz. Pii dukazu této identity (11) budeme vyuzivat definice kombinaéniho ¢isla

a identitu (2). Plati tak

(’;) +2.(g)+3.(§)+...+n.(z) _

! ! ! !
BRI R R R TR T T TR oy pops
_ n(n—1)! n(n —1)! n(n —1)!
S TR ] (R ) Ry R ] (s s s
n(n —1)! n—1 n—1 n—1
T 1) — ) ”( 0 )*” *”( 2 )* i

) ) () )]

Podle formule (2) vime, ze

T3 ()

11



Plati tedy rovnost

n{<"51>+<";1>+(";1)+...+<Z:m .

Tim jsme dokdazali danou identitu.
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2 Princip inkluze a exkluze (a jeho aplikace)

V této kapitole se budeme detailné vénovat principu inkluze a exkluze, ktery
v tadé uloh skolské matematiky. Diive, nez pristoupime k popisu principu inkluze
a exkluze, budeme uvazovat se znamou skutecnosti o sjednocenich a prunicich
konecéngych mnozin, tj. mnozin, které maji koneény pocet prvkia. To znamena,
7e jsou bud prazdné nebo pocet jejich prvki lze vyjadiit piirozenym éislem.
Nejjednodussi pripad, ktery ma smysl uvazovat, jsou dvé mnoziny. Pro nazornost
budeme uzivat zndmé Vennovy diagramy. Méjme dvé koneéné mnoziny A, B (ne

nutné disjunktni). Pro pocet prvku jejich sjednoceni pak plati (viz obréazek nize)

|JAUB| = |A|+ |B| - |ANB].

Obrazek 1: Vennuv diagram pro 2 mnoziny

K dukazu lze vyuzit nazorné obrazek 1.

vvvvvv

V tomto pripadé plati
JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANnC|—|BnC|+|ANnBNC,
coZ lze opét v tomto pifpadé pomérné snadno ovéfit napf. za pouziti Vennova!l

diagramu.

1 John Venn, anglicky matematik. Zil v letech 1834 — 1923.

13
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Obrazek 3: Vennuv diagram pro 4 mnoziny

Timto zpusobem jsme ziskali prvotni predstavu o tom, jakym zpusobem prin-
cip inkluze a exkluze funguje pro n = 2 a n = 3. Nyni pfistoupime k zobecnéni

vyse uvedenych dvou formuli pro sjednoceni n koneénych mnozin.

Véta 2.1 (princip inkluze a exkluze)
Necht A; (1 =1,2,...,n) jsou konetné mnoziny. Pak plat{

n

| AL UA UL UA =) A= ) AN A+

i=1 1<i<j<n

+ Y JANANAl -+ (—D)"TAIN AN NA| =

1<i<j<k<n

14



=) ()AL N AL N Al (12)

kde se scitd pres viechny neprazdné podmnoziny {ji, ja, . - . , jr } indexové mnoziny

{1,2,...,n}.

Diikaz. Méjmé libovolny prvek = € Ay U Ao U ... U A,. Tento prvek je na levé
strané rovnice zapocitan pravé jednou. Pro dokazani rovnosti musime ukézat,
7e tento prvek je zapocten na pravé strané rovnice také pravé jednou.

Necht %k je pocet mnozin z Ay, As, ..., Ay, v nichZ je x ¢lenem. Tedy k nabyva

hodnot od 1 do n. Pro kazdé [ € {1,2,...,k} je prvek x zapocten v (k

l) sCitancich,

coz znamena, ze prvek x je zapocten v (]f) sCitancich jednotlivych mnozin, v (’;)
s¢itancich prunikt dvou mnozin atd., az v (i) scéitancich pruniku [ mnozin.

Kazdy z téchto séitancii bude zapocten se znaménkem (—1)*1. Tedy x je na pravé

(-6 (),

coz s ohledem na kombinatorickou identitu (3), ddva vysledek

-+ 6w )-()-

Ukazali jsme, ze prvek x je na pravé strané rovnice zapocten také prave jednou

strané zapocteno

a tim je dukaz uzavren. O

V dalsi ¢éasti uvedeme nékolik ilustrativnich piikladu, v nichz bude osvétlen
princip inkluze a exkluze pfi feseni tloh, které se mohou vyskytnout ve skolské

praxi.

Priklad 2.1
V oddéleni vyzkumného tstavu pracuje nékolik osob, z nichz kazda zné aspon
jeden z téchto tif svétovych jazyki — anglictinu, néméinu nebo francouzstinu. Sest

osob ovlada anglictinu, Sest némcinu a sedm francouzstinu. Ctyfi osoby hovoii

15



anglicky i némecky, t¥i osoby némecky i francouzsky, dvé osoby francouzsky i an-

glicky, jeden pracovnik ovlada vSechny tii uvedené jazyky.
a) Kolik osob pracuje v oddéleni?
b) Kolik z nich hovoii pouze anglicky?
¢) Kolik z nich hovoii pouze francouzsky?

Resent. Oznaéime A mnozinu vsech pracovniki hovoiicich anglicky, F' mnozinu
vsech pracovniku hovoricich francouzsky a N mnozinu vSech pracovniku mluvicich
némecky. Ze zadani je ziejmé, ze anglicky umi 6 lidi, tedy |A| = 6, francouzsky
hovoti 7 lidi, tedy |F| = 7 a némecky hovoii 6 lidi, tzn. |[N| = 6. Déle vime,
ze |ANF|=2,|ANN|=4a|FNN|= 3. Viemi tfemi zminénymi jazyky hovori
jediny c¢lovek, tzn. [AN F N N| = 1.

ad a) Vyfesime pouhym dosazenim do vzorce principu inkluze a exkluze, tedy

JAUFUN| =|A|+|F|+|N|—-|ANF|—|ANN|—|FNN|+
+[ANFNN|=6+74+6-2—-4-3+1=11

Zavér. V oddéleni pracuje 11 osob.

ad b) Od poctu lidi, ktet{ mluvi anglicky, ode¢teme pocet lidi, kteii mluvi dvéma
jazyky, tedy kromé anglictiny i némécinou nebo francouzstinou. Odecetli
jsme tak dvakrat pocet lidi mluvicich vSemi tfemi jazyky, avsak tento pocet
je tteba jesté jednou znovu pricist. Vysledny pocet pak ziskame nasledujicim

zpusobem

Al — [ANF|— |[ANN|+|[ANFAN|=6—-2—4+1=1.

Zaveér. 7 téchto 11 osob mluvi 1 osoba pouze anglicky.

ad ¢) Vypocitdme stejnym zpusobem jako ¢ast b), pouze zaménime francouzstinu

za anglictinu, tedy
|F|—|ANF|—|FAN|+|ANFNN|=7-2-3+1=3.

16



Zaver. 7 téchto 11 osob mluvi 3 osoby pouze francouzsky.

UvaZzujme koneénou mnozinu U i s podmnozinami A;, As, . .., A,. Necht pocet
prvka mnoziny U je m (|U| = m). Doplnék mnoziny A; UAU...UA, v mnoziné
U budeme znagcit (A3 UA2U...UA,)". Pocet prvki mnoziny (A; UAU...UA,)

ziskdme z rovnice
[(AiUAU...UA) | = |U\(ALUAU...UA,)| =

=m—|AiUAU...UA,|=

=1

1<i<j<n

+(—1)n+1|A1 N A2 N...N An| = mMy.

O znaménku u posledniho ¢lenu rozhoduje zda je n liché nebo sudé, pro n liché

jej zapocteme s kladnym znaménkem a pro n sudé zase se znaménkem zapornym.

Priklad 2.2
Je ddna mnozina A = {1,2,3,...,1000}. Urcete pocet vSech ptirozenych ¢isel

této mnoziny, ktera
a) jsou délitelnd soucasné prvocisly 2, 5 a 7,
b) nejsou délitelnd soucasné prvocisly 2, 3 a 5.
Resent.
ad a) Nejprve si ur¢ime podmnoziny
A, ={x € A|mdéli éisloz}.

Pottebujeme uréit | AyUAsUAz|. Abychom mohli uzit (12), musime nejdiive
vypocitat velikosti Ay, As a A7 a velikosti jejich pruniku, coz ziskame tim,

ze ¢islo 1000 délime prislusnym m a z vysledku poté stanovime dolni celou

17



cast.

1000

Prom = 2, |A2| = T = 500.
1000

Prom = 5, |A5| = T = 200.
1

Prom =7, |A7| = g = 142.

Pro soucin préavé dvou délitelu z mnoziny {2,5, 7} plati:

1000
Pokud m =2-5=10, |[Ay N A5| = =T = 100.

1000
Pokudm:27:14, ‘AQﬂA7| = T =T1.

1000
Pokud m =5-7 =35, |[As N A7| = KT = 28.

A nakonec pro soucin vSech tii délitelu, tj. 2 -5 -7 = 70 plati

1000

Nyni podle (12)
| AbU A5 U Aq7| = |As| + |As] + |A7] — A2 N As| — |Aa N Ay| —
—|A5 N Ar| + | Ay N A5 0 Ag| = 500 + 200 + 142 — 100 — 71 — 28 + 14 =
= 657.

Zdver. Pocet celych ¢isel z mnoziny A, ktera jsou délitelnd 2, 5 nebo 7 je roven

657.
ad b) V tomto piipadu opét oznac¢ime
A, ={x € A|lmdéli ¢islox},
mnozinu Cisel z mnoziny A, kterd jsou délitelnda m a budeme pocitat

s mnozinou A/ . Potfebujeme vypocitat hodnotu |Ay" N Az' N A5'|, toto lze

s vyuzitim De Morganova zdkonu prepsat nasledovné

Al MAY N A = (A U A3 U Aj)'.
18



Tedy potiebujeme vypocitat
|Ay' N A3 N A5'| = [(A U A3 U A5)'| = |A| — |[A U A3 U 45|, (13)

Timto jsme opét dosli k tomu, ze potfebujeme spocist velikost As, Az, As

i s jejich pruniky.

1000

Prom = 2, |A2| = T = 500.
1000

Prom = 3, |A3‘ = T = 333.
1000

Pro m =5, |As| = | = 200.

Pro soucin préavé dvou délitelu z mnoziny {2,3,5} pak plati:

1000
Pokud m =2-3 =6, |Ay N As| = LTJ = 166.
1000

Pokud m =2-5 =10, |[Ay N As| = {T

J = 100.

1
Pokud m =3-5 =15, |[A3N As| = L OOOJ = 66.

15
A nakonec pro soucin vsech tii délitelu, tedy 2 - 3 -5 = 30 plati
1000

Po dosazeni do formule (13)

(‘AQ UA3 UA5D/ - ’A| - ’Ag UA3 U A5‘ ==
= |A] = (|Aa| + |As] + |As] — [Ag| — [A1o| — |Ass] + [As0]) =
= 1000 — (500 + 333 4+ 200 — 166 — 100 — 66 + 33) = 266.

Zdaver. Mezi celymi ¢isly 1 az 1000 je 266 cisel, ktera nejsou délitelnd zadnym

z Cisel 2, 3 a 5.

Priklad 2.3
V atletickém klubu trénuje 67 osob; 47 z nich béh, 35 skok daleky a 20 hod

19



kouli, 23 atletu trénuje béh i skok daleky, 12 osob béh i hod kouli a 11 svéfencu
navstévuje skok daleky i hod kouli. VSechny tti discipliny péstuje 5 osob. Urcete,

kolik osob nepéstuje zadnou z téchto disciplin.

Resend. Oznaéime A mnozinu vsech osob, které trénuji v atletickém klubu,
B mnozinu vsech osob, které béhaji, S mnozinu vsech osob, které jsou zamérené
na skok daleky a H mnozinu vsSech osob, které hézi kouli. Nejprve spocitame, kolik
osob trénuje vSechny tii discipliny a poté k tomuto vysledku dopoc¢itame doplnék.
Za pouziti principu inkluze a exkluze urcime velikost sjednoceni B U H U S. Ze
zadani vime, Ze pocet osob trénujicich béh je 47 (| B| = 47), pocet osob trénujicich
hod kouli je 20 (JH| = 20) a pocet osob trénujicich skok daleky je 35 (|S| = 35).
Pocet osob, které se zabyvaji alesponn dvémi z téchto disciplin, je pro béh i hod
kouli roven 12 (|B N H| = 12). Béh i skok daleky trénuje 23 osob (|B N S| = 23)
a skokem dalekym s hodem kouli se zabyva 11 osob. (|[HN S| = 11). Vsechny tii
discipliny provozuje 5 osob (|BN H N S| =5). Tedy

|IBUHUS| = |B|+|H|+|S|—|BNH|—|BNS|—|HNS|+|BNHNS|=
=474+20+35—-12—-23—-11+5=61.

Mame spocteno, kolik osob trénuje aspon jednu z disciplin. Nyni pomoci doplinku

vypocteme, kolik osob netrénuje zadnou z nich.
| AN(BUHUS)|=67—|BUHUS|=67—-061=06.

Zavér. Pocet osob atletického klubu, které netrénuji zadnou z téchto disciplin, je

roven 6.

V dalsi ¢asti této kapitoly popiseme specialni pripad principu inkluze a exkluze
véetné jeho aplikaci. V nékterych pripadech, kdy jsou si vSechny, z (Z) sCitancu
k-prvkovych podmnozin pruniku rovny, 1ze princip inkluze a exkluze zjednodusit
nasledujicim zpusobem.

Uvazujme formuli (12). Necht kazdy z (}) séitanct tvaru |4, N A, N...NA4,|

ma stejnou hodnotu. Oznac¢me |A;, N A, N ... N A, | = a. Pro kazdé prirozené
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¢islo k z intervalu (1,n) potom plati podle principu inkluze a exkluze

Ay UAU...UA,| = (T)al — (Z)a2+ (g)ag—...Jr
+ (—1)mt (Z) =3 (1) (Z)mf (14)

V dalsi casti ukazeme nékteré konkrétni aplikace specidlniho principu inkluze

a exkluze pfi feSeni praktickych tloh.

Priklad 2.4
Urcete pocet vSech variaci s opakovanim k-té tiidy z dané n-prvkové mnoziny,

v nichz je kazdy prvek této mnoziny zastoupen alespon jednou.

Resend. Pocet hledanych variaci oznacime Vi*(n). Mé&me mnozinu

P ={p1,p2,...,pu}. Pro k < n, je pocet hledanych variaci roven nule. Zaméfime
se tedy na piipad, kdy & > n, a ozna¢me A; (i = 1,2,...,n) mnozinu vsech
k-prvkovych variaci s opakovanim, které neobsahuji prvek a;. Odtud vidime, ze

plati
Vi(n) =Vi(n) — |[AUA U .. UA, | =n* — |4, U4, U...UA,|. (15)

Je-li 0 # {j1, jos -, 3r} € {1,2,...,n}, pak mnozina A;, NA;,N...NA; zahrnuje
vsechny variace, v nichz se nevyskytuje zadny z r zvolenych prvku mnoziny M.
Plati tedy

|A;, NA, N .. .NA; | =m, = (n—7)",

coz po dosazeni do (14) vede k rovnici

r

A UA U UA,| = i(—w“ (”) (n— r)*.

r=1

Po dosazeni do (15) pak dostaneme

ViE(n) = nk — zn:(—wﬂ (Z) (n—r)F =Y (-1 (Z) (n—r).  (16)

r=1



Pro k < n, muzeme provést tutéz ipravu. Nyni mdme V;*(n) = 0, v tomto piipadé

dostaneme identitu

r=0

Princip inkluze a exkluze muzeme kromé kombinatoriky vyuzit i v jinych
odvétvich matematiky, jako je naptiklad teorie cisel, kde jej muzeme pouzit
k odvozeni tzv. Eulerovy funkce. Tato funkce nam udava pocet vsech prirozenych
¢isel mensich nez n, kterd jsou s n nesoudélnd. Znacime ji ¢(n). Pro piirozené
¢islo jedna klademe ¢(1) = 1 (to znamen4d, ze ¢islo 1 povazujeme za nesoudélné

s kazdym pfirozenym ¢islem).

Véta 2.2
Necht n je libovolné piirozené ¢islo, n > 2 a také n = p"ps? ... pi* je rozklad

¢isla n na prvocinitele. Pak plati

w=a(i-) (-2 2)

Dukaz tohoto tvrzeni zde uvddét nebudeme, je uveden napiiklad v [17].

Pti feseni nasledujici ilohy budeme vyuzivat pojem permutace dané n prvkové
mnoziny a zakladni vlastnosti pevného bodu permutace. Z tohotu divodu uvedeme

definice uvedenych pojmu a nékteré jejich zakladni vlastnosti.

Definice 2.3
Necht n € N a necht A je koneéna n-prvkova mnozina. Pak vSechny n-prvkové
variace (usporfadané n-tice z n prvku) z n-prvkové mnoziny A budeme nazyvat

permutace.
Véta 2.4
Oznacime-li P(n) pocet vSech permutaci z n prvkové mnoziny A, pak plati

n! n!  nl |
m—m! o 1 ™

22



Diikaz. Dukaz je trividlni, viz napt. [3]

Definice 2.5
Necht A je kone¢énd n-prvkovd mnozina, ddle necht f : A — A je permutace

mnoziny A. Prvek a € A nazveme pevnym bodem permutace f, pravé kdyz plati

fla) =a.

Priklad 2.5
Roztrzity postdk m4a dorucit n dopisi na n ruznych adres. Kolika zpusoby
muze dorucit postu tak, aby kazdy dopis doruéil na jinou adresu a zadny z dopisu

nebyl doru¢en na tu spravnou?

Resend. Nejdifve potfebujeme zjistit pocet permutaci, které neobsahuji pevné
body. Toto ¢islo oznac¢ime P,.

Oznacime si X; mnozinu vSech permutaci, které maji na i-té pozici pevny bod.
Pocet prvku X;, lze snadno spocitat, je jich presné (n — 1)!. Déle vime, ze
X;, NX;,N...NX;, jemnozina vSech permutaci, které¢ maji na ,-té pozici pevny
bod Vj € {1,2,...,k}. Pocet téchto permutaci 1ze opét snadno zjistit. Plati, ze
| X;, N Xy, NooN X, | = (n— k). Pocet zpusobu, kterymi lze vybrat téchto
k mnozin, je roven kombinacnimu ¢islu (Z) Nyni si uvédomme, co reprezentuje
mnozina X; U Xs U ... U X,. Tato mnozina obsahuje vsechny permutace, které
maji aspon jeden pevny bod. Pocet jejich prvku ziskdme nasledujicim zpusobem

uzitim principu inkluze a exkluze
XiUXo U UX, =) (D)X, N X, NN X,

kde se s¢itd pres vechny neprazdné podmnoziny {iy, is, . . . , i} indexové mnoziny

{1,2,...,n}.

nl— P, = Zn:(—nkl(n — k)! (Z)

k=1
Tedy
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k=1
(1 11 el _
I R TR TR A
11 1 "L (—1)F
—_nl |l = - = —_1\Y"— | = n!
_”<2' gt m)‘”k il
=2

principu inkluze a exkluze.

Priklad 2.6
Kolika zptusoby muzeme vybrat z klasického karetniho balicku padesati dvou

karet pét karet tak, abychom meéli aspon jednu kartu z kazdé barvy?

Resend. Nejprve ozna¢me U mnozinu viech moznych kombinaci. Déle si ozna¢me
& mnozinu karet neobsahujicich kiize, # mnozinu vSech karet neobsahujicich
piky, © mnozinu vsech karet neobsahujicich srdce a { mnozinu vsech karet neob-
sahujicich kara. Pocet kombinaci, které obsahuje mnozina U, je roven (552). Pro
mnoziny &, &, O a { jiz nevybirdme z 52 karet, ale pouze z 52 — 13 = 39 karet,
protoze neobsahuji jednu barvu. Tedy pocet kombinaci je roven (359) pro kazdou
z téchto mnozin (|&| = |#] = |O] = || = (359)). Pro pruniky libovolnych dvou
z téchto mnozin se pocet karet, z nichz vybirame, snizi o dalsich 13. Tedy pocet
kombinaci v jejich priniku je roven (%) (|&dN M| = [&NV| = [&NO| = [MND| =
NS =19NG] = (¥)). Podobné pro primik tif z téchto mnoZin je pocet téchto
kombinaci (*) (|&NA®ND| = |SN®NO| = [SNONO| = |ANONS] = (1)), Je
nemozné vynechat viechny ¢tyfi barvy, tedy &eN@NONO = 0 (|&NMNONS| = 0).
S vyuzitim specidlniho principu inkluze a exkluze a doplitku mnoziny &UMUQU

v mnoziné U dostaneme

)00 -0 () ()
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52! 4! 39! . 4! 26! 4! 13! n 4]
Sl.47t 1r-30 51.34!  20.20 51.210 30-10 5080 41.0!

= 2598960 — 2303028 + 394680 — 5148 = 685464.

0=

Zaver. 7 klasického balicku padesati dvou karet lze vybrat 5 karet tak, aby karta
kazdé barvy byla zastoupena alespon jednou, 685 464 zpusoby.

Priklad 2.7
Petr chce umistit pét rozdilnych sladkosti do tii ruznych kapes tak, aby mél

vsechny tfi plné. Kolika zpusoby to muze udélat?

Resent. V tomto pifkladu vyuzijeme vysledku z pitkladu 2.4. Vime, ze pét slad-
kost{ muzeme do tif kapes umistit 3° zptisoby. Nyni si musime uvédomit, Ze tento
pocet zahrnuje i moznosti, kdy jsou jedna nebo dvé kapsy prazdné. Vysledny
pocet zpusobu, kterymi muze Petr kapsy zaplnit sladkostmi oznac¢ime K.

S vyuzitim vztahu (16) dostaneme

- (aor- oo (o (oo

30 .. 3 . 3 . o3l

T TR TR TR T TR T T
=35-3.243.1—-0=243—96+ 3 = 150.

Zdvér. Petr muze sladkosti do kapes umistit 150 zpusoby.

Priklad 2.8

Urcete pocet prvocisel, které jsou mensi nebo rovna ¢islu 111.

Reseni. Mame danou mnozinu A = {1,2,3,...,111}. Nechf z je slozené &islo

(¢islo 1 nepovazujeme ani za prvocislo, ani za ¢islo slozené) z mnoziny A.
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Pokud je prirozené cislo y délitelem z, potom z -y = 2z < 111, kde z je také
prirozené ¢islo. Jedno z cisel z nebo y je tedy mensi nez L\/ﬁJ, COZ je rovno
10. V8echna slozena ¢isla mnoziny A jsou délitelnd aspon jednim z prvocisel 2,
3, 5 a7 Oznatme A, = {z € A|xdéli ¢isloz}, mnozinu ¢isel z mnoziny A,
kterd jsou délitelna z a budeme pocitat s mnozinou A,. Déle je nutno stanovit
|AyUA3UA5U A7|. Abychom mohli uzit (12), musime nejdifve vypocitat velikosti
Ag, As, As a A; a velikosti jejich pruniku, coz ziskame tim, ze ¢islo 111 délime

prislusnym z a z nalezeného vysledku urc¢ime dolni celou ¢ast.

Prom =2, |As| = 1—;1 = 55.
Prom =3, |A3] = % = 37.
Prom =5, |A;] = 1—;1 = 22.
Prom =7, |A7] = 1—;1 = 15.

Pro soucin préavé dvou délitelt z mnoziny {2, 3,5, 7} plati:

111
Pokud m =2-3 =06, |[A; N A3| = {7J = 18.

111
Pokudm:25:10, ‘AgﬂA5|: 1—0 =11.
111
Pokud m =2-7=14, |[A;N A;| = E7Y =T.
111
Pokudm:35:15, ‘A3QA5| = 1—5 =1.
111
Pokudm:37=21,\A3ﬁA7‘: H = 5.
1000
Pokudm:57:35, |A5ﬂA7| = ﬁJ = 3.

Pro soucin prave tii délitelt z mnoziny {2, 3,5, 7} plati

111
m:235:30, |A2ﬂA3ﬂA5|: \‘%J :3,
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111

111

111

Nakonec pro soucin vsech ¢tyt délitelu, tedy 2 - 3 -5 = 30 plati

111

Nyni podle (12)

| Ao U A3 U A5 U A7| = |As| + |As| + |As| + |A7] — Ao N As| — [Ao N As| —

— [Aa N Aq| = [A3 N As| = [A3 N A7| — |A5 N Ag| + [Aa N A3 N As| +

+ AN A3 N A7+ [Aa N As N A7+ [AsNAs N A7+ |[Ao N AsNAs N Ay =
= 55+437T+224+15—-18—-11-7-7-5-3+3+2+1+1-0=285.

Timto jsme ziskali pocet slozenych ¢isel mnoziny A. Pocet prvocisel ziskame
z nasledujici rovnice 111 — 1 — 85 4+ 4 = 29.

Zavér. Pocet prvocisel, které jsou mensi nebo rovna nez 111, je 29.

Priklad 2.9

Je dan ¢tverec slozeny z deviti mensich stejné velkych ¢tvercu. Kazdy z téchto
mensich étvect je bud zeleny nebo Zluty. Kazdy z nich je se stejnou pravdépodob-
nost{ bude bud’ 7luty, nebo zeleny. Jaka je pravdépodobnost, ze v tomto &tverci

3 x 3 nebude obsazen zadny zeleny ¢tverec 2 x 27

Resend. Nejprve spocitdme pravdépodobnost, ze bude aspoi jeden ¢tverec 2 x 2
zeleny. Oznacme si A moznost, ze je levy horni ¢tverec 2 x 2 zeleny, B moznost,
ze je pravy horni ¢tverec 2 x 2 zeleny, C' moznost, ze je levy dolni ¢tverec 2 x 2
zeleny a D moznost, Ze je pravy dolni étverec 2 x 2 také zeleny. Déle necht
p(X) je pravdépodobnost, ze nastane moznost X. Nyni uzijeme princip inkluze
a exkluze, abychom zjistili, s jakou pravdépodobnosti bude aspon jeden c¢tverec

2 x 2 zeleny.
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p(A)Up(B)Up(C)Up(D) = p(A) +p(B) +p(C) + p(D) —
—p(ANB)—p(ANC)—p(AND)—p(BNC)—p(BND)—p(CND)+

+p(ANBNC)+p(ANBND)+p(ANCND)+p(BNCND)—
R OROROMOROROR
CRORCRORORONOROR

1N\’ 4 4 2 4 1 _ %
2/ 16 64 128 256 512 512

Pravdépodobnost, ze bude aspon jeden ctverec 2x2 zeleny je 5%. Nyni dopocitame

pravdépodobnost, ze nebude zadny ctverec 2 x 2 zeleny z rovnice

95 417

1=p(A)UpB)Up(C)Up(D) =1~ ¢15 = =0

Zaveér. Pravdépodobnost, ze nebude zadny ¢tverec 2 x 2 zeleny je %.

Priklad 2.10
Je dan kvadr o rozmérech 150 x 324 x 375, ktery je tvoren krychlickami

o rozmérech 1 x 1 x 1. Kolik téchto krychlicek protne télesova thlopiicka?

Resend. Oznaéme v tomto kvadru &fiku b (h = 150), délku d (d = 324) a vysku
v (v = 375). Nejprve si jeden vrchol uréime za pocatek O (0O[0;0;0]) a vrchol
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od néj nejvzdalenéjsi jako Z (Z[150;324;375]). Spojnice vrcholu O, Z je télesova
thlopticka tohoto kvadru. Méjme také bod X (X|[x;y;z]), coz je libovolny bod
uhlopricky OZ. Pro soutadnice tohoto bodu plati:

i) Pravé jedna ze soutadnic z, y nebo z je prirozené ¢islo prave, kdyz bod

X lezi ve sténé nekteré krychlicky.

ii) Prave dveé ze soutadnic x, y nebo z jsou pfirozend ¢isla prave, kdyz bod

X lezi na hrané jedné z téchto krychlicek.

iii) Vsechny soutadnice x, y a z jsou prirozend cisla prave, kdyz bod X je

vrcholem nékteré krychlicky:.

Vime, ze bod X se pohybuje libovolné po diagonale OZ. Nyni jiz také vime, ze bod
X opousti wvnitini oblast krychlicky, kdyz aspon jedna =ze soutradnic
x, ¥y, z je prirozené ¢islo. Diky tomuto vime, Ze pocet krychli¢ek, jimiz thlopricka
prochdzi, je roven poctu bodu na tthlopticce s aspon jednou kladnou celoéiselnou

soutadnici. Body s kladnou celociselnou soutadnici na tsecce OZ jsou ve tvaru
X = (hp;dp;vp), kde p € (0,1).
Nyni si opét musime uvédomit:

s
i) Prvni souradnice hp bude prirozené ¢islo, kdyz p = 7 kde s =1,2,...,h,

neboli s nabyva h ruznych hodnot .

ii) Druh& souradnice dp bude pfirozené ¢islo, kdyz p = 2, kde s =1,2,...,d,

neboli s nabyva d ruznych hodnot .

s
iii) Treti souradnice vp bude pfirozené ¢islo, kdyz p = —, kde s = 1,2,... v,
v

neboli s nabyva v ruznych hodnot .

Soucet h + d + v zapocitava dvakrat body se dvémi celoc¢iselnymi souradnicemi
a trikrat body se vSemi tfemi celociselnymi souradnicemi. Prvni dvé souradnice

budou prirozena cisla prave, kdyz p = , kde r je pfirozené c¢islo

_r
NSD(h, v)
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mezi 1 a NSD(h, d) véetné. Podobné prvni a tfeti souradnice bude pfrirozené ¢islo
r

prévé, kdyZ P = m

, kde 1 < r < NSD(h,v) a druhd a tfet{ soutradnice

r

bude Kladné celé cislo préve, kdyz p = geps
, U

, kde 1 < r < NSD(d,v).

Vsechny tii souradnice budou pfirozena ¢isla, pokud p = W, kde
Y ?U

1 <r < NSD(h,d,v). Nyni vypocteme vSechny zminéné nejvétsi spolecné délitele.
Nejjednodussim zpusobem, jak tato cisla ziskat, je rozlozenim ¢isel odpovidajicich
sitce, délce a vySce na prvocisla a vybrat spolecna prvocisla s nejvyssi spolec¢nou

mocninou. Tedy
e 150=2-3-5-5=2-3-5%
©324=2-2-3-3-3-3=22.34
e 375=3-5-5-5=23-5%
Odtud
e NSD(h,d) =2-3 =6,
e NSD(h,v) = 3-5%=T5,
e NSD(d,v) = 3,
e NSD(h,d,v) = 3.

V této chvili uzitim principu inkluze a exkluze vypocteme, kolik existuje na
telesové thlopricce bodu s aspon jednou kladnou celociselnou souradnici. Toto
¢islo odpovida poctu krychlicek, jimiz tato ihlopiicka prochazi.
pocet krychlicek = h + d + v — NSD(h,d) — NSD(h,v) — NSD(d, v) +
+NSD(h,d,v) =150 + 324 4+ 375 — 6 — 75 — 3 + 3 = 768

Zaver. Télesova thlopricka kvadru o rozmérech 150 x 324 x 375 slozeného z kry-

chlicek o rozmérech 1 x 1 x 1 prochazi 768 témito krychlickami.
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Priklad 2.11
Jsou dany konecéné mnoziny A a B, kde a je pocet prvku mnoziny A a b je
pocet prvkia mnoziny B, kde a > b. Urcete pocet s, p vSech surjektivnich zo-

brazeni f: A — B.

Resend. Necht B = {1,2,...,b}, ddle nechf B* oznacuje mnozinu véech zobrazen{
f A — B. Oznacme B; pro kazdé 7 takové, ze 1 < i < b mnozinu zobrazeni
f A= B, takovou, ze i ¢ f(A). Mnozina surjektivnich zobrazeni f : A — B je
tedy

BAN\(BiUByU...UB).

Vidime, ze |B4| = 0%, |B;| = (b—1), |B;NB;| = (b—2)%, |B;NB;NBy| = (b—3)*,

a tak dale. Uzitim specialniho piipadu principu inkluze a exkluze dostaneme

ap = b — G)(b—nu @(b—z)a— (g)(b—3)“+...+
+(—1)b<2) (b—b)" = (8) b — (i) (b—1)"+ (g) (b—2)* —

b

b b (b
— b—3)"+ ...+ (=1) b—0)* =) (-1) b— 1)
()= r r(p)e—or =)o
Surjektivni zobrazeni f : A — B jsou ptesné ty bijektivni, pro a = b. Tedy pocet
takovych zobrazeni je ptesné a!. Kdyz a < b, pak neexistuje zadné surjektivni

zobrazeni f : A — B. Timto jsme ziskali tzv. Eulerovu identitu

S4B = zb:(—l)i(?) (b—i)* = {g' pro a =b,

= pro a < b.

a! proa=0>,

Zaver. Pocet surjektivnich funkei f : A — B je roven sg p =
0 proa<b.

Priklad 2.12
Najdéte pocet celociselnych feseni rovnice ay + as + az = 24 s podminkami,

zel <a; <£5,12<ay;,<18a —1< a3 <12
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Resend. Oznacme by = aq — 1, by = as—12 a bg = az+1. Z téchto rovnic vyjadiime
ai, as a ag, ty dosadime do rovnice ze zadani. Ziskame rovnici by + by + by = 12.
Nyni chceme ziskat nezaporna celociselna feseni s podminkami b, < 4, by < 6
a by < 13. Dale necht A, B a C v tomto pofadi jsou mnoziny vsech FeSeni

(b1, ba, b3) takova, ze by > 4, by > 6 a by > 13. Déle
e AN B je mnozina feseni, kde by > 4 a by > 6,
e AN C je mnozina teSeni, kde by > 4 a by > 13,
e BN C je mnozina feseni, kde by > 6 a by > 13,

e AN BNC je mnozina teSeni, kde by > 4, by > 6 a by > 13.

Pocet nezépornych celociselnych feSeni rovnice by + by + b3 = 12 je roven
k= (3_};12) = 12!-(112112)! = 14 3 = 91. Déle
—1+47 9! 9-8
=) e em
-1 ! .
3= (3 +5 Ty
5! 2! 2
e [C]=0,
3—140 20 2
e |[ANB| = + =1,
0 02 2
e |[ANC| =0,
e |[BNC|=0,

e |[ANBNC|=0.
Uzitim principu inkluze a exkluze dostaneme
(AUBUC)|=91— (JA|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+
+ANBNC|=91-36—-21—-04+1+0+0—0=35.

Zaver. Pocet celociselnych feseni rovnice a; + as + a3 = 24 je roven 35.
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Priklad 2.13

Najdéte pocet zpusobu, kterymi dojdeme z bodu O[0; 0] do bodu C[9; 6] tak,
aby cesta neprochazela misty X|[3;3] a Y'[6;4]. Je povoleno pohybovat se pouze
v kladném sméru osy = a y (to znamend doprava nebo nahoru), a to vzdy jen

o jeden krok.

0

Resend. Budeme vychédzet z predpokladu, ze v poli o §ifce a a vysce b dojdeme
z levého dolntho rohu do pravého horntho rohu po a + b krocich. Mnozinu vSech
téchto cest oznacime Up(a, b) a jeji pocet je roven |Uy(a,b)| = (“;rb). V nasem
pripadé budeme v zavorce misto vzdalenosti uvadét body odkud kam potiebujeme

dojit. Pocet vSech moznych cest z mista O do mista C' je roven

= 5005.

9+6 15‘

Nyni spoéitdme cesty, které prochdzeji bud pies bod X nebo Y, nebo obéma
témito body,

3+3\ (6+3 6 9l
X,0)| = : —20-84=1
U(0,X,0) < ; ) < ) ) S g = 20 84 = 1680,

6+4 3+2 10' 5‘
U0,Y,C)| = . —210-10:2100
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343\ [/34+1\ [3+2 6! 41 5!
|U(O’X’Y’C)|_< 3 )( 3 )( 3 )_3!-3!'3!.1!'3!.2!_

=20-4-10 = 800.
S vyuzitim principu inkluze a exkluze ziskdme pocet cest z rovnice

= 5005 — 1680 — 2100 + 800 = 2025.

Zdver. Pocet cest z mista O do mista C tak, aby cesta neprochézela misty

X a Y, jeroven 2 025.

Priklad 2.14
Kolika zpusoby muzeme usadit ¢tyii manzelské pary do rady tak, aby zadna

osoba nesedéla vedle svého partnera?

Reseni. Mame 8! zpusobu, kterymi muzeme téchto osm lidi ndhodné usadit.
Bez Ujmy na obecnosti oznac¢ime zeny zi, 2o, 23, 24 a muze my, Ma, M3, My.
Péary oznac¢ime jako m;z; pro ¢ = 1,2,3,4. Nyni vypocteme, kolika zpusoby
muzeme tyto pary usadit tak, aby aspon jeden par sedél vedle sebe. Oznacme
A; mnozinu usazeni, kde sedi par m;z; vedle sebe. Pro vypoéitani hodnoty |A;]|
musime uvazovat o dvou moznostech, ze bud muz sedi nalevo od Zeny nebo
opacné. Pro kazdou z téchto dvou moznosti existuje 7! zpusobu usazeni, protoze
permutujeme par m;z; a dalsich Sest lidi. Odtud je ziejmé, ze |A;| = 2 - 7! pro
kazdé i. Déle vypocitame |A; N A;| tak, Ze usadime par ¢ a par j a zbylé ctyfi
lidi usazujeme libovolné. Odtud dostavame 6! zptsobu, jak tyto dva pary a zbylé
¢tyti lidi usadit. Opét nesmime zapomenout, ze par ¢ i par j muze sedét v poradi
muz-zena, nebo zena-muz. Tim dostaneme 2 - 2 = 4 zpusoby jak usadit tyto dva
pary. Tedy |4; N A;| =4 - 6!. Stejnym postupem ziskame |4; N A; N Ag| = 2% - 5!
a AN Ay N Az N Ayl = 2% 41 S vywzitim specidlniho pifpadu principu inkluze

a exkluze vypocitame pocet zpusobu, kterymi muzeme tyto pary usadit tak, aby
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vzdy vedle sebe sedél aspon jeden par z rovnice

4 4 4
|A1UA2uA3uA4|_(1)~2.7!—(2)-22~6!+<3>-23-5!—

4 4! 4! 4!
— 2yl =——. 2.7 ——.22. 6l ——.2%.5 -
(4) 131 2121 METIST

4
o 2% 41 = 40320 — 17280 + 3840 — 384 = 26496.

Nyni toto ¢islo odec¢teme od poctu zpusobu, kterymi muzeme libovolné usadit

osm lidi, coz je jiz zminénych 8! a ziskdme hledany pocet usazeni
8!'— 26496 = 13824.

Zdver. Pocet zpusobu, jimiz muzeme 4 pary usadit do fady tak, aby zadné osoba

nesedéla vedlo svého partnera, je roven 13 824.
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3 Dualni princip inkluze a exkluze

Véta 3.1 (dudlni princip inkluze a exkluze)

Necht A;, Ay, As, ..., A, jsou koneéné mnoziny. Pak plati

n

AN AN A =)A= Y [AuA4l+

i=1 1<i<j<n
+ ) JAUAUA]— .+ (D) A UA UL UA,| =
1<i<j<k<n
— z:(—l)’““mj1 UAjpU...UA;,l, (17)
kde séitame pres véechny neprdzdné podmnoziny {71, ja, j3, - - -, jr} # 0 indexové

mnoziny {1,2,3,...,n}.

Diikaz. Dukaz provedeme uzitim principu matematické indukce vzhledem k poétu

koneénych mnozin A; (vzhledem k ptirozenému cislu n).

(i) Pro n =1 je tvrzeni splnéno trividlneé.
Pro n = 2 lze tvrzeni véty snadno ovérit pomoci Vennova diagramu pro dveé

konecné mnoziny.

(ii) Predpokladejme, ze formule (17) plati pro n > 2. Ukdzeme, Ze tvrzeni plati
také pro n 4+ 1. Méjme tedy kromé konecnych mnozin A, As, Az, ..., A,
i konecnou mnozinu A, ;. Uzitim asociativity pruniku kone¢nych mnozin
dle (i), distributivity téchto mnozin vzhledem ke sjednoceni a nakonec

vyuzitim indukéniho predpokladu (ii). Tak postupné dostaneme
[AtN AN ... NANA | =[(AiNAsnN...NA,) N A4 =

=]|ANAN...NA|+ Al — (AN AN ... .NA)UA | =
=D 1A= D0 TAUA L+ D JAUAUA|—...+
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (=D)AL U AU U A+ A — [(AN AN N AU Ay
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Vyuzitim distributivity v poslednim ¢lenu vzhledem ke sjednoceni a in-

dukéniho predpokladu (ii) na vyraz

(AN AsnN...NA)NA 1] =
- ’(Al U An+1) N (AQ U An+1) N (Ag U An+1) n... (An U An+1)’,

po provedeni potfebnych tprav ziskame

|A1ﬂA2ﬂﬂAnﬂAn+1‘:

n+1
=) lAl- ) JAUA+ D) JAUAUA -+
i=1 1<i<j<n+1 1<i<j<k<n+1

+ (=)™ A U AU UA UA,

Spojenim piedpokladu (i) a indukéniho predpokladu (ii) je dokézano, ze dané

tvrzeni plati pro libovolné n pfirozené. 0]

Priklad 3.1

V jistém mésté M jsou provozovany tii volnocasové aktivity, a to Sipky, volej-
bal a kuzelky. Tyto tii krouzky navstévuje dohromady 56 déti. Z toho 12 déti
chodi hrat sipky, volejbalovy krouzek ma trikrat vice ¢lenu nez hra Sipek a kuzelky
provozuje poloviéni pocet déti nez volejbal. Sipky nebo volejbal hraje 31 déti,
Sipky nebo kuzelky déla o 10 déti méné nez Sipky nebo volejbal a volejbal nebo

kuzelky provozuje 47 déti. Kolik déti navstévuje vsechny tyto aktivity soucasné?

Resend. Nejprve oznaéime S pocet déti hrajici sipky, V pocet déti hrajicich volej-
bal a K pocet osob hrajicich kuzelky. Ze zadéani je ziejmé, ze Sipky hraje 12 déti
(|S] = 12), na volejbal chodi tiikrat vice déti nez na sipky (|V| = 3 - |S| = 36)
a kuzelky hraje o polovinu déti méné nez volejbal (|K| = 5 - [V| = 18). Déle
vime, Ze Sipky nebo volejbal navstévuje 31 déti (|SUV| = 31), sipky nebo kuzelky
navstévuje o 10 déti méné nez volejbal nebo sipky (|[SUK| = |SUV|—10 = 21)
a volejbal nebo kuzelky provozuje 47 déti (|]V U K| = 47). Nesmime opomenout,
ze celkovy pocet ¢lenu vsech ti{ krouzku je 56 déti (]S UV U K| = 56) .
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Nyni uzijeme dualni princip inkluze a exkluze pro urcéeni poctu déti, které navste-

vuji vSechny tti krouzky.

ISNVNK|=|S|+|V|+|K|-|SUV|—-|SUK| - |VUK|+
+ [SUVUK]| =12+ 36+ 18 — 31 — 21 — 47 + 56 = 23.

Zaver. Vsechny tii volnocasové aktivity navstévuje 23 déti.

Priklad 3.2

Skupina 30 piétel se rozhodla, ze pujdou do zdbavniho parku. Na fetizkovy
koloto¢ §lo 20 z nich, o dva méné se vydalo na ruské kolo. Jedenéct z nich se
drahu. Na tetizkovy koloto¢ nebo horskou dréhu jich §lo 21, stejny pocet Sel i na
ruské kolo nebo do strasidelného hradu. Na horskou drahu nebo ruské kolo se jich
vydalo 20, o dvé osoby vice §lo na fetizkovy koloto¢ nebo do strasidelného hradu
a o dalsi dvé vice si sjelo na ruském kole nebo tetizkovém kolotoc¢i. Na horskou
drahu nebo do strasidelného hradu si trouflo 15 osob a o 10 vice navstivilo atrakce
fetizkovy koloto¢ nebo horskou drahu nebo si zaslo do strasidelného hradu. Na
ruské kolo nebo horskou drahu nebo na strasidelny hrad si trouflo 23 osob, o
ti vice se vydalo na fetizkovy koloto¢ nebo ruské kolo nebo horskou drahu a o
dalsi 3 osoby navic se vydalo na fetizkovy koloto¢ nebo ruské kolo nebo navstivili

strasidelny hrad. Kolik z ptatel navstivilo vsechny ¢tyti atrakce dohromady?

Reseni. Oznaéme K navstévniky fetizkového kolotoce, R osoby, které se svezly
na ruském kole, S navstévniky strasidelného hradu a H osoby, které se projely
na horské draze. Pocet osob, které byly na fetizkovém kolotodi, je 20 (| K| = 20),
o dvé osoby méné bylo na ruském kole (|R| = |K| — 2 = 18). Strasidelny hrad
navstivilo 11 osob (|S| = 11) a horskou drahu vyzkouselo 9 osob (|H| = 9). Na
fetizkovy koloto¢ nebo horskou drahu Sel stejny pocet osob jako do strasidelného
hradu nebo na ruské kolo a to 21 (|[K U H| = |S U R| = 21). Na horské draze
nebo ruském kole se svezlo 20 osob (|H U R| = 20). Na fetizkovy koloto¢ nebo do

strasidelného hradu §lo o dvé osoby vice, nez na horskou drahu nebo ruské kolo
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(|JKUS|=|HUR|+2=22)a o dalsi dvé osoby navic se svezlo na fetizkovém
koloto¢i nebo ruském kole (|[K U R| = |K US|+ 2 = 24). Na horskou drahu
nebo do strasidelného hradu se vydalo 15 osob (|H U S| = 15), o 10 osob vice
se vydalo na fetizkovy koloto¢ nebo horskou drahu nebo navstivili strasidelny
hrad (|JK U HUS| = |H US|+ 10 = 25). Ruské kolo nebo horskou drahu nebo
strasidelny hrad navstivilo 23 osob (|[RU H U S| = 23), o tfi osoby vice si
vyzkousely Fetizkovy koloto¢ nebo ruské kolo nebo horskou drahu (|[K URUH| =
= |[RUH US|+ 3 = 26). Retizkovy koloto¢ nebo ruské kolo nebo strasidelny
hrad navstivilo o 3 osoby vice, nez fetizkovy koloto¢ nebo ruské kolo nebo horskou
drahu (|[KURUS| = |[KURUH|+3 = 29). Do zabavniho parku piislo dohromady
30 prétel (|HURU K US| = 30). Nyni, jiz s vyuzitim duédlniho principu inkluze

a exkluze vypocitame pocet osob, které navstivily vSechny ¢tyti atrakce.

| HNRNKNS|=|H|+|R|+|K|+|S|-|KUH|—-|SUR|— |HUR|—
—|KUS|—|KUR|—|HUS|+|KUHUS|+|RUHUS|+|KURUH|+
+HKURUS|—|[HURUKUS|=9+18+20+11—-21—-21—-20—-22—
—24 — 15+ 25+ 23 + 26 + 29 — 30 = 8.

Zavér. Vsechny ctyti atrakce navstivilo 8 z téchto pratel.
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4 Archiv dalsich uloh

Priklad 4.1 [2]

Na zacatku florbalové sezony se 10 hracu tymu seradilo do fady, aby udélali
tymovou fotografii. Na konci vitézné sezény se hraci rozhodli udélat dalsi tymovou
fotografii ale tak, aby mél kazdy po pravé strané jiného spoluhrace, nez na fo-

tografii ze zacatku sezény. Kolika zpusoby to mohli provést?
[1468457]

Piiklad 4.2 [1]
Najdéte pocet prirozenych ¢isel mezi 1 az 1000 véetné, ktera nejsou délitelna

zaddnym z cisel 2, 3 a 7.
[286]

Piiklad 4.3 [17]
Najdéte pocet prirozenych ¢isel mensich nez 967, ktera jsou délitelna ¢isly 3,

7all.
[464]

Piiklad 4.4 [1]
Najdéte pocet prirozenych ¢isel mezi 1 az 1000000 véetné, kterd nejsou dru-

hymi, tfetimi ani ¢tvrtymi mocninami nékterych prirozenych ¢isel.
[998910)]

Piiklad 4.5 [1]
Najdéte pocet kladnych celoc¢iselnych feseni rovnice 1 +x5+x3 = 15. S pod-

minkou, ze 1 <5, 19 <6 ax3 <7.

[10]
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Piiklad 4.6 [7]
Najdéte pocet kladnych celoc¢iselnych feseni rovnice x1 + x5+ x3 = 10. S pod-

minkou, ze 1 < 5, x5 <6 a x3 < 8.
[38]

Priklad 4.7 [10]
Maminka m& 3 déti a chce mezi né rozdélit pét zvykacek a pét lizatek. Ko-

lika zpusoby mohla tyto sladkosti rozdat tak, aby kazdé z nich dostalo néjakou
sladkost?

336

Piiklad 4.8 [64. MO, A-S-1]
Urcete pocet cest délky 14, které vedou po hranéch sité na obrazku z bodu A

do bodu B. Délka kazdé hrany je jedna.

678]

Priklad 4.9 [7]
Je ddna mnozina S = {1,2,3,...,14} a dale vlastnosti Vi, V5, V3 a V,. Prvek
xr € S ma vlastnost P,, pravé tehdy, kdyz je v nésledujici tabulce pozice (x,y)

oznacena . Pomoci principu inkluze a exkluze zjistéte, kolik prvki z mnoziny
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S nemad zadnou z vlastnosti V; az Vj.

S1112[3|4|5]6|7[8[9|10]|11]12]13]|14
Vile o | o °
Vole|e|e ° ) o | o °

Vsl e o e

Vile ° °

Priklad 4.10 [13]
Na vanocnim vecirku je n hostu. Kazdy z nich prinesl darek. Darky budou
nahodneé rozdény tak, aby kazdy host dostal jeden z nich. Jaka je pravdépodobnost,

ze zadny host nedostane déarek, ktery prinesl?

Priklad 4.11

Na zacatku skolniho roku dostala pani ucitelka novou tiidu s 30 studenty.
Aby o nich néco zjistila, zeptala se jich, co délali o prazdninach. Vsichni z nich
byli bud na brigadé nebo na horach nebo u mofe. Brigddu mélo 20 studentii, na
horach jich bylo o dva méné a nejméné z nich bylo u morte, to je 15. Na brigadé
nebo u more bylo 28 studentu, o ¢tyfi studenty vice bylo na brigddé nebo na
horach a na horach nebo u mote jich bylo 18. Kolik jich bylo o prazdninach

soucasné na brigadé,na horach i u mote ?
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Zaver

Tato bakalarskd prace byla vytvorena predevsim s cilem usnadnit zakum
sttednich skol a jejich ucitelum pristup k pouziti kombinatorického principu
inkluze a exkluze. Ten se ¢asto vyuziva pfi feSeni nestandardnich kombinatoric-
kych uloh. Lze ji vyuzit jako podpurny material v seminafich specidlné zaméte-
nych na problematiku kombinatoriky. Prace obsahuje celou fadu fteSenych
i nefesenych tloh.

V prvni ¢asti bakalaiské prace byly polozeny kombinatorické zédklady, které
byly vyuzity v néasledujicich kapitolach. Nejprve jsme vyslovili definice a véty
o vlastnostech variaci a kombinaci (bez opakovani). Poté jsme si ukézali, jaky je
vztah mezi poc¢tem kombinaci (bez opakovani) a hodnotou kombinac¢niho éisla.
Toto jsme vyuzili u nasledujicich diukazi kombinatorickych identit, z nichz nékteré
budeme vyuzivat v dalsich kapitolach.

V druhé kapitole jsme nejprve pracovali se sjednocenim dvou a tii mnozin,
poté jsme na zakladé ziskanych poznatku odvodili princip inkluze pro konecny
pocet konecnych mnozin. Déle jsme ukazali vyuziti tohoto principu pii feseni
nékolika jednoduchych 1loh. Nasledné jsme vysvétlili, co je doplnék sjednoceni
podmnozin dané mnoziny a také zpusob, kterym ziskdme pocet prvku tohoto
doplitku. Néasledné jsme pii feSeni ilustracnich piikladu ukézali, jak lze dopliku
vyuzit pii feSeni uloh. V dalsi ¢ésti této kapitoly jsme vysvétlili, jak muzeme
princip inkluze a exkluze zjednodusit, pokud vSechny z (Z) sCitancu k-prvkovych
podmnozin prunikt maji stejny pocet prvki. Nasledné jsme ukézali, ze princip
inkluze a exkluze lze vyuzit i v jinych odvétvich matematiky a to naptiklad
v teorii Cisel, kde jsme za jeho pomoci odvodili tzv. Eulerovu funkci. Posledni
cast této kapitoly je vénovana teseni nékolika slozitéjsich tloh, kde se princip
inkluze a exkluze vyuziva.

V treti kapitole jsme vyslovili dudlni princip inkluze a exkluze. Ten je zde

dokazan uzitim principu matematické indukce vzhledem k poctu mnozin. Na-
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sledné jsme ukéazali také jeho vyuziti pfi feSeni nékolika puvodnich autorovych
uloh, coz predstavuje vlastni piinos autora.
Posledni kapitola obsahuje soubor nefeSenych prikladu, pii jejichz feSeni je
mozno procvicit si ziskané znalosti, a to s pouzitim principu inkluze a exkluze.
Pii vypracovani celé prace jsem cerpal predevsim z cizojazycné literatury,
nebotf v Ceské republice neexistuje zadny specidlni uéebni{ materidl vénovany

zkoumané problematice.
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