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Vypracoval:
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Seznam použitých symbol̊u

N = {1, 2, 3, . . .} množina přirozených č́ısel

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} množina celých č́ısel

Z+
0 = {0, 1, 2, 3, . . .} množina celých nezáporných č́ısel

R množina reálných č́ısel

n! = n · (n− 1)!, n ∈ N, 0! = 1 n-faktoriál(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
kombinačńı č́ıslo

|A| počet prvk̊u konečné množiny A

A ∪B sjednoceńı množin A a B

A ∩B pr̊unik množin A a B

∅ prázdná množina

bxc dolńı celá část reálného č́ısla x

NSD(a, b) největš́ı společný dělitel č́ısel a, b

� konec d̊ukazu věty
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Úvod

Ćılem této bakalářské práce bylo sestavit rozšǐruj́ıćı studijńı materiál, který

může pomoci k lepš́ımu a hlubš́ımu pochopeńı kombinatorického principu inkluze

a exkluze nejen student̊um matematických seminář̊u na gymnázíıch i daľśıch

středńıch školách a jejich učitel̊um, ale také zájemc̊um o matematiku. Principu

inkluze a exkluze neńı na středńıch školách v současnosti věnován dostatek hodi-

nové dotace, sṕı̌se minimum. Podle rámcového vzdělávaćıho programu je tento

princip vyučován pouze okrajově jako součást kombinatoriky, což k pochopeńı

uvedeného principu jako matematické metody neńı dostačuj́ıćı.

Práce je rozčleněna do čtyř kapitol. Prvńı kapitola je zaměřena na základńı

kombinatorické pojmy, jako jsou variace či kombinace prvk̊u dané množiny. Dále

jsou zde uvedeny některé významné kombinatorické identity, které je nutno znát

k dobrému pochopeńı celého textu. Druhá kapitola je věnována vlastńımu prin-

cipu inkluze a exkluze a jeho odvozeńı. Tato kapitola obsahuje kromě teorie

předevš́ım řešené úlohy, při jejichž řešeńı jsou prezentovány př́ımé aplikace prin-

cipu inkluze a exkluze. Ve třet́ı kapitole je popsán duálńı princip inkluze a exkluze

a jeho využit́ı v př́ıkladech. Posledńı, čtvrtá kapitola obsahuje neřešené př́ıklady

k procvičeńı studované problematiky.

Práce je zpracována v systému LATEX.
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1 Vybrané kombinatorické identity

Při řešeńı kombinatorických úloh a dokazováńı některých kombinatorických

vět se často využ́ıvá kombinačńıch č́ısel. V úvodńı kapitole proto uvedeme základńı

vlastnosti kombinačńıch č́ısel, a také některé významné identity, které pro ně

plat́ı.

Pro hodnotu kombinačńıho č́ısla
(
n
k

)
uvedeme nejprve definice a tvrzeńı, které

se týkaj́ı výpočtu variaćı a kombinaćı k-té tř́ıdy z dané n-prvkové množiny ob-

jekt̊u. Pro naše účely budeme uvažovat (pokud nebude řečeno jinak) pouze tyto

skupiny (objekty) bez opakováńı. Věty a definice v této kapitole jsou převzaty

předevš́ım z [17].

Definice 1.1

Necht’ k, n ∈ N, k ≤ n a necht’ A je n-prvková množina. Každou uspořádanou

k-tici z množiny A nazveme k-člennou variaćı prvk̊u dané

n-prvkové množiny A (variaćı k-tř́ıdy z n-prvkové množiny A).

Věta 1.2

Označ́ıme-li Vk(n) počet všech variaćı k-tř́ıdy z n-prvkové množiny A, pak

plat́ı

Vk(n) = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.

D̊ukaz. Důkaz je triviálńı, viz např. [3].

Definice 1.3

Necht’ k, n ∈ N, k ≤ n a necht’ A je konečná n-prvková množina. Pak každou

neuspořádanou k-tici (podmnožinu) množiny A, nazveme k-člennou kombinaćı

z n prvk̊u (kombinaćı k-tř́ıdy z dané n-prvkové množiny A).

Věta 1.4

Označ́ıme-li Ck(n) počet všech kombinaćı k-tř́ıdy z n-prvkové množiny A, pak
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plat́ı

Ck(n) =
1

k!
· Vk(n) =

n!

k! · (n− k)!
.

D̊ukaz. Důkaz je triviálńı, viz např. [3].

Zápis Ck(n) se často nepouž́ıvá, mnohem častěǰśı je užit́ı tzv. kombinačńıho č́ısla(
n
k

)
, pro které plat́ı

Ck(n) =
n!

k! · (n− k)!
=

(
n

k

)
.

Věta 1.5

Necht’ k ≤ n jsou celá nezáporná č́ısla. Pak plat́ı

a)

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1,

b)

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

c)

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

D̊ukaz.

ad a) Pro libovolné celé nezáporné č́ıslo n podle věty 1.5 plat́ı

(
n

0

)
=

n!

0!(n− 0)!
=
n!

n!
= 1 =

n!

n!(n− n)!
=

n!

n! · 0!
=

(
n

n

)
,

ad b) podobně pro libovolná celá nezáporná č́ısla 0 ≤ k ≤ n plat́ı

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n

n− k

)
.

ad c) Pro libovolná celá nezáporná č́ısla 0 ≤ k ≤ n (s využit́ım definice faktoriálu)

plat́ı
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(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
=

=
n!(k + 1) + n!(n− k)

(k + 1)!(n− k)!
=
n!(k + 1 + n− k)

(k + 1)!(n− k)!
=

=
(n+ 1)!

(k + 1)!(n− k)!
=

(
n+ 1

k + 1

)
,

což jsme chtěli dokázat. �

Věta 1.6 (binomická věta)

Pro každá dvě reálná (komplexńı) č́ısla a, b a libovolné č́ıslo n celé nezáporné

plat́ı

(a+ b)n =

(
n

0

)
anb0 +

(
n

1

)
an−1b1 + . . .+

(
n

n

)
a0bn =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk. (1)

D̊ukaz. Ukážeme, že koeficient u členu an−kbk je
(
n
k

)
. Výraz (a + b)n můžeme

přepsat ve tvaru součinu následuj́ıćım zp̊usobem

(a+ b)n = (a+ b) · (a+ b) · . . . · (a+ b)︸ ︷︷ ︸
n−krát

Člen an−kbk jsme źıskali tak, že jsme b vybrali z k závorek, což znamená, že

ze zbylých n−k závorek jsme vybrali a. Nejdř́ıve vybereme k závorek z celkového

počtu n. Toto lze učinit
(
n
k

)
zp̊usoby. Poté vybereme n−k závorek ze zbylých, což

lze provést jediným zp̊usobem. Odtud již plyne, že u sč́ıtance an−kbk je koeficient(
n
k

)
. T́ım je d̊ukaz ukončen. �

Speciálńı volbou a = b = 1 dostáváme identitu(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . .+

(
n

n

)
= 2n. (2)

Jestliže zvoĺıme a = 1 a b = −1 (nebo naopak), źıskáme daľśı d̊uležitou

identitu (
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− . . .+ (−1)n

(
n

n

)
= 0. (3)
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Sečteńım obou předchoźıch identit (2) a (3) potom dostáváme po snadné

úpravě identitu (
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+

(
n

6

)
+ . . . = 2n−1. (4)

Pokud od identity (2) odečteme identitu (3) a poté ji vynásob́ıme č́ıslem 1
2
,

źıskáme následuj́ıćı identitu(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+

(
n

7

)
+ . . . = 2n−1. (5)

Podobně z identit (4) a (5) plyne následuj́ıćı rovnost

(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+

(
n

6

)
+ . . . =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+

(
n

7

)
+ . . . .

Následuj́ıćı identity uvedeme bez d̊ukaz̊u, pouze s naznačeńım postup̊u d̊ukaz̊u.

Uvedené d̊ukazy je možno nalézt např. v [17] nebo v [6].

(
n

0

)
+

(
n

3

)
+

(
n

6

)
+ . . . =

1

3

(
2n + 2 cos

nπ

3

)
, (6)(

n

1

)
+

(
n

4

)
+

(
n

7

)
+ . . . =

1

3

(
2n + 2 cos

(n− 2)π

3

)
, (7)(

n

2

)
+

(
n

5

)
+

(
n

8

)
+ . . . =

1

3

(
2n + 2 cos

(n+ 2)π

3

)
. (8)

Ve všech třech d̊ukazech je vhodným zp̊usobem použita Moiverova věta, bi-

nomická věta a popř. také identita (2).

Věta 1.7 (Cauchyho kombinatorická formule)

Necht’ m,n ∈ Z+
0 . Pak pro libovolné k ∈ Z+

0 , k ≤ min{m,n} plat́ı

k∑
i=0

(
m

i

)(
n

k − i

)
=

(
m+ n

k

)
. (9)
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K dokázańı této věty využ́ıváme rovnost (1 + x)m · (1 + x)n = (1 + x)m+n, která

plat́ı pro všechna reálná č́ısla x a pro všechna celá nezáporná č́ısla m, n a dále

binomickou větu v binomických rozvoj́ıch výraz̊u (1 +x)m, (1 +x)n a (1 +x)m+n.

Speciálńı volbou parametr̊u m = n = k v Cauchyho kombinatorické for-

muli (9) dostaneme identitu

n∑
i=0

(
n

i

)2

=

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+

(
n

3

)2

+ . . .+

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
, (10)

kde n ∈ Z+
0 .

Věta 1.8

Pro libovolné n ∈ N plat́ı následuj́ıćı identita(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
+ . . .+ n

(
n

n

)
= n · 2n−1. (11)

D̊ukaz. Při d̊ukazu této identity (11) budeme využ́ıvat definice kombinačńıho č́ısla

a identitu (2). Plat́ı tak

(
n

1

)
+2 ·

(
n

2

)
+ 3 ·

(
n

3

)
+ . . .+ n ·

(
n

n

)
=

=
n!

1! · (n− 1)!
+ 2 · n!

2! · (n− 2)!
+ 3 · n!

3! · (n− 3)!
+ . . .+ n · n!

n! · (n− n)!
=

=
n(n− 1)!

0!(n− 1)!
+ 2 · n(n− 1)!

2![(n− 1)− 1]!
+ 3 · n(n− 1)!

3![(n− 1)− 2]!
+ . . .+

+n · n(n− 1)!

n![(n− 1)− n]!
= n

(
n− 1

0

)
+ n

(
n− 1

1

)
+ n

(
n− 1

2

)
+ . . .+

+n

(
n− 1

n− 1

)
= n

[(
n− 1

0

)
+

(
n− 1

1

)
+

(
n− 1

2

)
+ . . .+

(
n− 1

n− 1

)]
.

Podle formule (2) v́ıme, že(
n− 1

0

)
+

(
n− 1

1

)
+

(
n− 1

2

)
+ . . .+

(
n− 1

n− 1

)
= 2n−1.
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Plat́ı tedy rovnost

n

[(
n− 1

0

)
+

(
n− 1

1

)
+

(
n− 1

2

)
+ . . .+

(
n− 1

n− 1

)]
= n · 2n−1.

T́ım jsme dokázali danou identitu. �
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2 Princip inkluze a exkluze (a jeho aplikace)

V této kapitole se budeme detailně věnovat principu inkluze a exkluze, který

patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı kombinatorické principy. Jeho aplikace jsou využitelné

v řadě úloh školské matematiky. Dř́ıve, než přistouṕıme k popisu principu inkluze

a exkluze, budeme uvažovat se známou skutečnost́ı o sjednoceńıch a pr̊unićıch

konečných množin, tj. množin, které maj́ı konečný počet prvk̊u. To znamená,

že jsou bud’ prázdné nebo počet jejich prvk̊u lze vyjádřit přirozeným č́ıslem.

Nejjednodušš́ı př́ıpad, který má smysl uvažovat, jsou dvě množiny. Pro názornost

budeme už́ıvat známé Vennovy diagramy. Mějme dvě konečné množiny A,B (ne

nutně disjunktńı). Pro počet prvk̊u jejich sjednoceńı pak plat́ı (viz obrázek ńıže)

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Obrázek 1: Venn̊uv diagram pro 2 množiny

K d̊ukazu lze využ́ıt názorně obrázek 1.

V př́ıpadě tř́ı množin A,B,C je analogická formule jen o trochu složitěǰśı.

V tomto př́ıpadě plat́ı

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|,

což lze opět v tomto př́ıpadě poměrně snadno ověřit např. za použit́ı Vennova1

diagramu.

1John Venn, anglický matematik. Žil v letech 1834 – 1923.
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Obrázek 2: Venn̊uv diagram pro 3 množiny

Obrázek 3: Venn̊uv diagram pro 4 množiny

T́ımto zp̊usobem jsme źıskali prvotńı představu o tom, jakým zp̊usobem prin-

cip inkluze a exkluze funguje pro n = 2 a n = 3. Nyńı přistouṕıme k zobecněńı

výše uvedených dvou formuĺı pro sjednoceńı n konečných množin.

Věta 2.1 (princip inkluze a exkluze)

Necht’ Ai (i = 1, 2, . . . , n) jsou konečné množiny. Pak plat́ı

| A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =
n∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| − . . .+ (−1)n+1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An| =

14



=
∑

(−1)r+1|Aj1 ∩ Aj2 ∩ . . . ∩ Ajr|, (12)

kde se sč́ıtá přes všechny neprázdné podmnožiny {j1, j2, . . . , jr} indexové množiny

{1, 2, . . . , n}.

D̊ukaz. Mějmě libovolný prvek x ∈ A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An. Tento prvek je na levé

straně rovnice započ́ıtán právě jednou. Pro dokázáńı rovnosti muśıme ukázat,

že tento prvek je započten na pravé straně rovnice také právě jednou.

Necht’ k je počet množin z A1, A2, . . . , An, v nichž je x členem. Tedy k nabývá

hodnot od 1 do n. Pro každé l ∈ {1, 2, . . . , k} je prvek x započten v
(
k
l

)
sč́ıtanćıch,

což znamená, že prvek x je započten v
(
k
1

)
sč́ıtanćıch jednotlivých množin, v

(
k
2

)
sč́ıtanćıch pr̊unik̊u dvou množin atd., až v

(
k
k

)
sč́ıtanćıch pr̊uniku l množin.

Každý z těchto sč́ıtanc̊u bude započten se znaménkem (−1)l+1. Tedy x je na pravé

straně započteno (
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− . . .+ (−1)k+1

(
k

k

)
,

což s ohledem na kombinatorickou identitu (3), dává výsledek(
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− . . .+ (−1)k+1

(
k

k

)
=

(
k

0

)
= 1.

Ukázali jsme, že prvek x je na pravé straně rovnice započten také právě jednou

a t́ım je d̊ukaz uzavřen. �

V daľśı části uvedeme několik ilustrativńıch př́ıklad̊u, v nichž bude osvětlen

princip inkluze a exkluze při řešeńı úloh, které se mohou vyskytnout ve školské

praxi.

Př́ıklad 2.1

V odděleńı výzkumného ústavu pracuje několik osob, z nichž každá zná aspoň

jeden z těchto tř́ı světových jazyk̊u – angličtinu, němčinu nebo francouzštinu. Šest

osob ovládá angličtinu, šest němčinu a sedm francouzštinu. Čtyři osoby hovoř́ı
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anglicky i německy, tři osoby německy i francouzsky, dvě osoby francouzsky i an-

glicky, jeden pracovńık ovládá všechny tři uvedené jazyky.

a) Kolik osob pracuje v odděleńı?

b) Kolik z nich hovoř́ı pouze anglicky?

c) Kolik z nich hovoř́ı pouze francouzsky?

Řešeńı. Označ́ıme A množinu všech pracovńık̊u hovoř́ıćıch anglicky, F množinu

všech pracovńık̊u hovoř́ıćıch francouzsky aN množinu všech pracovńık̊u mluv́ıćıch

německy. Ze zadáńı je zřejmé, že anglicky umı́ 6 lid́ı, tedy |A| = 6, francouzsky

hovoř́ı 7 lid́ı, tedy |F | = 7 a německy hovoř́ı 6 lid́ı, tzn. |N | = 6. Dále v́ıme,

že |A∩F | = 2, |A∩N | = 4 a |F ∩N | = 3. Všemi třemi zmı́něnými jazyky hovoř́ı

jediný člověk, tzn. |A ∩ F ∩N | = 1.

ad a) Vyřeš́ıme pouhým dosazeńım do vzorce principu inkluze a exkluze, tedy

|A ∪ F ∪N | = |A|+ |F |+ |N | − |A ∩ F | − |A ∩N | − |F ∩N |+

+ |A ∩ F ∩N | = 6 + 7 + 6− 2− 4− 3 + 1 = 11.

Závěr. V odděleńı pracuje 11 osob.

ad b) Od počtu lid́ı, kteř́ı mluv́ı anglicky, odečteme počet lid́ı, kteř́ı mluv́ı dvěma

jazyky, tedy kromě angličtiny i němčinou nebo francouzštinou. Odečetli

jsme tak dvakrát počet lid́ı mluv́ıćıch všemi třemi jazyky, avšak tento počet

je třeba ještě jednou znovu přič́ıst. Výsledný počet pak źıskáme následuj́ıćım

zp̊usobem

|A| − |A ∩ F | − |A ∩N |+ |A ∩ F ∩N | = 6− 2− 4 + 1 = 1.

Závěr. Z těchto 11 osob mluv́ı 1 osoba pouze anglicky.

ad c) Vypoč́ıtáme stejným zp̊usobem jako část b), pouze zaměńıme francouzštinu

za angličtinu, tedy

|F | − |A ∩ F | − |F ∩N |+ |A ∩ F ∩N | = 7− 2− 3 + 1 = 3.
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Závěr. Z těchto 11 osob mluv́ı 3 osoby pouze francouzsky.

Uvažujme konečnou množinu U i s podmnožinami A1, A2, . . . , An. Necht’ počet

prvk̊u množiny U je m (|U | = m). Doplněk množiny A1∪A2∪ . . .∪An v množině

U budeme značit (A1∪A2∪ . . .∪An)′. Počet prvk̊u množiny (A1∪A2∪ . . .∪An)′

źıskáme z rovnice

|(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An)′| = |U\(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An)| =

= m− |A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =

= m−
n∑
i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj| − . . .+

+(−1)n+1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An| = m0.

O znaménku u posledńıho členu rozhoduje zda je n liché nebo sudé, pro n liché

jej započteme s kladným znaménkem a pro n sudé zase se znaménkem záporným.

Př́ıklad 2.2

Je dána množina A = {1, 2, 3, . . . , 1000}. Určete počet všech přirozených č́ısel

této množiny, která

a) jsou dělitelná současně prvoč́ısly 2, 5 a 7,

b) nejsou dělitelná současně prvoč́ısly 2, 3 a 5.

Řešeńı.

ad a) Nejprve si urč́ıme podmnožiny

Am = {x ∈ A |m děĺı č́ıslox}.

Potřebujeme určit |A2∪A5∪A7|. Abychom mohli už́ıt (12), muśıme nejdř́ıve

vypoč́ıtat velikosti A2, A5 a A7 a velikosti jejich pr̊unik̊u, což źıskáme t́ım,

že č́ıslo 1000 děĺıme př́ıslušným m a z výsledku poté stanov́ıme dolńı celou
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část.

Pro m = 2, |A2| =
⌊

1000

2

⌋
= 500.

Pro m = 5, |A5| =
⌊

1000

5

⌋
= 200.

Pro m = 7, |A7| =
⌊

1000

7

⌋
= 142.

Pro součin právě dvou dělitel̊u z množiny {2, 5, 7} plat́ı:

Pokud m = 2 · 5 = 10, |A2 ∩ A5| =
⌊

1000

10

⌋
= 100.

Pokud m = 2 · 7 = 14, |A2 ∩ A7| =
⌊

1000

14

⌋
= 71.

Pokud m = 5 · 7 = 35, |A5 ∩ A7| =
⌊

1000

35

⌋
= 28.

A nakonec pro součin všech tř́ı dělitel̊u, tj. 2 · 5 · 7 = 70 plat́ı

m = 2 · 5 · 7 = 70, |A2 ∩ A5 ∩ A7| =
⌊

1000

70

⌋
= 14.

Nyńı podle (12)

| A2 ∪ A5 ∪ A7| = |A2|+ |A5|+ |A7| − |A2 ∩ A5| − |A2 ∩ A7| −

−|A5 ∩ A7|+ |A2 ∩ A5 ∩ A7| = 500 + 200 + 142− 100− 71− 28 + 14 =

= 657.

Závěr. Počet celých č́ısel z množiny A, která jsou dělitelná 2, 5 nebo 7 je roven

657.

ad b) V tomto př́ıpadu opět označ́ıme

Am = {x ∈ A |m děĺı č́ıslox},

množinu č́ısel z množiny A, která jsou dělitelná m a budeme poč́ıtat

s množinou A′m. Potřebujeme vypoč́ıtat hodnotu |A2
′∩A3

′∩A5
′|, toto lze

s využit́ım De Morganova zákonu přepsat následovně

A2
′ ∩ A3

′ ∩ A5
′ = (A2 ∪ A3 ∪ A5)′.
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Tedy potřebujeme vypoč́ıtat

|A2
′ ∩ A3

′ ∩ A5
′| = |(A2 ∪ A3 ∪ A5)′| = |A| − |A2 ∪ A3 ∪ A5|. (13)

T́ımto jsme opět došli k tomu, že potřebujeme spoč́ıst velikost A2, A3, A5

i s jejich pr̊uniky.

Pro m = 2, |A2| =
⌊

1000

2

⌋
= 500.

Pro m = 3, |A3| =
⌊

1000

3

⌋
= 333.

Pro m = 5, |A5| =
⌊

1000

5

⌋
= 200.

Pro součin právě dvou dělitel̊u z množiny {2, 3, 5} pak plat́ı:

Pokud m = 2 · 3 = 6, |A2 ∩ A3| =
⌊

1000

6

⌋
= 166.

Pokud m = 2 · 5 = 10, |A2 ∩ A5| =
⌊

1000

10

⌋
= 100.

Pokud m = 3 · 5 = 15, |A3 ∩ A5| =
⌊

1000

15

⌋
= 66.

A nakonec pro součin všech tř́ı dělitel̊u, tedy 2 · 3 · 5 = 30 plat́ı

m = 2 · 3 · 5 = 30, |A2 ∩ A3 ∩ A5| =
⌊

1000

30

⌋
= 33.

Po dosazeńı do formule (13)

(|A2 ∪ A3 ∪ A5|)′ = |A| − |A2 ∪ A3 ∪ A5| =

= |A| − (|A2|+ |A3|+ |A5| − |A6| − |A10| − |A15|+ |A30|) =

= 1000− (500 + 333 + 200− 166− 100− 66 + 33) = 266.

Závěr. Mezi celými č́ısly 1 až 1000 je 266 č́ısel, která nejsou dělitelná žádným

z č́ısel 2, 3 a 5.

Př́ıklad 2.3

V atletickém klubu trénuje 67 osob; 47 z nich běh, 35 skok daleký a 20 hod
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kouĺı, 23 atlet̊u trénuje běh i skok daleký, 12 osob běh i hod kouĺı a 11 svěřenc̊u

navštěvuje skok daleký i hod kouĺı. Všechny tři discipĺıny pěstuje 5 osob. Určete,

kolik osob nepěstuje žádnou z těchto discipĺın.

Řešeńı. Označ́ıme A množinu všech osob, které trénuj́ı v atletickém klubu,

B množinu všech osob, které běhaj́ı, S množinu všech osob, které jsou zaměřené

na skok daleký a H množinu všech osob, které háźı kouĺı. Nejprve spoč́ıtáme, kolik

osob trénuje všechny tři discipĺıny a poté k tomuto výsledku dopoč́ıtáme doplněk.

Za použit́ı principu inkluze a exkluze urč́ıme velikost sjednoceńı B ∪ H ∪ S. Ze

zadáńı v́ıme, že počet osob trénuj́ıćıch běh je 47 (|B| = 47), počet osob trénuj́ıćıch

hod kouĺı je 20 (|H| = 20) a počet osob trénuj́ıćıch skok daleký je 35 (|S| = 35).

Počet osob, které se zabývaj́ı alespoň dvěmi z těchto discipĺın, je pro běh i hod

kouĺı roven 12 (|B ∩H| = 12). Běh i skok daleký trénuje 23 osob (|B ∩ S| = 23)

a skokem dalekým s hodem kouĺı se zabývá 11 osob. (|H ∩S| = 11). Všechny tři

discipĺıny provozuje 5 osob (|B ∩H ∩ S| = 5). Tedy

|B ∪H ∪ S| = |B|+ |H|+ |S| − |B ∩H| − |B ∩ S| − |H ∩ S|+ |B ∩H ∩ S| =

= 47 + 20 + 35− 12− 23− 11 + 5 = 61.

Máme spočteno, kolik osob trénuje aspoň jednu z discipĺın. Nyńı pomoćı doplňku

vypočteme, kolik osob netrénuje žádnou z nich.

|A\(B ∪H ∪ S)| = 67− |B ∪H ∪ S| = 67− 61 = 6.

Závěr. Počet osob atletického klubu, které netrénuj́ı žádnou z těchto discipĺın, je

roven 6.

V daľśı části této kapitoly poṕı̌seme speciálńı př́ıpad principu inkluze a exkluze

včetně jeho aplikaćı. V některých př́ıpadech, kdy jsou si všechny, z
(
n
k

)
sč́ıtanc̊u

k-prvkových podmnožin pr̊unik̊u rovny, lze princip inkluze a exkluze zjednodušit

následuj́ıćım zp̊usobem.

Uvažujme formuli (12). Necht’ každý z
(
n
k

)
sč́ıtanc̊u tvaru |Al1 ∩Al2 ∩ . . .∩Alk |

má stejnou hodnotu. Označme |Al1 ∩ Al2 ∩ . . . ∩ Alk | = ak. Pro každé přirozené
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č́ıslo k z intervalu 〈1, n〉 potom plat́ı podle principu inkluze a exkluze

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =

(
n

1

)
a1 −

(
n

2

)
a2 +

(
n

3

)
a3 − . . .+

+ (−1)n+1

(
n

n

)
an =

∑
(−1)k+1

(
n

k

)
ak. (14)

V daľśı části ukážeme některé konkrétńı aplikace speciálńıho principu inkluze

a exkluze při řešeńı praktických úloh.

Př́ıklad 2.4

Určete počet všech variaćı s opakováńım k-té tř́ıdy z dané n-prvkové množiny,

v nichž je každý prvek této množiny zastoupen alespoň jednou.

Řešeńı. Počet hledaných variaćı označ́ıme V ∗k (n). Mějme množinu

P = {p1, p2, . . . , pn}. Pro k < n, je počet hledaných variaćı roven nule. Zaměř́ıme

se tedy na př́ıpad, kdy k ≥ n, a označme Ai (i = 1, 2, . . . , n) množinu všech

k-prvkových variaćı s opakováńım, které neobsahuj́ı prvek ai. Odtud vid́ıme, že

plat́ı

V ∗k (n) = V
′

k (n)− |A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| = nk − |A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An|. (15)

Je-li ∅ 6= {j1, j2, . . . , jr} ⊂ {1, 2, . . . , n}, pak množina Aj1∩Aj2∩. . .∩Ajr zahrnuje

všechny variace, v nichž se nevyskytuje žádný z r zvolených prvk̊u množiny M .

Plat́ı tedy

|Aj1 ∩ Aj2 ∩ . . . ∩ Ajr | = mr = (n− r)k,

což po dosazeńı do (14) vede k rovnici

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =
n∑
r=1

(−1)r+1

(
n

r

)
(n− r)k.

Po dosazeńı do (15) pak dostaneme

V ∗k (n) = nk −
n∑
r=1

(−1)r+1

(
n

r

)
(n− r)k =

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
(n− r)k. (16)
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Pro k < n, můžeme provést tutéž úpravu. Nyńı máme V ∗k (n) = 0, v tomto př́ıpadě

dostaneme identitu
n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
(n− r)k = 0.

Princip inkluze a exkluze můžeme kromě kombinatoriky využ́ıt i v jiných

odvětv́ıch matematiky, jako je např́ıklad teorie č́ısel, kde jej můžeme použ́ıt

k odvozeńı tzv. Eulerovy funkce. Tato funkce nám udává počet všech přirozených

č́ısel menš́ıch než n, která jsou s n nesoudělná. Znač́ıme ji ϕ(n). Pro přirozené

č́ıslo jedna klademe ϕ(1) = 1 (to znamená, že č́ıslo 1 považujeme za nesoudělné

s každým přirozeným č́ıslem).

Věta 2.2

Necht’ n je libovolné přirozené č́ıslo, n ≥ 2 a také n = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k je rozklad

č́ısla n na prvočinitele. Pak plat́ı

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Důkaz tohoto tvrzeńı zde uvádět nebudeme, je uveden např́ıklad v [17].

Při řešeńı následuj́ıćı úlohy budeme využ́ıvat pojem permutace dané n prvkové

množiny a základńı vlastnosti pevného bodu permutace. Z tohotu d̊uvodu uvedeme

definice uvedených pojmů a některé jejich základńı vlastnosti.

Definice 2.3

Necht’ n ∈ N a necht’ A je konečná n-prvková množina. Pak všechny n-prvkové

variace (uspořádané n-tice z n prvk̊u) z n-prvkové množiny A budeme nazývat

permutace.

Věta 2.4

Označ́ıme-li P (n) počet všech permutaćı z n prvkové množiny A, pak plat́ı

P (n) = Vn(n) =
n!

(n− n)!
=
n!

0!
=
n!

1
= n!.
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D̊ukaz. Důkaz je triviálńı, viz např. [3]

Definice 2.5

Necht’ A je konečná n-prvková množina, dále necht’ f : A → A je permutace

množiny A. Prvek a ∈ A nazveme pevným bodem permutace f , právě když plat́ı

f(a) = a.

Př́ıklad 2.5

Roztržitý pošt’ák má doručit n dopis̊u na n r̊uzných adres. Kolika zp̊usoby

může doručit poštu tak, aby každý dopis doručil na jinou adresu a žádný z dopis̊u

nebyl doručen na tu správnou?

Řešeńı. Nejdř́ıve potřebujeme zjistit počet permutaćı, které neobsahuj́ı pevné

body. Toto č́ıslo označ́ıme Pn.

Označ́ıme si Xi množinu všech permutaćı, které maj́ı na i-té pozici pevný bod.

Počet prvk̊u Xi, lze snadno spoč́ıtat, je jich přesně (n − 1)!. Dále v́ıme, že

Xi1 ∩Xi2 ∩ . . .∩Xik je množina všech permutaćı, které maj́ı na ij-té pozici pevný

bod ∀j ∈ {1, 2, . . . , k}. Počet těchto permutaćı lze opět snadno zjistit. Plat́ı, že

|Xi1 ∩ Xi2 ∩ . . . ∩ Xik | = (n − k)!. Počet zp̊usob̊u, kterými lze vybrat těchto

k množin, je roven kombinačńımu č́ıslu
(
n
k

)
. Nyńı si uvědomme, co reprezentuje

množina X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xn. Tato množina obsahuje všechny permutace, které

maj́ı aspoň jeden pevný bod. Počet jejich prvk̊u źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem

užit́ım principu inkluze a exkluze

|X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn| =
∑

(−1)k−1|Xi1 ∩Xi2 ∩ . . . ∩Xik |,

kde se sč́ıtá přes všechny neprázdné podmnožiny {i1, i2, . . . , ik} indexové množiny

{1, 2, . . . , n}.

n!− Pn =
n∑
k=1

(−1)k−1(n− k)!

(
n

k

)
.

Tedy
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Pn = n!−
n∑
k=1

(−1)k−1n!

k!
=

= n!

(
1

0!
− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)n

1

n!

)
=

= n!

(
1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)n

1

n!

)
= n!

n∑
k=2

(−1)k

k!
.

V posledńı části této kapitoly uvedeme několik složitěǰśıch př́ıklad̊u na aplikaci

principu inkluze a exkluze.

Př́ıklad 2.6

Kolika zp̊usoby můžeme vybrat z klasického karetńıho baĺıčku padesáti dvou

karet pět karet tak, abychom měli aspoň jednu kartu z každé barvy?

Řešeńı. Nejprve označme U množinu všech možných kombinaćı. Dále si označme

♣ množinu karet neobsahuj́ıćıch kř́ıže, ♠ množinu všech karet neobsahuj́ıćıch

piky, ♥ množinu všech karet neobsahuj́ıćıch srdce a ♦ množinu všech karet neob-

sahuj́ıćıch kára. Počet kombinaćı, které obsahuje množina U , je roven
(

52
5

)
. Pro

množiny ♣, ♠, ♥ a ♦ již nevyb́ıráme z 52 karet, ale pouze z 52− 13 = 39 karet,

protože neobsahuj́ı jednu barvu. Tedy počet kombinaćı je roven
(

39
5

)
pro každou

z těchto množin (|♣| = |♠| = |♥| = |♦| =
(

39
5

)
). Pro pr̊uniky libovolných dvou

z těchto množin se počet karet, z nichž vyb́ıráme, sńıž́ı o daľśıch 13. Tedy počet

kombinaćı v jejich pr̊uniku je roven
(

26
5

)
(|♣∩♠| = |♣∩♥| = |♣∩♦| = |♠∩♥| =

|♠∩♦| = |♥∩♦| =
(

26
5

)
). Podobně pro pr̊unik tř́ı z těchto množin je počet těchto

kombinaćı
(

13
5

)
(|♣∩♠∩♥| = |♣∩♠∩♦| = |♣∩♥∩♦| = |♠∩♥∩♦| =

(
13
5

)
). Je

nemožné vynechat všechny čtyři barvy, tedy♣∩♠∩♥∩♦ = ∅ (|♣∩♠∩♥∩♦| = 0).

S využit́ım speciálńıho principu inkluze a exkluze a doplňku množiny♣∪♠∪♥∪♦

v množině U dostaneme

|( ♣ ∪♠ ∪♥ ∪♦)′| = |U | − |(♣ ∪♠ ∪♥ ∪♦)| =

=

(
52

5

)
−
(

4

1

)
·
(

39

5

)
+

(
4

2

)
·
(

26

5

)
−
(

4

3

)
·
(

13

5

)
+

(
4

4

)
· 0 =
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=
52!

5! · 47!
− 4!

1! · 3!
· 39!

5! · 34!
+

4!

2! · 2!
· 26!

5! · 21!
− 4!

3! · 1!
· 13!

5! · 8!
+

4!

4! · 0!
· 0 =

= 2598960− 2303028 + 394680− 5148 = 685464.

Závěr. Z klasického baĺıčku padesáti dvou karet lze vybrat 5 karet tak, aby karta

každé barvy byla zastoupena alespoň jednou, 685 464 zp̊usoby.

Př́ıklad 2.7

Petr chce umı́stit pět rozd́ılných sladkost́ı do tř́ı r̊uzných kapes tak, aby měl

všechny tři plné. Kolika zp̊usoby to může udělat?

Řešeńı. V tomto př́ıkladu využijeme výsledku z př́ıkladu 2.4. Vı́me, že pět slad-

kost́ı můžeme do tř́ı kapes umı́stit 35 zp̊usoby. Nyńı si muśıme uvědomit, že tento

počet zahrnuje i možnosti, kdy jsou jedna nebo dvě kapsy prázdné. Výsledný

počet zp̊usob̊u, kterými může Petr kapsy zaplnit sladkostmi označ́ıme Kv.

S využit́ım vztahu (16) dostaneme

Kv =
3∑
r=0

(−1)r
(

3

r

)
(3− r)5 =

=

(
3

0

)
(3− 0)5 −

(
3

1

)
(3− 1)5 +

(
3

2

)
(3− 2)5 −

(
3

3

)
(3− 3)5 =

=
3!

0! · 3!
· 35 − 3!

1! · 2!
· 25 +

3!

2! · 1!
· 15 − 3!

3! · 0!
· 0 =

= 35 − 3 · 25 + 3 · 1− 0 = 243− 96 + 3 = 150.

Závěr. Petr může sladkosti do kapes umı́stit 150 zp̊usoby.

Př́ıklad 2.8

Určete počet prvoč́ısel, které jsou menš́ı nebo rovna č́ıslu 111.

Řešeńı. Máme danou množinu A = {1, 2, 3, . . . , 111}. Necht’ z je složené č́ıslo

(č́ıslo 1 nepovažujeme ani za prvoč́ıslo, ani za č́ıslo složené) z množiny A.
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Pokud je přirozené č́ıslo y dělitelem z, potom x · y = z ≤ 111, kde x je také

přirozené č́ıslo. Jedno z č́ısel x nebo y je tedy menš́ı než
⌊√

111
⌋
, což je rovno

10. Všechna složená č́ısla množiny A jsou dělitelná aspoň jedńım z prvoč́ısel 2,

3, 5 a 7. Označme Ax = {z ∈ A |x děĺı č́ıslo z}, množinu č́ısel z množiny A,

která jsou dělitelná x a budeme poč́ıtat s množinou Ax. Dále je nutno stanovit

|A2∪A3∪A5∪A7|. Abychom mohli už́ıt (12), muśıme nejdř́ıve vypoč́ıtat velikosti

A2, A3, A5 a A7 a velikosti jejich pr̊unik̊u, což źıskáme t́ım, že č́ıslo 111 děĺıme

př́ıslušným x a z nalezeného výsledku urč́ıme dolńı celou část.

Pro m = 2, |A2| =
⌊

111

2

⌋
= 55.

Pro m = 3, |A3| =
⌊

111

3

⌋
= 37.

Pro m = 5, |A5| =
⌊

111

5

⌋
= 22.

Pro m = 7, |A7| =
⌊

111

7

⌋
= 15.

Pro součin právě dvou dělitel̊u z množiny {2, 3, 5, 7} plat́ı:

Pokud m = 2 · 3 = 6, |A2 ∩ A3| =
⌊

111

6

⌋
= 18.

Pokud m = 2 · 5 = 10, |A2 ∩ A5| =
⌊

111

10

⌋
= 11.

Pokud m = 2 · 7 = 14, |A2 ∩ A7| =
⌊

111

14

⌋
= 7.

Pokud m = 3 · 5 = 15, |A3 ∩ A5| =
⌊

111

15

⌋
= 7.

Pokud m = 3 · 7 = 21, |A3 ∩ A7| =
⌊

111

21

⌋
= 5.

Pokud m = 5 · 7 = 35, |A5 ∩ A7| =
⌊

1000

35

⌋
= 3.

Pro součin právě tř́ı dělitel̊u z množiny {2, 3, 5, 7} plat́ı

m = 2 · 3 · 5 = 30, |A2 ∩ A3 ∩ A5| =
⌊

111

30

⌋
= 3,
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m = 2 · 3 · 7 = 42, |A2 ∩ A3 ∩ A7| =
⌊

111

42

⌋
= 2,

m = 2 · 5 · 7 = 70, |A2 ∩ A5 ∩ A7| =
⌊

111

70

⌋
= 1,

m = 3 · 5 · 7 = 105, |A3 ∩ A5 ∩ A7| =
⌊

111

105

⌋
= 1.

Nakonec pro součin všech čtyř dělitel̊u, tedy 2 · 3 · 5 = 30 plat́ı

m = 2 · 3 · 5 · 7 = 210, |A2 ∩ A3 ∩ A5 ∩ A7| =
⌊

111

210

⌋
= 0.

Nyńı podle (12)

| A2 ∪ A3 ∪ A5 ∪ A7| = |A2|+ |A3|+ |A5|+ |A7| − |A2 ∩ A3| − |A2 ∩ A5| −

− |A2 ∩ A7| − |A3 ∩ A5| − |A3 ∩ A7| − |A5 ∩ A7|+ |A2 ∩ A3 ∩ A5|+

+ |A2 ∩ A3 ∩ A7|+ |A2 ∩ A5 ∩ A7|+ |A3 ∩ A5 ∩ A7|+ |A2 ∩ A3 ∩ A5 ∩ A7| =

= 55 + 37 + 22 + 15− 18− 11− 7− 7− 5− 3 + 3 + 2 + 1 + 1− 0 = 85.

T́ımto jsme źıskali počet složených č́ısel množiny A. Počet prvoč́ısel źıskáme

z následuj́ıćı rovnice 111− 1− 85 + 4 = 29.

Závěr. Počet prvoč́ısel, které jsou menš́ı nebo rovna než 111, je 29.

Př́ıklad 2.9

Je dán čtverec složený z dev́ıti menš́ıch stejně velkých čtverc̊u. Každý z těchto

menš́ıch čtvec̊u je bud’ zelený nebo žlutý. Každý z nich je se stejnou pravděpodob-

nost́ı bude bud’ žlutý, nebo zelený. Jaká je pravděpodobnost, že v tomto čtverci

3× 3 nebude obsažen žádný zelený čtverec 2× 2?

Řešeńı. Nejprve spoč́ıtáme pravděpodobnost, že bude aspoň jeden čtverec 2× 2

zelený. Označme si A možnost, že je levý horńı čtverec 2× 2 zelený, B možnost,

že je pravý horńı čtverec 2× 2 zelený, C možnost, že je levý dolńı čtverec 2× 2

zelený a D možnost, že je pravý dolńı čtverec 2 × 2 také zelený. Dále necht’

p(X) je pravděpodobnost, že nastane možnost X. Nyńı užijeme princip inkluze

a exkluze, abychom zjistili, s jakou pravděpodobnost́ı bude aspoň jeden čtverec

2× 2 zelený.
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p(A) ∪ p(B) ∪ p(C) ∪ p(D) = p(A) + p(B) + p(C) + p(D)−

−p(A ∩B)− p(A ∩ C)− p(A ∩D)− p(B ∩ C)− p(B ∩D)− p(C ∩D) +

+p(A ∩B ∩ C) + p(A ∩B ∩D) + p(A ∩ C ∩D) + p(B ∩ C ∩D)−

−p(A ∩B ∩ C ∩D) =

(
1

2

)4

+

(
1

2

)4

+

(
1

2

)4

+

(
1

2

)4

−
(

1

2

)6

−
(

1

2

)6

−

−
(

1

2

)7

−
(

1

2

)7

−
(

1

2

)6

−
(

1

2

)6

+

(
1

2

)8

+

(
1

2

)8

+

(
1

2

)8

+

(
1

2

)8

−

−
(

1

2

)9

=
4

16
− 4

64
− 2

128
+

4

256
− 1

512
=

95

512

Pravděpodobnost, že bude aspoň jeden čtverec 2×2 zelený je 95
512

. Nyńı dopoč́ıtáme

pravděpodobnost, že nebude žádný čtverec 2× 2 zelený z rovnice

1− p(A) ∪ p(B) ∪ p(C) ∪ p(D) = 1− 95

512
=

417

512
.

Závěr. Pravděpodobnost, že nebude žadný čtverec 2× 2 zelený je 417
512

.

Př́ıklad 2.10

Je dán kvádr o rozměrech 150 × 324 × 375, který je tvořen krychličkami

o rozměrech 1× 1× 1. Kolik těchto krychliček protne tělesová úhlopř́ıčka?

Řešeńı. Označme v tomto kvádru š́ı̌rku h (h = 150), délku d (d = 324) a výšku

v (v = 375). Nejprve si jeden vrchol urč́ıme za počátek O (O[0; 0; 0]) a vrchol
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od něj nejvzdáleněǰśı jako Z (Z[150; 324; 375]). Spojnice vrchol̊u O, Z je tělesová

úhlopř́ıčka tohoto kvádru. Mějme také bod X (X[x; y; z]), což je libovolný bod

úhlopř́ıčky OZ. Pro souřadnice tohoto bodu plat́ı:

i) Právě jedna ze souřadnic x, y nebo z je přirozené č́ıslo právě, když bod

X lež́ı ve stěně některé krychličky.

ii) Právě dvě ze souřadnic x, y nebo z jsou přirozená č́ısla pravě, když bod

X lež́ı na hraně jedné z těchto krychliček.

iii) Všechny souřadnice x, y a z jsou přirozená č́ısla právě, když bod X je

vrcholem některé krychličky.

Vı́me, že bodX se pohybuje libovolně po diagonáleOZ. Nyńı již také v́ıme, že bod

X opoušt́ı vnitřńı oblast krychličky, když aspoň jedna ze souřadnic

x, y, z je přirozené č́ıslo. Dı́ky tomuto v́ıme, že počet krychliček, jimiž úhlopř́ıčka

procháźı, je roven počtu bod̊u na úhlopř́ıčce s aspoň jednou kladnou celoč́ıselnou

souřadnićı. Body s kladnou celoč́ıselnou souřadnićı na úsečce OZ jsou ve tvaru

X = (hp; dp; vp), kde p ∈ 〈0, 1〉.

Nyńı si opět muśıme uvědomit:

i) Prvńı souřadnice hp bude přirozené č́ıslo, když p =
s

h
, kde s = 1, 2, . . . , h,

neboli s nabývá h r̊uzných hodnot .

ii) Druhá souřadnice dp bude přirozené č́ıslo, když p =
s

d
, kde s = 1, 2, . . . , d,

neboli s nabývá d r̊uzných hodnot .

iii) Třet́ı souřadnice vp bude přirozené č́ıslo, když p =
s

v
, kde s = 1, 2, . . . , v,

neboli s nabývá v r̊uzných hodnot .

Součet h + d + v započ́ıtává dvakrát body se dvěmi celoč́ıselnými souřadnicemi

a třikrát body se všemi třemi celoč́ıselnými souřadnicemi. Prvńı dvě souřadnice

budou přirozená č́ısla právě, když p =
r

NSD(h, v)
, kde r je přirozené č́ıslo
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mezi 1 a NSD(h, d) včetně. Podobně prvńı a třet́ı souřadnice bude přirozené č́ıslo

právě, když p =
r

NSD(h, v)
, kde 1 ≤ r ≤ NSD(h, v) a druhá a třet́ı souřadnice

bude kladné celé č́ıslo právě, když p =
r

NSD(d, v)
, kde 1 ≤ r ≤ NSD(d, v).

Všechny tři souřadnice budou přirozená č́ısla, pokud p =
r

NSD(h, d, v)
, kde

1 ≤ r ≤ NSD(h, d, v). Nyńı vypočteme všechny zmı́něné největš́ı společné dělitele.

Nejjednodušš́ım zp̊usobem, jak tato č́ısla źıskat, je rozložeńım č́ısel odpov́ıdaj́ıćıch

š́ı̌rce, délce a výšce na prvoč́ısla a vybrat společná prvoč́ısla s nejvyšš́ı společnou

mocninou. Tedy

• 150 = 2 · 3 · 5 · 5 = 2 · 3 · 52,

• 324 = 2 · 2 · 3 · 3 · 3 · 3 = 22 · 34,

• 375 = 3 · 5 · 5 · 5 = 3 · 53.

Odtud

• NSD(h, d) = 2 · 3 = 6,

• NSD(h, v) = 3 · 52 = 75,

• NSD(d, v) = 3,

• NSD(h, d, v) = 3.

V této chv́ıli užit́ım principu inkluze a exkluze vypočteme, kolik existuje na

tělesové úhlopř́ıčce bod̊u s aspoň jednou kladnou celoč́ıselnou souřadnićı. Toto

č́ıslo odpov́ıdá počtu krychliček, jimiž tato úhlopř́ıčka procháźı.

počet krychliček = h+ d+ v − NSD(h, d)− NSD(h, v)− NSD(d, v) +

+NSD(h, d, v) = 150 + 324 + 375− 6− 75− 3 + 3 = 768

Závěr. Tělesová úhlopř́ıčka kvádru o rozměrech 150× 324× 375 složeného z kry-

chliček o rozměrech 1× 1× 1 procháźı 768 těmito krychličkami.
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Př́ıklad 2.11

Jsou dány konečné množiny A a B, kde a je počet prvk̊u množiny A a b je

počet prvk̊u množiny B, kde a ≥ b. Určete počet sA,B všech surjektivńıch zo-

brazeńı f : A→ B.

Řešeńı. Necht’ B = {1, 2, . . . , b}, dále necht’ BA označuje množinu všech zobrazeńı

f : A → B. Označme Bi pro každé i takové, že 1 ≤ i ≤ b množinu zobrazeńı

f : A→ B, takovou, že i /∈ f(A). Množina surjektivńıch zobrazeńı f : A→ B je

tedy

BA\(B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bb).

Vid́ıme, že |BA| = ba, |Bi| = (b−1)a, |Bi∩Bj| = (b−2)a, |Bi∩Bj∩Bk| = (b−3)a,

a tak dále. Užit́ım speciálńıho př́ıpadu principu inkluze a exkluze dostaneme

sA,B = ba −
(
b

1

)
(b− 1)a +

(
b

2

)
(b− 2)a −

(
b

3

)
(b− 3)a + . . .+

+(−1)b
(
b

b

)
(b− b)a =

(
b

0

)
ba −

(
b

1

)
(b− 1)a +

(
b

2

)
(b− 2)a −

−
(
b

3

)
(b− 3)a + . . .+ (−1)b

(
b

b

)
(b− b)a =

b∑
i=0

(−1)i
(
b

i

)
(b− i)a.

Surjektivńı zobrazeńı f : A→ B jsou přesně ty bijektivńı, pro a = b. Tedy počet

takových zobrazeńı je přesně a!. Když a < b, pak neexistuje žádné surjektivńı

zobrazeńı f : A→ B. T́ımto jsme źıskali tzv. Eulerovu identitu

sA,B =
b∑
i=0

(−1)i
(
b

i

)
(b− i)a =

{
a! pro a = b,

0 pro a < b.

Závěr. Počet surjektivńıch funkćı f : A→ B je roven sA,B =

{
a! pro a = b,

0 pro a < b.

Př́ıklad 2.12

Najděte počet celoč́ıselných řešeńı rovnice a1 + a2 + a3 = 24 s podmı́nkami,

že 1 ≤ a1 ≤ 5, 12 ≤ a2 ≤ 18 a −1 ≤ a3 ≤ 12.
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Řešeńı. Označme b1 = a1−1, b2 = a2−12 a b3 = a3+1. Z těchto rovnic vyjádř́ıme

a1, a2 a a3, ty dosad́ıme do rovnice ze zadáńı. Źıskáme rovnici b1 + b2 + b3 = 12.

Nyńı chceme źıskat nezáporná celoč́ıselná řešeńı s podmı́nkami b1 ≤ 4, b2 ≤ 6

a b3 ≤ 13. Dále necht’ A, B a C v tomto pořad́ı jsou množiny všech řešeńı

(b1, b2, b3) taková, že b1 > 4, b2 > 6 a b3 > 13. Dále

• A ∩B je množina řešeńı, kde b1 > 4 a b2 > 6,

• A ∩ C je množina řešeńı, kde b1 > 4 a b3 > 13,

• B ∩ C je množina řešeńı, kde b2 > 6 a b3 > 13,

• A ∩B ∩ C je množina řešeńı, kde b1 > 4, b2 > 6 a b3 > 13.

Počet nezáporných celoč́ıselných řešeńı rovnice b1 + b2 + b3 = 12 je roven

k =
(

3−1+12
12

)
= 14!

12!·(14−12)!
= 14·13

2
= 91. Dále

• |A| =
(

3− 1 + 7

7

)
=

9!

7! · 2!
=

9 · 8
2

= 36,

• |B| =
(

3− 1 + 5

5

)
=

7!

5! · 2!
=

7 · 6
2

= 21,

• |C| = 0,

• |A ∩B| =
(

3− 1 + 0

0

)
=

2!

0! · 2!
=

2

2
= 1,

• |A ∩ C| = 0,

• |B ∩ C| = 0,

• |A ∩B ∩ C| = 0.

Užit́ım principu inkluze a exkluze dostaneme

|(A ∪B ∪ C)′| = 91− (|A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+

+|A ∩B ∩ C| = 91− 36− 21− 0 + 1 + 0 + 0− 0 = 35.

Závěr. Počet celoč́ıselných řešeńı rovnice a1 + a2 + a3 = 24 je roven 35.
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Př́ıklad 2.13

Najděte počet zp̊usob̊u, kterými dojdeme z bodu O[0; 0] do bodu C[9; 6] tak,

aby cesta neprocházela mı́sty X[3; 3] a Y [6; 4]. Je povoleno pohybovat se pouze

v kladném směru osy x a y (to znamená doprava nebo nahoru), a to vždy jen

o jeden krok.

Řešeńı. Budeme vycházet z předpokladu, že v poli o š́ı̌rce a a výšce b dojdeme

z levého dolńıho rohu do pravého horńıho rohu po a+ b kroćıch. Množinu všech

těchto cest označ́ıme U0(a, b) a jej́ı počet je roven |U0(a, b)| =
(
a+b
b

)
. V našem

př́ıpadě budeme v závorce mı́sto vzdálenosti uvádět body odkud kam potřebujeme

doj́ıt. Počet všech možných cest z mı́sta O do mı́sta C je roven

|U0(O,C)| =
(

9 + 6

9

)
=

15!

6! · 9!
= 5005.

Nyńı spoč́ıtáme cesty, které procházej́ı bud’ přes bod X nebo Y , nebo oběma

těmito body,

|U(O,X,C)| =
(

3 + 3

3

)
·
(

6 + 3

6

)
=

6!

3! · 3!
· 9!

6! · 3!
= 20 · 84 = 1680,

|U(O, Y, C)| =
(

6 + 4

6

)
·
(

3 + 2

3

)
=

10!

6! · 4!
· 5!

3! · 2!
= 210 · 10 = 2100,
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|U(O,X, Y, C)| =

(
3 + 3

3

)
·
(

3 + 1

3

)
·
(

3 + 2

3

)
=

6!

3! · 3!
· 4!

3! · 1!
· 5!

3! · 2!
=

= 20 · 4 · 10 = 800.

S využit́ım principu inkluze a exkluze źıskáme počet cest z rovnice

|U(O,C)| = |U0(O,C)| − |U(O,X,C)| − |U(O, Y, C)|+ |U(O,X, Y, C)| =

= 5005− 1680− 2100 + 800 = 2025.

Závěr. Počet cest z mı́sta O do mı́sta C tak, aby cesta neprocházela mı́sty

X a Y , je roven 2 025.

Př́ıklad 2.14

Kolika zp̊usoby můžeme usadit čtyři manželské páry do řady tak, aby žádná

osoba neseděla vedle svého partnera?

Řešeńı. Máme 8! zp̊usob̊u, kterými můžeme těchto osm lid́ı náhodně usadit.

Bez újmy na obecnosti označ́ıme ženy z1, z2, z3, z4 a muže m1, m2, m3, m4.

Páry označ́ıme jako mizi pro i = 1, 2, 3, 4. Nyńı vypočteme, kolika zp̊usoby

můžeme tyto páry usadit tak, aby aspoň jeden pár seděl vedle sebe. Označme

Ai množinu usazeńı, kde sed́ı pár mizi vedle sebe. Pro vypoč́ıtáńı hodnoty |Ai|

muśıme uvažovat o dvou možnostech, že bud’ muž sed́ı nalevo od ženy nebo

opačně. Pro každou z těchto dvou možnost́ı existuje 7! zp̊usob̊u usazeńı, protože

permutujeme pár mizi a daľśıch šest lid́ı. Odtud je zřejmé, že |Ai| = 2 · 7! pro

každé i. Dále vypoč́ıtáme |Ai ∩ Aj| tak, že usad́ıme par i a pár j a zbylé čtyři

lidi usazujeme libovolně. Odtud dostáváme 6! zp̊usob̊u, jak tyto dva páry a zbylé

čtyři lidi usadit. Opět nesmı́me zapomenout, že pár i i pár j může sedět v pořad́ı

muž-žena, nebo žena-muž. T́ım dostaneme 2 · 2 = 4 zp̊usoby jak usadit tyto dva

páry. Tedy |Ai ∩Aj| = 4 · 6!. Stejným postupem źıskáme |Ai ∩Aj ∩Ak| = 23 · 5!

a |A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4| = 24 · 4!. S využit́ım speciálńıho př́ıpadu principu inkluze

a exkluze vypoč́ıtáme počet zp̊usob̊u, kterými můžeme tyto páry usadit tak, aby
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vždy vedle sebe seděl aspoň jeden pár z rovnice

| A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4| =
(

4

1

)
· 2 · 7!−

(
4

2

)
· 22 · 6! +

(
4

3

)
· 23 · 5!−

−
(

4

4

)
· 24 · 4! =

4!

1! · 3!
· 2 · 7!− 4!

2! · 2!
· 22 · 6! +

4!

3! · 1!
· 23 · 5!−

− 4!

4! · 0!
· 24 · 4! = 40320− 17280 + 3840− 384 = 26496.

Nyńı toto č́ıslo odečteme od počtu zp̊usob̊u, kterými můžeme libovolně usadit

osm lid́ı, což je již zmı́něných 8! a źıskáme hledaný počet usazeńı

8!− 26496 = 13824.

Závěr. Počet zp̊usob̊u, jimiž můžeme 4 páry usadit do řady tak, aby žádná osoba

neseděla vedlo svého partnera, je roven 13 824.
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3 Duálńı princip inkluze a exkluze

Věta 3.1 (duálńı princip inkluze a exkluze)

Necht’ A1, A2, A3, . . . , An jsou konečné množiny. Pak plat́ı

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An| =
n∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∪ Aj|+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − . . .+ (−1)n+1|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =

=
∑

(−1)r+1|Aj1 ∪ Aj2 ∪ . . . ∪ Ajr|, (17)

kde sč́ıtáme přes všechny neprázdné podmnožiny {j1, j2, j3, . . . , jr} 6= ∅ indexové

množiny {1, 2, 3, . . . , n}.

D̊ukaz. Důkaz provedeme užit́ım principu matematické indukce vzhledem k počtu

konečných množin Ai (vzhledem k přirozenému č́ıslu n).

(i) Pro n = 1 je tvrzeńı splněno triviálně.

Pro n = 2 lze tvrzeńı věty snadno ověřit pomoćı Vennova diagramu pro dvě

konečné množiny.

(ii) Předpokládejme, že formule (17) plat́ı pro n ≥ 2. Ukážeme, že tvrzeńı plat́ı

také pro n + 1. Mějme tedy kromě konečných množin A1, A2, A3, . . . , An

i konečnou množinu An+1. Užit́ım asociativity pr̊uniku konečných množin

dle (i), distributivity těchto množin vzhledem ke sjednoceńı a nakonec

využit́ım indukčńıho předpokladu (ii). Tak postupně dostaneme

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An ∩ An+1| = |(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) ∩ An+1| =

= |A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An|+ |An+1| − |(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) ∪ An+1| =

=
n∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∪ Aj|+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − . . .+

+ (−1)n+1|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An|+ |An+1| − |(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) ∪ An+1|.
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Využit́ım distributivity v posledńım členu vzhledem ke sjednoceńı a in-

dukčńıho předpokladu (ii) na výraz

|(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) ∩ An+1| =

= |(A1 ∪ An+1) ∩ (A2 ∪ An+1) ∩ (A3 ∪ An+1) ∩ . . . (An ∪ An+1)|,

po provedeńı potřebných úprav źıskáme

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An ∩ An+1| =

=
n+1∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n+1

|Ai ∪ Aj|+
∑

1≤i<j<k≤n+1

|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − . . .+

+ (−1)n+2|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ An+1|.

Spojeńım předpokladu (i) a indukčńıho předpokladu (ii) je dokázáno, že dané

tvrzeńı plat́ı pro libovolné n přirozené. �

Př́ıklad 3.1

V jistém městě M jsou provozovány tři volnočasové aktivity, a to šipky, volej-

bal a kuželky. Tyto tři kroužky navštěvuje dohromady 56 dět́ı. Z toho 12 dět́ı

chod́ı hrát šipky, volejbalový kroužek má třikrát v́ıce člen̊u než hra šipek a kuželky

provozuje polovičńı počet dět́ı než volejbal. Šipky nebo volejbal hraje 31 dět́ı,

šipky nebo kuželky dělá o 10 dět́ı méně než šipky nebo volejbal a volejbal nebo

kuželky provozuje 47 dět́ı. Kolik dět́ı navštěvuje všechny tyto aktivity současně?

Řešeńı. Nejprve označ́ıme S počet dět́ı hraj́ıćı šipky, V počet dět́ı hraj́ıćıch volej-

bal a K počet osob hraj́ıćıch kuželky. Ze zadáńı je zřejmé, že šipky hraje 12 dět́ı

(|S| = 12), na volejbal chod́ı třikrát v́ıce dět́ı než na šipky (|V | = 3 · |S| = 36)

a kuželky hraje o polovinu dět́ı méně než volejbal (|K| = 1
2
· |V | = 18). Dále

v́ıme, že šipky nebo volejbal navštěvuje 31 dět́ı (|S∪V | = 31), šipky nebo kuželky

navštěvuje o 10 dět́ı méně než volejbal nebo šipky (|S ∪K| = |S ∪ V | − 10 = 21)

a volejbal nebo kuželky provozuje 47 dět́ı (|V ∪K| = 47). Nesmı́me opomenout,

že celkový počet člen̊u všech tř́ı kroužk̊u je 56 dět́ı (|S ∪ V ∪K| = 56) .
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Nyńı užijeme duálńı princip inkluze a exkluze pro určeńı počtu dět́ı, které navště-

vuj́ı všechny tři kroužky.

|S ∩ V ∩K| = |S|+ |V |+ |K| − |S ∪ V | − |S ∪K| − |V ∪K|+

+ |S ∪ V ∪K| = 12 + 36 + 18− 31− 21− 47 + 56 = 23.

Závěr. Všechny tři volnočasové aktivity navštěvuje 23 dět́ı.

Př́ıklad 3.2

Skupina 30 přátel se rozhodla, že p̊ujdou do zábavńıho parku. Na řet́ızkový

kolotoč šlo 20 z nich, o dva méně se vydalo na ruské kolo. Jedenáct z nich se

šlo pod́ıvat do strašidelného hradu a 9 nejodvážněǰśıch se vydalo na horskou

dráhu. Na řet́ızkový kolotoč nebo horskou dráhu jich šlo 21, stejný počet šel i na

ruské kolo nebo do strašidelného hradu. Na horskou dráhu nebo ruské kolo se jich

vydalo 20, o dvě osoby v́ıce šlo na řet́ızkový kolotoč nebo do strašidelného hradu

a o daľśı dvě v́ıce si sjelo na ruském kole nebo řet́ızkovém kolotoči. Na horskou

dráhu nebo do strašidelného hradu si trouflo 15 osob a o 10 v́ıce navšt́ıvilo atrakce

řet́ızkový kolotoč nebo horskou dráhu nebo si zašlo do strašidelného hradu. Na

ruské kolo nebo horskou dráhu nebo na strašidelný hrad si trouflo 23 osob, o

tři v́ıce se vydalo na řet́ızkový kolotoč nebo ruské kolo nebo horskou dráhu a o

daľśı 3 osoby nav́ıc se vydalo na řet́ızkový kolotoč nebo ruské kolo nebo navšt́ıvili

strašidelný hrad. Kolik z přátel navšt́ıvilo všechny čtyři atrakce dohromady?

Řešeńı. Označme K návštěvńıky řet́ızkového kolotoče, R osoby, které se svezly

na ruském kole, S návštěvńıky strašidelného hradu a H osoby, které se projely

na horské dráze. Počet osob, které byly na řet́ızkovém kolotoči, je 20 (|K| = 20),

o dvě osoby méně bylo na ruském kole (|R| = |K| − 2 = 18). Strašidelný hrad

navšt́ıvilo 11 osob (|S| = 11) a horskou dráhu vyzkoušelo 9 osob (|H| = 9). Na

řet́ızkový kolotoč nebo horskou dráhu šel stejný počet osob jako do strašidelného

hradu nebo na ruské kolo a to 21 (|K ∪ H| = |S ∪ R| = 21). Na horské dráze

nebo ruském kole se svezlo 20 osob (|H ∪R| = 20). Na řet́ızkový kolotoč nebo do

strašidelného hradu šlo o dvě osoby v́ıce, než na horskou dráhu nebo ruské kolo
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(|K ∪ S| = |H ∪R|+ 2 = 22) a o daľśı dvě osoby nav́ıc se svezlo na řet́ızkovém

kolotoči nebo ruském kole (|K ∪ R| = |K ∪ S| + 2 = 24). Na horskou dráhu

nebo do strašidelného hradu se vydalo 15 osob (|H ∪ S| = 15), o 10 osob v́ıce

se vydalo na řet́ızkový kolotoč nebo horskou dráhu nebo navšt́ıvili strašidelný

hrad (|K ∪H ∪ S| = |H ∪ S| + 10 = 25). Ruské kolo nebo horskou dráhu nebo

strašidelný hrad navšt́ıvilo 23 osob (|R ∪ H ∪ S| = 23), o tři osoby v́ıce si

vyzkoušely řet́ızkový kolotoč nebo ruské kolo nebo horskou dráhu (|K ∪R∪H| =

= |R ∪ H ∪ S| + 3 = 26). Řet́ızkový kolotoč nebo ruské kolo nebo strašidelný

hrad navšt́ıvilo o 3 osoby v́ıce, než řet́ızkový kolotoč nebo ruské kolo nebo horskou

dráhu (|K∪R∪S| = |K∪R∪H|+3 = 29). Do zábavńıho parku přǐslo dohromady

30 přátel (|H ∪R ∪K ∪ S| = 30). Nyńı, již s využit́ım duálńıho principu inkluze

a exkluze vypoč́ıtáme počet osob, které navšt́ıvily všechny čtyři atrakce.

| H ∩R ∩K ∩ S| = |H|+ |R|+ |K|+ |S| − |K ∪H| − |S ∪R| − |H ∪R| −

−|K ∪ S| − |K ∪R| − |H ∪ S|+ |K ∪H ∪ S|+ |R ∪H ∪ S|+ |K ∪R ∪H|+

+|K ∪R ∪ S| − |H ∪R ∪K ∪ S| = 9 + 18 + 20 + 11− 21− 21− 20− 22−

−24− 15 + 25 + 23 + 26 + 29− 30 = 8.

Závěr. Všechny čtyři atrakce navšt́ıvilo 8 z těchto přátel.
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4 Archiv daľśıch úloh

Př́ıklad 4.1 [2]

Na začátku florbalové sezóny se 10 hráč̊u týmu seřadilo do řady, aby udělali

týmovou fotografii. Na konci v́ıtězné sezóny se hráči rozhodli udělat daľśı týmovou

fotografii ale tak, aby měl každý po pravé straně jiného spoluhráče, než na fo-

tografii ze začátku sezóny. Kolika zp̊usoby to mohli provést?

[1468457]

Př́ıklad 4.2 [1]

Najděte počet přirozených č́ısel mezi 1 až 1000 včetně, která nejsou dělitelná

žádným z č́ısel 2, 3 a 7.

[286]

Př́ıklad 4.3 [17]

Najděte počet přirozených č́ısel menš́ıch než 967, která jsou dělitelná č́ısly 3,

7 a 11.

[464]

Př́ıklad 4.4 [1]

Najděte počet přirozených č́ısel mezi 1 až 1000000 včetně, která nejsou dru-

hými, třet́ımi ani čtvrtými mocninami některých přirozených č́ısel.

[998910]

Př́ıklad 4.5 [1]

Najděte počet kladných celoč́ıselných řešeńı rovnice x1 +x2 +x3 = 15. S pod-

mı́nkou, že x1 ≤ 5, x2 ≤ 6 a x3 ≤ 7.

[10]
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Př́ıklad 4.6 [7]

Najděte počet kladných celoč́ıselných řešeńı rovnice x1 +x2 +x3 = 10. S pod-

mı́nkou, že x1 ≤ 5, x2 ≤ 6 a x3 ≤ 8.

[38]

Př́ıklad 4.7 [10]

Maminka má 3 děti a chce mezi ně rozdělit pět žvýkaček a pět ĺızátek. Ko-

lika zp̊usoby mohla tyto sladkosti rozdat tak, aby každé z nich dostalo nějakou

sladkost?

[336]

Př́ıklad 4.8 [64. MO, A-S-1]

Určete počet cest délky 14, které vedou po hranách śıtě na obrázku z bodu A

do bodu B. Délka každé hrany je jedna.

[678]

Př́ıklad 4.9 [7]

Je dána množina S = {1, 2, 3, . . . , 14} a dále vlastnosti V1, V2, V3 a V4. Prvek

x ∈ S má vlastnost Py, právě tehdy, když je v následuj́ıćı tabulce pozice (x, y)

označena . Pomoćı principu inkluze a exkluze zjistěte, kolik prvk̊u z množiny
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S nemá žádnou z vlastnost́ı V1 až V4.

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

V1 • • • • •
V2 • • • • • • • • •
V3 • • • • • •
V4 • • • • • •

[2]

Př́ıklad 4.10 [13]

Na vánočńım več́ırku je n host̊u. Každý z nich přinesl dárek. Dárky budou

náhodně rozdány tak, aby každý host dostal jeden z nich. Jaká je pravděpodobnost,

že žádný host nedostane dárek, který přinesl?

[
n∑

m=0

(−1)m

m!

]

Př́ıklad 4.11

Na začátku školńıho roku dostala pańı učitelka novou tř́ıdu s 30 studenty.

Aby o nich něco zjistila, zeptala se jich, co dělali o prázdninách. Všichni z nich

byli bud’ na brigádě nebo na horách nebo u moře. Brigádu mělo 20 student̊u, na

horách jich bylo o dva méně a nejméně z nich bylo u moře, to je 15. Na brigádě

nebo u moře bylo 28 student̊u, o čtyři studenty v́ıce bylo na brigádě nebo na

horách a na horách nebo u moře jich bylo 18. Kolik jich bylo o prázdninách

současně na brigádě,na horách i u moře ?

[5]
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Závěr

Tato bakalářská práce byla vytvořena předevš́ım s ćılem usnadnit žák̊um

středńıch škol a jejich učitel̊um př́ıstup k použit́ı kombinatorického principu

inkluze a exkluze. Ten se často využ́ıvá při řešeńı nestandardńıch kombinatoric-

kých úloh. Lze ji využ́ıt jako podp̊urný materiál v seminář́ıch speciálně zaměře-

ných na problematiku kombinatoriky. Práce obsahuje celou řadu řešených

i neřešených úloh.

V prvńı části bakalářské práce byly položeny kombinatorické základy, které

byly využity v následuj́ıćıch kapitolách. Nejprve jsme vyslovili definice a věty

o vlastnostech variaćı a kombinaćı (bez opakováńı). Poté jsme si ukázali, jaký je

vztah mezi počtem kombinaćı (bez opakováńı) a hodnotou kombinačńıho č́ısla.

Toto jsme využili u následuj́ıćıch d̊ukaz̊u kombinatorických identit, z nichž některé

budeme využ́ıvat v daľśıch kapitolách.

V druhé kapitole jsme nejprve pracovali se sjednoceńım dvou a tř́ı množin,

poté jsme na základě źıskaných poznatk̊u odvodili princip inkluze pro konečný

počet konečných množin. Dále jsme ukázali využit́ı tohoto principu při řešeńı

několika jednoduchých úloh. Následně jsme vysvětlili, co je doplněk sjednoceńı

podmnožin dané množiny a také zp̊usob, kterým źıskáme počet prvk̊u tohoto

doplňku. Následně jsme při řešeńı ilustračńıch př́ıklad̊u ukázali, jak lze doplňku

využ́ıt při řešeńı úloh. V daľśı části této kapitoly jsme vysvětlili, jak můžeme

princip inkluze a exkluze zjednodušit, pokud všechny z
(
n
k

)
sč́ıtanc̊u k-prvkových

podmnožin pr̊unik̊u maj́ı stejný počet prvk̊u. Následně jsme ukázali, že princip

inkluze a exkluze lze využ́ıt i v jiných odvětv́ıch matematiky a to např́ıklad

v teorii č́ısel, kde jsme za jeho pomoci odvodili tzv. Eulerovu funkci. Posledńı

část této kapitoly je věnována řešeńı několika složitěǰśıch úloh, kde se princip

inkluze a exkluze využ́ıvá.

V třet́ı kapitole jsme vyslovili duálńı princip inkluze a exkluze. Ten je zde

dokázán užit́ım principu matematické indukce vzhledem k počtu množin. Ná-
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sledně jsme ukázali také jeho využit́ı při řešeńı několika p̊uvodńıch autorových

úloh, což představuje vlastńı př́ınos autora.

Posledńı kapitola obsahuje soubor neřešených př́ıklad̊u, při jejichž řešeńı je

možno procvičit si źıskané znalosti, a to s použit́ım principu inkluze a exkluze.

Při vypracováńı celé práce jsem čerpal předevš́ım z cizojazyčné literatury,

nebot’ v České republice neexistuje žádný speciálńı učebńı materiál věnovaný

zkoumané problematice.
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