Polibky kruznic

Diplomova prace

Miroslav Kotlas

Vedouci diplomové prace:

RNDr. Pavel Leischner, Ph.D.

Jihoteskd univerzita v Ceskych Budéjovicich
Pedagogicka fakulta
Katedra matematiky
Ceské Budéjovice 2011



Prohlaseni

Prohlasuji, ze diplomovou praci jsem vypracoval samostatné pouze s pou-

zitim pramenu a literatury uvedenych v seznamu citované literatury.

Prohlasuji, ze v souladu s § 47b zékona ¢. 111/1998 Sb. v platném znéni
souhlasim se zverejnénim své diplomové prace, a to v nezkracené podobé
elektronickou cestou ve vefejné pristupné casti databaze STAG provozo-
vané JihoGeskou univerzitou v Ceskych Budéjovicich na jejich internetovych
strankach, a to se zachovanim mého autorského prava k odevzdanému textu
této kvalifikacni prace. Souhlasim dale s tim, aby toutéz elektronickou byly
v souladu s uvedenym stanovenim zakona ¢. 111/1998 Sb. zvefejnény posudky
skolitele a oponentu prace i zaznam o prubéhu a vysledku obhajoby kvali-
fika¢ni prace. Rovnéz souhlasim s porovnanim textu mé kvalifikaéni prace
s databazi kvalifikacnich praci Theses.cz provozovanou Narodnim registrem

vysokoskolskych kvalifikaénich praci a systémem na odhalovani plagiatu.

V Ceskych Budéjovicich dne 23. listopadu 2011 Miroslav Kotlas



JIHOCESKA UNIVERZITA V CESKYCH BUDEJOVICICH
Pedagogicka fakulta
Akademicky rok: 2009/2010

ZADANI DIPLOMOVE PRACE

(PROJEKTU, UMELECKEHO DILA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a piijmeni: Miroslav KOTLAS
Studijni program:  M7504 U¢itelstvi pro stfedni §koly
Studijni obory: Uc¢itelstvi matematiky

Uc¢itelstvi vypocetni techniky
Nazev tématu: Polibky kruznic

Zadavajici katedra: Katedra matematiky

Zasady pro vypracovani:

Prace bude rozdélena do dvou €asti. Prvni z nich bude zaméfena na historii véty zvané
"Kissing circles theorem,” veetné jejich riznych diikazi. Druha, didakticka ¢ast préice, bude
shirkou poetnich a konstrukénich iloh pro Ziky stfednich i zdkladnich 8kol. Ulohy budou
zaméfeny na geometrické situace, v nichz se kruznice dotykaji navzijem (v praxi napiiklad
kruzby gotickych oken a.pod.) a bude téZ ukazana jejich souvislost s vy8e zminénou vétou.

/



Rozsah grafickych praci:

Rozsah pracovni zpravy: 60 stran
Forma zpracovani diplomové prace: tisténa

Seznam odborné literatury:

Bos, E.-J., Verbeek Th., J.M.M. van de Ven: The correspondence of Rene
Descartes 1643, Utrecht University, 2003
http://igitur-archive.library.uu.nl/ph/2005-0309-013011 /index.htm
Coxeter, H. S. M.: Introduction to Geometry

Vedouci diplomové préce: RNDr. Pavel Leischner, Ph.D.
Katedra matematiky

Datum zadani diplomové prace: 23. listopadu 2009
Termin odevzdani diplomové prace: 23. dubna 2011

/

. )/
VL %)’7 s ; i f i
_/i&({/x/ )’L S S = LS. / (//
doc. PhDr. Alena Hopesova, Ph.D. prof. RNDr. Pavel Pech, CSc.
dékanka vedouci katedry

V Ceskych Budéjovicich dne 24. listopadu 2009



Anotace

Nazev: Polibky kruznic

Vypracoval: Miroslav Kotlas

Vedouci prace: RNDr. Pavel Leischner, Ph.D.
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kruznice

Préace se zabyva ruznymi metodami odvozeni vztahu mezi poloméry ctyt
navzajem se dotykajicich kruznic a historii, jak byl tento vztah odvozovan.
Didakticka ¢ast prace obsahuje sbirku fesenych tloh mezi néz je zahrnuta
i tématika apolloniovskych fraktala, gotické klenby a tlohy o vzajemné se

dotykajicich kruznicich.



Abstract

Title: Kissing circles

Author: Miroslav Kotlas

Supervisor: RNDr. Pavel Leischner, Ph.D.

Key words: history of mathematics, problem solving strategies, geo-

metry, circles

My thesis deals with various methods of solving the correlation of the dia-
metres of four mutually tangent circles. It also deals with the history of the de-
rivation of mathematical property. The didactic part contains a book of sol-
ved tasks. It involves the topic of Apollony fractals, gothic vaults, examples
of mutually tangent circles and set of exercises for practising different solu-

tions of the various cases.
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1 Uvod

Matematika je jedna z nejstarsich disciplin svéta. Jiz od ¢tvrtohor, kdy ¢lovék
zacal pouzivat nastroje k obzivé, potieboval matematiku k zivotu. Jak se
rozvijela kultura a potieby ¢lovéka, pribyvaly nové a nové matematické ob-
jevy. Nekteré byly pro lidstvo dulezité v kazdodennim zivoté, nékteré fascino-
valy lidi svoji slozitosti a jiné byly zapomenuty. V prubéhu véku se proto ¢asto
stavalo, ze i matematici objevili jiz davno objevené a pokladali to za zcela

nové.

Ve své préaci se budu zabyvat vztahem znamym jako ,Descartes Circle
Theorem®, jenz jako prvni nalezl René Descartes. Descartes, jako jeden ze za-
kladatelu analytické geometrie, se pokousel fesit tradicni tlohy zcela novym
zpusobem. Napadlo jej fesit Apolloniovu tlohu analytickou metodou a za-
dal tento problém jako cviceni princezné Alzbété Falcké. Ukazalo se vsak,
ze obecné feseni je narocné. Spolecné nakonec dospéli ke vztahu pro po-
loméry ¢tyi vzdjemné se dotykajicich kruznic. Vztah nepublikovali, a tak

upadl do zapomneéni.

V roce 1826 tento vzorec znovu odvodil Svycarsky geometr Jakob Stei-
ner a kratce po ném v roce 1842 také anglican Phillip Beecroft. Ani poté
nepronikl do podvédomi verejnosti. Nesmrtelnost tomuto objevu prinesl az
anglicky chemik Frederick Soddy. Ackoliv se Soddy zabyval prevazné chemii,
za niz dostal v roce 1921 Nobelovu cenu, vénoval se také matematice. V roce
1936 napsal clanek, v némz odvodil vzorec pro poloméry dotykajicich se
kruznic. Clének zakonéil basni s ndzvem . The Kiss Precise® (Gesky ,,Vypoc-
teny polibek“), kterd vzbudila velky ohlas. Domnival se, ze matematicky

vztah uvedeny v basni objevil jako prvni.

Soddy napsal puvodné tti verse. V prvnich dvou poeticky popisuje dany
problém a odhaluje rovnici pro vypocet poloméru. Ttet{ je rozsiteni problému
do prostoru. Do redakce ¢asopisu chodilo mnoho ohlasu na tuto basen. O pul

roku pozdéji v lednu 1937 se ¢tenéii dockali pokracovani. Ctvrty vers, ktery



zobecnoval dany problém do n-rozmérného prostoru, v némz se libaji n-
rozmérné koule, zaslal anglicky pravnik a amatérsky matematik Thorold
Gosset.

Diplomova prace je rozdélena do tfech zakladnich kapitol. Prvni se zaobira
historii. René Descartes tesil tuto tilohu spoleéné s Alzbétou Falckou. Ve trech
dopisech z roku 1643 je popsan cely problém a prekazky, které museli Des-
cartes i Alzbéta prekonat, nez nalezli zminénou matematickou vétu. V druhé
¢asti uvedu nékolik chronologicky serazenych dukazu této véty. Posledni ka-

pitola je sbhirkou fesenych ptikladu, v nichz se kruznice vzdjemné dotykaji.
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The Kiss Precise!

by Frederick Soddy

For pairs of lips to kiss maybe
Involves no trigonometry.

"Tis not so when four circles kiss
Each one the other three.

To bring this off the four must be
As three in one or one in three.

If one in three, beyond a doubt

Each gets three kisses from without.

If three in one, then is that one

Thrice kissed internally.

Four circles to the kissing come.
The smaller are the benter.
The bend is just the inverse of

The distance from the center.

Though their intrigue left Euclid

dumb

There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line
And concave bends have minus sign,

The sum of the squares of all four

bends

Is half the square of their sum.

Vypoéteny polibek?
Frederick Soddy

Kdyz usta k sobé ptilnou,

v hlavé muze byt prazdno.
Chtéji-li se vsak polibit

¢tyti kruhy navzajem,

pak jen geometruv vypocet
je k tomu dovede.

Jsou dvé varianty, obé pékné:
tfi v jednom, jeden mezi tremi.
Tii v jednom pak zevniti
pritahovany jsou ke gigantu.
Jeden mezi tfemi

lib4 vSechny zvenku.

'Pivodni znéni basné The Kiss Precise od Fredericka Soddyho
2Pteklad z knihy Geometricka rapsédie od Karla Levitina [14]
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To spy out spherical affairs

An oscular surveyor

Might find the task laborious,

The sphere is much the gayer,

And now besides the pair of pairs

A fifth sphere in the kissing shares.
Yet, signs and zero as before,

For each to kiss the other four

The square of the sum of all five bends

Is thrice the sum of their squares.

In Nature, June 20, 1936

The Kiss Precise (Generalized)
by Thorold Gosset

And let us not confine our cares

To simple circles, planes and spheres,
But rise to hyper flats and bends
Where kissing nmultiple appears,

In n-ic space the kissing pair

Are hyperspheres, and Thruth declares -
As n + 2 such osculate

Each with an n + 1 fold mate

The square of the sum of all bends

Is n times the sum of their squares.

In Nature, January 9, 1937
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2 Historie objevu Descartesovy véty o kruz-

nicich
2.1 René Descartes a Alzbéta Falcka

Alzbéta Falckd (1618 - 1680) byla dcerou Fridricha V. Falckého a Alzbéty
Stuartovny. Po svrzeni svého otce vyrustala v Berliné v péci své babicky Ju-
liany [19]. V deseti letech byla posldna do holandského Leidenu k dokoncent
zakladniho vzdélani. Zde se ucila klasickym i modernim jazykum, vytvarnému
uméni a literatufe. Projevily se u ni mimoradné sklony ke studii filozofie
a vyslouzila si prezdivku ,La Grecque“ (Rekyné) pievazné diky jejim ohro-
mujicim znalostem klasickych jazyku. Po dokonceni studia se prestéhovala
ke svym rodicum do Haagu [10]. Alzbéta byla velice vzdélana. Kromé ja-
zykovych a filozofickych dovednosti projevovala veliky talent v matematice
a prirodnich védach. Matematiku se pravdépodobné ucila z knihy ,, Algebra
ofte Nieuve Stel-Regel“ od holandského matematika Johanna Stampionena.
Descartes kritizoval Stampionenovy matematické postupy a pozdéji Alzbété

vytykal studium matematiky z jeho knih [9].

V roce 1642 vyslo v Amsterdamu druhé vydani Descartesovy Meditace
o prvni filozofii [15]. V té dobé pobyval na kralovském dvote v Haagu Al-
phonse de Pollot. Dvoran knizete Oranzského byl Descartesovym dobrym
pritelem a pravé on ho nejspise upozornil na princeznu. Poté, co si Alzbéta
precetla Meditaci o prvni filozofii, touzila se setkat s autorem knihy osobné.
Descartes rad prijal pozvani z dvora a od této doby se stal princezninym

filozofickym radcem.

V kvétnu 1643 Descartes opousti Haag a stéhuje se do holandského Eg-
mond op den Hoef. Pravidelné navstévy nahradila korespondence, kterd tr-
vala plnych 7 let. Posledni dopis poslal filozof princezné ze Stockholmu, kde
byl na navstévé u kralovny Kristiny, v prosinci roku 1649, dva mésice pred

svou smrti. Originaly nebo ruéni opisy dopisu, které se dochovaly, jsou dnes
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ulozeny v Britské knihovné. Mezi nimi jsou i tfi dopisy z konce roku 1643. Dva
od Reného Descartese a jeden od princezny Alzbéty. Dopisy jsou vyjimecné
tim, Ze se v nich nefesi filozofické otazky jako ve vétsiné jinych, nybrz mate-
maticky problém tii kruznic. Korespondence z této doby neni tplna, nékteré
dopisy se ztratily. Presto se nékteii védci pokusili rekonstruovat myslenky
a postupy, které byly v dopisech pouzity a které vedly k objevu Descarte-
sovy véty o kruznicich. Analyza, kterou dale uvadim, je prevzata od Bose J.
M. Henka (viz. [4]).

2.2 Analyza tri dopisu z roku 1643

21. tijna 1643 napsal Descartes Pollotovi dopis, v némz navrhuje princezné
Alzbéte, aby uplatnila své algebraické dovednosti na lohu ,la question des
trois cercles“. Obaval se vsak, ze uloha pro ni bude ptilis slozita. Z dopisu se
zd4, ze Pollot informoval Descartese o jejim tspéchu. Princezna se domnivala,
ze nalezla zpusob, jak problém vyftesit. Pii postupu pocitala pouze s jednou
neznamou. Descartes nemohl uvérit, ze by na zakladé pouziti jediné neznamé
mohla princezna uspét. Napsal dlouhy dopis, ve kterém podrobné popsal
problém a pfilozil i své vlastni feseni. Tento dopis je prvnim ze dvou docho-
vanych dopistu. Descartes ho poslal Pollotovi 17. listopadu 1643 s pianim,
aby jeho poznatky predal princezné a presvédcil ji, zda by byla ochotna po-
kracovat v jeho pokusech. Pollot vytidil Descartesovu zadost a dopis predal.
Alzbéta si ho precetla a 21. listopadu 1643 Descartesovi odpovédéla. Jeji
feSeni problému je ztraceno, ale Descartes na néj reagoval dopisem z 29. listo-
padu 1643. V jejich dalsi korespondenci nejsou zadné dalsi odkazy na problém
tii kruznic. Da se predpokladat, ze tento dopis byl posledni, ve kterém se

zabyvali timto matematickym problémem.
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Popis problému

Problém tii kruznic, Castéji nazyvany jako Apolloniuv problém, se tyka tii
kruznic v roviné, k nimz mame nalézt ¢tvrtou, kterd ma se vSemi zadanymi
spoleény dotyk. Je moznych celkem osm ruznych feseni (viz obr. 1). Descartes
a Alzbéta mlcky predpoklddali Sestou moznost z obr. 1, kde jsou kruznice
v trojuhelnikovém uspotradani a kazda z nich se nachézi vné danych dvou.

Hledali jen takovou kruznici, kterd ma se zadanymi kruznicemi pouze vné;jsi

mﬁ@@@
o: ol 0:0:

Obr. 1 : 8 ruznych teseni

Podle prevazujiciho nazoru té doby na feSeni geometrickych problému by
feSeni Apolloniova problému mélo spocivat v geometrické konstrukci pomoci
pravitka a kruzitka nebo v popisu posloupnosti kroku, vedoucich k sestro-
jeni stfedu a polomeéru hledané kruznice. Descartes ani Alzbéta k takové
konstrukei nedospéli. Césteéné to bylo diky slozitosti problému. Podle De-
scartesova nazoru lze rozhodnout, zda je geometricky problém mozno fesit
pouze pomoci pravitka a kruzitka. V opa¢ném ptipadé je potieba pti kon-
strukci pouzit slozitéjsiho matematického mysleni. K tomuto zjisténi staci

pouze urcit stupen prislusné rovnice. Pokud je rovnice linearni nebo kvadra-
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ticka, tlohu lze sestrojit pomoci pravitka a kruzitka. V ostatnich piipadech
to nelze. Jak by mohly byt konstrukce obecné odvozeny z rovnice, popisuje
Descartes ve své Geometriil. Proto tato ¢dst feSeni pro néj nebyla nova.
Podrobnéjsi zpracovani konstrukce z rovnice povazoval za zbytecné a nudné,
jelikoz neslouzilo k tréninku mysli, ale pouze k procviceni trpélivosti pti feseni

nékterych naroénych vypocétu.

Alzbétinym zamérem bylo odvodit pomoci algebry rovnici pro vypocet
poloméru hledané kruznice. Tento pristup pravdépodobné zvolila diky mate-
matickému tréninku od Stampionena. Alzbéta studovala z jeho knihy? vydané
roku 1639, v niz posledni ¢ast nazval ,,Odhaleni dukazu“ [4]. Zde ukézal, jak
dukazy nékterych vét od Euklida ¢i Vieta mohou byt odvozeny pomoci al-
gebry. Descartesovy komentare k Alzbétinym dopisum ukazuji, ze pouzivala

pismena jako samoziejmost, coz ukazuje na znac¢né zvladnuti algebry.

Dopis prvni
Descartes Alzbété, Egmond du Hoef, 17. listopad 1643

,2Madame, od Pollota jsem se dozvédél, ze Vase velicenstvo zvazilo fesit
problém tii kruznic a ze nalezlo zpusob, jak tlohu vyfesit pouze za predpo-
kladu jedné neznamé. Myslim, ze je mou povinnosti, abych stanovil diuvod,
pro¢ jsem navrhl pouzit nékolik neznamych veli¢in a jakym zptsobem jsem

s nimi pracoval [7].¢

Pii posuzovani problému v geometrii se Descartes obvykle snazil, aby
piimky, které pouzival k nalezeni feseni, byly pokud mozno rovnobézné nebo
sviraly pravy uhel. Nebral v uvahu zadné jiné véty nez: strany podobnych
trojuhelniku jsou ve stejném pomeéru a v pravouhlém trojihelniku je druhé

mocnina velikosti prepony rovna souc¢tu druhych mocnin velikosti odvésen

'Podrobné se lze do¢ist napiiklad v anglickém piekladu The Geometry of René Des-

cartes od Davida Eugena Smithe a Marcia L. Lathama
2Johan Stampionen, Algebra ofte nieuwe stel-regel waerdoor alles ghevonden wordt in

de wis-kunst, wat vindtbaer
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(Pythagorova véta). Neobdval se, ze pii vice nezndamych by problém nesel re-
dukovat na takové casti, které by zalezely pouze na téchto dvou vétach. Nao-
pak jich preferoval predpokladat vice nez méné. Descartes byl presvédcen,
ze mnoho proménnych mu pomiuze k nalezeni nejkratsi cesty k dosazeni
vysledku a vyhne se nadbytetnému nasobeni. Ptipousti, ze nékdo jiny by
klidné mohl pfidat i jinou primku a vyuzit dalsich vét a jeho vysledek by
mohl byt kratsi. Jak piSe pifimo ve svém dopise: , Jeden nevidi, co jinému je
ziejmé, s vyjimkou pokud druhy predvede vétu, kterou mé pravé na mysli
[7].«

Po této ivodni ¢asti prvniho dopisu se koneéné dostava k feseni problému
tii kruznic. Polemizuje, ze k nalezeni feseni by stacilo uvazovat jedinou
neznamou, kterou by byl polomér hledané kruznice. Za pomoci véty pro
vypocet obsahu trojihelnika pfi jeho znamych stranach, by slo problém
vytesit. V dalsim textu budeme pouzivat presné znaceni, které pouzival i Des-
cartes (véetné psani zx misto 2%). Ozna¢me pismeny A, B, C stiedy zadanych
kruznic a pismenem D stied hledané kruznice. Tvar a strany trojuhelnika
ABC jsou dané. Ijseéky AD,BD a CD dostaneme jako soucty poloméru
danych kruznic s polomérem kruznice hledané. Timto dostavame vsSechny
tii strany trojuhelniki ABD, ACD a BCD. Lze jednoduSe spocitat ob-
sahy téchto trojuhelniku. Jejich soucet je roven obsahu trojihelnika daného
body ABC. Pomoci této rovnosti lze nalézt nezndmy polomér z, ktery je
vyzadovan pro vyteSeni tohoto tkolu. Tento postup se zdal Descartesovi
prilis slozity. V dopise uvadi: ,,Zda se mi, ze tato cesta vede k velmi nad-
byte¢nému nésobeni. Nemohu zaruéit, ze bych k feseni dospél ani v prubéhu
tif meésicu [7].“ Descartes vzdy vyzadoval, aby usecky, se kterymi pracuje,
byly navzdjem kolmé. Tento zpusob Teseni vSak vyuziva sikmych car. Odtud
muzeme usoudit, ze tento postup pravdépodobné pouzila Alzbéta a Descar-

tesovi ho sdélil Pollot.

Déle v dopise ukazuje jiny zpusob. Misto k sobé sikmych car AB a BC
vzal tii kolmé tsecky BE (vyska trojihelniku ABC), DG (kolmice na BE)
a DF (vyska trojihelniku ACD), viz obr. 2. Nespokojil se jen s jednou
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neznamou, ale k poloméru x pribyly jesté neznamé pro usecky DF = GE
a DG. Nyni mél oznacené vsechny strany pravouhlych trojihelniku ADF,
BDG a CDF. Podle Pythagorovy véty dospél ke tfem rovnicim. Poté, co
ziskal tolik rovnic, kolik mél zvoleno neznamych, zvazil, zda muze z kazdé
rovnice vyjadrit jednu nezndmou v dostatecné jednoduchém tvaru. Pokud to
jde, vyTesi soustavu elimina¢ni metodou. Pokud to takovym zpusobem nejde,
pokusime se dospét k jedné rovnici jinym zpusobem. Naptiklad sectenim ¢i
odectenim dvou nebo vice rovnic. Konecné kdyby ani toto nebylo tispésné, na-
vrhoval Descartes prozkoumat, zda by nebylo lepsi néjakym zptisobem vyrazy

predélat.

Descartes uvazoval pravouhlé trojihelniky ADF, BDG a DFC, jejichz

pfepony jsou:

AD =a+ x,
BD =b+z,
CD=c+x.

Nasledné provedl oznaceni stran pomoci proménnych: AE = d, BE = e,
CE = f,DF =GFE =y, DG = FFE = z, kde F je pata kolmice z bodu B

na usecku AC'. Navic oznacil jesté casti:
AF =d—za FD =y,

BG=e—yaDG=z,

CF=f+zaFD=y.

Z pouzitého oznaceni vyplyvaji Descartesovy neznamé z,y a z. Aplikaci
Pythagorovy véty na pravouhlé trojihelniky AF D, DGB a FCD nalezl tii

nésledujici rovnice (v mirné zmodernizovaném zépise):
aa + 2ax + xx = dd — 2dz + zz + yy, (1)

bb + 2bx + xx = ee — 2ey + yy + 2z, (2)
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cc+2cx+zxxr=ff+2fz+4+ 22+ yy. (3)

Z 7adné z rovnic (1) az (3) nelze vyjadiit neznamou, aniz bychom se vy-
hnuli zapsani odmocniny. To Descrates povazoval za dosti zdvazny problém.
Uchylil se k druhému moznému postupu, kterym je spojeni dvou rovnic
dohromady. Vsiml si, ze ve vSech rovnicich se objevuji ¢leny xx,yy a zz.
Odec¢tenim dvou rovnic odstranime neznamé v druhych mocninéch a ztistanou
nam rovnice s neznamymi v prvni mocniné. Lze déle zpozorovat, ze ode¢tenim
rovnice (2) od rovnic (1) nebo (3) ziskame rovnici zdvislou na vsech ttech
neznamych. Kdyz ale ode¢teme rovnici (1) od rovnice (3), budeme mit pouze
neznamé x a z. Z tohoto duvodu si Descartes vybral druhou moznost a dospél
k rovnici:

cc+2cr —aa —2ax = ff+2fz —dd + 2dz. (4)

Po dpravé a vyjadieni nezndme z obdrzime

cc—aa+dd— ff+2cx —2ax

= 2d + 2f (5)
nebo jesté lépe ) )
1 1 cc — aa + 2cx — 2ax
=—d— - . 6
c=gd=5f 2d + 2f (6)
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Ve druhém kroku odecetl rovnici (2) od rovnice (1):

aa + 2ax — bb — 2bx = dd — 2dz — ee + 2ey. (7)

Vyslednd rovnice obsahuje pouze jedinou neznamou z, kterou muzeme
nahradit vyrazem, jez jsme dostali z prvni rovnice a dospéjeme k rovnici
ced — aad + 2cdr — 2adx

2ey = ee+aa+2ax —bb—2bx —dd+dd —df +
ey = ee+aa+2ax x if it

(8)

Po dpravé a vyjadreni y:

1 bb bx ﬁ ced + aaf + 2cdr + 2afx

YT T e T e T 2% 2ed + 2ef

9)

Descartes uvedl, ze pokud tyto ziskané rovnosti pro y a z dosadime do
nekteré z rovnic (1), (2) a (3), dospéjeme k rovnici, kde jedinou neznamou je
v prvni a druhé mocniné. Tento dusledek je ptimo vidét z tvaru vyslednych
vyrazu. Descartes tuto rovnici ve skutecénosti neodvodil, jelikoz povazoval
zbytek vypoctu za pouhé mechanické pocitani, které neslouzi k péstovani
nebo pobaveni mysli, ale jen k procviceni trpélivosti pii vypoctech. V dopise
piimo uvadi: I tak se obavam, ze jsem uvedl sam sebe pted Vami jako
nudného, proto jsem prestal psat véci, o kterych vite bezpochyby lépe nez

13

ja, ze jsou jednoduché, ale které jsou nicméné klicem k moji algebie [7]

Fakt, ze x se vyskytuje v rovnici nejvyse ve druhé mocniné, ukazuje, ze
problém je rovinny a lze ho sestrojit pomoci pravitka a kruzitka. Ve spise
Geometrie® Descrates uvadi obecnou metodu, jak z rovnice druhého stupné
odvodit konstrukci za pomoci pravitka a kruzitka. Nicméné tvrzeni, ze jeho
dikaz sestrojitelnosti zajistil zakladni odpovéd na problém, zakryva fakt,
ze Descartes mohl jen stézi odvodit konecnou rovnici [4]. Skuteéné odvozeni
rovnice s neznamou x je vice nez namahavé. K vypoctu lze dospét naptiklad
pomoci poc¢itacového programu Derive. Rovnice se skladé z priblizné 87 ¢lenu,
z nichz kazdy je sou¢inem Sesti ¢initeli*. Je prakticky nemozné pouzit pro-
ceduru pouzitou v Geometrii. I tak by to bylo jen tézko uspokojivé feseni

problému, jehoz zadani je natolik jednoduché.

3Popis obecné metody je uveden na strandch 374-376.
4Vysledna rovnice:
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Nékolik jeho poznamek v dopise naznacuje, ze Descrates si byl védom
slozitosti problému. Nabizi se otazka, pro¢ ho navrhl Alzbété. Takova tloha
by princeznu spise odradila od jeho nové analytické metody. Nejpravdépo-
dobnéjsi vysvétleni se zdé takové, ze navrhl problém princezné v dobé, kdy ho
sam netesil. Az pozdéji si uvédomil slozitost tlohy. Takovy priubéh udélosti
by byl zcela v souladu i s jeho obavami, ze se princezna ztrati v dlouhych

vypoctech.

Dopis druhy
Alzbéta Descartesovi, Haag, 21. listopad 1643

V tomto dopise Alzbéta Descartesovi sdéluje, ze se rozhodla poslat mu své
puvodni vypocty, protoze jeho vlastni metodu si jesté prilis neosvojila. Zad4
jej, aby se s jeji metodou seznamil a poradil ji, kde udélala chyby. Jejim
cilem bylo odvodit vétu, ktery by urcovala polomér hledané kruznice pomoci
zadanych veli¢in. V tomto pokusu selhala. Napsala, ze jeji vysledky jsou

nedostatecné presné, a zada Descartese o radu.

Dopis zirejmé obsahoval princezniny vypocty. Ty jsou vSak ztraceny a proto
se o Alzbétiné feseni muzeme dohadovat pouze z Descartesova komentare

obsazeného v nasledujicim dopise.

bid? —20%c2d? 4 cAd? 4 a*e? —2a%c?e? + cte? —2a%d?e? — 2b%d?e? 4 d*e? + d%e* — 2a%b?df +
2b4df +2a%c2df —2b%c2df +2b°d3 f —2c2d3 f —2a’de? f —4b%de? f —2c2de? f+2d%e? f —2de® f +
At f2 - 20202 F2 1 b4 F2 — 2022 f2 4 Ab2d2 f2 — 22d% F2 4+ dA 2 — 2b2e? f2 — 2622 2+ 2d%e2 f2 +
et f2—2a%df3+-2b2df3 +2d3 f34-2de? f34-d? fA4-e? fA+AbP d?x —4b% cd?x — 4bP 2w +-Ac3 dPx +
4a3e?r — da’ce’x — dace’x +4cde’x — dad?e’x — 4bd?e’x — 4a®bdf x — 4ab*df x + Sb3df x +
da’cdfx —4b%cdfx +4ac?df x — 4bc?df x +4bd> fr — 4cd® fo — dade® fx — 8bde? fx — dcde® fx +
4a3 f2x —4a?bf2x —4ab? f2x+4b° f2x —dad? f2x +8bd? f2x — 4cd? f2x — 4be? f2x —dce? f2a —
dadf3z + 4bdf3x + 4b%d?2? — Sbed?x? + 4c?d?2? 4 4ae?x? — Sace®x? +4ce?x? — 4d%e%x? —
Sabdf x%+8b2df % +8acdf x> —8bcdf v —8de? fx® +4a? f2 2% —8abf2a? +4b% f22% —4e? f22? =
0
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Dopis treti
Descartes Alzbété, Egmond du Hoef, 29. listopad 1643

V dopise Descartes hodnoti Alzbétino feseni. Pravdépodobné ptevzal prin-
ceznino  vlastni znaCeni za Ucelem sjednoceni jejich  pristupt.
Na rozdil od Descartese prin-
cezna pouzila jen jednu neznamou
a tou byl polomér hledané kruznice.
Jako dané wveliciny zvolila po-
loméry d, e, f tii zadanych kruznic
a strany trojuhelnika ABC, kde
AB = a,BC = bAC = c

V zavislosti na téchto neznamych

se pokousela odvodit rovnici pro

polomér z dotykajici se kruznice
s nadéji, ze rovnice by mohla byt in-
terpretovana geometricky jako véta
o kruznici dotykajici se trech za-

danych.

Na zakladé nékterych myslenek z Descartesova dopisu dosel Bos Henk
k nasledujici hypotéze o Alzbétiné vypoctu: Z Pythagorovy véty pro trojihel-
niky CHK a AHK na obr. 3 vyjadrila délku AK pomoci veli¢in ¢, d, f, x.
Analogicky vyjddfila z (porovnanim vztahii pro délku HK?) trojihelniki
BCD a ABD délku AD pomoci a,b,c. Vysku BD vyjadiila porovnanim
vztaht pro obsah trojihelniku ABC' (vztahy uvadim v dnesni symbolice,
druhy z nich je Heronuv vzorec)
1

5 ¢ BD=y/(a+b+c)a+tb—c)atc—b)b+c—a)

Analogicky vyjadrila vysku HK z trojihelniku AHC', ktery ma strany
délek d + x, f + x, c. Z nalezenych vztaht pak dosadila do Pythagorovy véty

(e+2)* = (AK — AD)*> + (BD — HK)?
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pro trojuhelnik BHG. Ziskala tak rovnici obsahujici neznamou x a Sest
danych proménnych a,b,c,d, e, f. Tato rovnice byla jednodussi, avsak obsa-
hovala vyrazy s odmocninami. Dalsi upravy byly tedy zdlouhavé a nérocné.
Proto nedospéla k optimalnimu vysledku.
Specialni piipad

Po téchto nesnazich, které provazely Descartese i Alzbétu, se rozhodl
uchylit k jednodussimu a geometricky puvabnému ptipadu problému. Navic
pouzil Alzbétin piistup a to zfejmeé proto, aby ukazal, ze komplikace, s kterymi
se setkala, nejsou nutné, ale jsou zpusobené extrémni algebraickou slozitosti
obecného problému. Vzal si pripad, kdy se zadané kruznice navzajem dotykaji
(obr. 4). V takovém piipadé mohou byt strany trojihelniku vyjddieny po-

moci poloméru kruznic:

AB=a=d+e, (10)
CB=b=¢e+ [, (11)
CA=c=f+d. (12)

Obr. 4 Specialni piipad
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Jediné neznamé jsou potom d, e, f. Pouzitim Pythagorovy véty na troj-
uhelniky CHA a C'BA dostaneme rovnice:

dd+df +dx — fx

AK T 7 : (13)
dd+df +de — fe
AD = it 7 : (14)

Nakonec je vidét, ze obé rovnice se lisi pouze pismeny z a e. Neni vSak

jasné, jak odsud Descartes dospél k rovnici (15), kterou povazoval za vysledek.

ddeef f + ddeexx + ddf fxx + eef fxx = 2def fxx + 2deef fx + 2dee frx+
+2ddef fx + 2ddefrx + 2ddeefx

(15)

Jelikoz Alzbéta hledala matematické tvrzeni, Descartes vyjadril vyznam
rovnice slovy: ,,Ctyfi soucty, které jsou dény vzéjemnym soucinem druhych
mocnin vzdy t¥{ poloméru kruznic, jsou rovny dvojnasobku Sesti souctu, které
jsou dany souc¢inem dvou poloméru v prvni mocniné a souc¢inem druhych
mocnin dvou zbylych [7].“ Tuto vétu oznacil jako obecné pravidlo pro nalezeni
polomeéru kruznice, ktera lezi mezi tfemi zadanymi a dotyka se jich. V dopise
uvedl i ptriklad pro konkrétni hodnoty: ,pokud jsou poloméry tii zadanych
kruznic naptiklad d/2,e/3, f/4 (dnes bychom napsali d = 2,e = 3, f = 4),
dostavam 576 pro clen ddeef f, 36zx pro clen ddeexx atd. Z toho vyplyva,

_ 159, [31101
T TV 2200

pokud jsem ovsem neudélal chybu ve vypoctech [7].“

ze

Descartes napsal hledany vztah pro vypocet poloméru pouze ve tvaru

N

tvaru

1+1+1+1_2+2+2+2+2+2
dd  ee ff zxzx ef fd de dx exr fx

Dnes je tento vztah znam v trochu jiné podobé. Neuvazujeme polomeéry

kruznic, nybrz jejich kiivosti. Ktivost kruznice je definovana jako prevracend
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hodnota poloméru. Nahradime d = %, e= é, f= kis ar= k:_14’ kde kq, ko, k3
a k4 jsou kiivosti danych kruznic. Po nékolika algebraickych tpravach se da

rovnice (15) prepsat do znaméjstho tvaru:

20k 4+ k3 4+ k3 + k3) = (ky 4 ko + ks + ky)?. (16)

V roce 1960 A. Aeppli upozornil na souvislost rovnice (16) s rovnici
(15), kterou Descartes pouzil ve svém dopise princezné. Od té doby je rov-
nice pro vypocet kiivosti ¢tyt vzajemné se dotykajicich kruznic znama jako
,Descartesova véta o kruznicich“, t¥ebaze Descartes rovnici ve tvaru (16)

pravdépodobné neznal.

Shrnuti

Dva Descartesovy dopisy obsahovaly mnoho pasazi, které byly na nejlepsi
cesté k priblizeni ke geometrickym problémum. Tyto pasaze jsou velmi zaji-
mavé, nebot princeznino usili v feSeni problému t{ kruznic Descartese natolik
ovlivnilo, ze dokonce upravil své nazory. Hlavni téma bylo, jak nejlépe prelozit
geometrické problémy do algebry a zejména, jak vybrat nezndmé a proménné

tak, aby algebraické vypocty byly co nejjednodussi.

Zda se, ze v jejich ranych diskuzich feSeni geometrického problému De-
scartes zduraznil vyhody zavedeni vice nez jedné nezndmé. Presto Alzbéta
pouzila jen jednu. V jeho prvnim dopise, napsaném po obdrzeni této infor-
mace skrze Pollota, vysvétlil duvody pro preferovani vice nez jedné neznamé
a také pro vybrani neznamych a proménnych podle dvou kolmych sméru.
Timto zpusobem tvrdil, ze by pouzil jen nejjednodussi geometrické véty
(jmenovité podobnost trojihelnika a Pythagorovu vétu) k prekladu geome-
trického problému do algebraickych vyrazu. VSechny neznamé az na jednu
by mohly byt odstranény jednoduchymi algebraickymi ipravami. Pracovani

pouze s jednou neznamou a s vzajemné nekolmymi sméry by zahrnovalo

vvvvvv
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V prvnim dopise Descartes ilustroval myslenky, o kterych si pravdépodo-
bné myslel, ze by je Alzbéta prevzala. Tento piistup (viz. obr. 2) spocival
v zavedeni poloméru = dotykové kruznice jako neznamé a ve vypoctu obsahtu
¢tyt trojihelniku ABC, ADC, ADB, BDC' pomoci Heronova vzorce (Descar-
tes nezminuje Heronuv). Vzorec tvrdi, ze trojihelnik se stranami a, b, c ma
obsah \/s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde S = £ (a+b+c). Strany ¢tyf trojihelniki

lze snadno vyjadrit pomoci vyrazu obsahujicich poloméry d, e, f, stran a, b, ¢

trojuhelnika ABC, a neznamého poloméru x hledané dotykové kruznice.
Soucet obsahu ti{ malych trojuhelniki je roven obsahu trojihelnika ABC.
Touto uvahou dostavame rovnici zahrnujici pouze neznamou x. Descartes
varoval, Ze tento ptistup by vedl k mnoha zbyteénym nasobenim. K odvozeni
koneéné rovnice by bylo skuteéné potieba pti vypoctech odstranit ctvrtou od-
mocninu, coz enormné komplikuje vypocet. Tato obtiz se nevyskytuje v Des-
cartesové vlastnim piistupu (jak predvidal, aniz by skuteéné dosel ke konci)
a komplikace zahrnuté v pristupu Alzbéty by nejspise k podobnym obtizim
vedly.

Descartesovo preferovani vybéru usecek k pouziti rovnosti podél dvou
kolmych sméru je v jeho piistupu evidentni. Jak je zminéno vyse, vybral
usecky AE, EB, EC jako proménné radéji nez, jako je v pristupu zalozeném
na Heronoveé vzorci, §ikmé strany AB, BC, C' A trojuhelnika ABC'. Dalo by se
poznamenat, ze jeho vybér je ekvivalentni polozeni pocatku pravotuhlé sou-
stavé souradnic do F, kde tsecky AE, EC, EB, FE a F'D jsou ve skutecnosti

souradnice stredu tif zadanych kruznic a jedné hledané.

Descartes formuloval nazory zminéné vyse v jeho prvnim dopise, kdy je-
dina véc, kterou védél o Alzbétiné pristupu, byla, ze pouzila jednu neznamou.
Kdyz obdrzel jeji dopis a vypocet, byl dojat. Dokonce zmeénil svij pohled
na volbu proménnych. Druhy dopis je opravdu psan v jiném duchu nezli
prvni. Alzbéta je od nynéjska oslovovana jako kolega matematik spise nez
zak, jak bychom ocekavali. Dopis je plny chvaly a pozitivniho prekvapeni. De-
scartes je potésen, ze Alzbétin pocet je zcela podobny tomu jeho. Chvalil jeji

trpélivost pri poc¢itani a jeji techniky reprezentovani komplikovanych vyrazu
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pomoci jednoduchych pismen.

Dopis poskytuje mnoho detailu o Alzbétinych vysledcich k usouzeni, ze
Descartesova pozitivni reakce byla spiSe nez ze zdvorilostnich duvodu adreso-
vana vzdélané osobé. Kupodivu neshledal Alzbétin piistup s vybérem pouze
jedné neznamé jako nevhodny. Navic zvolila jako proménné strany troj-
thelnika ABC'. Tento vybér Descartes v prvnim dopise odmital, jelikoz nebyl
podél kolmych sméru. Po obdrzeni princeznina vypoctu si uvédomil dulezitou
vyhodu tohoto vybéru. Vysledna formule byla symetricka v a, b, ¢ respek-
tive v d, e, f. To zménilo jeho nazor a v tomto ohledu potvrdil nadfazenost
jejiho pristupu. Opravdu vzorec v jeho vlastnim postupu (rovnice (9), (6))
vyrazné postrada symetrii, protoze vybral proménné AE, BE, CE asymet-
ricky. V dalsim teseni zjednoduseného problému vlastné upozornil na syme-

tricnost rovnice (15) a rovnic (13) a (14).

Descartes uznal Alzbétin postup k odvozeni véty jako spravnou alter-
nativu k jeho vlastnimu cili stanoveni zkonstruovatelnosti problému. Ta-
kova véta, jak napsal, muze slouzit jako obecné pravidlo pro feSeni mnoha
problému stejného druhu. Na konci dopisu prezentuje oba cile jako ekviva-
lentni pristupy. Jeden podany Alzbétou s jednou neznamou a symetrickym
vybérem proménnych, ten druhy je jeho vlastni s vice nez jednou nezndmou
a proménnymi podél dvou kolmych sméru. Tato findlni formulace dvou ruz-
nych pristupu naznacuje, ze dialog s princeznou pozitivné ptispél k Descar-
tesovu vlastnimu porozumeéni vztahu mezi cili a technikami feSeni geomet-

rickych problému pomoci algebry.
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3 Riuzna odvozeni véty o kruznicich

Zavedené znaceni:

Ve vsech dukazech vychazime ze situace, kde ti kruznice kq, ko, k3 se stie-
dy O1, O, 03 a polomeéry ry,ry, r3 (resp. kiivostmi ki, ks, k3) se po dvou vné
dotykaji. Kruznice dotykajici se vsech tif muze byt dvojiho typu. Bud m4 se
vSemi kruznicemi ki, ko, k3 vnéjsi dotyk nebo ma se vSemi tfemi kruznicemi
vnitini dotyk. Mensi z obou kruznic oznacme k4 se sttedem Oy a polomérem
ry (rep. kiivosti ky), vétsi oznacme k se stiedem O a polomérem r (resp.
kiivosti k).

Znaménkova konvence:

Pokud jsou dveé ze tii navzajem se dotykajicich kruznic vepsany do kruz-
nice tfeti (tzn., ze s ni maji vnitini dotyk) ptitadime poloméru (a kiivosti)

13

treti kruznice znaménko ,,—*.

3.1 Jakob Steiner (1826)

Jakob Steiner (1796 — 1863) byl svycarsky matematik, ktery je povazovan
za jednoho ze zakladateli moderni syntetické a projektivni geometrie. Naro-
dil se v roce 1796 v Utzenstorfu ve Svycarsku a zemfel v roce 1863 v Bernu.
Ve své prvni vétsi praci z roku 1826 s nazvem Einige geometrische betrach-

tungen [16] uvadi originalni odvozeni Descartesovy véty.

Stredy kruznic ky, ko, k3 tvori trojihelnik. Oznac¢me hy vysku trojihelniku
010503 na stanu O,03. Obdobné oznacme p; vysku trojihelniku O;0304
na stranu 0,03 (viz. obr. 5). Poté plat{ rovnost®

h hy

=132
T4 (A1

5Tento vztah je Steinerovym zobecnénim vztahu z Pappovy Sbirky, kniha 4. Nebudeme

jej zde dokazovat.
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Obr. 5

a po vynasobeni vyrazem r,/h; z ni dostaneme
p1 T4 21y
hy 1 hy
Dalsi dvé rovnice ziskame, pouzijeme-li vysky trojihelniku na strany

01035 a O;0,. Dostaneme celkem tfi rovnice:

pr_Ta 2
hy (&1 hy
P2 _ T4 2
Do ry Do
Ps _Ta | 2na
hs 3 h37

které davaji po secteni rovnici



Nyni ukdzeme, ze levd strana rovnice (17) je rovna 1. Oznaéme obsahy
trojuhelniku 010503, 020304, 010304 a 010504 postupné S, S7, 55 a Ss.
Plati

S =514+ 5+ S;

a po vydéleni obsahem S

S, S, S
L )
sT5tg

Vypocitame obsahy trojihelnik a po dosazeni ziskdame

(7"1 + 7’2)]?3

(ro 4+ 13)p1 n %(7“1 + 73)p2
(7“1 -+ 7"2>h3

(7"2 + 7”3)]11 %(T’l + 7“3)]12

1=

I

NN~
D[ b=

coz po uprave dava
St
h
Leva strana rovnice (17) je tedy rovna jedné, a tak po tpravé plati

P A (18)
T4 B ri ry s hy o hy  hs
Vyuzijeme Heronova vzorce pro obsah trojuhleniku a vyjadiime vysky

h1, ha, hs pomoci poloméru kruznic:

1
§(T2+7”3)h1 = \/(7’1 + 79 + 13)r1TeT3

odtud
h _2\/’1“17’27"3<T1+7’2+T3)
e T2+7’3 ’
i _2\/’1“17’27"3<T1+7’2+T3)
T T1+7’3 ’
i _2\/7‘17’2T3(7‘1+7’2+T3)
3 1+ 7o .

Dosadime do (18) a béznymi tpravami dostavame

1 1 1 1 ry+1ro+1r
_:__|___|___|_2 1—237
T4 r () rs rirors



kterou prepiseme pomoci kiivosti na tvar

kg = ki + ko + ks + 2/ koks + kiks + kiks,.

Nalezli jsme rovnici pro vypocet kfivosti mensi z obou hledanych kruznic.
Pro vypocet kiivosti vétsi kruznice muzeme pouzit stejny postup. Nyni bu-
deme uvazovat trojuihelniky tvorené body O1, Oy, O3 a O. Vysky trojihelniku
z bodu O na strany 0203, 0103 a O105 ozna¢me Py, P, a P3. Nyni plati rov-

nost P 5
1 + 2= _1'
T T

Analogicky jako v prvnim piipadé dostaneme rovnice

P 2r r
[
P 2r r
hy  hy 1
P3_27’ r
hs  hs 1y

které po secteni davaji

P P, P 2 2 2 1 1 1
24 2= .
hi ' hy | hs

Jelikoz leva strana rovnice je rovna 1, lze ji upravit na tvar

ot 1 1, ndntn
r T T2 T3 17273

ktera pomoci krivosti vypada

—k = ky + ko + ks — 2y koks + kiks + kiko. (19)

Rovnice (19) pro vypocet kiivosti vétsi kruznice méa diky zavedené znaménkové

konvenci z ivodu kapitoly tvar

k=ky+ky+ ks — 2\/]€2k3 + kiks + kiko,
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ktery je az na znaménko pred odmocninou stejny jako tvar rovnice pro
vypocet kiivosti mensi kruznice. Kfivosti hledanych kruznic jsou tedy rovny

kofenum

x1 = ky + ko + ks + 2\ koks + kiks + kiks,

To = ]{71 + k’Q + k’g — 2\/k2]€3 + lﬁ/{?g + klkg

kvadratické rovnice

I2 — 2(]{31 =+ ]{?2 —f- ]{33).%' + [(k?l + k?g + ]{?3)2 — 4(]{32]{?3 —f- k1k3 + ]{?1]{?2>] = 0

Rovnici jednoduse upravime na tvar
[E2 + ]{?% + k; + k?§ = 2]{?1[E + ngl’ + 2]{?31’ + 2]€1k2 + 2]{32]{73 + 2]{31]{33.

K obéma strandm pricteme vyraz z? + ki + k3 + k3 a dospéli jsme ke vztahu
(16):
2% + ki 4+ k3 + k3) = (v + k1 + ko + k3)*.

3.2 Philip Beecroft (1842)

Philip Beecroft (1818 - 1862) byl anglicky amatérsky matematik. Jeho postup
je zndm z dnes témeér neznamého casopisu Lady’s and Gentleman’s Diary
1842. Kopii tohoto ¢lanku zaslal dr. Leon Bankoff z Los Angeles Coxeterovi

a v této praci je Beecroftuv postup prevzat z Coxeterova ¢lanku [6].

Vzéjemny dotyk ti{ kruznic ky, ke, k3 muze byt dvou typu. Bud se kazdé
dvé z nich dotykaji vné (obr. 6) nebo dvé z téchto kruznic lezi uvnitf tieti
(obr. 7). V obou pfipadech lezi dotykové body kruznic ve vrcholech trojihel-
niku, kterému lze opsat tzv. doplikovou kruznici c4. Jeji polomér p, (resp.
kiivost ¢4) je urCena poloméry ry,re,r3 (resp. kiivostmi ki, ks, k3) danych
kruznic. Uvazujme nejprve situaci na obr. 6. Vztah mezi zminénymi polomeéry
urcime z podminky, ze soucet obsahu trojiuhelniku 010554, 02035, a 01035,

je roven obsahu trojihelniku 010,03, ktery vyjadiime pomoci Heronova
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VZorce:

1 1 1
5(7’1 + Tz);04 + 5(7”2 + 7“3)/)4 + 5(7’1 + 7’3)[)4 = \/(7’1 +1ro + T3)7’17’2T3.

Odtud po umocnéni a béznych tpravach dostaneme

2 rirors
’I“1+7’2+7’3

Obr. 6 Obr. 7

Pro situaci zndzornénou na obr. 7 plati, ze soucet obsahu trojihelniku
010554 a 010354 zmenseny o obsah trojihelniku 0,035, je roven obsahu
trojuhelniku O;0505:

1 1

1
5(7’1 — TQ)p4 -+ 5(7"1 — 7’3)p4 — 5(7’1 + 7"3),04 = \/T17‘27’3(T1 — To — Tg).

Po analogickych tupravach dostaneme

2 riroTs

Py = (21)

L —T9 — T3 '
Vztahy (20) a (21) lze sloucit na vztah jediny. Pro vztah (21) pii zavedené

konvenci z ivodu kapitoly plati:

—Trirers —Trirars rTor3

2 _ — .
Pa —r1y —T9 —7T3 —(7"1“—7”24—7‘3) 7”1—|—’T‘2—|—T3
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Obr. 8

Pro obé situace vzdjemné polohy kruznic tedy plati vztah (20), ktery

muzeme pomoci kiivosti prepsat na tvar:

ri+ro+r 1 1 1
Ci = ! 2 3 = + + :k2k3—|—k1k‘3+k1k2.
T1ra’3 273 ™mrs r1re

Uvazujme nyni situaci na obr. 8, v niz Soddyho kruznice ki, ko, k3 a ky
urcuji ¢tvetici dopliikovych kruznic ¢y, co, c3 a ¢4. Posledni vztah ziejmé plati
pro kazdou trojici kruznic z mnoziny K = {ki, ko, k3, ks} a k této trojici
doplikovou kruznici z mnoziny C' = {¢, o, ¢3,¢4}. Plati také pro kazdou

trojici z mnoziny C' a k ni doplitkovou kruznici z mnoziny K:

]{Zlk'Q + k’ng + k3k1 = Ci a Cykl (22)

c1¢y + cac3 + s = k7 a cykl. (23)
Pomoci téchto vztahu dale dostavame
2 2

Je tedy
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Také plati

—ki + (ko + ks + ka)® = —ki + k3 + k3 + ki + 2k1ko + 2koks + 2ksky .

2
2cy

Levou stranu posledniho vztahu upravime podle vzorce pro rozdil ¢tvercu
a za druhé mocniny na pravé strané dosadime ze vztahu (23). Po tpravée

dostaneme
(—k‘l + kQ —|—]€3 +I{I4)Zk2 == 261201'

a odtud po vydéleni vyrazem ) k; a uziti vztahu (24) mame
—k‘l + k?Q + k?g + ]C4 == 2C1.

Kdyz k této rovnici pridame rovnice, které vzniknou cyklickou zaménou,

dostaneme celkem ¢tyfti rovnice. Kazdou z nich umocnime a rovnice secteme:

4Y K =4> ¢
Plati tedy

k=>4

a po pricten{ Y k? k obéma strandm rovnice

QZk?:Zkij Zcf :
——

2ki1ko+...

(Z‘/;')Z

.

Odtud ziskdme hledanou rovnici (16)

221@?:(21@-)2.

3.3 H.S.M. Coxeter (1961)

Profesor Harold Scott MaCDonald Coxeter (H.S.M Coxeter) byl kanadsky
matematik britského puvodu. Narodil se roku 1907 v Londyné, avSak ve-
lice brzy se prestéhoval do severni Ameriky, konkrétné do Toronta. Zde pra-

coval vice nez 60 let na mistni université - University of Toronto. Béhem
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svého zivota vydal celkem 12 knih. Ve své druhé knize z roku 1961 s nazvem
Introduction to Geometry [5] uvedl mimo jiné i dukaz Descartesovy véty
o kruznicich. Zemfel v roce 2003. Je povazovan ze jednoho z nejvétsich geo-

metru 20. stoleti.
Zakladem Coxeterova odvozeni je tvrzeni, ze pro kazdé tii ihly

o, 3.7 € (0,7) plati

a+p+vy=n=sin?y +sin® B — sin®? o = 2sin~ysin f cos a. (25)

Toto tvrzeni je ziejmé, predstavuje totiz kosinovou vétu pro trojuhelnik
ABC vepsany do kruznice, jejiz prumér je 1. Strany takového trojihelniku
maji podle sinové véty délky a = sina,b = sin8,¢ = siny a po dosazeni

téchto vyrazu do vztahu
a? =0+ —2bccosa

snadno obdrzime (25).

Déle budeme vychdzet ze situace na obr. 9. Oznacme |<0,0405| = 2a,
|<1030401| == 25, |<2010402| == 2’7

Pomoci kosinové véty pro trojuhelnik 0,030, dostavame

9 1 + cos2c
costa=——"—=

2|0,04] - |0504] + |0204> + 0304 — [0204 _
2]0504] - |0504]

N | —

(|0204] + |0504])* — |0204]?

4|0204] - |O304]
Po dosazeni |0;0;| = r; + r; a ipravé pomoci vztahu pro rozdil ¢tverct
dostaneme
To+ 13+ 14T
cos’> a = (ra s+ ra)rs (26)

(7’2 -+ 7"4)(7“3 -+ 7"4)
Dale s vyuzitim vztahu sin? @ = 1 — cos? @ snadno ovéifme, ze plati

ToT'3
(7“2 +7"4>(7”3+T'4).

sin?a =

(27)
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Obr. 9

Analogické vztahy pro thly (v obdrzime cyklickou zaménou poloméru
r1,7r2,73. Uhly «,3,~ spliuji podminku vztahu (25), z néjz po dosazeni
obdrzime

rirs 4 rire rars
(ri+ry)(rs+ry)  (ri+re)(ra+rs)  (ro+7r4)(rs+ry)

_y rirs . rirs ‘ (ro 4+ rs+ry)ry
(7"1+T4)(7“2+7“4) (T1+T4)(T3+T4) (7’24‘7”4)(?"34—7“4).

Obé strany rovnice vynasobime sou¢inem (ry + 74)(re + 74)(r3 + r4) a

upravime na tvar

T1T9Ts 4 T1TaTy & 1737 — Torsry = 2\/7"%7"37"37“4 + riroriry + rirorsrs.

Po vydéleni soucinem riryr3ry a umocnéni dale dostavame

1 1 1 1)\ 1 1 1
—+—+—==] =4 +—+ .
T2 3 T4 T 3Ty TaTy rars
Obé strany jesté zvétsime o vyraz
4 4 4
+—+

r1T9 rrs 174

37



a prepiseme do tvaru

1 1 1 1\? 1 1 1 1 1 1
—+ —+ — + — =4 + + + + + ,
(A1 () rs T4 3Ty Tr'aTy rars rire rrs 1Ty

z néjz plyne

3.4 Dikaz pomoci kruhové inverze

V tomto odstavci se seznamime s elegantnim dikazem Descartesova vztahu
na zakladé vlastnosti kruhové inverze tak, jak jej uvadi Michal Kieza v ca-
sopise Delta [12].

Kruhova inverze

Uvazujme kruznici w se sttedem O a polomérem r. Kruhova inverze se
zakladni kruznici w je zobrazeni, které kazdému bodu P # O pfitazuje bod
P’ lezici na polopifmce OP a splitujici podminku |OP||OP'| = r%. Body
na zakladni kruznici jsou samodruzné. Stied zakladni kruznice se zobrazi
do tzv. Mobiova bodu lezictho v nekonecnu. Déle si pripomenme, ze obra-
zem kruznice k, kterd neprochdzi stfedem inverze, je kruznice £, ktera také
neprochazi stiredem inverze, a obrazem kruznice k, ktera prochdazi stfedem
inverze, je piimka k', kterd neprochédzi stifedem inverze. Kruhovd inverze
je konformni zobrazeni, to znamend, ze zachovava uhly piimek a kruznic.

Kruznice ortogonalni k zakladni kruznici w je v inverzi samodruzna.

Na obrazku 10 je ukazano, jak sestrojit obraz kruznice £ o poloméru
r jdouci stiedem zdkladni kruznice w (pro jednoduchost volime polomér
zékladni kruznice 1). Vime, Ze obrazem je primka &’ kolm4 na spojnici stfedu
zékladni kruznice a bodu X € kN — OS(X # O), kde S je stied kruznice k.
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Bod X ma4 totiz nejvétsi vzdalenost od bodu O a podle vztahu |OX||OX'| =1
je obraz X’ bodu X nejblizsi bod piimky &’ od bodu O. Jelikoz |OX| = 2r,

dostavame |OX'| = %, coz je vzdélenost piimky k' od stredu kruznice w.

=~

kl

Obr. 10

Dikaz vztahu (16)

Mnozina ¢tyf  vzdjemné se
generuje dalsi mnozinu ¢tyt vzajemné se
dotykajich doplnkovych kruznic r, z, vy, 2,
které jsou ortogonalni k piislusnym
kruznicim z wmnoziny {kq, ko, k3, ka}.
Kruznice r je vepsana trojuhelniku
010505 a prochazi body dotyku kruznic
k1, ko, k3. Doplinkové kruznice z,y, z jsou
po tadé kruznice vepsané trojihelnikim
050304, 010304, 010504 a prochazeji
body dotyku kruznic ki, ko, ks, ks (viz.

obr. 12).

Uvazujme kruhovou inverzi se stfedem
v bodé R a polomérem 1. Nalezneme ob-
razy kruznic kq, ko, k3, kg, 7, 2 v této kru-

hové inverzi. Kruznice ki, ks se zobrazi
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dotykajicich  kruznic Ky, ko, k3, k4
k1* ) k2*
Ky
Z*
A
2r
z
r*
ks 1
2r
]
R
2r1 2r2
Obr. 11



1 1
2r1? 2ry”

Kruznice k3 a k4 se zobrazi na kruznice k3, k;. Navic plati, Ze obé kruznice

na dvojici rovnobéznych piimek k7, k5 vzdalenych od stiedu inverze

se dotykaji ptimek k7, k i sebe samych. Z toho vyplyva, ze prumeéry kruznic
3, k1 jsou stejné. Nakonec nalezneme jesté obrazy kruznic r, z. Obé kruznice
prochézi stredem inverze, tudiz se zobrazi na dvojici rovnobéznych primek.
Kruznice z musi prochézet spolecnymi body primek k7 a k3 s kruznici k5. Ob-
1 &Ry 4
dobné plati stejna tivaha pro kruznici r. Ptimka z* ma vzdalenost od stiedu
inverze -1 a pifmka r* ma vzdélenost -i-. Pifmky r*, z* jsou kolmé na pifmky
2r, 2r, )
ki, k3. Jelikoz pruméry kruznic k3, kj jsou stejné, je utvar omezeny primkami

kf, kS, r*, 2* ¢tverec (viz. obr. 11). V takovém piipadé plati rovnost

1 1 1 1

2r1 279 - 2r,  2r,’

kterda ma po vynasobeni dvéma a prepsani pomoci kiivosti tvar

ko + ko = Ky — k. (28)

Pti zavedené konvenci z ivodu kapitoly plati:

ki+ ke =k, + k.
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Vezmeme-li nyni stfed kruhové inverze v bodé P a vyuzijeme stejného

postupu jako v predchozi ¢éasti, dostavame
ko + ks =k, + k. (29)
Nakonec vyuzijeme stejné tvahy i pro kruhovou inverzi se stiredem v bodé

Q. Po nalezeni obrazu kruznic ks, k4, k1, k3, x, 2 dostaneme rovnici

ko + k. = ko + ky. (30)

Secteme rovnice (28), (29), (30) a vyjadiime nezndmou kiivost k4

ky = by + ko + ks — 2k, (31)

Déle vyjadiime kiivost k, pomoci kiivosti kq, ko a k3. Kdyz porovname
obsah trojuhelnika O,05,03 vypocitany pomoci Heronova vzorce a vzorce pro
obsah trojihelnika obsahujici zavislost obvodu a poloméru kruznice vepsané,

dostavame

\/7"17’27'3(7“1 + 1o +7’3) = (7"1 +7’2—|—T’3)7“r.
Upravou a prepsanim pomoci krivosti ziskdme rovnici

kz = klk’g + kgkg + kgkl. (32)

Pripomenime si, ze k. < 0 a dosadme do rovnice (31), dostaneme

ky = ky + ko + ks + 2¢/ k1 ko + koks + ksky. (33)

Pro kiivost kruznice k opsané kruznicim kq, ks a ks dostavame tutéz rov-
nici jen s opa¢nym znaménkem pied odmocninou. Na neznamé kiivosti ky

a k pak muzeme pohlizet jako na koreny

x1 =ki + ko + ks + 2\/k1k’2 + koks + ksky,

To = ]{?1 + ]{?2 + /{‘3 — 2\/]€1ki2 + k’gk’g + ]{?3]{31,
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kvadratickd rovnice
22— 2(x1 + 29)1 + 2129 = 0
z niz po dosazeni za x; a xo dostavame
2% — (2ky + 2kg + 2k3)w + [(k1 + ko + k3)? — 4(kyko + koks + ksky)] = 0.
Rovnici déle jesté upravime do tvaru
2+ ki + k3 + k3 = 2kiky + 2koks + 2k ks + 2k 2 + 2kox + 2ks7.

K obéma strandm pricteme vyraz x? + k% + k2 + k3 a dospéli jsme ke vztahu
(16):
22 + ki 4+ k3 + k3) = (v + k1 + ko + k3)*.
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4 Sbirka resenych prikladu

Zéaveérecna kapitola obsahuje fadu tesenych prikladi, v nichz se objevuje
vzajemny dotyk kruznic. Mohou byt vyuzity pii praci se studenty stiednich
i zakladnich kol. Predpokldadame, ze zaci neznaji Descartésuv vztah a ze bu-
dou tlohy tesit na zdkladé vypoctu vétsinou s vyuzitim poznatku znamych
ze Skoly. Velka ¢ast tloh je zamérena na aplikaci Pythagorovy véty. U ptrikladu
oznacenych D si muze student provést kontrolu spravnosti vypoctem pomoci
Descartesova vztahu. Piiklady jsou rozdélené do tii ¢asti a sefazené podle
obtiznosti (od snadngjsich k tézsim) dle ndzoru autora. Ocekava se, ze Ctenari

ucitelé si zpracuji podrobnéjsi metodiku podle svych predstav.

V prvni ¢asti se seznamime s fraktaly, které 1ze dostat opakovanou aplikaci
Descartesovy véty o kruznicich. Druhd podkapitola je vénovana gotickému
slohu a zahrnuje ilohy inspirované gotickym slohem trénujici presnost ryso-
vani. V této Casti je ukdzana spojitost mezi geometrii (sousttedime se na vza-
jemny dotyk kruznic) a praktickym vyuzitim v architektufe. Posledni ¢asti je
sbirka pocetnich ptikladu, kdy nam nejde o samotné zkonstruovani problému,
ale prevazné o vypocet neznamého poloméru hledané kruznice, popiipadé
o dokéazani néjaké souvislosti mezi objekty. U piikladu vybranych z matema-
tickych olympidd je pfevzané i feSeni, nebot toto feSen{ je precizné zpracované

a nemélo by smysl ho predélavat.
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4.1 Apolloniovské fraktaly

Vz4jemna poloha ti{ kruznic a, b, ¢, z nichz kazda se dotyka zbyvajicich dvou
je (az na umisténi v dané roviné) urcena jejich kfivostmi a,b,c. V zdjmu
strucnosti budeme i v této kapitole krivosti oznacovat stejnymi pismeny jako
uvazované kruznice. Descartesuv vztah (16) takovym kruznicim a, b, ¢ jedno-
znacné pritazuje praveé dvé kruznice d, e, které jsou vepsany do tzv. mezer
mezi kruznicemi a, b, ¢, viz obr. 13 az 15. Maji-li kruznice a, b, ¢ vSechny do-
tyky vnéjsi, tvori jednu mezeru oblast ohranicena mensimi oblouky kruznic
s krajnimi dotykovymi body. Druhou mezerou je dopliiek ttvaru ohrani¢eného
vétsimi oblouky kruznic v dané roviné. V libovolné trojici vybrané z mnoziny
M = {a,b,c,d, e} se kazda kruznice dotyké zbyvajicich dvou a v libovolné
¢tverici z mnoziny M se kazda kruznice dotykd zbyvajicich tii. Takové kruz-
nice se nazyvaji Soddyho kruznice. Trojice, resp. ¢tvefice Soddyho kruznic

(nebo jejich kiivosti) budeme téz struéné zvat Soddyho trojice, resp. ¢tverice.

. »
O

| 6

Obr. 13 Obr. 14 Obr. 15

Kazda trojice mnoziny M jednoznac¢né urcuje celou mnozinu. Zname-li
napiiklad krivosti a, b, ¢, jsou podle Descartesova vztahu kiivosti kruznic d, e

urceny jako kotreny rovnice
(z4+a+b+c)? =202 +a®+ b+ ),
kterou béznymi upravami prevedeme na tvar
2?2 —2(a+b+c)r + (a® + b* + ¢ — 2ab — 2bc — 2ac) = 0. (34)
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Tato normovana kvadraticka rovnice ma diskriminant
D = 16(ab + bc + ac)

a koreny

d=x1=a+b+c+2vVab+ bc+ ca, (35)
e=xy=a+b+c—2vab+ bc+ ac. (36)

Snadno ovéiime, ze plati

Ty =2(a+b+c)— . (37)

Soddyho trojice {a, b, ¢} tedy jednoznaéné urc¢uje Soddyho zbyvajici kruz-
nice d,e. S vyjimkou mnoziny {a,b,c} vytvaii trojice vybrand z mnoziny
{a,b,c,d, e} dvojici mezer, z nichz jedna ma jiz vepsanou kruznici a druh4 je
prazdné. Pomoci vztahu (37) uréime kiivost kruznice, jiz lze do této mezery
vepsat. Postup vepisovani kruznic je nekonecny a vznika ptritom fraktal, ktery

budeme nazyvat Apolloniova sitS.

Kazda Soddyho trojice {a, b, c} uréuje pravé jednu Apolloniovu sit. Jest-
lize jsou navic kiivosti a,b,c i koteny rovnice (34) celd ¢isla, ma kazda
kruznice sité celociselnou kiivost, jak plyne ze vztahu (37). Existuji ruzné

typy Apolloniovych siti. Jejich vytvareni ukazeme na nékolika prikladech.
Priklad 1. Vytvdrejte Apolloniovu sit uréenou trojici {—6,11,14} (obr. 16).
Reseni

1. krok

Pomoci (35) a (36) dostdvame pro kiivosti 1,z kruznic vepsanych do

mezer v trojici {—6, 11,14} vztahy

T19=(—6+11+14) +2v/—6-11+11-14 -6 - 14.

6V angli¢tiné existuje nékolik pojmenovani pro tento fraktdl: Apollonian circle packing,

Apollonian packing, Apollonian gasket, Apollonian net
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Odtud

V prvnim kroku piibyly dvé kruznice, ziskali jsme mnozinu {—6, 11, 14, 15,
23}.
2. krok

Trojice {—6, 11, 15} vytvaii dvé mezery, v jedné z nich je vepséna kruznice
s kiivosti 14. Uzitim rekurentniho vztahu (37) urc¢ime kfivost kruznice v do-

sud prazdné mezefe:

{—6,11,15} 14 — x5 = 2(—6 + 11 + 15) — 14 = 26.

Analogicky pro zbyvajici mezery v mnoziné {—6, 11, 14, 15, 23} dostavame:
{—6,11,23}14y > x4 =2(—6+ 11 +23) — 14 =42

{—6,14,15}y; — 25 =2(—6+ 144+ 15) — 11 =35
{—6,14,23}; — ¢ = 2(—6+ 14 + 23) — 11 =51
{11,14,23} ¢ = x7 = 2(11 + 14 4+ 23) + 6 = 102
{11,14,15} ¢ — xg =2(11+ 144+ 15) + 6 = 86
celkem vznikne 6 novych kruznic. Dohromady bude 5 4 6 = 11 kruznic.
3. krok

Tento soubor 11 kruznic mé 18 nezaplnénych mezer. Z toho plyne, ze
ve tretim kroku vznikne 18 novych kruznic. Dohromady budeme mit soubor

29 kruznic.

Kazdym dalsim krokem narusta pocet novych kruznic néasledovneé:
4. krok: 54 novych (83 vsech)
5. krok: 162 (245)
6. krok: 486 (731)
7. krok: 1 458 (2 189)

46



8. krok: 4 374 (6 563)

n. krok: 2 - 3™ (2 + 3"*1),

Obr. 16 : Prvni krok Obr. 17 : Druhy krok

Obr. 18 : Fraktél, (prevzato z [1]).
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Uloha 1. Vytvdrejte Apolloniovu sit uréenou pocdtecni trojici {—3,5,8}.

(resent viz. obr. 19)

Uloha 2. Vytvdrejte Apolloniovu sit uréenou pocdtecni trojici {—3,4,12}.

(resent viz. obr. 20)

Uloha 3. Vytvdrejte Apolloniovu sit uréenou pocdtecni trojici {—1,2,3}.

(resent viz. obr. 21)

Uloha 4. Vytvdrejte Apolloniovu sit uréenou pocdtecni trojici {1,1,4}.

(resent viz. obr. 22)

Obr. 19 : (-3, 5, 8), (ptevzato z [1]). Obr. 20 : (-3, 4, 12), (prevzato z [1]).
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Obr. 22 : (1, 1, 4), (pfevzato z [1]).

Pii tvorbé takovychto fraktalu se ovsem nemusime omezit pouze na ro-
vinu. Postup muzeme zobecnit i do vyssich dimenzi. Zobecnéni Descartesovy
véty se nékdy nazyva jako Soddyho-Gossetova véta, ackoli byla objevena R.
Lachnanem v roce 1886 [13]. V n-dimenziondlnim Euklidovském prostoru
je maximalni pocet vzajemné se dotykajicich sfér n 4+ 2. V trojrozmérném
prostoru to znamend, ze maximalni pocet kouli, které se mohou vzajemné

dotykat, je 5. Zobecnény vztah pro ktivosti n-rozmérnych sfér zni:

n+2 2 n+2

Z Z 2

i=1 i=1
Pro n = 3 mé rovnice tvar

(ky + ko + ks + by + ks)? = 3(k3 + k3 + k3 + k2 + k2).

Jelikoz zobecnéni do prostoru a vSech vyssich dimenzi presahuje ramec
této prace, uvedu jen pro ukazku tentyz fraktdl v prostoru (obr. 23). Fraktal
je obarven 5 ruznymi barvami tak, ze zadné dvé koule se stejnou barvou se

vzajemné nedotykaji.
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Obr. 23 : Apolloniova sit v prostoru, Obr. 24 : Apolloniova sit v prostoru,

prevzato z [3]. prevzato z [2].
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4.2 Priklady inspirované gotickym slohem

Od druhé poloviny 12. stoleti zacind vznikat ve Francii novy umélecky sloh
nazyvajici se gotika’. Gotické stavby se vyznacuji prosvétlenim vnitiku. To
je vyznamné odlisuje od predchozich [18]. K zajisténi dostatku svétla je za-
potiebi velké mnozstvi oken. Samotna okna méla posilit majestatnost téchto
budov. Nejcastéjsim geometrickym prvkem pouzivanym v konstrukcich klenby
a oken je oblouk kruznice. Vzdjemnym dotykem nékolika kruznic dostaneme
ornamenty typické pro gotiku. Jednim takovym charakteristickym symet-
rickym architektonickym prvkem je goticka kruzba vyplinujici oblouky oken,

arkad, zédbradli a tympanonu®.

Gotickou kruzbou rozumime rozclenéni ¢asti okna. Geometricky clenény
kruzbovy ornament se vytvarel z kamennych profilu. Nejcastéji ho nalez-
neme v lomeném oblouku okna nebo v kruhovém okné (rozeté) a sklada se
z oblouku kruznic, jez jsou konstruovany na zakladé predem zvolené kostry -
osnovy trojihelniku (triangulace) ¢i ¢tvercu (kvadratura), kde stfedy kruznic
lezi ve vyzna¢énych bodech osnovy, popt. poloméry kruznic maji délky odec-

tené z néjakych dsecek osnovy [17].

Cilem této kapitoly je ukazat na konkrétnich piikladech konstrukeci nékte-
rych kruzeb. Vsechny ptiklady trénuji prevazné presnost rysovani a téz de-
na uzka spojitost mezi stredoskolskou geometrii a jejim praktickym vyuzitim

ve stavitelstvi.
Zlaty tez

Zakladni roli mély v architektonickych navrzich poméry [18]. Jednim z ta-
kovych, jez goticti mistii vyuzivali pti konstrukci, je zlaty fez. Ve strucnosti

si ukédzeme, co se pomérem zlatého fezu rozumi a jak ho sestrojit.

"Plivodné se tomuto slohu fikalo Opus Francigenum, oznaceni gotika se objevuje az

v 16. stoleti. Poprvé ho zacal pouzivat Giorgio Vasari.
8Prostor ve stitu portdlu, nad dvefmi nebo oknem, zpravidla polokruhového nebo

trojuhelnikového tvaru.
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Zlatym tezem usecky AB rozumime takové rozdéleni tsecky AB bodem

Z tak, aby platilo

|AZ| |BZ|

|AB|  |AZ] (38)

Geometrickou konstrukei zlatého fezu popisuje nasledujici konstrukce:

Postup (obr. 25):

e BC L AB .

o |BC| = 3|AB| N

e d=(C:|CB|)

o f=(A]AE]) A /Z Bd/
« Z—fNAB

Obr. 25 : Zlaty fez

Zduvodnéni konstrukce:

Ozna¢me |AB| = a a |AZ| = z, pak |ZB| = a — z. Z rovnosti (38)

dostavame
r_ a-—x
o
a po uprave
T a
T
a x
Provedeme substituci A = f
1
A=——1
A

a po vynasobeni \ a tupravé ziskdme kvadratickou rovnici

MN4+A—1=0
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s kladnym kotenem \; = #5 =0,618.
Z obrazku 25 plati, ze |AB| = a,|BC| = §.
|AC| = 25, Jelikoz |CE| = |BC| = ¢, pak |AE| = |AZ| = @5 — ¢

Po vytknuti a a porovnani s vypocitanym A vySe dostavame, ze |AZ| =
= a#g = al.

Pomoci Pythagorovy véty

Konstrukei zlatého fezu vyuzijeme na str. 72 pii vytvareni rozety chramu

sv. Egidia v Bardejoveé.

Piiklad 2. Vepiste kruznici horni casti gotického okna, tj. geometrickému
utvaru omezenému useckou AB a shodnymi kruhovymi oblouky k1 a ko o stre-
dech A a B. Reste pro |AB| = 12 (obr. 26). (Prevzato z [8].)

Reseni

Predstavme si hledanou kruznici k, kterda ma stied na ose okna TV,
dotyké se usecky AB v jejim stfedu T a kruhovych oblouku v bodech T
a Ty. Je-li S stred kruznice, pak 77 lezi na primce AS a T, na piimce BS.

Oznacime-li velikost hledaného polomeéru r, jsou velikosti stran pravothlého
trojihelnika AT'S:

|AT| = 6,|TS| =r,|AS| = |ATy| — |ST\| =12 —r.
Pouzijeme Pythagorovu vétu
|AS|? = |AT|> +|TS|
a obdrzime po dosazeni rovnici
(12 — r)* = 6% + 1

s fesenim r = 4, 5.
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Konstrukce:

o AB;|AB| =6

kos ko = (BS |AB|)

V;VG/ﬁﬂk’g

TV;TV je osa usecky AB

S;S €TV A|ST| = 4,5

ki k = (S;]5T])

Obr. 26 : Priklad 2

Zobecnéni

Resfme obecné pro |[AB| = R. Oznacme |ST| = x. Pak |AT| = £, |AS| =
= R—x. Hledané x ziskame z trojuhelniku AT'S pouzitim Pythagorovy véty:

(R—z)? =2+ (g)Q.

R.

o|w

Jedinym kladnym kofenem je x =
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Priklad 3. Urcete polomeér x kruznice | vepsané do mezery pri bodu V
z prikladu 2.

Reseni
Vyuzitim Pythagorovy vety
v pravouhlém trojuhelnitku ATP

dostavame rovnici

(gR+x)2+ (g) = (R—x)’

s jedinym kladnym kofenem x = %R.

Obr. 27 : Priklad 3

Priklad 4. Vepiste do gotického okna z prikladu 2 kruznici dotykajici se
pulkruznice ks nad primérem AB (obr. 28). (Prevzato z [8].)

Reseni
Predstavme si opét hledanou kruznici k, kterda ma stied S na ose okna

MYV a polomér r kruznice k se dotyka pulkruznice ks v bodé T3 na spojnici

SM a kruhovych oblouku k; a ks v bodech T} a T5 lezicich na primkach AS
a BS. Pak jsou velikosti stran pravothlého trojihelnika AMS"

|AM| = 6,|MS| = |MT;| + |T3S| = 6 + r, |AS| = |ATy| — |STy| = 12 — 1.

Po zapsani Pythagorovy veéty
|AS|? = |AM|* + |MS)?
dostaneme dosazenim rovnici
(12-7)*=6>+ (6 +1)°
a jejim Tesenim r = 2.
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Konstrukce:
e MV; MYV je osa usecky AB
e 5;Se MV AN|MS|=|MTs| +2

o kik=(S;2)

Obr. 28 : Priklad 4

Zobecnéni

Resime obecné pro |[AB| = R. Hledané r ziskdme z trojihelniku AMS
pouzitim Pythagorovy véty:

(R—r)* = <§)2+ (§+r)2.

Jedinym kladnym kofenem je r =

=

g.
Priklad 5. Obmeénou predchozi ulohy je, Ze pulkruznice ks je nahrazena dvo-

gicemi kruhovgch oblouku opsanych ze strediu A, B, M (obr. 29) s polomérem
|AM| = |BM|. (Prevzato z [8].)

Reseni

Pti podrobnéjsim rozboru zadani objevime, Ze jde vlastné o ulohu ve-
psat kruznici kfivocarému ¢tyitihelniku, ktery je omezen dvéma dvojicemi
soustfednych kruznic, jez jsou soumeérné polozeny podle osy MV a maji
sttedy A, B a poloméry |AB| = |BA|,|AM| = |BM]| (obr. 30). Prumeér
hledané kruznice k se proto rovnd sitce mezikruzi |AM| = |BM]| a jeji stied
S dostaneme jako prusecik kruznic k' a k" opsanych ze sttedu A a B s po-
lomérem |AQ| = |BP|, kde P a @ jsou stiedy tisecek AM a BM. Staéi ovsem
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sestrojit jedinou z téchto kruznic a urcit jeji prusecik S s osou MV (obr. 31).
Dotykové body T7,T5,T3 a Ty hledané kruznice lezi na primkach AS a BS.

\

A M B
Obr. 29 : Piiklad 5 - 1. krok

Konstrukce:

o MV; MV je osa tsecky AB

Q; Q je stred tsecky M B

KLk = (A;]4Q))

S;SekNnMV

Tl;Tl S ASﬂkZl

k;k = (S;|STy|)

Obr. 31 : Priklad 5 - 3. krok
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Priklad 6. Je ddn obycejny lomeny oblouk kruznicemi c,d nad zdkladnou
AB, F je téziste NABC'. Je dana kruznice g se stredem v bodé F' a dotykajict

se kruznic ¢ a d. Naleznéte zdkladny pro oba mensi lomené oblouky. (Prevzato

ze [17].)

Postup (obr. 32):

e rovnostranny AABC

F. F je teziste AABC
e d:d=(A;]|AB)) c d
e c;c= (B;|AB|) ) A

e g;g ma stred v F' a dotyka se s

kruznic ¢, d X

\ >
\
/
/™

e oznacme h polomér kruznice g

e i =(F;h+ 3|AB|)

o JK L

.32 : Pkl
e malé oblouky dostévame po- Obr. 32 : Priklad 6

stupnym  rysovanim  kruznic
z bodu J,K,L, o poloméru
3|AB|
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Zdtvodnéni konstrukce:
Vypoctem presné délky |AK| ukdzeme, ze konstrukce je pouze ptiblizna.
Nechf |AB| = R, |AK| = a. Pak |KL| = |LJ| = & |AF| = 23R
ah = R—|AF| = 23R, Vyuzijeme kosinové véty pro tojihelnik AKF:
|KF|> = |AK|? + |AF|* — 2|AK||K F| cos 120°. Dosazenim do této rovnice

dostavame ) .
R R 3
~+h) =2*+—=—+ "R
(2 + ) x® + 3 + 3 x,

po upravach

G+ 5G40

Jedinym kladnym fesenim rovnice je x = 0,487R # %R, z cehoz vyplyva,

ze konstrukce je pouze priblizna.

Priklad 7. Do ddtvaru omezeného kruinicemi f = (B;r),g = (A;r),h =
= (C;r), které jsou umistény podle obrdzku 33, vepiste kruznici k. (Prevzato

2 [17].)

Postup (obr. 33):

[ f = (B;|AB|)
e hyh=(C;|ABJ)
e ;9= (A |AB])
e s;AesNs L AC
o [;|AI| = 1]AC|

e i;i = (B;|BI|)

o J;JeiNs

e k; ma stied v J a dotyka se kruznic f, g, h
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Obr. 33 : Priklad 7

Zduvodnéni konstrukce:

Oznacime-li a polomér kruznice k, jsou délky stran pravoihlého trojihel-
nika ABJ : |AB| = r,|BJ| = r + a,|AJ| = r — a. Z Pythagorovy véty
ziskavame rovnici

(r+a)?*=r*+(r—a)’

Kotreny rovnice jsou r; = 0 a ro = 4a. Pro polomér kruznice k plati, ze
a=qr=|AIl

Nosy, jeptisky a rozety v gotické architekture

Po sérii ivodnich piikladu si ukazeme konstrukei tii zakladnich prvkua go-
tického slohu - nost, jeptisek a rozet. Modre jsou v obrézcich vyznacené ¢asti,
které tvori dany architektonicky prvek. Zavérecnym piikladem je narysovani

rozety nachdzejici se v chramu sv. Egidia v Bardejové na Slovensku.
a) Konstrukce tzv. ,nosu“
1. Nosy v kruznicich

»,Nosem® nazyvame vycnélek slozeného obloukového tutvaru vepsaného
do néjakého n-thelniku. Na obr. 34 predstavuje vybarvena ¢ast trojici nosu
vepsanych do kruhového okna. Mame dvé moznosti, jak sestrojit nosy v kruz-

nicich. V situacich 1.1 a 1.2 se kruznice protinaji. V téchto pripadech muzeme
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kruznice zvétSovat a zmensovat a dostavame ruzné veliké nosy. V situaci 1.3

se kruznice dotykaji. Obecné se da Tict, ze sestrojujeme-li nosy obsahujiciho

5 a vice kruznic, vyuzijeme konstrukce z bodu 1.3 (tzn. jednotlivé kruznice

se dotykaji).

Konstrukce osnovou

1.1 Popis pro triangulacni osnovu: (obr. 34)

je zadan rovnostranny
trojuhelnik CDFE

|<CAD| = |[<EAD| = 120°

< EA je osou uhlu CED
obdobné <> CA a <+ DA

b je kruznice opsana
trojuhelniku CDFE;
b= (A;|AE])

F=DANCE

D

1; stted v F' a dotyka se

kruznice b Obr. 34 : Priklad 1.1

stejnym zpusobem kruznice j, k
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1.2 Popis pro kvadrdtni osnovu: (obr. 35)

je zadan 0 CDEF

G e CF A|CG| = |GF|

HeCDA|CH| = |HD)|

I =GHNAC

j=(I;|CIl)

stejnym zpusobem zbylé tii

kruznice

Obr. 35 : Priklad 1.2

1.8 Matematicka konstrukce:
Jde o tlohu vepsat do dané kruznice n kruznic o stejném polomeéru.

(na obrézku 36 pro n = 5)(Prevzato z [17].)
Popis (obr. 36):
o b;b=(A;|AC)
o |[<CAD| = 360°/n
o [<CAE|=180°/n
o fLEANFE € f

e g je kruznice vepsana

trojuhelniku tvoreného

piimkami f, AC, AD

e stejnym zpusobem zbylé

Obr. 36 : Priklad 1.3

¢tyti kruznice
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2. Nosy ve sférickych utvarech

2.1 Stéricky ctverec
2.1.1 Konstrukce kvadrdtni osnovou

Vychazi se ze ¢tverce ABC' D, do néjz se osnovou vepisuji oblouky m, n, o, p

a teprve poté vepisujeme oblouky nosu.(Pfevzato z [17].)
Popis (obr. 37):

e [JABCD, E je stred
OABCD

o [=(E;|AE])

e Ge [,GE| BC G G

e HG | AB

e [;IH || BDANIG | BC B

o LI/JKL

o m=(I;|ID))

e stejnym zpusobem kruznice

J NK

n’ 07p

e r ma stred v bodé @) a

dotyka se kruznic p,n
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2.1.2 Matematicka konstrukce

Zde vychazime z néjakého predem daného sférického ctverce. Ke kon-

strukei vyuzijeme stejnolehlost. (Prevzato z [17].)

Popis (obr. 38):

UBCDE

oblouky kruznic g, h, i, j jsou dané

k|| BE,l|| BC,A€k,l
e snazime se setrojit kruznici o, kterd se dotyka piimek k, [ a kruznice g

— hledame stted stejnolehlosti M, ktera by zobrazila kruznici o na kruz-
nici g
— vzor a obraz piimky ve stejnolehlosti jsou rovnobézky, proto:

K[| kENE je tetna g; I || L AT je tecna g
— A=Kl
- M= AANyg
e N=MFNBD

e o ma stied v N a dotyka se kruznic g a h

e zbylé kruznice dostaneme osovou soumérnosti podle <+ CE k a [
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Obr. 38 : Piiklad 2.1.2
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b) Konstrukce tzv. ,jeptisek*

wJeptiskou” nazyvame slozeny obloukovy ttvar vepsany do lomeného ob-

louku.

I. typ

Postup (obr. 39):
e tUsecka AB K
e FE: F je stred tsecky AB L
o F: I je stied usecky AF

e (&; (G je stted usecky BE

o d;d = (B;|AB|)

A FMU E G B
e c;e = (A;|AB|) |

Obr. 39 : Jeptiska I. typ

o hyizh = (F;|AF|);i = (G;|GB])
o J;|AJ|:|AB|=3:10

o ki k= (B;[BJ])

e ;LeknNCE

e m; m ma stted v L a dotyka se kruznic e, d

Zdtvodnéni konstrukce:
Ozna¢me z polomér kruznice k. Nejprve vyjdeme z pravothlého trojihelniku
LFFE. 7 Pythagorovy véty dostavame rovnici
a

BLE = (a+ 37— (D>
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Poté si vezmeme pravothly trojihelnik LBC a opét z Pythagorovy véty

ziskdme rovnici

BLP = (a—2) = (5)"

Vidime, ze levé strany obou rovnic se rovnaji, tudiz se musi rovnat i pravé
strany, kde po umocnéni dostavame rovnost
a
4

)= (3 = a® =200+ 2% — (3)2.

2 a
2_
z° 4+ 2z— + ( 1 5

4

Po tpravé a vyjadreni neznamé x dostavame, ze x = %a. Odtud plyne

konstrukce bodu J a nésledné nalezeni stfedu kruznice k.

IL.typ
Postup (obr. 40):
e AB

o E: F je stred tisecky AB
e [) F je stfed tsecky AE
e H; H je stted tsecky FB
e d;d = (B;|AB|)
o c;c= (A;|AB|)
e (&; (G je stied usecky EF

e [;] je stied usecky FH

o k,jik=(I;|IB|);j =
= (G;|AG))

Obr. 40 : Jeptiska II. typ

o I;l=(B;|FB))

e M;MelNCE

e m; m ma stied v M a dotyka se kruznic ¢, d
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c) Rozety s plaménky

,Rozeta® je v architekture oznaceni pro kruhové okno, casto velkych
rozmeéru, umisténé vétsinou nad vstupnim portalem stavby nebo ve stitech

pricnich chramovych lodi.

Piiklad 1. Sestrojte rozetu s plaménky na obr. 41. (Prevzato z [17].)

Postup (obr. 41):
e ¢;c = (A;libovolny)

e kruznice by, by, bg viz pr. 1.3 c

Nosy v kruznicich

e DD ecniy R

° Cl;Cl c blﬂbg
e D; D je stied usecky C1 D’

e F je stred usecky DD’  F je D
stited DC,

o gig= (D" 3|D'Cl) \ D )
e hyh=(Cy; g|D/01|) Obr. 41 : Rozety - ptiklad 1.
e I:I=hnNg

e ;7 = (I; dotyka se by)
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Piiklad 2. Sestrojte rozetu s plaménky na obr. 42. (Prevzato z [17].)

Postup (obr. 42):

e NAC1C5C5 rovnostranny

UC1D1 Dy D3

Ey; By = C,AN DGy i -

fis L = (Ev; |E1Cy))

G;G= Nk FE;

\

h;h = (G;|GE,))

Obr. 42 : Rozety - priklad 2.

Piiklad 3. Sestrojte rozetu s plaménky na obr. 43. (Prevzato z [17].)

Postup (obr. 43):
o b;b=(A;]AC))

e [CD| = 1[CA

e DEFGHI je pravidelny

f; f=(E;|CDJ)

Jis g = (F5|CAJ)

J2;J2 = (H§ |CA|)

jsi js = (D5 |CA) Obr. 43 : Rozety - piiklad 3.
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Piiklad 4. Sestrojte rozetu s plaménky na obr. 44. (Prevzato z [17].)

Postup (obr. 44):

b;b = (B;|BA;])

UA; AsAsAy

D01020304 -
R(B,45°) (DA1A2A3A4)

Dl; D1 == 0104 N A1A3
€1;€61 = (Dl; |A1D1|)

Jis 1= (C1§ |CIB|>

Piiklad 5. Sestrojte rozetu s plaménky na obr. 45. (Prevzato z [17].)

Postup (obr. 45):

e b;b=(B;|BA|)

A, Ay A3 A,

D010203C4 -
R(B,45°) (DA1A2A3A4>

d;d = (Cy; |C1Cy)
E,E e BC,Nd

fif = (B;|EB)

A
b
C4 . 03
€y |4
f1 :
e.l 93 D3 A
1 D1 3
e
C : D2
1 \ Co
A2
Obr. 44 : Rozety - ptiklad 4.
A
B 4
C4 63\
G, d X
. f 3
I \
Jh
1
G.] G
C1 c2
A2

Obr. 45 : Rozety - ptiklad 5.
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OG1G2G3Gy je opsany kruznici f A Gy € BCy

hishy = (G |G1Ch)

J;JehlﬂAlAg

H; obdobné jako J

I:1e€ HIA|LJ| = |HI|

Rozeta chramu sv. Egidia v Bardejové (Slovensko)

Postup (obr. 47, strana 72):

e pravidelny 16-ti ihelnik
C1Cy...C

e D, viz. priklad 1.3 nosy

v kruznicich
o kik=(A;|AD,|)

e Dy...Dig;Dy...Dig € 9
€ kNAC,,Cs...Ch %

o eiser = (Dy; | DiCy) Obr. 46 : Rozeta chramu sv. Egidia

® €...€16,€2...€16 = (D2D16,|D102’)
[ ] DD2D6D10D14
° Fl;F1€D2D6ﬂA05

° FQ;FQ je zlatym rezem,; |F1F2| > |F2D6|

f3; 3 = (A; |1 Fy)
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Gl; G1 € f3 N DlA

Gi5;Gis € fsN DA

hy; by ma stied v G a dotyka se primky CgA
e hy:ho ma stied v G5 a dotyka se primky Cy A
o [ €egNey

o [r:lr, €eegNes

e ji; 71 ma stied v I; a dotyka se kruznice ey

® jo; Jo ma stied v Iy a dotykd se kruznice eg

Obr. 47 : Rozeta chramu sv. Egidia
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4.3 Dukazové a pocetni ulohy

Piiklad 1. (D) Kruznice ki o poloméru 1 ma vnéjsi dotyk s kruznici ks o po-
loméru 2. KazZda z kruznic ky, ke ma vnitrni dotyk s kruznici ks o polomeéru
3. Vypocitejte polomer kruznice k, ktera ma s kruznicemi ki, ke vnéjsi dotyk
a s kruznici ks vnitrni dotyk. (MO54, BII1)

Reseni

Protoze se soucet pruméru kruznic k; a ko rovna prumeéru kruznice ks, lezi
jejich stredy S1, Se a S5 v pfimce. Existuji dvé shodné kruznice, které spliuji
podminky tlohy a jsou soumérné sdruzené podle piimky S5;55. Oznac¢me k

jednu z nich (obr. 48), S jeji stied a r odpovidajici polomeér.

S

2+r
1+r y
3-r
/]
s, X P 2-x S; 1 S,
Obr. 48 Obr. 49

Pro velikosti stran trojihelniku 5755 plati:
|518| =1 +T’, |SQS| =2 —f‘T’, |8132| = 3, |SgS| =3—-r.

Pro bod S zaroven plati, ze | S351| = 2 a |935:| = 1. Oznacime-li P pravoihly
prumét bodu S na piimku S;S; (obr. 49) a = = |[S1P|,y = |SP|, muzeme
podle Pythagorovy véty psat:

(L+7)* =2+,
2+7)?=0B-2)°+y,
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B=r)?=02-2)"+y"

Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme 3 + 2r = 9 — 62 neboli

2r = 6 — 6x, odectenim prvni od tieti 8 — 8 = 4 — 4x neboli 2r = 1 + x.

5

Porovnanim obou dusledkt vyjde rovnice 6 — 6x = 1+ x, odkud = = 2,

=3—-3z=2%.

r =

Pozndmka. Se znalosti kosinové véty se obejdeme bez pomocného bodu
P. Staci napsat kosinové véty pro trojuhelniky 57535 a 51555. Dostaneme

tak dvé rovnice
(B=r) =4+ (1+7r)"=2-2(1+71)cosw;

24+7r)?=9+147)>—2-3(1+7)cosw;

kde w = [<152515]. Po dprave a vyjadieni (1 4 r) cosw z obou rovnic dosta-

6

o . . 1 I~ .
neme pro 7 rovnici 2r —1 =1 — 37, z niz plyne r = =.

Priklad 2. Kruznice ky o poloméru % se dotyka zevnitr kruznice ki o po-

loméru 1. Primka p prochdzi stredy kruznic ki a ko. Vypocitejte polomér

kruznice, kterd se dotyka primky p a obou dvou kruznic ki a ks.

Reseni
Vyjdeme z pravothlych trojihelnika PSS; a PSSy (viz obr. 50). Z Py-

thagorovy véty dostavame rovnice

(1—7r)*=r*+2°
Upravime-li obé rovnice, ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
r=ux+a° (39)
1—2r=a% (40)
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Obr. 50

Do rovnice (40) dosadime za r pravou stranu rovnice (39) a dospéjeme
ke kvadratické rovnici 322422 —1 = 0 s kofeny 21 = —1 a x5 = % Zpétnym

dosazenim do rovnice (39) zjistime, ze jedinym feSenim je r =

Ol

Priklad 3. (D) Kazdd z kruznic ki, ko, k3 se dotykd vné dvou zbyvagicich.
Kruznice k1 a ko maji stejny polomér r, kruznice ks md polomér %r. Vsechny
kruznice ky, ko, ks magi vnitrni dotyk s kruznici k o poloméru 1. Vypocteéte

polomér r.

Reseni

Vyuzijeme pravouhlych trojihelnika ASsS a ASySs (viz. obr. 51). Ozna¢me
z = |AS|. Plati, ze |SSs| = 1—2r, |S355| = r+ §r a [SS,| = 1 —r. Z Pytha-

gorovy véty dostavame rovnice:

(1—7r)? =2+ (41)
(r+ 27")2 =r*+(1— gr + )% (42)

Rovnici (41) upravime do tvaru z? = 1 — 2r. V rovnici (42) provedeme

substituci y = 1 — %r + x a postupnymi tpravami dostdvdme y = %r.

Dosadime-li zpét za y, dospéjeme k rovnici x = 4r — 1. Dosadime vyjadiené
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x do rovnice (41) a dojdeme ke kvadratické rovnici s koreny r; =0 a ro = %.
3

Nulovy polomér nevyhovuje, tudiz ma tloha jediné resent r = £.

Obr. 51

Priklad 4. (D) Do kruznice k o poloméru r jsou vepsdny dvé kruznice
ki, ke o poloméru %r, jez se vzdjemneé dotykaji. Kruznice | se vné dotykd
kruznic ky, ke a s kruznici k ma vnitrni dotyk. Kruznice m md vnéjsi dotyk
s kruznicemi ko a l a vnitini dotyk s kruznici k. Vypoctéte polomery kruznic

[ am. (MO54, BI6)
Reseni
Oznacme S, A, B, C, D stredy kruznic k, k1, ko, [, m a x, y poloméry kruznic
[ a m. Bod C lezi na primce, ktera prochazi bodem S a je kolma na AB
(obr. 52). Z pravouhlého trojihelniku BC'S mame podle Pythagorovy véty
r

(5+a) = () +(r—x)?

1
3

Ozna¢me P, ) paty kolmic z bodu D na piimky AB a SC au = |[SP|,v =
= |5Q|. Jestlize u # ir, je BPD pravouhly trojihelnik a podle Pythagorovy

a odtud x = =r.
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Obr. 52

véty
(5+9)° =0+ (u-3)

Tato rovnice plati i v piipadé u = %r.

(43)

Podobné z pravoihlého trojihelniku QCD (jestlize @ # C) anebo po-

rovnanim protilehlych stran obdélniku (jestlize Q = C') dostaneme

G+’ =wl+ -3 (44)

Navic z pravouhlého trojuhelniku SPD mame

(r—y)* =u*+ % (45)

Odettenim rovnic (44) a (45) dostaneme 37— Sry = Jur, tedy v = r—2y.

Podobné odectenim rovnic (45) a (43) vyjde r? —3ry = ur a odtud u = r—3y.

Dosazenim do (45) a upravou postupné dostaneme
(r—y)*=(r=3y)* + (r — 2y)*,
r? —8ry + 12y* = 0,
(r —6y)(r—2y) =0.

7



1
2

%r kruznice m zndzornénd na obr. 52. Kazda z téchto dvou kruznic se dotyka

Odtud plyne, ze y = %r nebo y = %r. Polomér 7 méa kruznice k1, polomér

kruznic k, ko a [ pozadovanym zpusobem.

Pi#iklad 5. (D) Usecka AB je primérem kruinice k se stiedem O, jak je
ukdzdno na obrazku 53. Ddle jsou zakresleny dvé kruznice s prumeéry AO
a OB. Do kruznice se stredem O je vepsdana kruznice se stredem D, kterd
ma se zbylymi dvéma kruznicemi vnéjsi dotyk a vnitrni dotyk s kruznici k.
Polomér kruznice se stredem D je 8. Najdéte velikost usecky AB. Dokazte,

zZe obsah vyznacené oblasti je roven obsahu kruznice se stredem E.

ResSeni

Obr. 53

Ozna¢me polomér |AE| = x. Jestlize je |CD| = 8, pak |DE| = |AE| +
+ |CD| = x+8 a |DO| = 22— 8. Pouzijeme Pythagorovu vétu v trojihelniku
DEO, |[EO|* + |DO|* = |DE|*. Ziskdme kvadratickou rovnici

2* + (v —8)* = (v + 8)?
s jedinym kladnym kofenem x = 12. Odtud plyne, ze |AB| = 4z = 48.
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Staci porovnat obsah kruznice F s obsahem vyznacené oblasti. Obsah
kruznice E je roven Sp = 1221. Obsah vyznacené oblasti (oznacme Sy )
spocitame tak, ze od obsahu kruznice O odecteme obsahy kruznic £ a F
a vydélime 2.

24% — (1227 + 12%7)
2
Sobl = SE

Sobl = = 12271' = SE

Priklad 6. Tesar chce uriznout ctyri shodné tyce tvaru vdlce z vdlcovitého
kusu dreva, jehoz obsah je 91 ctverecnich stop. Preje si, aby tyto kusy dreva
byly co moznd nejuétsi, jaké jdou z takovéto klady vyrezat. Pomozte tesari

a najdéte polomer vsech cétyr tyci.

(D) Urcete velikost poloméru, jestlize se tesar rozhodne misto ¢tyr kruznic

vytesat pouze tri shodné kruznice o mazximadalni velikostu.
Reseni 1. &asti

Ozna¢me polomeér kazdé ze ¢tyt malych kruznic = (obr. 54). Spojenim
stiedii dostaneme ¢tverec, jehoz strana je dlouhd 22 a uhlopiicka 22v/2 (lze
spocitat pomoci Pythagorovy véty). Primér klady je roven 2x + 22v/2. Jeho
polomér pak 2(1 ++/2). Jelikoz obsah priifezu klady je 97, jeji polomér je 3.
7 toho vyplyva, ze x(1 ++/2) =3 a

3
14+42

xr = =v2 —1 stop.
Reseni 2. &asti

Oznacme polomeér kazdé ze tii hledanych kruznic z. Spojenim stfedu
dostaneme rovnostranny trojuhelnik se stranou 2z. Zakreslime si kruznici
se stfedem v bodé F, ktera ma se vSemi tfemi hledanymi kruznicemi vnéjsi
dotyk. Jeji polomér oznacme y. Velikost tsecky I F oznacme z (viz. obr. 55).
|[KF|=3=z+x+y. Odtud y = 3 — 2. Z pravouhlého trojihelniku AFT
dostdvame (podle Pythagorovy véty)

2z =/ 2xy + 2. (46)
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Obr. 54 Obr. 55

Z pravothlého trojuhelniku AIC ziskdme (Pythagorova véta)

|CI| = V3. (47)

Vzdélenost |CI| = x 4+ y + z. Porovndnim tohoto vztahu a rovnice (47)
ziskdme rovnost
x+y+2z=3r (48)

Dosadime do rovnice (48) nejprve za z (46) a poté i za y a dospéjeme

k rovnici

T4+ 3 =2z ++/22(3 — 22) + (3 — 22)% = 3z,

upravou dostaneme kvadratickou rovnici
(34 2V3+1)22 — 633z =0,

jejiz kofeny jsou x1 = 0 a x5 = 3(2v/3—3). Je jasné, ze kofen x; nenf fesenim,
tudiz tiloha m4 jediné fesenf a to z = 3(2v/3 — 3).

80



Priklad 7. Kruznice je vepsdna do cturtkruhu o polomeéru 8, jak je zndzornéno

na obr. 56. Urcete polomér vepsané kruznice. Jaky je obsah vybarvené oblasti?

A

Reseni 1. &asti

Nakresleme poloméry PC' a PD. Body C a D jsou po radé spolecnymi
body tsetek AO, BO a vepsané kruzmice (obr. 56). Uhel AOB je pravy,
tudiz PCOD je ¢tverec. Necht |PC| = |PD| = r, pak |CO| = |DO| = r
a |OP| = = rv/2, zatimco |PT| = r. Proto |OT| = r +rv2 = |OB| = 8.
Tudiz r +rv2=8ar =8(v/2—1).
Reseni 2. &asti

Obsah S vybarvené oblasti spoc¢itame tak, ze od obsahu ¢tvrtkruhu odec-
teme nejprve obsah vepsané kruznice. Dale vypocitame obsah zbylé ¢asti pri
pravém tihlu. Nakonec si uvédomime, ze posledni dvé ¢asti maji stejny obsah,

tudiz staci vysledek vydélit dvéma.

Obsah étvrtkruhu je 2647, Obsah kruznice je 7[8(v/2 — 1)?]. Obsah ¢ésti
pii pravém thlu spocitame jako obsah ¢tverce O D PC —obsah malého ¢tvrt-
kruhu, (8v/2 — 8)? — 7(8v/2 — 8)2. Plat{ tedy:

o 167 — [(8v/2 — 8)% — 1(8v/2 — 8)?] — 7[8(v/2 — 1)?]
: :
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Odtud dostavame

o _ 16m— 1287+ 128v/21 — 647 — 192 4 128v/2 — 3221 + 487
= . -

_ —1287 +96v2m — 192+ 128v2
- . -

32(—4m +3V21m — 6+ 4V2)
B 2

= 16[4(V2 — ) + 3(7mv2 — 2)].

Jinou moznosti, jak nalézt obsah vybarvené c¢asti, je vyuzit obrazku 54
z piikladu 6 a doplnit ¢tvrtkruh na cely kruh. Ozna¢me x obsah hledané
oblasti. Cely kruh se da poskladat ze tii ruznych tvaru: ¢tverce, ¢asti malych
kruht a oblasti oznacenych z. Obsah celého kruhu je roven souctu obsaht

téchto ¢asti. Dostavame rovnici

3
641 = 8z + ((27“)2 + 4Z7rr2> : (49)

Vypocitame si polomér malé kruznice r = 8(v/2—1) a dosadime do rovnice
(49). Pak
8z = 64m — 4 - [8(v2 — 1)]2 = 3n[8(v/2 — 1)]%,

odkud po upravach dostavame
z=16[4(V2 — 1) 4+ 3(7v2 — 2)].

Priklad 8. (D) Kazdd z kruznic ky, ke, ks se dotykd vné zbyjvajicich. Kruznice
k1 mad polomér 1, kruznice ke mda polomér 2 a kruznice ks md polomér 3.
Vypocitejte polomery kruznic, které se dotykaji vsech trech kruznic ky, ko, k3.
Reseni
a)

Oznatme x = |AP|,y = |AQ|. Nejprve budeme hledat mensi z obou
kruznic (k = (O,r)). Bod P je pata kolmice z O na AB, (@ je pata kolmice

82



Obr. 57

z O na AC. Vyuzitim Pythagorovy véty dostavame:

NAPO = 2?4+ y? = (r+1)?
ANCQO : 22+ (4—y)? = (r+3)?, (50)
APBO: (3—x)*+y*=(r+2)>

Umocnime druhou rovnici, ode¢teme od ni prvni rovnici a dostaneme
y = £~ To samé provedeme s tfeti rovnici a dostaneme z = 3%’" Jestlize

T

dosadime za x a y do prvni rovnice, ziskame kvadratickou rovnici
23r° +132r —36 =0

s koteny r; = rg = —6.

2
b)

Podivame se, jak se postup zméni, budeme-li hledat vétsi z obou kruznic.
Pii stejném oznaceni (akordt misto r budeme pouzivat R) dojdeme k rov-
nicim:

NAPO : 22 +y* = (R—1)%
ACQO : 2*+ (4—y)*=(R-3)% (51)
APBO: (3—x)*+y*=(R-2)%
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Kdyz v této soustavé (51) provedeme substituci R = —r, dostaneme sou-
stavu (50) z piipadu a). Staci tedy vyfesit jen soustavu (50). Kladny kofen
r1 = r je polomér malé kruznice. Koten ry je zadporny, pficemz polomeér velké

kruznice bude R = —rs.

Piiklad 9. (D) Kruznice ky md vnéjsi dotyk s kruznici ks a obé kruznice magji
stegnyg polomeér ri. Kruznice k o polomérur md spolecny dotyk s kruznicems k;
a ky. Pro poloméry kruznic plati, Ze ry = 1-r, kde | € (0; %) Najdéte polomér
kruznice k3, kterd md se vsemai trema kruznicemi spolecny dotyk a leZi v horni

oblasti omezené témito kruznicemi (viz obr. 58).

Obr. 58

Oznacime stredy kruznic kq, ko, k3, k popotadé S1, Ss, S3,.S. Vyjdeme z pra-
vouhlych trojihelniku S;.53P a S1SP. Pro strany trojihelniku plati:

|S1S3] =11 + 719, |S1P| =11,|SSs| =7 — 19, |SS1| =7 —ry a|SP| = x.

S vyuzitim Pythagorovy véty dostavame rovnice
(r—mr)? =2+ 72,
(ri4m)? =12+ (x+r—ry)?
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Dosadime do obou rovnic za ry = [ - r a po upraveé ziskame rovnice

V(1 =20)r? =z, (52)

(rg +1r)* = Pr* 4 (z + 1 — 1) (53)

Dosadime do rovnice (53) levou stranu rovnice (52). Po ipravach dospéjeme

k rovnici
ro=(1+V1-214+1)=(1-1+V1-2Dr,

odkud
(I—-1l++v1=-20)r

o = .
SR I RN Y

Doplnujici tiloha
Pokuste se nalézt polomér druhé kruznice, kterd md s kruznicemi k, ky, ko

vnéjsi dotyk a lezi ve spodni oblasti ohranicené témito kruznicems.

Priklad 10. Kruznice [(T'; s) prochadzi stredem kruznice k(S;2 cm). Kruznice
m(U;t) se vné dotykd kruznic k a l, pricemz US L ST. Poloméry s a t
vyjddrené v centimetrech jsou celd ¢isla. Urcete je. (MOB9, BII1)
Reseni

Trojtuhelnik UST je pravouhly. Jeho pfepona UT ma délku s + ¢, délky
odveésen jsou |US| =t+2, |ST| = s (obr. 59). Podle Pythagorovy véty plati

(s +1)? = (t +2)% + 5%

Upravami postupné dostavame
2425t + 12 =12+ 4t + 4 + §°,
st =2t + 2,

t(s —2)=2.

Cisla t a s — 2 jsou celd, proto t musi byt délitelem ¢isla 2. Protoze t je
kladné, jsou jen dvé moznosti; jestlize t = 1 cm, potom s = 4 cm, a jestlize

t = 2 cm, potom s = 3 cm.
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Obr. 59

Priklad 11. Kruznice k,l s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABCD,
jehoz obsah je 72 cm?. KruZnice k se pritom dotykd stran CD,DA a AB,
zatimco kruznice | se dotykd stran AB a BC'. Urcete polomeéry kruznic k a l,

jestlize polomeér kruznice k je v centimetrech vyjddren celym cislem. (MOS5,
CII3)

Reseni

Oznacéme 7, s poloméry kruznic k,[ (v centimetrech) a K, L jejich body
dotyku se stranou AB (obr. 60). Je pak |AK| = r,|LB| = s, a jak snadno
spocteme z Pythagorovy véty

IKL| = /(r + )2 — (r — s)2 = 2/rs.

Pro délky stran obdélniku ABCD plati |[AD| = 2r, |AB| = r+2/rs+s =
= (y/7 + +/5)?. Podle predpokladu m4 byt

2r(Vr +/5)" = 72,

neboli po zkraceni dvéma a odmocnéni
r+v/rs =06.

Odtud plyne, ze r < 6, a pro velikost poloméru s dostavame vyjadieni
rs = (6 —1)%
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@)

§=—. (54)

7 podminek tlohy dale plyne, ze s nemuze byt vétsi nez r, protoze jinak
by kruznice [ nelezela v daném obdélniku, a protoze i kruznice k musi lezet
v daném obdélniku, musi byt |[AB| = |AD| = 2r. Z nerovnosti s < r podle
(54) dostaneme podminku 36 — 12r + r? < 72, tj. r 2 3. Déle z nerovnosti
|AB| = 2r pak plyne 72 = |AB| - |AD| = 4r?, neboli r* < 18, coz pro
celociselné r znamend, ze r < 4. Pro polomeér r ndm tak vychazeji jen dveé
moznosti, r € {3,4}, odpovidajici hodnoty poloméru s vypocteme ze vztahu
(54).

Uloha mé4 praveé dveé feSseni: r=s=3cmar =4 cm, s =1 cm.
Priklad 12. (D) Kruznice k,l,m se po dvou vné dotykaji a vSechny tri maji

spolecnou tecnu. Poloméry kruznic k,l jsou 3 cm a 12 cm. Vypoctéte polomer
kruznice m. Najdéte viechna reseni. (MO55, CI2)

Reseni
Oznacme po tadé R,S,T stiedy a A, B,C body dotyku kruznic k,[,m
na spolecné tecné, déle r = 3,s = 12 a t jejich poloméry (délky a obsahy

budeme pocitat bez jednotek kvuli jednodussimu dosazovéni). V lichobézniku
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(ktery v piipadé rovnosti r = t je oviem obdélnikem) ART'C' (obr. 61) je
|RT| = r + t. Oznac¢ime-li U prusecik piimky AR a piimky vedené bodem
T rovnobézné s AC, je |RU| = |r — t|. Z pravoihlého trojihelniku RUT
plyne |[UT| = |AC| = /(r +t)2— (r —t)2 = 2V/rt = 2+/3t. Analogicky
bychom z lichobéznikiit CT'SB a ARSB dostali vztahy |BC| = 2v/st = 4/3t
a |AB| =2y/rs = 2V/3-12 = 12.

A B C
Obr. 61 Obr. 62

Uvazujme nejdifve pifpad, kdy bod C' lezi mezi body A a B. Je pak 2v/3t+
44/3t = 12, odkud t = ‘51. Jestlize bod A lezi mezi body C' a B, dostaneme
obdobné rovnici 2v/3t + 12 = 4\/@, odkud ¢ = 12. Déle rovnice 12 + 4/3t =
24/3t, kterou dostaneme pro polohu bodu B mezi body A a C, nema zjevné
74dné Feseni. Ze takovy pifpad neni mozny, je vidét i z obrazku 62, protoze
kazd4a kruznice, kterd se dotyka kruznice k v bodé X ruzném od A a pritom
obsahuje bod C' polopiimky opacné k poloptimce BA, musi ve svém vnittku
obsahovat i tétivu kruznice [ (vyznacenou na obr. 62), takze se ji nemuze

dotykat. Polomér kruznice m je tedy % cm nebo 12 cm.

88



Piiklad 13. Kruznice k,l,m se dotykaji spolecné tecny ve trech ruznich
bodech a jejich stredy lezi v primce. Kruznice k a l stejne jako kruznice [ a m
magi vnéjsi dotyk. Urcete polomér kruznice l, jestliZe poloméry kruznic k a m

gsou 3 ¢cm a 12 ¢cm. (MO55, CS3)

Reseni

Vzijemna poloha kruznic a jejich spoleéné teény museji vypadat jako
na obrazku 63, kde jsme pismeny K, L, M oznacili body dotyku kruznic &, [, m
na spolecné tecné, U, V, W jejich stiedy a r polomér kruznice [ (v centimet-
rech).

m
| W
k Y -
S ) i
K L M
Obr. 63

7 pravouhlych trojihelniku UAV,V BW, UCW plyne podle Pythagorovy
veéty
UAP = (r+3)? = (r—3)* = 12r,

|AC]? = |BV|* = (124 1) — (12 — r)* = 48r

UCP> = (34 2r +12)% — (12 — 3)? = 47> 4 60r + 144.
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Jelikoz [UA| + |AC| = |UC|, dostaneme z prvnich dvou vztahu
\UC|? = (JUA| + |AC|)? = [UA|* + 2|UA||AC| + |AC|* =
— 60r + 2v/12r - 481 = 108r,

coz spolu s tretim vztahem dava po tupravé pro r rovnici

4r? — 48r + 144 = 0.

Protoze 412 — 48r + 144 = 4(r* — 12r + 36) = 4(r — 6)?, m4 tato rovnice
jediné feseni r = 6 a polomér kruznice [ je tedy 6 cm.
Jiné reseni

Muzeme vyuzit vztahu pro vzdalenost dotykovych bodu lezicich na spolec-
né tecné dotykajicich se kruznic, ktery lze odvodit v prikladu 18. Z tohoto
vztahu piimo dostdvame, ze |[UA| = 2v/3r a |BV| = |AC| = 24/12r. Déle

postupujeme stejné jako v predchozim feseni.

Priklad 14. Kruznice k(S;6 c¢cm) a [(O;4 c¢m) magi vnitrni dotyk v bodé
B. Urcete délky stran trojuhelniku ABC', kde bod A je prusecik primky OB

s kruznici k a bod C' je prusecik kruznice k s tecnou z bodu A ke kruznici [.

(MO59, CS2)
Reseni
Bod dotyku kruznice [ s tetnou z bodu A ozna¢me D (obr. 64). Z vlast-

nosti tecny ke kruznici plyne, ze tthel ADO je pravy. Zaroven je pravy i uhel
ACB (Thaletova véta).

Trojuhelniky ABC a AOD jsou podobné podle véty uu, nebot se sho-
duji v thlech ACB, ADO a ve spoletnem uhlu pii vrcholu A. Z uvedené

podobnosti plyne
|BC|  |AB]

0D ~ [A0| (55)

Ze zadanych ¢iselnych hodnot vychézi |[OD| = |OB| = 4 cm, |OS| =
= |SB| — |OB| = 2 cm, |OA| = |OS]| + |SA| = 8 cm a |AB| = 12 cm.
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Obr. 64

Podle (55) je tedy @ = 12 a odtud |BC| = 6 cm. Z Pythagorovy véty pro
trojihelnik ABC nakonec zjistime, ze |AC| = /122 — 62 cm = 6+/3 cm.

Priklad 15. V kruznici o poloméru R je veden prumér a na ném bod A
ve vzddlenosti a od stredu. Urcete polomer kruznice, kterd se dotykd pruméru

v bodé A a ma vnitrni dotyk s danou kruznici.

Reseni
Oznacme S stfed zadané kruznice, T' bod dotyku dané a hledané kruznice

obr. . 'V pravouhlém trojuhelniku plati =Vrs+a ytha-
br. 65). V 1hlé jihelniku FAS plati |ES Vr? 2 (Pyth

gorova véta). Déle plati:
TS| =R=|TE|+|ES|=r+Vr?+a?

R—r=+vVr?+ad?

R* —2rR+1r* =1r* +d°,
R? — a?

2R

r
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Obr. 65

Piiklad 16. Urcete poloméry tri kruznic, jejichz stredy tvori vrcholy trojuhelniku
se stranami délek a,b, c, a kaZdé dvé maji vnéjsi dotyk.
Reseni

Oznacéme poloméry kruznic se stiedy A, B, C postupné ry, 79, r3 (viz. obr. 66).

Pro poloméry plati nésledujici rovnice:

a=ry+13 (56)
b= T+ T3 (57)
c=171+ 79 (58)

Ziskdvame soustavu tii rovnic o tfech nezndmych. Odec¢tenim rovnice (58)

od rovnice (57) a sec¢tenim vysledné rovnice s rovnici (56) dostavame, ze

_a—b+c
=
Pro zbylé polomeéry plati:
_c—a+b
T = 9
_b—c+a
rs = B .
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<

&)
Obr. 66

Priklad 17. Je dana kruznice k o polomeéru r a tecna v jejim bode M.
Na této tecné lezi body A, B tak, Ze |MA| = |MB| = a (M je stred isecky
AB). Uréete polomér kruznice l dotgkajici se dané kruznice k a prochdzejici
body A, B.

Reseni

Oznaé¢me R polomér hledané kruznice a C' bod dotyku obou kruznic
(viz. obrazek 67). Plati, ze |MC| = 2r, |CD| = 2R a |[MD| = 2(R — ).
Trojihelnik CDB je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu B (Thaletova

véta). Pomoci Euklidovy véty o vysce pro trojihelnik C'DB dostdvame
2r-2(R—7) = d*
a odtud

a? N a’ + 4r?
4r dr
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Obr. 67

Piiklad 18. Kruznice k(S;r) a [(O; R) se vné dotykaji v bodé T. Jejich
spolecnd tecna v bode T proting jejich vnéjsi spolecnou tecnu v bode M.
Dokazte, Ze trojuhelnik SOM je pravouhly, a vyjddrete jeho obsah pomoct
poloméru r, R dangjch kruznic. (MO50, CII2)

Obr. 68

Reseni

Oznacme K, L body dotyku té spolecné tec¢ny obou kruznic, na které lezi
také bod M a kterd je ruznd od spolecné te¢ny v bodé T' (obr. 68). Ze soumeér-

nosti podle primky M.S plyne shodnost uhlat KM S a TMS a ze soumérnosti
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podle ptimky OM plyne shodnost thla LMO a TMO. Soucet téchto ctyt
thla je 180°, proto |<<SMO| = |<SMT| + |<T'MO| = 90°. Tim je vyiesena
prvni ¢ast ulohy.

Uzitim Pythagorovy véty pro trojihelniky SOM,STM a OTM dosta-
neme pro vysku v = |T'M| trojihelniku SOM rovnost

(r+R)* = (r* + ) + (R* +v?)

odkud v* = Rr. (Tento vztah plyne i pifmo z Eukleidovy véty pro trojihelnik
SOM.) Obsah trojuhelniku SOM je tedy 3(R + r)V Rr.

Priiklad 19. Uwvnitr stran BC,CA, AB daného trojihelniku ABC' zvolime
po tadé body D, E, F tak, aby se usecky AD, BE,CF protaly v jednom bodé,
ktery oznacime G. Pokud lze ctyruhelnikum AFGE, BDGF,CEGD vepsat
kruznice, z nichz kazdé dvé magi vnéjsi dotyk, pak je trojiuhelnik ABC' rovno-
stranny. Dokazte. (MO52, AIII2)

Reseni

Predpokladejme, ze zminéné ctyiihelniky maji uvedenou vlastnost. Ze sou

meérnosti tecen z daného bodu k dané kruznici vyplyva, ze strany trojihelniku
ABC jsou rozdéleny body D, E| F' a body dotyku kruznic vepsanych uvazova-
nym ¢tyrtuhelnikim na tuseky délek, jez oznacime podle obrazku 69. Jsou
na ném rovnéz vyznaceny body P, @), R vzajemného dotyku zminénych kruznic.

Nasim cilem je dokazat rovnostiz =y=zaa=b=rc.

Pro tseky tecen z bodu A ke kruznicim pii strané BC' plati rovnosti
a+ 2z = |AP| = a + 2y, odkud ihned plyne y = z; z duvodu symetrie tudiz
skutecneé plati x = y = 2. (Vsude ddle budu psat x namisto y a z.) Vsimnéme
si nyni trojuhelniku AEG a AFG. Maji spolec¢nou stranu AG a shodné strany
AF a AFE (délky a + z). Také jejich treti strany EG a F'G jsou shodné:

|EG| = |EQ| + |QG| = x + |RG| = |FR| + |RG| = |FG].

Proto AAEG ~ AAFG podle véty sss, tudiz uhly BAD a C' AD jsou shodné

a poloptimka AD je osou uhlu BAC'. Jak vime, osa ihlu trojihelniku protina
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protéjsi stranu v poméru délek prilehlych stran. V nasem pripadé to znamen4,
ze

a+2x+b b+

a+2r+c cta
Snadnou tpravou dostaneme rovnost (b — ¢)(a + ) = 0, ze které vidime, ze

b = c¢. Z duvodu symetrie tudiz plati a = b = ¢ a cely dukaz je hotov.
Jiné feSeni

Oznatme Sy, Sy, S3 stiedy vepsanych kruznic (obr.69). Stejné jako v pred-
chozim tTeseni si nejprve v§imneme, ze plati * = y = z a ze trojihelniky AEG
a AFG jsou shodné. K tomu jsme vyuzili rovnost |GQ| = |GR|, ze které
plyne, ze podle véty sss jsou shodné i trojihelniky S1QG a S1RG. Jelikoz
R € 5159 a Q € 5153, ze soumérnosti podle piimky AD nyni plyne, Ze
piimky AB a 515, sviraji stejny thel jako ptimky AC a 5,55, a protoze
kolmé prumeéty usecek S5 a S1S53 na odpovidajici primky AB, resp. AC
jsou shodné (maji délku 2x), je |S15:] = [S1.55].

Analogicky [S1S| = |S253], takze trojuhelnik S15S55 je rovnostranny.

Odtud pro polomeéry rq, 79 a r3 vepsanych kruznic plyne r; +1ry, =1y +1r3 =
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= r3+7ry, neboli r; = ry = r3. Kruznice jsou tedy shodné, takze je AB || 515,
BC' || 5285 a CA || S35 a trojihelnik ABC' je rovnostranny.

Piiklad 20. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |BC| = |CD| =
= |DA| a |[<DAB| = |<ABC| = 36°. Na zdikladné AB je ddn bod K tak,
ze |AK| = |AD|. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AKD a KBC
magi vnéjsi dotyk. (MOB53, BI2)

Reseni

V rovnoramenném trojihelniku AK D zname tthel DAK proti zakladné
K D. Muzeme dopocitat zbylé dva thly pii zakladné (obr. 70): |[<ADK| =
= |<AKD| = %(180O — |[«DAK)|) = 72°. Ctyitthelnik AKCD mé protéjsi
strany AK a C'D shodné a rovnobézné, takze se jedna o rovnobéznik, tudiz

primky KC' a AD jsou rovnobézné.

Obr. 70

Uhly DAK a CKB jsou tedy souhlasné a thly CKB a KCD stridavé,
proto |[<CKB| = |<KCD| = 36°. Uhel DKC' doplije tthly AKD a CKB
do ptimého 1ihlu, jeho velikost je tedy |[<DKC| = 180° — 36° — 72° = 72°.

Na polopfimce opacné k polopiimce K D zvolme bod L tak, ze |KL| =
— |AD|. Potom |<LKB| = |<AKD| = 72° a |<CKL| = |<LKB| +
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+ |<CKB| = 108°. Dopo¢itanim uhlia v lichobézniku ABCD dostdvdme
|<BCD| = 3 (360° — 2-36°) = 144° a muzeme vyjadrit velikost tthlu BCK :
|<BCK| = |[<BCD| — |[<KCD| = 144° — 36° = 108°.

Nyni jiz vime, ze |KL| = |CB| a |<LKC| = |<KCB]|, coz znamena, Ze
LBCK je rovnoramenny lichobéznik, a lze mu tedy opsat kruznici (shodnou
s kruznici opsanou trojihelniku K BC'). Dale muzeme z lichobézniku LBC K
dopocitat |[<KLB| = 3(36° — 2-108°) = 72° = |<KDA|. Z této rovnosti
plyne, ze AD || BL, takze trojihelniky ADK a BLK jsou vzajemné stejno-
lehlé podle sttedu K. Stejnolehlé jsou potom i kruznice jim opsané. Protoze
obé prochazeji stredem K zminéné stejnolehlosti, maji v tomto bodé vnéjsi
dotyk.

Jiné feSeni

Obr. 71

Stejné jako v prvnfm fedeni zjistime, ze |<AKD| = 72°. Ctyithelnik
AKCD je rovnobéznik (obr. 71), takze |CK| = |AD|. Z rovnosti |CK| =
= |BC| v trojihelniku K BC usoudime, ze |[<CK B| = |<K BC| = 36°. Proto
na zakladné C'D existuje bod X tak, ze |[AKX| = 108° (|[<BKX| = 72°).
Pak |[<DKX| = |[<AKX|—|<AKD| = 108°—72° = 36°, a tedy |<DK X| =
= |<DAK|, takze ihel DK X je tisekovym tihlem ptislusnym oblouku DAK

v kruznici opsané trojuhelniku AK D, to znamend, ze piimka KX je jeji
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tecnou. Podobné |[<CKX| = |[<BKX|— |[<BKC| =T2°—36° = 36° =

= |<KBC|, takze KX je i tecnou ke kruznici opsané trojihelniku K BC'
Kruznice opsané trojuhelnikim AK D a KBC maji tedy spolecnou teénu
K X prochazejici spolecnym bodem K. Obé kruznice se tudiz v tomto bodé

dotykaji.

Priklad 21. Dvé kruznice ki a ko se stredy Si a Ss se dotykaji v bodée A.
Bodem A vedeme primku, kterd protind kruznici ki v bodé Ay a kruznici ko

v bodé Ay. Dokazte, Ze primky S1A1 a SoAs jsou rovnobézné.

Reseni

Obr. 72

Oznacme thel <S3AA; = a. 7 obrazku 72 je vidét, ze uhly <t(S;AA,
a <(S1AA; jsou vrcholové, proto maji stejnou velikost (|[<<A;1AS| = «).
Trojihelniky AA5S; a AA1S] jsou rovnoramenné (dvé ramena jsou v obou
piipadech rovna polomérum zadanych kruznic) Z toho vyplyvé, ze thly pii
vrcholech A; resp. Ay jsou rovny a. Dokazali jsme, ze oba trojuhelniky jsou

podobné podle véty sss. [jhly pii vrcholech S resp. Sy jsou stejné, a proto
A1Sy || AsSs.
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Jiné feseni

V prvnim feSeni jsme se omezili pouze na znalosti ze zdkladni skoly.
Vezmeme-li v iivahu, ze fesitel zna stejnolehlost, muzeme postup zjednodusit.
Uvazujme stejnolehlost se sttedem v bodé A a koeficientem _T—Zl, ktera zobra-
zuje kruznici ky na kruznici ko. Potom S se zobrazi na Sy a A; na As. Z toho

VyplyVEi, ze A151 || AQSQ.

Piiklad 22. T7 kruznice ki, ks a ks se navzajem dotykaji vnée. Dokazle, Ze
primky spojujict bod dotyku kruznic k1 a ke se dvéma zbyvajicimi body dotyku

protinaji ddle kruznici ks v bodech leZicich na priuméru této kruznice.

Reseni

Jsou zadéany kruznice ky = (S1,71), k2 = (S2,72) a ks = (S3,73). Uvazujme

stejnolehlosti:
%1:%U;r21k33—>k2, A-)T,
b T3
My = HAp - Ikg-)kl, T—)T,

) ry

%3:%V;r;;1k1—>k3, T — B.
b Tl
Slozenim jednotlivych stejnolehlosti dostavame zobrazeni:

Z = 33900 = %3(%2%1) = M3HAEh,
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kde h = _r—’; . _T—;’l Tudiz stejnolehlost »p ) mé stied v bodé E, koeficient

stejnolehlosti h = :—; a zobrazuje kruznici k3 na k; a bod A na T.
Déle plati, ze:

Z = m3Ap ) = 5y 1.

Zobrazeni Z slozené ze stejnolehlosti s¢;, 56, 525 je stejnolehlost se stiedem
v bodé S3 a koeficientem —1, coz znamena, ze zobrazuje kruznici k3 na ks

a bod A na B. Odtud plyne, ze bod B je obraz bodu A v symetrii podle Ss.

Priklad 23. Jsou ddny kruznice k a | s ruznymi polomery, které se vné
dotykagi v bodé T. Prisecikem M jejich spoleénijch vnéjsich tecen vedme
secnu s obou kruznic. Oznacme X ten z obou priseciki kruznice k se secnou
s, ktery je vzddlenéjsi od bodu M. Podobné oznacme Y ten z obou pruseciki
kruznice | se secnou s, ktery je vzddlenéjsi od bodu M. Necht P je takovy
bod, Ze XTY P je rovnobéznik. Urcete mnoZinu bodu P odpovidajicich vsem
takovym secndm s. (MOA49, BI4)

Reseni
Oznaéme S, Z stiedy obou kruznic k,[ a R,r jejich poloméry (bez ijmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze r < R). Oznac¢me dale C(D) od T

ruzny prusecik kruznice (k) s piimkou SZ a Ky, K5, Ly, Ly po fadé dotykové

body obou spoleénych vnéjsich tecen ke kruznicim k a [ (obr. 74).

Bod M je stiedem stejnolehlosti h obou kruznic s koeficientem %. Ptitom
je napiiklad h(L,) = K1, h(Z) = S,h(C) =T,h(T) = D,h(Y) = X. Odtud
plyne, ze piimky CY,TX jsou rovnobézné (h(CY) = TX). Protoze thel
CYT je pravy podle Thaletovy véty, je také |[<YTX| = 90° (TY je pricka
rovnobézek CY,TX). Rovnobéznik XTY P je tedy vzdy obdélnik.

Zaroven je ziejmé, ze body C, Y, P lezi v ptimce a podobné i body D, X, P
lezi v ptimce. Je tudiz |[<CPD| = 90° a bod P lezi na Thaletové kruznici
7 nad prumérem CD. Lezi na ni i vrcholy P;, P, rovnobézniku KT L, P,
KyT Ly Ps, protoze pro né muzeme zopakovat predchozi uvahu (jako pro rov-
nobéznik XTY P).
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Nyni uz neni problém ukéazat, ze hledanou mnozinou bodu je vétsi z ob-
louku P, P, kruznice vyjma body Py, P, a D (nebot body Y tvoif vétsi z ob-
louku L; Ly kruznice 7 vyjma body T, Ly, Ls).
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5 Zaveér

Piipad, Zze by se ceskd princezna zabyvala matematikou a svou praci se
podilela na objevu pozoruhodného matematického vztahu, je ojedinély. Pres-
to jej ¢eské publikace témér nezminuji, ackoliv v zahrani¢i o ném nalezneme
fadu informaci. Jednim z cili mé prace bylo tuto mezeru v ceské literature

vyplnit.

Jednim z hlavnich zdroju mi byly do angli¢tiny prelozené originaly dopisu
mezi René Descartesem a Alzbétou Falckou z roku 1643. V ptiloze je muzete
nalézt jak v anglickém, tak pfimo i v originalnim francouzském jazyce, jak
je napsal Descartes. Jelikoz se ¢ast Alzbétinych dopisu ztratila, bylo nutno
nékteré myslenky rekonstruovat jen na zakladé dochovanych dopisu. Ukazuje
se, ze jiz nelze ptresneé zjistit, jak k nékterym vysledkiim Descartes s Alzbétou

dospéli.

Kromé analyzy historickych faktu méla prace i didaktické cile. Podrobny
popis ruznych odvozeni vztahu (16) v kapitole 3 neplni tedy jen historické

cile, ale ma obohatit ¢tenare v oblasti metod feseni tloh.

Ocekavam, ze mezi ¢tenaii této prace budou hlavné ucitelé matematiky.
Kapitola 4, ktera je sbirkou feSenych ptikladu o vzdjemné se dotykajicich
kruznicich ma proto slouzit jako materidl k dalsimu rozvoji geometrického

mysleni ctenafe, i jako podklad pro préci se zaky v zdjmové matematice.

Predpokladéam, ze pro zaky je Descratesova véta naprosto nezndma. Mo-
tivaé¢nimi ulohami mohou byt napiiklad tvorby Apolloniovskych fraktalu.
Z&ky s touto vétou veelku zdbavnou formou nejenom seznami, ale zaroven

mohou u studentu probudit zajem o geometrii a rozvijet jejich tvorivost.
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Descartes, [Egmond aan den Hoef], to Princess Elizabeth, [The Hague]
[17 November 1643]

Sources

1. MS copy. London, British Library, Add. 4278 (Birch), fos. 150r—-151v (B1). Single sheet
folded into two (327x247 mm). Text on fos. 150r—151r. On fo. 151v in the left bottom the
note: ‘touchant le Probleme des trois cercle donez [sic] trouver le quatrieme qui touche les
trois. L{ett)re 1°.

2. MS copy. London, British Library, Add. 4278 (Birch), fos. 159r-160v (B2).

3. CleIII, 461-465.

Editions
AT 1V, 38-42 (Cle); AM VI, 52-56.

The letter was not dated by Descartes on purpose (cf. Letter 57, p. 154, 1. 7), but the date of the
covering note to Pollot, Letter 57, is [17 November]. As for the text of te letter, next to Cle —
the only source available to AT—two copies of the letter are kept in the British Library among
the manuscripts collected by Thomas Birch (1705-1766). Add. 4278 contains corrrespondence
and papers of John Pell (1610-1685), and the copies were thus made for or acquired by him.
Each copy of the letter is paired to a copy of a second letter by Descartes to Elizabeth (Letter
61); each set of letters (fos. 150-151, 153-154 and fos. 157-160) is in a different and unidentified
hand. In-between is the English translation of both letters by Pell (fos. 155-156; fo. 154 is blank
except for two figures on fo. 154r depicting the same figures as in the letter below —possibly by
Pell). Although copy B2 retains much of Descartes’ orthography, B1 is preferred here as the
principal source text because it contains fewer transcription errors.

Summary

Fearing that Elizabeth will not succeed in solving the problem of the three circles by using
only one unknown in her calculations, Descartes explains his reasons for preferring several
unknowns. In that way, he claims, one needs only the simplest geometrical theorems in trans-
lating a geometrical roblem into algebraic terms, after which all but one of the unknowns can
be eliminated. Descartes illustrates this by an approach he thinks Elizabeth might have taken.

Madame,

Ayant sceu de M" de Pallot! que V. A. a pris la peine de chercher la question des
trois cercles, et qu’elle a trouvé le moyen de la soudre en ne supposant qu’une
quantité inconniie, i’ay pensé que mon debvoir m’obligeoit de mettre icy la raison
pourquoy j’en avois proposé plusieurs, et de quelle fagon je les demesle.?
J’observe tousjours en cherchant une question de Geometrie que les lignes,
dont je me sers pour la trouver, soient paralleles, ou s’entrecoupent a angles
droicts le plus qu’il est possible; et je ne considere point d’autres Theoremes, si
non que les costez des triangles semblables ont semblable proportion entre eux,
et que dans les triangles rectangles le quarré de la baze est egal aux deux quarrez

1 Cf. Letter 57.
2 For an analysis of Descartes’ approach to solve the problem of finding a circle that touches three
given circles—also known as Apollonius’ problem —see Appendix 3.
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des costez. Et je ne crains point de supposer plusieurs quantitez inconniies pour
reduire la question a tels termes, qu’elle ne depende que de ces deux theoremes;
au contraire j’aime mieux en supposer plus que moins. Car par ce moyen je voy
plus clairement tout ce que je fay, et en les demeslant je trouve mieux les plus
courts chemins, et m’exempte des multiplications superflues. Au lieu que, si I’on
tire d’autres lignes, et qu’on se serve de quelques autres theoremes, bien qu’il
puisse arriver par hazard, que le chemin qu’on trouvera soit plus court que le
mien, toutefois il arrive quasi tousjours le contraire. Et on ne voit point si bien
ce qu’on fait, si ce n’est, qu’on ait la demonstration du Theoreme dont on se sert
fort presente a I’esprit, et en ce cas on trouve quasi tousjours, qu’il depend de la
consideration de quelques triangles rectangles ou qui sont semblables entre eux,
et ainsy on retombe dans le chemin que je tiens.

Par exemple, si on veut chercher cette question des trois cercles par ’aide
d’un Theoreme, qui enseigne a trouver ’aire d’un triangle par ses trois costez,’ on
n’a besoin de supposer qu’une quantité inconnetie.* Car si A, B, C sont les centres

B des 3 cercles donnez et D le centre du cherché, les 3 costez
7 du Triangle ABC sont donnez, et les 3 lignes AD, BD, CD
sont composées des 3 rayons des cercles donnez, joints au
A ¢ rayon du cercle cherché si bien que supposant x pour ce
rayon, on a tous les costez des triangles ABD, ACD, BCD; et par consequent on
peut avoir leurs aires, qui jointes ensemble sont egales a I’aire du triangle donné
ABC, et on peut par cette equation venir a la connoissance du rayon x qui seul
est requis pour la solution de la question. Mais ce chemin me semble conduire
a tant de multiplications superflues, que je ne voudrois pas entreprendre de les
demesler en trois mois. C’est pourquoy au lieu des deux lignes obliques AB et
BC, je mene les trois perpendiculaires BE, DG, DF, et
posant trois quantitez inconnues, 'une pour DF, I'autre
~ pour DG, et I’autre pour le rayon du cercle cherché, j’ay
€ tous les costez des 3 triangles rectangles ADF, BDG, CDF,
qui me donnent 3 equations, pource qu’en chacune d’eux le quarre de la base est
esgal aux deux quarrez des costez.

Apres avoir ainsy fait autant d’equations que j’ay supposé de quantitez in-
conniles, je considere si par chasque equation j’en puis trouver une en termes
assez simples, et si je ne le puis, je tasche d’en venir a bout en joignant deux ou
plusieurs equations par ’addition ou soustraction; et enfin lors que cela ne suffit
pas, j’examine s’il ne sera point mieux de changer les termes en quelque facon,
car en faisant cet Examen avec addresse, on rencontre aisement les plus courts
chemins, et on peut essayer une infinité en fort peu de temps.

16 quelques om. Cle 20 fort om. B2 20 a lesprit] en 'esprit Cle 21 rectangles ... sont] qui
sont ou rectangles, ou Cle 29 des B2,Cle] de BI 40 le rayon ... cherché] a scavoir x add. i.m. B2
48 j’examine] seulement add. Cle 49 les Cle] le BI des B2 50 on peut] on en peut Cle

3 Descartes refers to the theorem of Heron assuming that Elizabeth knows it (cf. Appendix 3, pp. 207
and 210).

4 The choice of the example, which introduces a single unknown, shows that Descartes assumes he
is following the approach Elizabeth might have taken.
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Ainsy en cet exemple je suppose, que les 3 bases des triangles rectangles
sont

AD =a+x,
BD=b+x,
CD=c+x,

et faisant AE =d, BE=e, CE=f, DF ou GE =y, DG ou FE = z, j’ay pour les
costez des mesmes triangles:

AF=d—zetFD =y,
BG=e—yetDG =1z,
CF=f+zetFD=y.

Puis faisant le quarré de chascune de ces bases esgal au quarré des deux
costez, j’ay les trois equations suivantes:

aa+2ax +xx =dd —2dz +zz +yy,
bb +2bx + xx = ee — 2ey + yy + 22,
cc+2ex+xx=ff+2fz+zz+yy.

Et je voy que par 'une d’elles toute seule je ne puis trouver aucune des
quantitez inconnues sans en tirer la racine quarrée, ce qui embarasseroit trop
la question. C’est pourquoy je viens au second moyen, qui est de joindre deux
equations ensemble, et i’appercois incontinent que les termes xx, yy et zz estants
semblables en toutes trois, si i’en oste une d’une autre laquelle je voudray, ils
s’effaceront, et ainsy je n’auray plus de termes inconnus que x, y et z tous simples;
je voy aussy que si j’oste la seconde de la premiere ou de la troisieme, j’auray tous
ces 3 termes x, y et z, mais que si j’oste la premiere de la troisieme, je n’auray que
x et z; je choisis donc ce dernier chemin et je trouve

cc+2cx —aa —2ax = ff + 2fz — dd + 2dz ,

ou bien

_cc—aa+dd— ff +2cx — 2ax
- 2d +2f ’

ou bien

cc—aa+2cx — 2ax
2d +2f

1 1
Edii +

Puis ostant la seconde equation de la premiere ou de la troisieme (car I'un
revient a l’autre) et au lieu de z mettant les termes que je viens de trouver, j’ay
par la premiere et la seconde

aa +2ax — bb — 2bx = dd — 2dz — ee + 2ey ,

57 des B2, Cle] les BI 69 estants] estant Cle 75 aa] 2a Cle 79 2ax] 2adx B2
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ou bien

ccd — aad + 2cdx — 2adx
d+f ’

2ey = ee + aa +2ax — bb — 2bx — dd + dd — df +

ou bien

1 bb  bx df . ccd+ aaf +2cdx + 2afx
y=: L+ .
2 2¢ e 2e 2ed + 2ef

Enfin retournant a I'une des 3 premieres equations et au lieu de z ou y met-
tant les quantitez qui leur sont esgales, et les quarrez de ces quantitez pour yy
et zz, on trouve une equation ou il n’y a qu’ x et xx inconnus de facon que le
probleme est plan et il n’est plus besoin de passer outre; car le reste ne sert
point pour cultiver ou recréer I’esprit, mais seulement pour exercer la patience de
quelque calculateur laborieux. Mesme j’ay peur de m’estre rendu icy ennuyeux
a V. A. pource que je me suis arresté a escrire des choses qu’elle sgavoit sans
doubte mieux que moy, et qui sont faciles, mais qui sont neantmoins des clefs de
mon Algebre, je la supplie tres humblement de croire que c’est la devotion que
i’ay a I’honorer; qui m’y a porté, et que je suis,

Madame,

de V. A.,

Le tres-humble et tres- obeissant
serviteur,

Des Cartes

a — p. 156, 1. 43. Clerselier inserted in this paragraph a third figure, displaying both the tri-
angles and the circles, which is not found in the manuscript copies. Pell provides a similar
figure in his translation of the letter, with the note ‘my scheme’ (fo. 155v).

85 + dd — df+ ccd—aad;i;dx—Zadx BI] +dd — df+ccd7aai}20dx72adx B2 + ddfdf+ccd7;f?+20dx72adx Cl
88 zouy] youde z Cle 90 inconnus Cle] incon Bl (ms damaged) inconnii B2 95 des clefs] les
clefs Cle 100 obeissant B2, Cle] obeissa BI (ms damaged)

e
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Princess Elizabeth, [The Hague], to Descartes, [Egmond aan den Hoef]
21 November [1643]

Source
MS copy. Arnhem, Stichting Vrienden der Geldersche Kasteelen, Library Rosendael Castle,
Recueil de quelques Lettres écrites @ Monsieur Descartes, no. [17]. pp. 92-94.

Editions

First published in: A. Foucher de Careil, Descartes, la Princesse Elisabeth, et la Reine Christine
d’apres des lettres inédites (Paris/ Amsterdam: Germer-Bailliere/Muller, 1879), pp. 54-56.
Other editions: AT IV, 44-45; AM VI, 68-69.

Summary

In reply to Descartes’ letter from [17 November] (Letter 58). Elizabeth thanks Descartes for
explaining his method to solve the problem of the three circles, which method she now prefers
to the one she was taught. At the demand of Pollot she sends her own solution to Descartes.

Monsieur Descartes,

Si ’avois autant d’habileté a suivre vos avis que d’envie, vous trouveriez déia
les effets de vostre charité au progres que i’aurois fait dans le raisonnement et
dans I’Algebre, desquels a cette heure ie ne vous puis montrer que les fautes.
Mais ie suis si accoutumée de vous en | faire voir qu’il m’arrive comme aux vieux
pescheurs d’en perdre tout a fait la honte. Pourquoy i’avois fait dessein de vous
envoyer la solution de la question que vous m’avez donnée par la methode qu’on
m’a enseignée, autant pour vous obliger de m’en dire les manquements, que par
ce que ie ne suis pas si bien versée en la vostre. Car ie remarquois bien qu’il y en
avoit a ma solution, n’y voyant assez clair pour en conclure un théoreme. Mais
ie n’en aurois iamais trouvé la raison sans vostre derniere lettre! qui m’y donne
toute la satisfaction que ie demandois, et m’apprend plus que ie n’aurois fait en
six mois de mon maistre.? Ie vous en suis tres redevable et n’au- | rois iamais par-
donné a M" de Palloti, s’il en eut usé selon vostre ordre.? Toutefois il ne me ’a
voulu bailler qu’a condition que ie vous envoyerois ce que i’ay fait. Ne trouvez
donc point mauvais que ie vous donne une incommodité superflué, puisqu’il y a

8 enseignée (+au)(toutefois[?]))tant)] enseignée autrefois, tant conj. AT 12 aurois corr. FdC| au-
roit

1 Letter 58, sent through Pollot (cf. Letter 57).

2 Elizabeth was taught mathematics by Johan Stampioen (see p. 133, n. 4) and her approach to
the problem —attempting to derive a theorem —shows that she followed his method. Elizabeth’s
solution itself, which she sent along with her letter, is lost; however, the letter and Descartes answer
(Letter 61) allow us to reconstruct the main characteristics of her approach, see Appendix 3.

3 Cf. Letter 57, p. 154, 11. 5-7.
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peu de choses que ie ne ferois pour obtenir ces effets de vostre bonne volonté qui
est infiniment estimée de,
20 Monsieur Descartes,

Vostre tres affectionnée
amie a vous Servir,
Elisabeth

Ce 21 de 9bre
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Descartes, Egmond aan den Hoef, to Princess Elizabeth, [The Hague]
29 November 1643

Sources

1. MS copy. London, British Library, Add. 4278 (Birch), fos. 153r—-154v (B1). Single sheet
folded into two (325x252 mm). Text on fos. 153r-154r. On fo. 154v the note ‘L{ett)re 2’.

2. MS copy. London, British Library, Add. 4278 (Birch), fos. 157r-158v (B2).

3. Cle III, 465-468.

Editions
AT 1V, 45-50 (Cle); AM VI, 70-73.

The letter is without date in Cle and AT, but two copies of the letter are kept in the British
Library, and the second copy (B2) supplies the date 29 November 1643. The English translation
of the letter by Pell gives ‘29 Maij 1643’ which is evidently wrong (Add. 4278, fo. 156v). For a
description of the source and the choice to take B1 as the principal source, see the introduction
to Letter 58.

Summary

In reply to Letter 59 (21 November). Descartes is much impressed by Elizabeth’s investigation
of the problem of the three circles. He is pleased to see that Elizabeth’s ‘calcul’ was entirely
similar to his own. He praises her patience in calculating, and her technique of representing
complicated expressions by single letters. With respect to her choice of indeterminates her
approach is even superior to his own. Descartes accepts Elizabeth’s aim of deriving a theorem
as a valid alternative to his own aim of determining the constructability of a problem. He
illustrates his ideas by elaborating a special (and much simpler) case of the problem of three
circles. Because Elizabeth had been searching for a theorem, he expresses the final equation in
words.

Madame,

La solution qu’il a pleu a V. A. me faire ’honneur de m’envoyer! est si juste,
qu’il ne s’y peut rien desirer davantage, et je n’ay pas seulement esté surpris
d’estonnement en la voyant, mais je ne puis m’abstenir d’adjouster que j’ay esté
aussy ravy de joye, et ay pris de la vanité de voir, que le calcul dont se sert
V. A. est entierement semblable a celuy que j’ay proposé dans ma Geometrie.
L’experience m’avoit fait cognoistre, que la pluspart des esprits, qui ont de la
facilité a entendre les raisonnements de la Metaphysique, ne peuvent concevoir
ceux de I’Algebre, et reciproquement que ceux, qui comprennent aisement ceux
cy, sont d’ordinaire incapables des autres; et je ne voy que celuy de V. A. auquel
toutes choses sont esgalement faciles. Il est vray, que j’en avois desia tant eu des
preuves, que je n’en pouvois aucunement doubter, mais je craignois seulement

4-5 j’ay esté aussy| i’ay aussy esté B2 6 dans| en B2 8 ne peuvent] ne peuvent pas Cle 11 j’en
avois desia tant eu] i’en avois desia tant Cle 11-12 des preuves| de preuves B2,Cle

1 Cf. Letter 59. Elizabeth’s actual solution is lost; for its main characteristics as well as a compre-
hensive discussion of the present letter, see Appendix 3.
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que la patience qui est necessaire pour surmonter au commencement les difficul-
tez du calcul ne luy manquast, car c’est une qualité qui est extremement rare aux
excellents esprits et aux personnes de grande condition.

Maintenant que cette difficulté est surmontée, elle aura beaucoup plus de
plaisir au reste, et en substituant une seule lettre au lieu de plusieurs, ainsy qu’elle
a fait icy fort souvent, le calcul ne luy sera pas ennuyeux. C’est une chose qu’on
peut quasi tousjours faire, lors qu’on veut seulement voir de quelle nature est
une question, c’est a dire, si elle se peut soudre avec la regle et le compas, ou
s’il y faut employer quelques autres lignes courbes du premier ou second genre
etc. et quel est le chemin pour la trouver, qui est ce de quoy je me contente ordi-
nairement touchant les questions particulieres. Car il me semble, que le surplus
qui consiste a chercher la construction et la demonstration par les propositions
d’Euclide en cachant le proceder de I’Algebre n’est qu'un amusement pour les
petits Geometres, qui ne requiert pas beaucoup d’Esprit ny de science. Mais
lors qu’on a quelque question, | qu’on veut achever pour en former un Theo-
reme, qui serve de regle generale pour en soudre plusieurs autres semblables, il
est besoin de retenir jusques a la fin toutes les mesmes lettres qu’on a posées au
commencement, ou bien si on en change quelques unes pour faciliter le calcul,
il les faut remettre par apres estant a la fin, a cause qu’ordinairement plusieurs
s’effacent 'une contre ’autre, ce qui ne se peut voir lors qu’on les a changées.
Il est bon aussy alors d’observer, que les quantitez qu’on denomme par les let-
tres ayent semblable rapport les unes aux autres le plus qu’il est possible, cela
rend le Theoreme plus beau et plus court, pource que ce qui s’enonce de I’'une de
ces quantitez, s’enonce en mesme fagon des autres, et empesche, qu’on ne puisse
faillir au calcul, pource que les lettres, qui signifient des quantitez, qui ont mesme
rapport, s’y doivent trouver distribuées en mesme facon, et quand cela manque,
on reconnoist son erreur.

Ainsy pour trouver un Theoreme qui enseigne, quel est le rayon du qua-
triesme cercle, qui touche les trois donnez par position,” il ne faudroit pas en cét
exemple poser les trois lettres a, b, c, pour les lignes AD, DC, et DB, mais pour
les lignes AB, AC et BC, pource que ces dernieres ont mesme rapport ’'une que
I’autre aux trois AH, BH et CH, ce que n’ont pas les premieres.Et en suivant le
calcul avec ces six lettres, sans les changer ny en ajouster d’autres par le mesme
chemin qu’a pris V. A. (car il est meilleur pour cela, que celuy que j’avois pro-
posé), on doit venir a une equation fort reguliere, et qui fournira un Theoreme
assez court; car les trois lettres a, b, c, y seront disposées en mesme facon, et
aussy les trois d, e, f.

Mais pour ce que le calcul en est ennuyeux, si V. A. a desir d’en faire I’essay,
| il luy sera plus aisé en supposant que les trois cercles donnez s’entretouchent, et
n’employant en tout le calcul que les quatre lettres d, e, f, x, qui estant les rayons
des quatre cercles ont semblable rapport I'une a I’autre. Et en premier lieu elle
trouvera

16 par. E 27 former] faire Cle 33-34 les lettres] des letres B2 40 par. E ~ 40-41 quatriesme
om. Cle 42 et om. Cle 43 AC corr. AT| AD 45 mesme om. Cle 46-47 no parentheses Bl
48 seront] sont Cle 50 par. E
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dd+df +dx — fx dd + df +de — fe
d+f d+f ’
ou elle peut desia remarquer, que x est en la ligne AK comme e en la ligne AD,
pour ce qu’elle se trouve par le triangle AHC, comme ’autre par le triangle ABC.  ariv,4
Puis enfin elle aura cette equation

AK = ,et AD =

ddeeff 2deffxx + 2deeffx
+ ddeexx + 2deefxx + 2ddeffx
+ddffxx =+ 2ddefxx + 2ddeefx
+ eeffxx ;

de laquelle on tire pour Theoreme, que les quatre sommes, qui se produisent en

multipliant ensemble les quarrez de trois de ces rayons, font le double de six, qui

se produisent en multipliant deux de ces rayons I’'un par ’autre, et par les quarrez

des deux autres. Ce qui suffit pour servir de regle a trouver le rayon du plus grand

cercle, qui puisse estre descrit entre les trois donnez qui s’entre touchent. Car si
d e f

les rayons de ces trois donnez sont par exemple 3, £, §, jauray 576 pour ddeeff,

et 36xx pour ddeexx, et ainsy des autres; d’ou je trouveray

_ 156 /31104
x = 47 + 2209

si je ne me suis trompé au calcul que j’en viens de faire.

Et V. A. peut voir icy deux procedures fort differentes en une mesme ques-
tion selon les differents desseins qu’on se propose. Car voulant scavoir de
quelle nature est la question, et par quel biais on la peut soudre, je prends pour
données les lignes perpendiculaires ou paralleles et suppose plusieurs quantitez
inconniies, afin de ne faire aucune multiplication superflue, et voir mieux les plus
courts chemins, au lieu que la voulant achever je prends pour donnez les costez  ariv,so
du triangle, et ne suppose qu'une lettre inconniie. Mais il y a quantité de ques-
tions, ol le mesme chemin conduit a I'un et a ’autre, et je ne doubte point, que
V. A. ne voye bientost, jusques ou peut atteindre I’esprit humain en cette science.
Je m’estimerois extremement heureux si j’y pouvois contribuer quelque chose,
comme estant porté d’un zele tres particulier a estre,

Madame,
de V. A,
Le tres humble et tres
obeissant serviteur,
Des Cartes
du Hoef, le 29 Nov. 1643

56 en la ligne AK] dans la ligne AK Cle 56 en la ligne AD] dans la ligne AD Cle 57 ABC]
ADC B2 59 ddeeff [...] 2ddeefx] the signs + before ddeeff and 2deffxx in B1,B2,Cle are omitted E
63 sommes] nommes B2 64 de six] des six B2 71 au calcul] en calcul B2 72 par. E 72 en]
dans Cle 75 autres add. Cle 80 en] dans B2,Cle 82 zele B2,Cle] zeele BI 8688 obeissant ...
1643] cut offin B, partially damaged in B2 (ser(viteur) D(es) C(artes)); place and date in B2 only
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Correspondence of Descartes: 1643

a — p. 164, 1. 41. Clerselier printed here the figure below which is not found in the
manuscript copies, and it is therefore not been included in the main text (Cle IIIL, 467):
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DESCARTES TO ELISABETH

Egmond, 17 November 1643 "7

Madame,

Having learned from M. de Pollot that your Highness has taken the
trouble to consider the problem of three circles,' and that she has found the
way to solve it by supposing but one unknown quantity, | thought that my
duty obliged me to set out here the reason why [ had proposed using several
unknown quantities and in what way | solve for them.

[n considering a problem in geometry, | always make it so that the lines
which [ use to find the solution to the problem are parallel orintersect at right
angles as much as is possible; and | do not consider any other theorems but
that the sides of similar triangles have a similar proportion between them, and
thatin right triangles, the square of the base is equal to the sum of the squares
of the sides. | do not fear supposing more unknown quantities to reduce the
problem to such terms so that it depends only on these two theorems. On the
contrary, | prefer to suppose more of them than fewer. For, by this means, |

sce more clearly all that [ do, and in solving for them | do betterat finding the
shortest paths and avoid superfluous multiplications, On the other hand, if

one draws other lines and makes use of other theorems, even though it could

17. Verbeck et al., Correspondence, were able to date this letter more precisely from the covering
note to Pollot. They also note that the British Library contains two manuscript copies of this
and the subsequent letter in the papers collected by Thomas Birch (Add. 4278 [Birch], fols.
150r-151v and Add. 4278 [Birch], fols. 159r-160v. These contain the papers and correspon-
dence of John Pell, and so indicate that Pell had copies made. In between the two copies is
Pells translation.

18. The problem here is to find the radius of a fourth circle whose circumference touches those
of three given ones, or what is usually called Apolloniuss problem. Elisabeth seems to have
learned her geometry from a textbook {Algebra ofte Nieuve Stel-Regel) written by Johan Stampioen,
which Descartes had criticized. See Stephen Gaukroger, Descartes: An Intellectual Biograpby (New
York: Oxford University Press, 1995), 33435, 387. After setting this problem, Descartes was
concerned that he had set the bar too high. See his letter to Pollot, 21 October 1643, AT 4:26.

AT 4:37

38
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still happen that by chance the path one finds is shorter than mine, all the
same, it almost always turns out the other way. One does not see what one
does as well, except if one has the demonstration of the theorem which one
is using fully present to the mind. In this case one finds, almost always, that it
depends on the consideration of some triangles that are either right triangles
or similar to one another and thus one falls back on the path | take."

For example, in considering this problem of the three circles, we need
only suppose one unknown quantity, with the help of a theorem that shows
us how to find the area of a triangle by its three sides. For if A, B, and C
are the centers of three given circles, and D is the center of the one we are
looking for, the three sides of triangle ABC are given, and the three lines
AD, BD, and CD are composed of three radii of the given circles, joined to
a radius of the circle we are looking for, so that, supposing x for this radius,
we have all the sides of the triangles ABD, ACD, and BCD. [See fig. 1. ]*
By consequence we can have their arcas which, added together, are equal to
the area of the triangle given by ABC. And we can by this equation come to
know the radius x, which alone is required for the solution of this question.
But this route seems to me to lead to so many superfluous multiplications
that | would not want to undertake to solve them in three months. This is
why, instead of the two oblique lines, AB and BC, 1 take the three perpen-
diculars BE, DG, and DF, and setting three unknown quantities, one for DF,
one for DG, and the other for the radius of the circle | am looking for, | have
all the sides of the three right triangles ADF, BDG, and CDF, which gives
me three equations, for in each of these the square of the base is equal to the
sum of the squares of the sides. [See figs. 2 and 3.]

After having made as many equations as | supposed unknown quanti-
ties, | consider whether, from each equation, | can find one in simple enough
terms. [f | cannot do so, | try to arrive at one by joining two or more cqua-
tions by addition or subtraction. Finally, only if this does not suffice, [ exam-
ine whether it would be any better to change the terms in some way. For, in
making this examination skillfully, one easily comes upon the shortest paths
and one can try an infinity of things in very little time.

Thus, in this example, | suppose that the three bases of the right tri-
angles are:

AD =a + x,
BD =b + x,
CD=c+«x

19, Descartes is here reiterating the method he elaborates and demonstrates in the Géometrie,
published as an essay accompanying his Discourse on the Metbod, in 1637

20. These figures were inserted by Clerselier.
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Figure |
Figure 2
B
D
A FE\ 'C
Figure 3

And making AE = d, BE = ¢, and CE = §
DF or GE = y, DG or FE = z,
| have for the sides of the same triangles: 11

AF=d—z&FD =y,
BG=¢—y&DG =z
CF=f+z&FD=y
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Then, making the square of cach of the bases equal to the sum of the squares
of the two sides, | have the three following equations:

aa + 2ax + xx = dd — 2dz + zz + yy,
bb + 2bx + xx = ee — 2ey + yy + zz,
cc+dex+xx=f+2z+zz+ yy,

and [ sce that by onc of these alone | cannot find any of the unknown quanti-
ties, without drawing the square root, which would complicate the question
too much. This is why | come to the second way, which is to join two equa-
tions together, and | cannot but perceive that the terms xx, yy, and zz being
similarly in all three equations, if | take away the one from the other, as |
would like, they cancel one another, and so | would have no unknown terms
other than x, y, and z on their own. | see also that if | take away the second
from the first or from the third, | would have all these three terms, x, y, and
z, but that, if | take away the first from the third, [ would have only x and z.
Thus, | choose this last path and | find:

cc+ 2cx —aa — 2ax = f[ + 2fz — dd + 2dz

or better
¢ =aa ¥ dd =+ %x— 2sx
Z —
2d + 2f
or better
¢c — da + 2¢x — 2ax%
1/2d—-1/2f+

2d + 2f

Then, taking the second equation from the first or from the third (since the
one reduces to the other) and replacing z with the terms [ just found, | have
from the first and the second:

aa + 2ax — bb — 2bx = dd — 2dz — ec + 2ey
or better
ced — aad + 2cdx — 2adx
d+f

2ey = ¢ + aa + 2ax — bb — 2bx — dd + dd — df +

or better

1 bb bx df ccd + aaf + 2cdx + 2afx
2¢ e 2¢ ¥ 2ed + 2ef
AF =d—z &I =y,
BG=¢—y&DG =z,
CF=f+z&FD =y,
Finally, returning to onc of the first three equations, and in place of y or of z
putting the quantities that are their equals, and the squares of these quanti-




The Correspondence 77

tics for yy and zz, we find an equation where only x and xx arc unknown. In
this way, then, the problem is planar or of the second degree, and it is no
longer necessary to go on. For the rest does not serve to cultivate or enter-
tain the mind, but only to exercise one's patience for laborious calculations.
Even so | fear that | have made myself boring to your Highness, because |
stopped to write those things that she no doubt knew better than | and that
are easy, but which are nevertheless the keys to my algebra. | ask her quite
humbly to believe that it is the devotion with which | honor her which has
carried me away, and that | am, Madame,

Your Highness's very humble and very obedient servant,

Descartes.

ELISABETH TO DESCARTES AT 4:44
[The Hague] 21 November 1643

M. Descartes,

[f | were as adept in following your advice as | have desire to be, you
would already find the effects of your kindness in the progress | would have
made in reasoning and in algebra, whereas at this time | can show you only
faults. But [ am so accustomed to showing them to you that like old sinners
I have lost all shame. For this reason | had planned to send you the solution
to the question you had given me, arrived at by the method they had taught
me carlier, as much to oblige vou to tell me what is missing as because | am
not as well versed in your own method.?’ For | well noticed that there were
things missing in my solution, as | did not sce it clearly enough to arrive at
a theorem. But | would never have found the reason without your last letter,
which gives me all the satisfaction that | demanded, and teaches me more 5
than | would have learned in six months with my master. | am very much in
your debt for it, and would never have pardoned M. de Palotti* if he had
used your solution in accordance with your order. All the same, he did not
want to give it to me, except under the condition that I send you what | have
done. Thus do not mind that | give you an unneeded inconvenience, since
there are few things that | would not do to obtain the effects of your good
will, which is infinitely esteemed by

Your very affectionate friend at your service,

Elisabeth.

21. See above, note 18.

22. See Descartes to Pollot, November 1643, AT 4:43—-44.



78

At 4:45

46

The Correspondence

DESCARTES TO ELISABETH

Egmond du HoeJ, 20 November 16437

Madame,

The solution which it pleased your Highness to do me the honor of
sending?* is so just that it i1s not possible to desire anything more, and not
only was | surprised from astonishment at seeing it, but | cannot stop myself
from adding that | was also filled with joy, and | was taken with a bit of vanity
in seeing that the calculation which your Highness used is entirely similar to
that which | proposed in my Geometry. Experience has taught me that most
minds who have the facility to understand the reasoning of metaphysics are
not able to understand that of algebra, and reciprocally that those who easily
understand the latter are ordinarily incapable of other sorts of reasoning.*
| see no one but your Highness for whom all things are equally casy. It is
true that | have had proof enough of this already, so that | could not have
any doubts about it, but | feared only that the patience that is necessary to
overcome the difficulties at the beginning of the calculation was lacking in
her. For this is a quality extremely rare in excellent minds and in persons of
great station.

Now that this difficulty has been overcome, she will have much more
pleasure in the rest, and in substituting but one letter in place of many, just
as she has done here quite often, the calculation will not be tedious to her.
One can almost always do this when one only wants to see the nature of
a problem, that is, to sce if it can be solved with a ruler and compass, or if
it is necessary to employ some other curved lines of the first or the second
kind, etc., and which is the path for finding the solution. | ordinarily con-
tent myself with doing just this with particular problems. For it scems to me

23, Verbeek, et al., Correspondence 60, were able to date this letter more precisely from copies
in the British Library.

24. We do not have a record of the letter in which Elisabeth relays her solution.

25. Descartes reiterates this view publicly in the dedicatory letter to his Principles of Philosophy
“l have even greater evidence of your powers—and this is special to myself—in the fact that
you are the only person | have so far found who has completely understood all my previously
published works. Many other people, even those of the utmost acumen and learning, find them
very obscure; and 1t generally happens with almost everyone else that if they are accomplished
in Metaphysics they hate Geometry, while if they have mastered Geometry they do not grasp
what | have written on First Philosophy. Your intellect 1s, to my knowledge, unique in finding
everything equally clear; and this is why my use of the term ‘incomparable’ is quite deserved”

(AT 8A:4, CSM 1:192).
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that what remains—sccking the construction and the demonstration by the
propositions of Euclid, and couching the process in algebra—is nothing but
an amusement for little geometers, who do not require much intelligence
or much knowledge. But when one has some problem which one wants to
solve, in order to arrive at a theorem which can serve as a general rule for
solving other similar ones, it is necessary to retain all the same letters that
one set out at the beginning just up until the end. Or better, if one changes
some of them in order to facilitate the calculation, it is necessary to replace
them at the end, because, ordinarily, most cancel one another out, which
one cannot see when one has changed them,

[t is also good to make sure that the quantities one denotes by letters
have similar relations to cach other, as much as is possible. This renders the
theorem more elegant and shorter; for what is evoked by one of these quan-
titics, is evoked in the same manner by the others, and this helps to prevent
mistakes in calculations. For those letters signifying quantities that have the
same relations, must distribute themselves in the same manner, and when
this is missing, one notices one's error.

Thus, in order to find a theorem which shows what is the radius of
the circle that touches three given by position, it is not necessary, in this
example, to suppose the three letters a, b, ¢ for the lines AD, DC, DB but
for the lines AB, AC, and BC, for these last have the same relation to one
another that the three AH, BH, and CH do, and the first set of three do not.
In following the calculation with these six letters, without changing them or
adding any others to them, along the path which your Highness has taken
(foritis better for this than that which | had proposed), one should come to
quite a regular equation and one which will furnish a short enough theorem.
For the three letters a, b, ¢ are there disposed in the same manner, as the three
d, ¢ f [See fig. 4.]

Because the calculation of this is tedious, if your Highness has the desire
to try it, it will be easier for her to suppose that the three given circles touch
one another, and so to employ through the whole calculation only the let-
ters d, ¢, f, x which, being the radii of the four circles, have a similar relation
to one another. In the first place, she will find

dd + df + dx — fx _ dd + df + de — fe
d +f o a d +f
where she can already notice that x is in the line AK as ¢ is in the line AD,

since it is found by the triangle AHC, as the other is by the triangle ABC.
Then finally, she will have this equation:
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Figure 4

ddeef] + ddeexx + ddffxx + eeffxx = 2deffxx + 2deeffx + 2decfxx + 2ddeffx
+ 2ddefxx + 2ddeefx.

From this one draws, as a thecorem, that the four sums which are produced by
multiplying together the squares of three of these radii are equal to double
the six sums which are produced by multiplying two of the radii by one an-
other, and by the squares of the two others. All of which suffices to serve as
a rule for finding the radius of the largest circle that can be drawn between
three given circles that touch one another. For if the radii of these three
given circles are, for example, d/2, ¢/3, f/4, | will have 576 for ddeeff, 36xx for
ddeexx, and so on for the others. From which [ will have

— 156 % 31104
47 2209

x=

if I am not mistaken in the calculation [ just did.

Your Highness can see here two very different procedures for solving
one problem, according to the different aims one has. For wanting to know
the nature of the problem, and by what device one can solve it, | take as given
perpendicular or parallel lines, and suppose more unknown quantities, with
the aim of making no superfluous multiplications and seeing more clearly
the shortest paths. On the other hand, in wanting to find the solution, | take
as given the sides of the triangle and suppose but one unknown letter. But
there are a number of problems where the same path leads to the satisfac-
tion of both aims, and | do not doubt that your Highness will soon see just
how far the human mind can reach with this science. | would count myself

The Correspondence

happy if | could contribute something to it, since | have a great zeal to be,
Madame,
Your Highness's very humble and very obedient servant,
Descartes.
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