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Uvod

Diferencialne rovnice st matematickymi rovnicami, ktoré spajaju funkcie spolu
s ich derivaciami. V aplikacidch tieto funkcie zvécsa predstavuju urcité veliciny,
derivdcie reprezentuji mieru ich zmeny a rovnica definuje vzfah medzi nimi.
Takéto vztahy si mimoriadne bezné, preto sa s rovnicami tohto typu stretdvame
v roznych vednych disciplinach. Svoje uplatnenie ndjdu v bioldgii, vo fyzike,
v ekonémii a v d'alsich.

Témou mojej bakalarskej prace je stidium riesenia diferencidlnych rovnic po-
mocou funkcionalnych radov a aplikacia na konkrétnych prikladoch. V troch ka-
pitolach, ¢lenenych na sekcie a subsekcie, je postupne vybudovana struéna tedria
tykajica sa nekonecénych radov a diferencialnych rovnic a neskor je aplikovana na
konkrétnych prikladoch.

Prva kapitola zavadza nekonecné rady. Komplexne rozobera pojem rad a rozne
jeho typy, konvergenciu a velky doraz tiez kladie na rozne kritérid, ktoré ju za-
bezpecuju.

V druhej kapitole sa pojednava o diferencidlnych rovniciach. Stru¢na tedria
definuje samotnu diferenciadlnu rovnicu, tiez sa zameriava na existenciu a jedno-
znacnost jej riesenia.

Poslednd, tretia, kapitola je najdolezitejSou castou prace. PouZiva vopred za-
vedenu tedriu na rieSenie diferencidlnych rovnic pomocou funkcionalnych radov.
Na konkrétnych prikladoch je ukazané riesenie pomocou Taylorovych radov, tak-
tieZ pomocou mocninovych a Fourierovych radov. Prave sticastou rieSenia pomo-
cou mocninovych radov si aj Hermitovskd a Legendrova diferencidlna rovnica,

ktorych dolezitost ukazuje fyzika a rozne d'alsie technické obory.



Kapitola 1

Nekonec¢né rady

V prvej kapitole tejto bakaldrskej prace sa budeme zaoberat nekone¢nymi
radmi. Na zaciatku rozoberieme ¢iselné rady, neskor sa budeme ststredit na rady
funkciondlne. Specidlna pozornost bude venovans radom mocninovym a Fourie-
rovym.

Pri spracovani tejto kapitoly boli pouzité predovsetkym zdroje [1], [2], [4], [7],
91, 1], 112}, [14], [£7}-[19]

1.1. Ciselné rady

Predmetom tejto sekcie bude uvedenie zakladnych definicii a vlastnosti po-
trebnych pri praci s ¢iselnymi radmi. Budeme sa zaoberat predovsetkym de-
finiciou pojmu rad, ako sucet clenov danej postupnosti. Taktiez bude potrebné
zodpovedat otdzky, ako spréavne séitat nekoneény pocet séitancov a tieZ to, ¢o

bude ich suétom.

Definicia 1.1. Ak {u,} zna¢i ¢iselni postupnost, potom nekoneénym radom

(stru¢éne radom) nazyvame symbol

Z“”’ (1.1)

ktory casto znacime len Y u,. Pritom sa ¢isla uy, ug, ... nazyvaji ¢lenmi radu

(1.1), z ktorych u, je n-ty (alebo vseobecny) ¢len radu.
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Previest sti¢et nekoneéného radu séftancov v beznom slova zmysle je nemozné.
Preto pojem suctu radu (1.1) zavddzame ako limitu postupnosti ¢iastnoénych
suctov:

$1 = Uy,

So = U1 + Ug,
Sp = U1 + U + -+ -+ Up,

oo
Ak existuje vlastna limita lim s,, = s povieme, ze rad »_ u, konverguje a ma
n—oo —
n=1
o0
sucet s. Ak neexistuje vlastna limita lim s,,, povieme, ze rad > w, diverguje.
n=1

V pripade divergencie radu rozlisujeme tri nasledujtce pripady:
e Ak limita lim s, = oo hovorime, ze rad urcite diverguje k +ooc.
e Ak limita lim s, = —oo hovorime, ze rad urcite diverguje k —ooc.

e Ak lim s,, neexistuje hovorime, ze rad osciluje.

oo
Ak ma konvergentny rad > u, sucet s, piseme > wu, = s. Ak je rad diver-
n=1

gentny k +oo, piSeme ) u, = oo, pripadne > u, = —o0.

Veta 1.1 (Nutnd podmienka konvergencie radu). Ak rad (1.1)) konverguje, potom
plati lim wu, = 0.
n—oo
Dokaz. Nech rad > u, konverguje a > u,, = s. Teda lim s, = s € R, a pretoze
n=1

n=1 n—o0

Up = Sy — Sp_1, plynie odtial u, = lim s, —s,_1 =5 — s = 0. [
n—oo

Poznamka 1.1. Ku konvergencii radu (1.1]) je nutné, ale nie je postacujuce, aby

lim u,, = 0.
n—0o0

Z Definicie (|1.1]) bezprostredne vyplyva nasledujica poznamka.



Poznamka 1.2 (Pojem a vlastnosti zvysku radu).

1. Ak v danom rade vynechdme prvych n clenov uq, us, . .., u, dostaneme rad
tvaru
o0
Rn = Upt1 + Upgo + -+ = E Un+k,
k=1

o0
ktory nazyvame zvyskom radu Y u,.
n=1

2. Je okamzite viditelné, Ze nekoneény rad a jeho zvysok R, bud oba kon-
verguju, alebo oba diverguji. To vyplyva z toho, Ze na konvergenciu alebo
divergenciu radu nema vplyv vynechanie, popripade pridanie, kone¢ného

poctu ¢lenov.

3. Ak je dany rad konvergentny a jeho sicet je s, potom pre jeho zvysok R,
plati vzfah R, = s — s,. Odtial

lim R, =s—s=0. (1.2)

o0
Podmienka ([1.2]) je pre konvergenciu radu ) u, nutnd i postacujica.

n=1

Poznamka 1.3. Okrem ([1.2) mozno nutnu a postacujicu podmienku konver-

gencie radu vyjadrit i nasledujicou vetou.

Lemma 1.1. (Bolzano—Cauchyho kritérium konvergencie). Rad _ u, je konver-
n=1

gentny prdve vtedy, ked postupnost jeho Eiastocnijch sictov je cauchyouvskd, t.j.
ak pre lubovolné e > 0 existuje ng € N, také, Ze pre kazdé n > ng a lubovolné
m € N plati

|5n+m - snl = |un+1 + Upg2 + -+ un+m| <€

Doékaz. Dokaz vyplyva z Definicie (1.1)) a z tplnosti priestoru R, ¢o znamend, ze

kazda postupnost v R je konvergentnd prave vtedy, ked je cauchyovska. |
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Lemma 1.2. Ak st > u, a Y. v, konvergentné rady, aj rad v tvare > (u, + vy,)
n=1 n=1 n=1

je konvergentnym a plati

i(un +v,) = iun + ivn.
n=1 n=1 n=1

Dékaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [2].

Lemma 1.3. Nech ¢ # 0. Potom rady Y u, a Y cu, konverguji alebo diverguji

n=1 n=1

sucasne. Ak konverguji, tak plati

0o o)
C E Up = E ClUy,.
n=1 n=1

Dékaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [2].

1.1.1. Ciselné rady s nezdpornymi ¢lenmi

Zistenie suctu radu je castokrat namahavé alebo nemozné, preto sa casto
orientujeme len na vysSetrenie konvergencie ¢i divergencie daného radu.

V tejto podsekcii budi rozoberané prave rozne pravidla vysetrovania konver-
gencie radov s nezdpornymi élenmi. Tieto pravidld budeme nazyvat kritéria.

Mozno medzi ne zaradzovat i nutni podmienku konvergencie a tiez,

v predchadzajiucom texte uz spominané, Bolzano—Cauchyho kritérium.

Veta 1.2. Rad s nezdpornymi clenmi moze bud konvergovat (pricom jeho sicet je
nezdporny), alebo diverguje (k oo). Rad konverguje prdve vtedy, ked je postupnost

jeho c¢iastocnijch siuctov ohranicend.

Dokaz. Dokaz vyplyva z vlastnosti limit postupnosti. Pre ¢iselné rady s nezapor-
nymi ¢lenmi je postupnost s, neklesajica, a teda bude konvergentnd alebo bude

divergovat k nekoneénu. |

Veta 1.3. (Porovndvacie kritérium). Nech > u,, Y. v, st rady s nezdaporngmi
clenmi a nech u, < v, pre skoro vsetky n € N. Potom plati: ak konverguje rad
> vn, konverguje i rad > u,; ak diverguje rad Y u,, diverguje i rad Y v,.
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Veta 1.4. (Limitné porovndvacie kritérium). Nech > u,,> . v, st rady s nezdpor-

nymi clenmi a nech existuje

Ak je L < 0o a ak rad Y v, konverguje, potom konverguje i rad >, u,.
Ak je L > 0 a ak rad ) v, diverguje, potom diverguje i rad .

Veta 1.5. (D‘Alembertovo podielové kritérium). Nech > u, je rad s kladngmi

clenmi.

1. Ak plati pre vsetky n € N nerovnost uz—:l < q < 1, potom rad > u, kon-

verguje. Ak plati pre vietky n € N nerovnost “Z—:l > 1, potom rad > u,

diverguje.

2. (Limitné podielové kritérium). Ak existuje

lim 2 = ¢, kde q € R,
n—oo n
potom v pripade ¢ < 1 rad _ u, konverquje a v pripade ¢ > 1 rad Y uy,

diverguge.

Poznamka 1.4. Treba upozornit, Ze v pripade ¢ = 1 limitnym podielovym

kritériom nemozno rozhodntt o konvergencii radu.

Veta 1.6. (Cauchyho odmocninové kritérium). Nech ) u, je rad s nezdpornymi

clenmi.

1. Ak pre vsetky n € N plati nerovnost {/u, < q < 1, potom rad konverguje.
Ak pre nekonecne mnoho n € N plati nerovnost /u, > 1, potom rad

diverguge.

2. (Limitné odmocninové kritérium). Ak existuje

lim /u, =q, kdeqe R*,

n—oo

12



potom v pripade ¢ < 1 rad »_ u, konverquje a v pripade ¢ > 1 rad »_ uy,

diverguge.

Poznamka 1.5. Treba upozornit, Ze v pripade ¢ = 1 limitnym odmocninovym

kritériom nemozno rozhodntt o konvergencii radu.

Veta 1.7. (Raabeho limitné kritérium). Nech u, > 0 pre vsetky n € N a nech

lim n - ( Un —1) =q.

V pripade q > 1 rad konverguje. Ak q < 1, tak bude dany rad divergovat.

Poznamka 1.6. Ide o silnejsie kritérium ako podielové. Znovu plati, ze v pripade

g = 1 danym kritériom nemozno rozhodnit o konvergencii radu.

Veta 1.8. (Integrdlne kritérium). Bud [ nerastica nezdpornd funkcia defino-

vand na intervale [1,00). Nech f(n) = w, pre vsetky n € N. Potom rad > u,
n=1

konverguge prdve vtedy, ked konverguje nevlastny integrdl [ f(x)dx.
1

Poznamka 1.7. Integrilne kritérium ukazuje vzfah medzi nekoneénymi radmi

a nevlastnymi integralmi.

Poznamka 1.8. Dokazy kritérii konvergencie, spomenutych vyssie, mozno najst

napriklad v [2].

Poznamka 1.9. Vzhladom k tomu, Ze kapitola tykajica sa ¢iselnych radov je

len kapitolou pomocnou, nebudu jednotlivé kritéria ilustrované na prikladoch.

1.1.2. Absoliitne a neabsolitne konvergentné rady

V tejto sekcii sa budeme sustredit na problematiku absolitne a neabsolitne
konvergentnych radov. Obdobne, ako pri sekcii o ¢iselnych radoch s nezdpornymi
¢lenmi, aj teraz uvedieme niekolko kritérif, ktoré ndm pomozu pri vyhodnocovani

konvergencii jednotlivych radov.
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Definicia 1.2. Rad
> un (1.3)
n=1

sa nazyva absolitne konvergentny, ak rad

> funl (1.4)
n=1
absolutnych hodnot radu ((1.3) konverguje. Ak (1.3) konverguje, ale ([1.4]) diver-
guje, hovorime o relativnej (neabsolitnej) konvergencii.
Poznamka 1.10.
1. Absolitne konvergentny rad je tiez konvergentny.

2. Ak rad ({1.3)) absolutne konverguje, potom plati

)
D> tn
n=1

(o]
n=1

Priamo z kritérii uvedenych pre rady s nezapornymi ¢lenmi vyplyvaji nasle-

dujtce tvrdenia.

Veta 1.9. (Porovnavacie kritérium). Nech v, je konvergentny rad s nezdporny-
mi clenmi a > u, je rad s lubovolnymi clenmi. Ak pre vietky n € N plati

lun| < v, potom rad _ u, konverguje absolitne.

Veta 1.10. (Odmocninové a limitné odmocninové kritérium). Ak pre vsetkyn € N
plati {/|u,| < q < 1, potom rad _ wu, absolitne konverguje.
Ak existuje lim {/|u,| = q € R*, potom v pripade ¢ < 1 rad > u, absolitne

konverguge.

Veta 1.11. (Podielové kritérium). Nech je > u, rad s nenulovymi élenmi.

Ak pre vsetky n € N plati

S| < g <1, potom rad ) u, absolitne konverguge.

Ak existuje lim ]“Z—:l] = q, potom v pripade q < 1 rad > u, absolitne konverguje.

14



Dalsimi kritériami, ktoré mozno vyuzit pri skiimani konvergencie radov s lubo-

volnymi ¢lenmi st Abelovo a Dirichletovo kritérium.

Veta 1.12. (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Nech {v,} je monoténna postup-

nost a plati jedna z nasledujicich podmienok.

1. (Dirichlet) Postupnost ciastocnych sictov radu Y u,, je ohraniéend a

lim v, = 0;
n—oo

2. (Abel) Rad " u, absolitne konverguje a postupnost {v,} je ohranicend.
Potom rad > u,v, konverguge.
Poznamka 1.11. Dokazy, vysSie spomenutych, kritérii pre rady s Tubovolnymi

¢lenmi mozno ndjst napriklad v [11].

1.1.3. Alternujiuce rady
Ide o rady, ktorych ¢leny pravidelne menia znamienko.
Definicia 1.3. Nekonecny rad Y u,, sa nazyva alternujici, prave vtedy, ked plati
SgN Up 1 = —SgN Uy, pre vietky n € N.

Pokial nie st vsetky cleny nulové, ide kazdy alternujici rad zapisat v tvare

(—1)""'u, alebo tvare > (—1)"u,, kde u, > 0 pre vietky n € N.
1 n=1

N

n

Veta 1.13. (Leibnitzovo kritérium). Predpokladajme, Ze je w, > 0 pre kazdé

n € N a postupnost u, nech je nerastica. Potom lim u, = 0 prdve vtedy, ked
n—oo

(—1)"tu, konverguje.

N

n=1

Dékaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [12].
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1.2. Postupnosti a rady funkcii

V tejto casti prace sa budeme zaoberat pojmami tykajticimi sa postupnosti
a radov funkcii. Mnohé z nich budd analdégiou definicii, ktoré boli spominané

v sekcii o nekoneénych ¢iselnych radoch.

1.2.1. Funkcionalne postupnosti

Definicia 1.4. Zobrazenie mnoziny N do mnoziny vsSetkych funkcii definovanych
na intervale M C R sa nazyva postupnost funkcii na M alebo funkciondlna
postupnost na M a znadci sa {f,(z)}2,. Funkcia f,(z) sa nazyva n-ty ¢len pos-

tupnosti { f,(z)}22;.

Definicia 1.5. Uvazujme postupnost funkeif { f,,(x)}°; na mnozine M. Povieme,

ze postupnost {f,,(2)}°°, na mnozine M
e je bodovo ohrani¢end postupnost, ak

VeeM JKeR VneN:|f,(2) <K;

e je rovnomerne ohranicena, ak

dKeR VeeM VneN:|f.(r)] <K;

ma bodovu limitu, ak

Vo e M 3 lim f(r) = f(2);

bodovo konverguje k funkcii f, ak
Vee M Ve>0 dngeN VneN n>ng:|fu(z)— f(z)] <e
(znacime f,, — f na M);
e rovnomerne konverguje k funkcii f, ak
Ve>0 dngeN VeeM Vn>ng:|fulz)— flx)<e

(znacime f, = f);
16



e lokalne rovnomerne konverguje k f, ak rovnomerne konverguje k f na kazdej

kompaktnej (t.j. ohrani¢enej a uzavretej) podmnozine mnoziny M (znac¢ime

Lok

=k

e je bodovo cauchyovska, ak

Vee M Ye>0 dngeN Vmyn>ng:|fm(x)— fulz)] <e

e je rovnomerne cauhyovskd, ak

Ve>0 dngeN VmneN:Vm,n>ng Voee M:|fn(x)— fulr)] <e

Poznamka 1.12. Vyssie uvedené vlastnosti maju medzi sebou radu, na prvy
pohlad, zrejmych sivislosti, napr. rovhomerne konvergentnd postupnost je i bo-

dovo konvergentnd. To isté plati pre ohrani¢enost a cauchyovskost.

Veta 1.14. (Bolzano-Cauchyho podmienka). Postupnost { f,(z)}>2; bodovo kon-
verguje na M (k urcitej funkcii f) vtedy a len vtedy, ak je na M bodovo cauchy-

ovskd; konverguje rovnomerne na M, ak je na M rovnomerne cauchyouvskd.
Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [2].

Mnohé z vlastnost{ funkcii f,, n € N (spojitost, diferencovatelnost, inte-
grovatelnost,. .. ) sa nemusia prendSat na bodovt limitu. Preto sme dodefinovali
silnejsiu, tzv. rovnomerni, konvergenciu. Z rovnomernej konvergencie automa-
ticky vyplyva konvergencia bodové (ako uz bolo zmienené vyssie), naopak vsak

vztah vSeobecne neplati.

Veta 1.15. Nech postupnost funkcii { f,,(2)}2, spojitijch na M konverguje lokdlne

rovnomerne na M k funkcii f. Potom je f spojitda na M.
Dokaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [2].

Veta 1.16. (Diniho). Nech je {f,(x)}, monoténna postupnost funkcii, spo-
jitych na kompaktnej mnozine M. Ak je jej bodovd limita f spojitd na M, potom

{fn(2)}55, konverguje k f rovnomerne na M.
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Dékaz. Dokaz vety mozno nédjst napriklad v [14].

Veta 1.17. Nech postupnost { f,,(x)}52, spojitych funkcii na uzavretom intervale

b b
la, b] rovnomerne konverguge k funkcii f. Potom [ f(z)dx = lim [ f,(x)dz, t.j.,

a

b b

/lim fo(x)dr = lim | f,(x)dx. (1.5)

n—oo n—oo
a a

Dokaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [2].

Veta 1.18. Uvazujme postupnost funkcii {f,.(x)}°2, na M, a nech [ je funk-
cta na M. Potom f, rovnomerne konverguje k f na M vtedy a len vtedy, ak

postupnost {S,}°°,, kde S, = sup |fn(x) — f(z)| konverguje k 0.
zeM

Dokaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [14].

Veta 1.19. Nech postupnost {fn(x)}°%, funkcii spojite diferencovatelngch na
ohranicenom intervale (a,b) konverguje asporn v jednom bode tohto intervalu. Nech
d’alej postupnost jej derivdcii { f!(z)}2, konverguje rovnomerne na (a,b) k fun-
kcii fo. Potom postupnost {f,(z)}°2, konverguje rovnomerne na (a,b) k istej

funkcii f na (a,b) a plati f'(z) = fo(z) Vo € (a,b).

Dékaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [5].

1.2.2. Funkcionalne rady

Majme postupnost funkcii {f,(x)}°, definovanych na neprézdnej mnozine

M. Vyraz

fi@) + o)+ =D fulw) (1.6)

nazyvame nekoneé¢nym radom, ktorého cleny su funkcie, alebo funkcionalnym

radom. Funkciu f;, ¢« = 1,2,... nazyvame ¢-tym clenom funkcionalneho radu

T9).
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Funkciu

si(z) = ij(:x), i=1,2,... (1.7)

nazyvame i-tym ciastoénym suc¢tom funkcionalneho radu (|1.6)).

Postupnost
{s1(x), s2(x),...} (1.8)

nazyvame postupnostou ¢iastocnych stictov funkciondlneho radu (1.6)).

Nekonecny rad

Z fl(m) = fn-&—l(:p) + fn—i—?(x) + fn+k(93) + ...

i=n+1
nazyvame zvyskom funkcionalneho radu (1.6) po n-tom ¢lene.

Definicia 1.6. Funkciondlny rad (1.6) bodovo (resp. rovnomerne) konverguje
na mnozne I C M, ak na I bodovo (resp. rovnomerne) konverguje postupnost

{si(x)}22, jeho Eiastocnych suctov.

Definicia 1.7. Obor (bodovej) konvergencie radu Y f,(z) nazveme mnozinu
n=1

vietkych prvkov @ € M pre ktoré rad > f,.(x) konverguje.

n=1

Veta 1.20. Ak rad (1.7) konverguje bodovo (resp.rovnomerne) na M, potom

postupnost funkcii { f,,(x)}°2, konverguje bodovo (resp.rovnomerne) k 0 na M.

V nasledujiicom texte uvedieme niektoré kritérid pre zistovanie rovnomer-
nej konvergencie funkcionalnych radov. Jednou z moznost{ je overit rovnomerni
konvergenciu radu porovnanim s inym funkciondlnym radom. Najjednoduchsiu
sitdciu, kedy budeme schopni priradit k danému radu funkcif ¢iselny majorantny
rad, bude popisovat Weierstrassovo kritérium. TieZ spomenieme kritéria, ktoré

st vhodné aj pre rady, ktoré nekonverguju absolttne.
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Veta 1.21. (Weierstrassovo kritérium). Bud Y f.(z) rad funkcii definovangch

n=1

na M. Nech > u, je konvergentny rad nezdapornych cisel. Ak pre kazdé x € M

n=1

a kazdé prirodzené n plati | f,,(x)| < u,, potom rad > f,(x) konverquje absolitne
n=1

a rovnomerne na M.
Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [I1].

Veta 1.22. (Dirichletovo kritérium). Nech {f.(x)}%, je postupnost redlnych

funkcii na mnoZine M. Nech
> gn(x) (1.9)
n=1
je rad funkcii. Predpokladajme, Ze
1. postupnost ciastoényjch suctov radu (1.9)) je rovnomerne ohrani¢end na M;

2. {fu(x)}22, rovnomerne konverguje k 0 na M a pre kazdé x € M je postup-

nost { f.(x)}>, monoténna.
Potom rad
> fal@)gn() (1.10)
n=1
rovnomerne konverguje na M.

Veta 1.23. (Abelovo kritérium). Nech {f,(x)}>2, je postupnost redlnych funkcii
na mnozine M, (1.9) je rad funkcii na M. Predpokladajme, Ze

1. rad (1.9) rovnomerne konverguje na M ;

2. postupnost { f,,(z)}>2; je rovnomerne ohranicend na M a pre kazdé v € M

je postupnost { f(x)}°°, monoténna.

Potom rad (1.10) konverguje rovnomerne na M.
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Poznamka 1.13. Dokazy dvoch predchadzajucich kritérii konvergencie mozno

n4jst napriklad v [11].

Veta 1.24. Nech funkcie f,(z), n = 1,2,... si spojité na M a funkciondlny
rad (|1.6) je rovnomerne konvergentny na M. Potom sicet s funkciondlneho radu
(1.6)) je spojitd funkcia na M.

Dokaz. Dokaz vyplyva z Vety (1.15).

Veta 1.25. Nech funkciondlny rad (1.6 rovnomerne konverguje na mnozine M

b
a mda tam sucet s. Nech a,b € M a nech existuje ffn(x)dx, pre kaZdé n € N.

a

b
Potom ezistuge aj [ s(x)dz a plati:

b b

i/bfn(x)dx:/ Liog fn(l’)] da::/s(x)dx.

a - a
Ak plati predchddzajica rovnost, hovorime, Ze funkciondlny rad (1.6) mozeme

. ) v v
integrovat clen za clenom.

Dokaz. Dokaz vyplyva z Vety (1.17]).

Veta 1.26. Nech funkcie f,(x), n = 1,2,... maji na otvorenej mnozine M
spojité derivdcie, nech funkciondlny rad (1.6) konverguje asponi v jednom bode

z M a nech funkciondlny rad
S Fi@) = fi@) + fla) + oo o)+
n=1

rovnomerne konverguje na M. Potom funkciondlny rad (1.6) rovnomerne kon-

verguje na M a plati:
o o0 /
> 1o = [ i)
n=1 n=1

pre kazdé x € M.

Dokaz. Dokaz vyplyva z Vety (1.19)).
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1.3. Mocninové rady

Medzi najjednoduchsie a najdolezitejsie funkcionalne rady patria mocninové
rady, ktoré sa vyznacuju predovsetkym jednoduchymi podmienkami pre rovno-

mernt konvergenciu a lahkymi poc¢etnymi operdciami.
Definicia 1.8. Nech a € R a nech u,, € R pre Vn € N.

1. Mocninovym radom so stredom v bode a nazyvame funkcionalny rad v tvare
oo
Zun(x—a)”:u0+u1(m—a)—|—u2(m—a)2+..., (1.11)
n=0
kde ¢éisla uy, nazyvame koeficienty tohto radu.

2. Ak je a = 0, dostaneme mocninovy rad so stredom v bode 0 v tvare

Zunx":uo+u1x+u2x2+.... (1.12)

n=0

Ak v mocninovom rade ((1.12) nahradime premenni x rozdielom z — a, do-
staneme mocninovy rad ((1.11)). Preto sa pri stidiu vlastnosti mocninovych radov

staci obmedzit na rady (1.12).

Veta 1.27. Pre rad (1.11)) plati:

1. Obor konvergencie radu (1.11)) je interval s koncovymi bodmi a —r, a +r,
e 1 ’) .
ricom r = —————— wtedy a len vtedy, ked 0 < lim sup /|u,| < oo.
P Simy s /o] Y Y, lim sup {/]

2. Obor konvergencie radu (1.11]) je celd mnozina R vtedy a len vtedy, ked

lim sup {/|u,| = 0.
n—oo

3. Rad (1.11)) je konvergentny len vo svojom strede a vtedy a len vtedy, ked

lim sup {/|u,| = co.
n—oo

Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [2].
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Definicia 1.9. Cislo r nazyvame polomerom konvergencie a interval M = (a — 7,
a + ) intervalom konvergencie mocninového radu ((1.11)). V pripade 2 hovorime,

ze polomer r je oo, v pripade 3, ze polomer 7 je 0.

Poznamka 1.14. Polomer konvergencie r tieZ mozno vypoéitat pomocou pred-

’ L = alebo r = 1'|+"+1’ pokial tieto limity existuju.
im Un im |Zntl

n— 00 n—r 00

pisu r =

un

KTtcovi rolu hra pri funkciondlnych radoch rovnomernd konvergencia. Na-
sledujica veta hovori, na akom intervale je mocninovy rad rovnomerne konver-

gentny.

Veta 1.28. Nech r > 0 je polomer konvergencie mocninového radu > u,x™. Po-
tom tento rad rovnomerne konverguje na kazZdom uzavretom podintervale [—p, p]

intervalu (—r, 7).
Dékaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [2].

Désledok 1.1. Nech mocninovy rad > u,x™ md polomer konvergencie r > 0.

Potom sucet tohto radu je spojitd funkcia na intervale (—r,r).

Déosledok 1.2. Nech mocninovy rad > u,x™ md polomer konvergencie r > 0,

a nech x € (—r,r). Potom

pricom mocninovy rad na pravej strane md rovnaky polomer konvergencie.

Désledok 1.3. Nech md mocninovy rad > u,xz™ polomer konvergencie r > 0.

Potom pre vsetky x € (—r,r) plati

n=1

oo / o0 oo
E U " | = E (upz™) = E nu,x™
n=1 n=1

pricom mocninovy rad na pravej strane md opdt polomer konvergencie r.
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Veta 1.29. (Abelova). Ak mocninovy rad  u,x" konverquje v bode x = r,

n=0

pricom r je polomerom konvergencie daného radu, potom konverguje rovnomerne

na intervale [0,7] a teda plati

o (o)

E u,r" = lim E Uy T"
T—rr—

n=0 n=0

Dokaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [2].

1.3.1. Taylorove rady

Na rozdiel od predchadzajiceho, kde bol dany mocninovy rad a urcovali sme
jeho stcet, budeme riesit opac¢ni tilohu: dant funkciu budeme rozvijat do moc-
ninového radu, tzv.Taylorovho radu.

Redlna funkcia f bude definovand na nejakom okoli U(a) bodu a. Ulohou bude

o0

zistit, ¢i existuje mocninovy rad > u,(z—a)" so stredom v bode a, konvergentny
n=1

na okoli U(a) k funkeii f.

Definicia 1.10. Funkciu f nazveme analytickou v bode a, ak je v nejakom okoli

bodu a rovna sic¢tu nejakého konvergentného radu (1.11]).
Poznamka 1.15. Vyssie zmieneny problém ide rozdelit na dve casti:

1. Je mozné funkciu f rozvinif na nejakom intervale v mocninovy rad so

stredom v bode a?
2. Pokial 4no, ako vyzeraju koeficienty u,, tohto mocninového radu?

Najskor sa zameriame na druht otdzku, teda odvodime, ako budi vyzerat koefi-
cienty u,. Pre jednoduchost predpokladajme a = 0 a existenciu ug, uy, ... takych,

ze

f(2) = up 4+ urw + upx® + . ..

na nejakom okoli bodu 0. Pozadujeme pritom, aby koeficienty w, boli také, aby

funkcia f(z) a rad ug+uir+ugz?+. .. mali rovnaké hodnoty derivacii v bode 0.
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Tzn., aby rovnosti:
f'(x) = uy + 2upx + 3uzz® + . ..

(@) = 2us + 6uzx + . ..

platili pre z = 0. M4 teda platit:

f0) =u
f7(0) = 2uy

£7(0) = nluy.

Z toho vyplyva, ze koeficienty u,, splnuju:

w= 0, w=r0), w="10 = LO

Z prevedenej tivahy je viditelné, ze pokial mozno funkciu rozvinit v mocninovy
rad, potom ma tento rad Specialny charakter, ktory je jednoznacne uréeny hod-

notami derivacii v bode a.

Veta 1.30. (O Taylorovom rozvoji). Ak mozno funkciu f : U(a) — R rozvinit
v mocninovy rad (1.11)), potom pre jeho koeficienty plati

f"(a)

n!

(1.13)

Up =

pre kazdé n € NU {0}, kde pokladdme f©(a) = f(a).

Dosledok 1.4. FErxistuje nanajvys jeden mocninovy rad so stredom v bode a, ktory

konverguje na U(a) k funkcii f. Jeho koeficienty si v tvare ([1.13)).

25



Definicia 1.11. Nech je funkcia f(x) definovana v nejakom okoli bodu a a nech

ma kazdua derivaciu v tomto bode. Potom sa mocninovy rad

"(a "(aq ()a 0 (n)a n
Fla)+ 29 (2 —a)+ L9 (z—a)2 4 4 LD (g —g)p g = 3 L@ ()

n!
n=0

nazyva Taylorov rad funkcie f v bode a. Koeficienty radu nazyvame Taylorovymi
koeficientami a n-ty ¢iastocny sucet nazyvame Taylorovym polynémom stupna
n a znacime ho T, (z). Specidlnym pripadom Taylorovho radu je rad pre a = 0,

ktory nesie nazov Maclaurinov rad funkcie f.

Taylorov rad nie vzdy konverguje k danej funkcii. Teraz, po zodpovedani dru-
hej otazky sa zameriame na prvu otazku uvedenej poznamky, teda na existenciu

Taylorovho radu.

Definicia 1.12. Nech funkcia f : U(a) — R mad derivacie v bode a az do n-tého

rddu. Potom funkciu R, 11 : U(a) — R definovani vztahom
Rn—l—l(x) - f([)?) - Tn(‘r)
nazveme n-tym Taylorovym zvyskom.

Veta 1.31. Nech ma funkcia f v bode a derivdcie vsetkych radov. Potom Taylorov

rad funkcie f konverguje k funkcii fv bode x € U(a) prdve vtedy, ked

lim R,41(x) = 0. (1.14)

n—oo

Doékaz. Fakt, ze Taylorov rad konverguje k funkcii f znamena, ze
T.(z) = f(x) pre kazdé = € U(a),
¢o znamena
Ryi1(x) =T,(x) — f(x) = 0 pre kazdé x € U(a). [
Zostava zodpovedat otdzku, za akych okolnosti je splnend rovnost .

Pozniamka 1.16. Pre a,b € R oznaé¢me symbolom I, interval (a,b), ak a < b

a interval (b,a), ak b < a.
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Veta 1.32. (O zvysku). Nech md f na U(a) derivacie vsetkijch rddov a nech md
funkcia o(x) na U(a) derivdciu, ¢'(x) # 0 pre kaZdé x € U(a). Potom pre kazdé
n €N, x € U(a) existuje § € 1,, tak, Ze

(=" ¢(x) —¢(a)

) =2 o

Dokaz. Dokaz vety mozno ndjst napriklad v [I].

Poznamka 1.17. V redlnom pripade je castokrat vyhodné uvazovat Taylorove

zvysky v Lagrangeovom tvare, kedy polozime () = (x —t)"™!. Teda dostavame

(x —a)"™!

(n+1) )

Ryii(z) =

a pre ¢(t) =t dostdavame tzv. Cauchyov tvar zvysku

Rusale) = L2 e

n!

Veta 1.33. Nech x € (a — d,a + 9), kde 6 > 0. Ak existuje M > 0 tak, Ze pre
kazdé n € N plati

|f™ ()| < M pre kazdé t € I,,.
Potom Taylorov rad konverguje k funkcii f v bode x.

Dékaz. Staci dokazat, Ze je splnend podmienka (1.14]). Vezmime Lagrangeov tvar
zvysku R,,,1(x). Pren plati

T3]
(n+1)!

M|$ _ a|n+1

_ 4|nt1 il et B
o™ < CES

[ R ()] =

kde ¢ € 1, ,. Vyraz napravo konverguje k nule pre n — oco. Teda (1.14]) plati. W

Pozndamka 1.18. Uved'me Maclaurinove rozvoje niektorych elementdrnych funk-

cii:

=%

, —oo <z <00,

o
e’ = E
n=0
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T
iny =Yy (—1)"" —c0 < <
sin x ;( ) R o0 <z < 00,
S
cosxT = 1" —oo < <00
‘7 )
— (2n)
f: xZn—l
sinhx = —00 < T <00
_ |’ )
n:1(2n 1)
o0 :E2n
coshx:z:(2 i —00 < x < 00,
n=0
In(1+z)= Z(—l)"“x— —l<a<1,
n
n=1

~yly—1)...(y—n+1
(1—|—x)y:1+y:c+zy(y Joly=n+ )x", -l<z <l

n!
n=2

1.4. Fourierove rady

V tejto kapitole zmienime tedriu pre aproximaciu periodickych funkcii. Najjed-
noduchsim netrividlnym prikladom periodickych funkcii st trigonometrické fun-
kcie cosnz, sinnz (n € N). Pontika sa preto myslienka vseobecni 2m-periodicki

funkciu aproximovat bud’ linedrnou kombindciou koneéného poétu tychto funkeif

T.(z) = % + Z(ak coskx + by sinkx), kde ag,ag, by € R, (1.15)
k=1

alebo nekone¢nym radom
%+Z(a”008n$+bnSin”I)v kde ag,ag, by € R. (1.16)
n=1

Funkcia v tvare ((1.15)) sa nazyva trigonometricky polyném, rad tvaru (1.16]) sa
nazyva trigonometrickym radom.
Podstatnou 1lohou pri budovani teérie Fourierovych radov hra vlastnost or-

togonality (kolmosti) systému funkcii {¢,(x)}.
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Definicia 1.13. Nech st f, g integrovatelné funkcie na intervale [a, b]. Cislo

b
(f.9) = / f(2)g(z)da

nazyvame skalarnym stc¢inom funkcii f, g. Funkcie f, g sa nazyvaji ortogonalnymi

(na intervale [a,b]), prave ked (f,g) = 0.

Definicia 1.14. Bud f integrovatelna funkcia na intervale [a, b]. Normou funk-
cie f rozumieme ¢islo || f|| = +/(f, f) . Funkcia f sa nazyva normovana, prave
ked ||f|| = 1.

Definicia 1.15.

e Nech {p,} je konetnd alebo spocetnd postupnost integrovatelnych funkeif
na intervale [a, b]. Tdto postupnost sa nazyva ortogondlna, prave ked kazdé
dve funkcie ., p, (M # n) si ortogondlne a kazda funkcia ¢, ma kladnu

normau.

e Postupnost {¢, } sa nazyva ortonorméalna, prave ked je ortogondlna a kazda

funkcia ¢,, je normovana.
Poznamka 1.19. Postupnost {¢,} je teda ortonormdlna, prave ked plati:

[0, m#n
min ={ 20

Poznamenajme, ze ak {¢,} je ortogondlna postupnost, potom je {”;n” . gon}

’ X
ortonormalna postupnost.

Definicia 1.16. Nech je ¢,, ortogondlna postupnost funkcif na intervale [a, b], f

integrovatelnd funkcia na [a,b]. Potom ¢isla ¢, vyjadrené vzorcom

(fion)  (fin)

Cp = = , neN,
(n,n)  llonl®
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nazyvame Fourierove koeficienty funkcie f vzhladom k ortogondlnej postupnosti

on arad D cppn, kde ¢, st Fourierove koeficienty, Fourierovym radom funkcie f
n=1

vzhladom k ortogondlnej postupnosti ¢,,.

Poznamka 1.20. V pripade, kedy je postupnost {p,} ortonormdlna, plati pre

Fourierove koeficienty funkcie f jednoduchsi vztah ¢, = (f, pn).

1.4.1. Fourierove rady vzhladom k systému {cosnz, sinnz}

V tejto casti sa budeme zaoberat vyluéne systémom funkeif
{1, cos z,sinx, cos 2z, sin 2z, . .., cosnx, sinnz, ... },

ktory bude uvazovany na Iubovolnom intervale [a,a + 27] dfiky 2m. Prislusna

ortonormalna postupnost je v tvare

1 sinz cosx cos(nx) sinnx
(4 e e )

Definicia 1.17. Ak si konstanty ag, ag, br polynému ([1.15)) (resp. radu ((1.16))

Fourierovymi koeficientami tvaru

a+2m a+2m

aw==1 [ fl&)ds, ar=2% [ f(z)cos(kz)dz a

a

a+2m
b == [ f(z)sin(kz)dz Vk €N,

a

potom tento polyném nazyvame Fourierovym (trigonometrickym) polynémom

a znacime ho @, (x) (resp. rad (|1.16)) nazyvame Fourierovym radom).

Ak sa m4 dat funkcia f(z) vyjadrit ako sicet Fourierovho radu (s periédou
27) na intervale (—oo,00), je nutné, aby funkcia f bola na uvedenom intervale
funkciou periodickou s periédou 27. To vyplyva z toho, Ze trigonometricky po-
lyném &, je periodickou funkciou s periddou 27, a pretoze prislusny Fourierov rad

sa rovnd limite lim @, (), je tiez periodickou funkciou s periédou 27. Vzhladom
n—oQ
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k tomu neperiodické funkcia g, ktori ide rozvintt vo Fourierov rad na niektorom
intervale (a,a 4 27), splyva s funkciou, ktord je suc¢tom tohto Fourierovho radu,
len na uvedenom intervale, pretoze tento sticet je periodickou funkciou, zatial, ¢o
neperiodicka funkcia nadobtida hodnot, ktoré sa periodicky neopakuju.

Ak je funkcia f(x) parna, potom b, = 0 pre kazdé n € N a rad sa
oznacuje kosinusovy. V pripade nepdrnej funkcie f(z) bude platit a, = 0 pre

kazdé n € NU {0} a rad (1.16) bude oznacovany ako rad sinusovy.

Castokrat dochadza ku situdcii, kedy je funkcia f (x) definovand a integrova-
telnad len na intervale [0, 7], pripadne (0,7]. V takomto pripade k funkcii f(x)

konstruujeme jej parne, respektive neparne, rozsirenie na cely interval [—m, 7].

Parne rozsirenie funkcie f(x) bude predstavovat novéd funkcia f?(x) defi-
novana nasledovne

2(x) = {ff(x)a z € [0, ],

(—x), =z €[-m0).

Nepéarne rozsirenie funkcie f(z) bude oznacované ako nova funkcia f™
definovand nasledujicim predpisom
f(@), = e(0,],
f(z) = 0, x =0,
—f(==), x¢€[-m0).
Obe funkcie s definované na celom intervale [—m, 7, pricom funkcia f? je parna

a funkcia f" neparna.

Veta 1.34. Ak si obidve funkcie f(x), f*(x) integrabilné na intervale (—m, ),

potom pre Fourierove koeficienty ay,, b, funkcie f plati

™

lim a, =0= lim [ f(z)cos(nz)dz,
n—o0 n—o0

™

lim b, =0= lim [ f(z)sin(nz)dz.
n—oo n—oo
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Pritom oba rady

oo oo
Sy
- n
n=1 n n=1 n
s absolutne konvergentné.

Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [I1].

Nasledujuca veta hovori o postacujicich podmienkach, ktoré kladieme na Fou-
rierov rad funkcie f(x), t.j. rad (|1.16|) s koeficientami ((1.17]), aby mal na intervale

[—7, ] za stcet prave funkciu f(z).

Veta 1.35. (O konvergencii Fourierovho radu - Dirichletova veta). Majme dani
funkciu f(x), ktord je na intervale |[—m, | po castiach spojitd a po ¢astiach mo-
noténna. Potom Fourierov rad tejto funkcie na intervale [—m, 7| konverguje a

hodnoty tohto siuctu si:
o f(zo) v kazdom bode xy € (—m, ), kde f(x) je spojitd,
o Lf(zg)+ f(xg)] v tych bodoch xq € (—m, ), kde je f(x) nespojitd,
o [f(@") + f(7)] v krajnyich bodoch intervalu [—m, ).

Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [9].

Pozndmka 1.21. Pokial by sme konstruovali Fourierov rad funkcie f na intervale

vieobecnej dizky 21, t.j. na [a,a 4+ 2], kde a € R, [ > 0, potom by rad mal tvar

% + kz:; (ak cos (kTﬂx) + by, sin (Ifl—ﬂx)) ,

kde

a+21

w=7 [ fads

a+21

1
ap = — ) cos k—ﬂx dr, keN
k l f() l y ;

a
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Kapitola 2

Diferencialne rovnice

Kapitola o diferencialnych rovniciach priblizi zakladné pojmy nevyhnutné pri
rieSeni tohto typu rovnic. Vo vSeobecnosti ide o rovnice, v ktorych ako premenné
vystupuju derivéacie funkcii.

Pri spracovani tejto kapitoly boli pouzité predovsetkym zdroje [3], [5], [6], [8],
), [11].

Definicia 2.1. Nech F' je dana funkcia n 4+ 2 premennych na nejakom obore
G C R™"2. Rovnicu
F(tz@),2'@),....,2"(t) =0 (2.1)

nazyvame potom obycajnou diferencialnou rovnicou radu n pre neznamu funk-
ciu x. Pod radom diferencialnej rovnice rozumieme rad najvyssej derivacie nezna-

mej funkcie vyskytujicej sa v rovnici.

Riesenim alebo integralom tejto rovnice sa rozumie funkcia x, ktord je defi-

novand na nejakom intervale J C R a pre vSetky ¢ € J splinuje tieto podmienky:
t,z(t),2'(t),...,2™M ()] € G,

F(t,z(t),2'(t),..., 2™ () = 0.

Ak nie je interval J otvoreny, potom v kazdom krajnom bode &, £ € J znaci 2'(t)
jednostrannt derivéciu. Graf rieSenia sa nazyva integralna krivka.
Vseobecnym riesenim diferencidlnej rovnice (2.1) nazyvame riesenie, ktoré

mozno zapisat v tvare x = f(t,c1,co,...,¢Cn), kde c1,co, ..., ¢, st Tubovolné
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konstanty. Partikuldrne riesenie rovnice (2.1)) ziskame, ak za konstanty ¢y, ca, .. ., ¢,
zvolime konkrétne hodnoty.
Ulohu najst riesenie z = f(t) rovnice (2.1]), ktoré bude vyhovovat nasle-

dujicim podmienkam:

f(to) =bo, flto)=b1, ..., fO V() =by1, to€ Dy

nazyvame Cauchyho zaciato¢nd tloha.

2.1. Diferencialne rovnice prvého radu

Diferencialne rovnice, v ktorych je rad danej rovnice rovny jednej sa nazyvajui
diferencidlne rovnice prvého radu. Prave tymto typom rovnic sa bude zaoberat
nasledujica sekcia. Okrem zakladnej definicie tiez urci napriklad aj nutnt a pos-

tacujucu podmienku existencie jej rieSenia.

Definicia 2.2. Bud F funkcia, ktorej definiény obor G je podmnozinou trojroz-

merného euklidovského priestoru R?. Rovnica,
F(t,x(t),2'(t)) =0 (2.2)

sa nazyva obycajnou diferencialnou rovnicou prvého radu v implicitnom tvare.

Ak je mozné z rovnice (2.2) vyjadrit 2/, nazyvame ju v explicitnom tvare a plati:

¥ = f(t, x). (2.3)

Definicia 2.3. Funkcia f : @ ¢ R? - R spiﬁa tzv. Lipschitzovu podmienku
vzhladom k premennej x na dvojrozmernej oblasti 2, ak existuje také L > 0, ze

pre kazdé dva body [t, 1], [t, xo] z oblasti Q plati vztah

|f(t, 1) — f(t22)| < L|zy — 2a|.

Veta 2.1. (Picardova veta o existencii a jednoznacnosti riesenia). Nech funkcia
f(t,x) je spojitd a ohranicend na dvojrozmernej oblasti Q0 obsahujicej vo svojom
vniitri bod (to, ). Dalej nech f(t,x) spliuje Lipschitzovu podmienku na oblasti
Q. Potom diferencidlna rovnica ' = f(t,x) ma jediné riesenie v = x(t), ktoré

prechddza bodom (to, o) a ktoré je definované a spojité v nejakom okoli bodu t.

35



Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [11].

36



Kapitola 3

Riesenie diferencialnych rovnic
pomocou funkcionalnych radov

Pokial mdme linedrnu diferencidlnu rovnicu s konstantnymi koeficientami
alebo tiez niektoré diferencidlne rovnice vyssich radov, ich riesenia su v tvare ele-
mentdrnej funkcie typu e’, cost, sint, polynémov alebo ich kombindcii. Ak vSak
uvazujeme komplikovanejsie diferencidlne rovnice vyssieho radu, takéto riesenia
nie je mozné dostat vo viicsine pripadov. Avsak skupina jednoduchych funkeif vy-
skytujicich sa vyssie mé vlastnost analytickosti v okoli kazdého bodu daného in-
tervalu a taktiez ich mozno reprezentovat pomocou mocninovych radov so stredmi
v tychto bodoch (vid. Pozndmka (1.18)). V nasledujicom texte sa preto bu-
deme zaoberaf prave metédami riesenia diferencidlnych rovnic pomocou néjdenia
rieSenia v tvare funkcionélneho radu.

V tejto kapitole boli pouzité predovsetkym zdroje [L0], [13], [L5], [16], [20].

3.1. Riesenie diferencialnych rovnic pomocou Tay-
lorovych radov

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat tym, ako mozno riesenie diferencidlnej

rovnice najst pomocou rozvoja funkcie do Taylorovho radu.
Uvazujme diferencialnu rovnicu n-tého radu

F(t,z(t),2'(t),...,2™@) =0, teJ,



kde J C R je interval a nech ¢, € J.
Ak hladdme riesenie z(t) tejto rovnice v tvare Taylorovho radu so stredom

v tg, potom je potrebné

1. vypoéitat ™ (ty), Vn € N

2. urcit polomer konvergencie prislusného Taylorovho radu % (t—to)"
n=0

3. dokézat, Ze ndjdeny Taylorov rad konverguje na intervale absoltitnej kon-

vergencie k rieseniu skiimanej diferencialnej rovnice.
Priklad. Najdite riesenie diferencidlnej rovnice
(1—t)2'(t) —3z(t) +t—1=0/ (3.1)

spliujice zac¢iatotni podmienku z(0) = zg, kde xy € R, pomocou rozvoja do

Taylorovho radu.
Riesenie. Pre ty = 0 plati
2'(0) —3x(0) —1=0

2'(0) = 1 + 3.

Ak zderivujeme

(1—t)2'(t) = 3z(t)+t—1=0,

ziskame

—2'(t)+ (1 —t)2"(t) =32 (t) +1=0

(1—t)z"(t) —4a'(t) + 1 = 0.

Dalsfm derivovanim potom
—2"(t) + (1 — )" (t) — 42" (t) =0

(1—¢)2"(t) —52"(t) =0
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Je zrejmé, Ze vo vSeobecnosti bude platit nasledujice

(1= 2™ () — (n+ 22 V() =0, Vne N\{L,2}.

Teda n-tu derivdciu v bode 0 ide vzdy vyjadrit pomocou (n — 1)-¢j vztahom
™ (0) = (n 4+ 2)z™=Y(0), ¥n € N\{1, 2}.
Pretoze

z(0) = o,

plati, ze

2'(0) = 1 + 3w,

27(0) = =1+4+42"(0) = =144 (1 +3x) =3+ 1229 = 3 - (1 + 4xy),
2"(0) = 52"(0) = 5- 3+ (1 + 4xy),
2@ (0) = 62"(0) =6-5-3- (1 + 4x),

2®(0) =7xW(0) =7-6-5-3- (14 4x),

Vseobecne (™ (0) = 820 (1 4 4a), Vi e N\{1} .

4-2

Hladany Taylorov rad m4 teda tvar

1 + 3z > (n+2)! 0
Tot T an:; g (L dzo)t" =

=z + (1 + 3x0)t + i (n+ 2)8<n 1. (1 + 4ao)t".

n=2

Teraz urc¢ime polomer konvergencie radu ) | % -(1+44x0)t™ (vid. Poznédmka
n=2

([T.14))

(n+3)8(n+2) . (1 + 4330)

(n+2)8(n+1) . (1 +4[E0)

=1=1r=1.

— = lim
T n—oo

Prislusny Taylorov rad absolitne konverguje na intervale (—1, 1).
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Aby sme overili, ze ndjdeny Taylorov rad je riesenim uvazovanej rovnice (t.j.,

aby sme overili spravnost nagich vypoctov), definujeme funkciu

J(n+1)

x(t):x0+(1+3x0)t+i<n+2

8
n=2
vypocitame jej derivéiciu z/(t) a dosadime do ({3.1)):
n(n+2)(n+1
?(t) = (143m) + ) ( g( ). (1 4 dao)t" "

n=2

Dosadenim do (3.1)) dostdvame

(1=1)-

(14 3z9) + i nin + 2;(71 +1), (1+ 43;0)25"1] —

n=2

(n+2)(n+1)

—3.
8

xo + (1 + 3xo)t + (I+dz)t" | +t—1=

n=2

d 2 1
=1+3m+ Y nin + g(”+ ). (14 dxo)t"" — t — 3twg—
n=2

— Z e g(n oy (14 4xo)t" — 320 — 3t — Ytwp—
n=2

_3i (n+2)(n+1)

g (14 dzo)t" + 1 — 1.

n=2

e Koeficient pri t
(=329 — 3 — 9x0) + 3(1 + 4x0) = 0.

e Koeficient pri t"

pren=23,...

(1 + 4z, - (n + 1)(n—8{—3)(n+2) B n(n+2§(n+ 1) 3(n—l—2;(n+1) _

= (14 4a0)(n + 2)(n + D[(n +3) —n—3] = 0.
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Z tadial vyplyva, ze z(t) = xo+ (1+3z0)t+ > % (14 4x0)t" je riesenim

n=2

(3.1) na intervale (—1,1).

Rad > (n+2)(n+1)t" nejde priamo scitat, ale ide ukdzat, ze je druhou derivéciou
n=2

geometrického radu:

i(n +2)(n+ 1)t" = [i t””] :

n=2 n=2

Rad > "2 t € (—1,1) je geometricky s hodnotami a; = t*, ¢ =t a jeho stcet
n=2

mozno vyjadrit podla klasického vzorca pre sicet geometrického radu, tzn.,

> 4

VS
Zt”_l_t.

n=2

Dvojitym spéatnym zderivovanim dostdavame

0\ 4 — 3t
1—t)  (1—1)2
A3 — 34" 6t — 16t° + 12t
-]  (1-1p

Preto riesenie (3.1]) ide vyjadrit nielen pomocou ndjdenia Taylorovho radu, ale

tiez v jednoduchsej forme

x(t) = 70+ (1 +3:U0)t+ 1+§lzo . 6t47(1162i)4g12t2 =20+ (1 +3x0)t+ (1+4xozl((31tit—)§t3+6t2)

Spravnost nasho vypoctu mozno opit overit dosadenim najdeného rieSenia do

povodnej rovnice (3.1)) s vyuzitim toho, ze x'(t) = 1 4 3z¢ — 3(4x°+lf((fi;;152+6t_4).

3.2. Riesenie diferencialnych rovnic pomocou moc-
ninovych radov

Uvazujme linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého stupia s nekonstantnymi

koeficientami
bo(t)x" () + by (t)x'(t) + ba(t)x(t) =0 (3.2)
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a predpokladajme, Ze jej riesenie nemozno vyjadrit pomocou koneénej linedrnej
kombinacie znamych elementarnych funkcii. Predpokladame vsak, ze rieSenie

(3.2) mozno vyjadrit pomocou nekonecného radu
$(t) =ag+ al(t — to) + CLQ(t — to)z + -+ (Zk(t - to)k + = Zak(t - tO)k-
k=0

Hladat riesenie diferencidlnej rovnice v tvare Taylorovho radu je ¢asto nevyhodné,
ked'ze vypocet derivdcii moze byt velmi zlozity. Niekedy je preto praktickejsie

hladat riesenie v tvare spominaného mocninového radu.

V nasledujucej tedrii pouzijeme prepis rovnice (3.2)) do tvaru

Z'(t) + P(t)2'(t) + Q(t)z(t) =0, kde (3.3)
PO=hg * A0 iy

Ak je funkcia f analytickd v to (vid. Definicia((1.10), ide ju vyjadrit v tvare
FO) = ant—to)*, te(to—rtotr),
k=0

kde r > 0 je prislusny polomer konvergencie mocninového radu.

Definicia 3.1. Bod t; sa nazyva ordindrnym bodom rovnice (3.3)), pokial st funk-

cie P a () analytické v bode ty. V opacnom pripade nazveme bod t, singularnym

bodom rovnice (3.3)).
Veta 3.1. Nech ty je ordinarnym bodom rovnice (3.3) a mech ¢y, ¢ € R su

Tubovolné. Potom existuje jediné riesenie rovnice (3.3) spliiujice zaciatoéné pod-
mienky x(ty) = co, 2'(ty) = c1 a toto riesenie je analytické. Pokial rozvoje funkcii
P a Q konverguji na intervale (to — r,to + r),r > 0, potom analytické riesenie

konverguje na tom istom intervale.
Dékaz. Dokaz tejto vety mozno ndjst napriklad v [10].

Poznamka 3.1. Homogénna linearna diferencidlna rovnica ma vzdy dve linedrne
nezavislé riesenia, z tadial vyplyva, Ze analytické rieSenie bude ich linedrnou kom-
binaciou.
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3.2.1. Hermitovska diferencialna rovnica

Hermitovska diferencidlna rovnica najde svoje vyuzitie vo fyzike, kde sa obja-
vuje napriklad pri rieSeni Schrodingerovej rovnice pre harmonicky oscilator. Ide
taktiez o homogénnu diferencialnu rovnicu druhého radu s nekonstantnymi ko-

eficientami v nasledujiicom tvare
2"(t) — 2ta'(t) + 2px(t) =0, peR. (3.4)
Pretoze P(t) = —2t a Q(t) = 2p su analytické v 0, tak existuje riesenie v tvare

mocninového radu so stredom v bode 0. Nech z(t) = Y axt* je riesenim (3.4) v

tvare mocninového radu so stredom v bode 0. Potom

Po dosadeni do (3.4))dostavame

il{: k—1 aktk Z—QZkaktk—l—QpZaktk—O
k=2 - —

Postupnym porovnanim koeficientov dostavame pre

%1 2a5 4+ 2pag = 0 = as = —pay

1—
t1:3'2‘a3—2a1—|—2pa1:0:>a/3:al(3 p)
9 _
252:4'3'a4_2'2'a2+2pa2=0:>CL4:CLZ(6 .
Vseobecne
2ay,(k — p)

k+1)(k+2 — 2k 2 = = .
(k+1)(k + 2)arso ar + 2par, = 0 = ap4o Gt )(E+2)

Odvodeny vztah je rozdielny pre parne a nepéarne k a lisi sa nasledovne:

43



1. parne k:

substitucia: 2n =k +2 =%k =2n—2

2(2n—2—p) 2(2n—2—p)

2n = Gp2rD(@n—2t2)  2n—2 = T3p_1)2n ~ %2n-2, kde
2(2n — 4 —p)
99 = CQop_4.
T n—-3)2n—2)
Preto

22(2n—2—p)(2n—4—p)'a L
m(2n —1)(2n —2)(2n—3) T T

2"(2n —2—-p)2n—4—p)...(2—p)(-p)

Qop =

- (2n)! o
2. neparne k: substiticia: 2n —1=k+2=k=2n—3
_ 2(2n—3-p) _ 2(2n—3—
Gn1 = G T ongr) * G2ns = (o gy(any * G203, kde
. _ 2(2n—-5-p) "
Preto
2°(2n =3 -p)(2n =5 —p)
aon—1 = “lon-—5 = =
(2n —1)(2n —2)(2n — 3)(2n — 4)
_ 2"(2n -3 —p)2n —5—p)...(3—=p)(1 —p) »

(2n —1)!

Dve navzajom linearne nezavislé riesenia su teda v tvare

Polomery absolitnej konvergencie tychto radov ur¢ime pomocou Poznamky (|1.14))

nasledovne
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1

P (i) —2-p)n—2-p-C-nCn 0 1
ry = lim Gl D) = lim |=———| =
1 nyoo 2" (2n—2—p)...(2—p)(—p) ‘a nooo | 2(2n+2-2—p)
(2n)! 0 (2n+2)(2n+1)
2 2)(2 1
_ lim ‘( n+2)(2n + )‘:
n—00 dn — 2p
1
2"+t 1(2(n+1)—3—p)(2n—3—p)...(3—p) (1—p) | 1
ro = lim 2(n+1)-1)! “ =lm|l——| =
2T e | 2r(2n=3=p)(2n—5-p)...3=p)(1—p) - a oo | 2(2n+2-3—p)
(2n)! 1 (2n+1)(2n)
2 1)(2
i |G DE))
n—oo | 4n — 2 —2p

Tieto rady teda konverguju pre kazdé t € R.

Na zéver tohto prikladu si este rozoberme moznost, kedy p € N. Ak je p € N,
potom sa jeden z radov znizi na polyném. Preto je rieSenie v tomto pripade suc¢tom
polynému a konvergentného radu. RieSenie Hermitovej diferencidlnej rovnice v
tomto tvare si odvodime najskor pre volbu p ako parneho a potom neparneho

prirodzeného ¢isla za vhodnych zaciatoénych podmienok.

1. Nech p = 2m, potom
1 (t) =

. N 27(2n—2-2m)...(2—2m)(—2m)  ,2n X 27(2n—2-2m)...(2—2m)(—2m) ,9n
= Qo n;) (2n)! 't +n:%;+1 (2n)! -t

Druh4 suma je indexovand od (m+1) do oo a ako jeden z ¢initelov obsahuje
(2n—2—2m). V pripade, ze n = m+1 tento ¢initel zmizne. Nulovy ¢initel
sa vyskytuje v kazdom clene, a preto sa celd druha suma vynuluje. Po

vynulovani druhej sumy tak dostavame

2220 — 2 —2m) ... (2 —2m)(=2m) ,,
x1(t):aoz ( ()271)!( I )~t )

n=0

2. Nech p =2m — 1, potom
o(t) =
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n—1 | = 27(2n—2—2m)...(4—2m)(2—2m X 2n(2n—2-2m)...(4—2m)(2—2m
= oyt | 3% Bttt s (2. 2m)(a=2n

Druh4d suma je indexovand od (m+1) do oo a ako jeden z ¢initelov obsahuje
(2n—2—2m). V pripade, Ze n = m+ 1 tento ¢initel zmizne. Nulovy ¢initel
sa vyskytuje v kazdom clene, a preto sa celd druha suma vynuluje. Po

vynulovani druhej sumy tak dostavame

m

i) (t) = a

n=1

2"(2n —2—2m)...(4—2m)(2 — 2m)

(2n —1)!

3.2.2. Legendrova diferencialna rovnica

Legendrova diferencidlna rovnica ma siroké vyuzitie vo fyzike a v inych tech-
nickych oblastiach. Vyskytuje sa najmé pri rieSeni Laplaceovej rovnice (a pri-
buznych parcidlnych diferencidlnych rovniciach) vo sférickych sturadniciach, ale
uplatnenie ma i pri rieseni Schrédingerovej rovnice pre atéom s jednym elektréonom.

Legendrovou diferencidlnou rovnicou nazvime homogénnu diferencidlnu rov-

nicu s nekonstantnymi koeficientami druhého rddu v nasledujicom tvare

(1 —*)2"(t) — 2t2’(t) + p(p+ )z(t) =0, peR. (3.5)

Pre P(t) a Q(t) (vid. (3.3)) plati nasledujice

—2t
pp+1)
A =""m

Pre |t| < 1 pouzitim binomického rozvoja dostavame

Pt)==2t(1 =)' = —2[1 + 2+t + -+ +

f: Qt 2k:+1

k=0

Q) =pp+1)(1 —1t?) 231310+11€2’~€
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Oba rady pre |t| < 1 konverguju a st teda analytickymi funkciami na (—1,1).

Legendrova rovnica bude mat teda rieenie v tvare mocninového radu na intervale

(=1,1). Nech A: z(t) = > apt*® je riesenfim (3.5) v tvare mocninového radu.
k=0

Potom

&)
= Z k‘aktk_l,
k=1

B:ta'(t) = kayt",

= Ul - 1)apt">
=2

Zavedieme substiticiu: | —2=k=1=k+ 2

Z (k +2)(k + 1)ag;at",
k=0
D : %z "( Zk —1aktk
k=0

Po dosadeni do rovnice (3.5)) dostavame
C—D—-2B+plp+1)A=0,

z tadial dalej dostdvame nasledovné

> (k4 2)(k + Dagga — k(k — )ay — 2kag + p(p + 1ag] t¥ =0
k=0

> [k +2)(k+ Daga + (0> +p— k> + k= 2k)a,] " =0
k=0

D [k +2)(k+ Dagpa + (p = k)p+ k + Dag) tF =0
k=0

=
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Vk e NU{0}: (k+2)(k+ Va2 + (p—k)(p+k+1)ap =0

Z predchadzajucej rovnosti tak dostavame formulu pre a2 pomocou koeficientu ay,

(k—=p)p+k+1)
(k+2)(k+1)

Ag1+o = ag. (36)

Pouzitim formule (3.6) vyjadrime jednotlivé a; pomocou ag pripadne a; podla

toho, ¢i n bude parne alebo neparne

pre k =0, ay = _p%’“) - ag
pre k=1, ag = (1—p3)'(2p+2) cay = —(p+§v)2(p—1) - ay
pre k =2, ay = (2—121)_(3p+3) g = —(p+j>_)?fp—2) Cay = (p+3)(pzll)p(p—2) - ag
pre k =3, a5 = (371)5).(4p+4) az = f(p+§14(p73) az = (p+4)(p+2;§p71)(p73) - ay
Obdobne pre kK = 4,5, ...
pre k = 4, ag = *(p+5)(p+3)(pg!rl)p(p72)(pf4) - ag

—(p+6)(p+4) (p+2)(p—1) (p—3)(p—5) . a.

pre k=15, a; = =

Vseobecne teda pre agy, a aggy1 dostavame

A2k =

(—DF(p+2k—1D)(p+2k—3)...(p+ Dpp—2)...(p— 2k +2)

= (2]{)' - ag (37)
A2k+1 =
_ (D e+ 20)(p+2k—2). (p+2)(p - Dp=3)...(p-2k+1) (35)
B (2k +1)! b
kde k=1,2,....
Dve navzajom linedrne nezavislé riesenia si teda v tvare
v1(t) = ao+ Y _ ant™, (3.9)
k=1
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kde koeficient agy je definovany ((3.7)).

Ig(t) = alt + Z a2k+1t2k+1, (310)
k=1

kde agg41 je definovany (3.8)).

Pokial p ¢ Z, potom s polomery 71 a ry konvergencie tychto radov kladné

(—=1)F (p4+2k—1)(p+2k—3)...(p+1)p(p—2) (p—4)...(p—2k+2)

ry = lim (@2k)! =
L ite | CLF L (p+2k+1) (p+2k—1) (p+2k—3)...(p+ )p(p—2) (p—4)....(p—2k)
(2k+2)!

o | CE+DER+ D)

= 1.
k—oo | (p+ 2k + 1) (p — 2k)

Obdobne i polomer r, = 1.
Rady (3.9) a (3.10]) teda konverguji na intervale (—1,1).

Nakoniec sa budeme zaoberat tym, ked p € N.

Formula obsahuje v ¢itateli ¢initel (k — p). Teda ak p = k, potom a,.9 = 0.
Pouzitim formule tiez dostavame a,y4 = api6 = aprs = -+ = 0.

Teda pokial p je neparne, potom s vsetky neparne koeficienty a;, pre k vicsie
nez p nulové. Z tadial sa x5(t) zredukuje na polyném stupna p, kedze obsahuje
iba konecny pocet ¢lenov po p.

Ak je p parne, potom su vSetky parne koeficienty ay pre k je vicsie ako p nulové.
Takze z41(t) sa taktiez zredukuje na polyndém stupna p, pretoze obsahuje iba

konecny pocet ¢lenov po p.

3.3. Riesenie diferencialnych rovnic pomocou Fou-
rierovych radov

V tejto casti sa budeme zaoberaf aplikdciami Fourierovych radov na dife-
rencialne rovnice. Tento sposob riesenia bude vhodny najmé pre linearne dife-

rencialne rovnice s konstantnymi koeficientami a s periodickou pravou stranou.
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Priklad. N§jdite riesenie diferencialnej rovnice 4.radu
cW )+ 2"(t) + x(t) =12, te[-m ] (3.11)
pomocou rozvoja do Fourierovho radu.

RieSenie. Pretoze prava strana rovnice je spojita funkcia na [—m, 7], ma
tu spojiti derivaciu a f(—m) = f(w), konverguje jej Fourierov rad na [—m, 7]
rovnomerne k funkcii f(t) = ¢2.

Funkcia f(t) je na [—m, ] parna, preto pre jej Fourierov rozvoj plati by, = 0

pre k=1,2,3,... a

k

u=t* v = cos(kt) 5 [Losin(kt)]™
’ _ sin(kt) =T [t L i| -
u =2t v 0

u=t v = sin(kt)
cos(kt)

[— —_ T
u=1v= =

2 [ sin(kt) 2 . 4 7 .
- / 2t 2 dt = - sin(km) — E/tsm(k:t)dt =
0 0

2 4 k)]™ 4 kt
:%sin(lmr)+ﬁ[tcos( )] __/COS( )dt:

2 4 4
= % sin(km) + = cos(km) — = sin(k).

Plat{ sin(k7w) = 0 a cos(kw) = (—=1)* pre k € Z, teda dostdvame
4
ap = ﬁ(—l)’“, k=1,2,....

Hladany Fourierov rozvoj pravej strany rovnice (3.11)) m4 teda podla ([1.16))

tvar




Predpokladajme, Ze riesenie x(t) mozno ndjst v tvare kosinusového Fourie-

rovho radu, t.j.

= % + ; ay cos(kt).

Potom
?(t) = —apksin(kt), 2"(t) = —apk’cos(kt)
k=1 k=1
a

= Z ark? cos(kt).
k=1

Dosadenim do (3.11)) ziskame

Z apk? cos(k’t)—i-z —apk® cos(k’t)—l—%—i-z ay cos(kt) = T 14 Z ( 2) cos(kt).
k=1 k=1 k=1

Porovnanim koeficientov dostévame

(=DF

akk4 — aka +ap = 4

k2
—1)* a(—1)*
sy 1y = 4 B
an(k! =K +1) = 4= = a ST keN
2
ao _ ™ _ 25
2—3:>CL0—37T.

Riesenie z(t) ma teda tvar

72 * cos(kt)
= — te|— .
3 ZkQ k:4 Zr1) (Sl

Nakoniec je potrebné vysetrif konvergenciu ndjdeného Fourierovho radu. Pre

kazdé t € R plati:

4(—1)* cos(kt) ’ <4 1

R2kY—R2 1) = kY

o1



Pre k > 0 je funkcia f(k) = % kladna a klesajica, teda spiﬁa formalne predpo-

klady integralneho kritéria. Pre odpovedajici nevlastny integral potom plati

71 - > 1
kT 3k;3 3
1

Ked'ze nevlastny integréal konverguje, konverguje podla integralneho kritéria (vid'.

Veta (L.8), aj rad Y . Podla Weierstrassovho kritéria (vid. Veta (1.21)) teda
k=1

rad Z t(Q (;4 o +k1t)) absoliitne a rovnomerne konverguje na R, t.j. aj na [—m, 7.

Priklad. N§jdite riesenie diferencialnej rovnice 2.radu

2(t) +2(t) = f(t), tel|Jzz+1), (3.12)
2€EZL
kde f(t) je 1-periodické predizenie funkcie f*(t) = et, t € (0,1), vo forme Fourie-

rovho radu.

Riesenie. Pravi stranu (3.12)) rozvinieme do Fourierovho radu (vid. Pozndmka
(T.21)):

A oo
)y ==+ Z Ay, cos(2kmt) + By sin(2kmt)

1
Aozz/etdt:2<e—1)
0

1

A =2 / e cos(2kmt)dt = = = cos(2knt)

‘ 2[e! cos(2kmt)]5+

u=e" v = —2kmwsin(2kmnt)
0
1 1
+2 / e’ (2km) sin(2knt)dt = 2(e — 1) + 2(2km) / e’ sin(2kwt)dt =
0 0

u =e" v =sin(2knt)
u=e" v = 2km cos(2knt)

‘ — 9(e — 1) + 2(2km) e sin(2krt)]} -
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2(2km) / (2km)e" cos(2kmt)dt.
0

1
Plat{ Ay =2 [ €' cos(2knt)dt. Potom dostdvame
0

2(e—1)

— 2 —

Integral pre koeficient B vypocitame analogickym sposobom ako v pripade ko-

eficientu A; a teda

1
By = 2/6 sin(2knt)dt =

0

Akm(1 — e)
(2km)? +

Riesenie ([3.12)) hladdme v tvare Fourierovho radu, t.j.

x(t) = % + Z ay cos(2kmt) + by, sin(2kmt).

k=1
Potom
2'(t) = Z —apdk*n? cos(2knt) — br4k*n? sin(2knt)
k=1
a teda

> 4kP*m? [—ay, cos(2kmt) — by sin(2kmt)|+2 | %L + > ay, cos(2knt) + by sin(2kt)

k=1
=L 2(e—1) dkm(l —e) .
=(e—1 — 7 2kt — 2kmt).
(e—1)+ ; Dy 3 1 S RT) + oy sin(2ht)
Porovnanim koeficientov dostéavame
apg=¢e—1
2(e — 1)
—apdkPT? 4 20 = —————
AN 2 = o 1
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e—1

(2km)2+1 e—1
— = 3.13
T Tokee T [(2kn)? + 1](1 - 2k2n?) (3.13)
4km(l —e
—bk4k2’ﬂ'2 + Qbk = W
=
2km(l—e
(2k7§)2+i B 2km(1 —e)

b, = (3.14)

1 —2k272  [(2k7)2 + 1](1 — 2k272)

Riesenie (3.12)) ide teda vyjadrit v tvare z(t) = S+ ay, cos(2kmt)+by, sin(2kmt),

k=1

kde ay a by st definované vztahmi (3.13) a (3.14) at € (2,2 + 1),z € Z.
Riesenie x(t) mé teda tvar

(t) =

e— 1 (-1 f: cos(2kmt) — 2km sin(2kmt)
— | @R+ D)1 - 2k272)

Nakoniec je potrebné vysetrit konvergenciu néjdeného Fourierovho radu. Pre

kazdé t € R plati:

1
[(2km)2 + 1)(1 — 2k272)

2km B
(2km)2(1 — 2k2m2) |

lcos(2kmt) — 2k sm(2k;7rt)]‘ ‘

B 1
C2k2p2 — 17

1 1
= <
2km(1 — 2k%72) — ‘ (1 — 2k272)

Pre k > 0 je funkcia f(k) = kladna a klesajica, teda formalne predpo-

2k22 1

klady integralneho kritéria si znovu splnené. Pre odpovedajici nevlastny integral

plati
- t =+2knm ~
1 dt = /2ndk 1 / 1
/2k27r2—1 k=1=1t=+27 Vo 2 -1
! k=oc0o=t=0 V2r

o4



Pre doriesenie daného integralu pouzijeme rozklad na parcidlne zlomky

1 A N B
2-1 +t—1 t+1

1=At+1)+B(t—-1)
1
t:1:>1:2A:>A:§

1
t:—1:>1:2(—B):>B:—§

L s

21  t+1

| [oi—

+t T

Pre integrédl I dosadenim uvedeného rozkladu tak dostdavame

Ly / R S U S TR Y VST MV
im -2 = im - - [—1In n|t— =
t+1  t—1 V2

2 8—00 + \/_71-8—>oo2
2
1 s—1 Vor—1 Vor—1
= lim (In —1In In e R.
2/ 27 s—o0 s+1 Vor+1 \/_ Vor+1

KedZe nevlastny integrdl konverguje, konverguje podla integralneho kritéria

(vid. Veta (1.8)), aj rad Y 52— . Podla Weierstrassovho kritéria (vid. Veta
k=1

(1.21))) teda rad (e — 1) > [C‘)(Z(,ff;?ﬁfff;‘;ﬁé’;t)] absoldtne a rovnomerne konver-

guje na R, t.j. ajna |J(z,2+1).
z2€EZL
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Zaver

Cielom tejto bakaldrskej prace bolo zavedenie diferencidlnych rovnic riesenych
pomocou funkciondlnych radov. Pracu mozno rozdelit na teoretickd a prakticki
¢ast. Vybudovaniu teoretického zédkladu potrebného pri samotnom rieseni daného
typu diferencidlnych rovnic sa venuju prvé dve kapitoly. V tejto ¢asti su zavedené
zdkladné pojmy ohladom nekonecénych radov a diferencidlnych rovnic, ktorych
znalost je nevyhnutnym predpokladom pri rieSeni tloh, ktorym sa venuje po-
sledné kapitola.

Tretia, poslednd, kapitola je dovodom zavedenia prislusnej tedrie a teda najdo-
lezitejsou v celej praci. Tuto tedriu v nej aplikujeme postupne pri rieSeni dife-
rencialnych rovnic pomocou Taylorovych a mocninovych radov v prvej a v dru-
hej sekcii a pomocou Fourierovych radov v poslednej, tretej, sekcii tejto kapi-
toly. Struény tuvod k jednotlivym, Specidlnym, typom rovnic poukazuje na ich
dolezitost v praxi.

Této praca moze byt pouzité ako vhodny pripravovy materidl na skugky, ale
tiez na rozSirenie obzorov v oblasti diferencidlnych rovnic, konkrétne ich rieseni

pomocou, uz spominanych, funkciondlnych radov.

56



Literatura

[10]

Dosla, Z., Kuben, J.: Diferencialni pocet funkci jedné proménné. Masarykova

univerzita, Brno, 2004.
Dosla, Z., Novak, V.: Nekoneéné fady. Masarykova univerzita, Brno, 2002.

Gregus, M., Svec, M., Seda, V.: Oby¢ajné diferencidlne rovnice. Alfa, Brati-

slava, 1985. Edicia matematicko-fyzikalnej literatury.

Horvéth, J., Kajan, J., Elids, J.: Zbierka tloh z vysSej matematiky. Cast
4. 4. preprac. vyd. Alfa, vydavatelstvo technickej a ekonomickej literatury,

Bratislava, 1979.
Jarnik, V.: Diferencidlni pocet. II. 4. vyd. Academia, Praha, 1984.

Kofron, J.: Obycejné diferencialni rovnice v realném oboru. 2. vyd. Karoli-

num, Praha, 2004.

Kopacek, J.: Priklady z matematiky nejen pro fyziky. II. 3., pfeprac. vyd.
Matfyzpress, Praha, 2006.

Rab, M.: Metody teseni obycejnych diferencialnich rovnic. 3. vyd. Masary-

kova univerzita, Brno, 2004.

Smirnov, V. L: U¢ebnice vyssi matematiky. 2. Nakladatelstvi Ceskoslovenské

akademie véd, Praha, 1956.

Somasundaram, D.: Ordinary Differential Equations. A FirstCourse. Alpha
Science International Ltd, Oxford United Kingdom, 2001.

o7



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

Skréasek, J., Tichy, Z.: Zaklady aplikované matematiky. II, Integralni pocet,
nekonecné tady, diferencialni geometrie, obycejné a parcialni diferencialni
rovnice, funkce komplexni proménné, Laplaceova transformace, diferenéni

rovnice. SNTL - Nakladatelstvi technické literatury, Praha, 1986.

Vesely, J.: Zéklady matematické analyzy. Prvni dil. Matfyzpress, Praha,
2004.

Applications of Fourier Series to Differential Equations [on-
line].  [cit. 2014-03-02]. Dostupné z: https://www.math24.net/

fourier-series-applications-differential-equations/

Bodové a stejnomérnd konvergence [online]. [cit. 2018-04-11]. Dostupné z:

http://www.tucekweb.info/Matem/Vys_mat/Mat_An/Matanl3.doc

HERMITE DIFFERENTIAL EQUATION - GENERATING FUNCTIONS
[online]. [cit. 2019-02-29]. Dostupné z: http://physicspages.com/pdf/

Mathematics/Hermite/20differential’,20equation.pdf

Ordinary Differential Equations/Legendre Equation [online|. [cit. 2019-
03-22].  Dostupné z: https://en.wikibooks.org/wiki/Ordinary_

Differential Equations/Legendre_Equation

Postupnosti a rady [online]. [cit. 2018-10-20]. Dostupné z: http://web.
tuke.sk/fberg-blended/prednasky3/P12.pdf

Priklady na precvi¢ovanie — Fourierove rady [online]. [cit. 2018-10-28]. Do-

stupné z: https://is.muni.cz/el/1431/jaro2016/M2B02/um/cr_6.pdf

Rozvoj funkcie do mocninového radu (Taylorov rozvoj) [online]. [cit. 2019-02-
11]. Dostupné z: http://www2.fiit.stuba.sk/~kvasnicka/MathematicsY

20for’20Informatics/Chapter_10/Transparencies_10B.pdf

Solution to Legendre’s Differential Equation [online]. [cit. 2019-
02-18].  Dostupné  z:  https://astrophytheory.com/2017/09/29/

solution-to-legendres-differential-equation/

o8


https://www.math24.net/fourier-series-applications-differential-equations/
https://www.math24.net/fourier-series-applications-differential-equations/
http://www.tucekweb.info/Matem/Vys_mat/Mat_An/Matan13.doc
http://physicspages.com/pdf/Mathematics/Hermite%20differential%20equation.pdf
http://physicspages.com/pdf/Mathematics/Hermite%20differential%20equation.pdf
https://en.wikibooks.org/wiki/Ordinary_Differential_Equations/Legendre_Equation
https://en.wikibooks.org/wiki/Ordinary_Differential_Equations/Legendre_Equation
http://web.tuke.sk/fberg-blended/prednasky3/P12.pdf
http://web.tuke.sk/fberg-blended/prednasky3/P12.pdf
https://is.muni.cz/el/1431/jaro2016/M2B02/um/cr_6.pdf
http://www2.fiit.stuba.sk/~kvasnicka/Mathematics%20for%20Informatics/Chapter_10/Transparencies_10B.pdf
http://www2.fiit.stuba.sk/~kvasnicka/Mathematics%20for%20Informatics/Chapter_10/Transparencies_10B.pdf
https://astrophytheory.com/2017/09/29/solution-to-legendres-differential-equation/
https://astrophytheory.com/2017/09/29/solution-to-legendres-differential-equation/

	Úvod
	Nekonecné rady
	Císelné rady
	Císelné rady s nezápornými clenmi
	Absolútne a neabsolútne konvergentné rady
	Alternujúce rady

	Postupnosti a rady funkcií
	Funkcionálne postupnosti
	Funkcionálne rady

	Mocninové rady
	Taylorove rady

	Fourierove rady
	Fourierove rady vzhladom k systému {cosnx, sinnx}


	Diferenciálne rovnice
	Diferenciálne rovnice prvého rádu

	Riešenie diferenciálnych rovníc pomocou funkcionálnych radov
	Riešenie diferenciálnych rovníc pomocou Taylorových radov
	Riešenie diferenciálnych rovníc pomocou mocninových radov
	Hermitovská diferenciálna rovnica
	Legendrova diferenciálna rovnica

	Riešenie diferenciálnych rovníc pomocou Fourierových radov

	Záver
	Literatúra

