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diferenciálna rovnica, konvergencia, polomer konvergencie
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Úvod

Diferenciálne rovnice sú matematickými rovnicami, ktoré spájajú funkcie spolu

s ich deriváciami. V aplikáciách tieto funkcie zväčša predstavujú určité veličiny,

derivácie reprezentujú mieru ich zmeny a rovnica definuje vzt’ah medzi nimi.

Takéto vzt’ahy sú mimoriadne bežné, preto sa s rovnicami tohto typu stretávame

v rôznych vedných discipĺınach. Svoje uplatnenie nájdu v biológii, vo fyzike,

v ekonómii a v d’al’̌śıch.

Témou mojej bakalárskej práce je štúdium riešenia diferenciálnych rovńıc po-

mocou funkcionálnych radov a aplikácia na konkrétnych pŕıkladoch. V troch ka-

pitolách, členených na sekcie a subsekcie, je postupne vybudovaná stručná teória

týkajúca sa nekonečných radov a diferenciálnych rovńıc a neskôr je aplikovaná na

konkrétnych pŕıkladoch.

Prvá kapitola zavádza nekonečné rady. Komplexne rozoberá pojem rad a rôzne

jeho typy, konvergenciu a vel’ký dôraz tiež kladie na rôzne kritériá, ktoré ju za-

bezpečujú.

V druhej kapitole sa pojednáva o diferenciálnych rovniciach. Stručná teória

definuje samotnú diferenciálnu rovnicu, tiež sa zameriava na existenciu a jedno-

značnost’ jej riešenia.

Posledná, tretia, kapitola je najdôležiteǰsou čast’ou práce. Použ́ıva vopred za-

vedenú teóriu na riešenie diferenciálnych rovńıc pomocou funkcionálnych radov.

Na konkrétnych pŕıkladoch je ukázané riešenie pomocou Taylorových radov, tak-

tiež pomocou mocninových a Fourierových radov. Práve súčast’ou riešenia pomo-

cou mocninových radov sú aj Hermitovská a Legendrova diferenciálna rovnica,

ktorých dôležitost’ ukazuje fyzika a rôzne d’aľsie technické obory.
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Kapitola 1

Nekonečné rady

V prvej kapitole tejto bakalárskej práce sa budeme zaoberat’ nekonečnými

radmi. Na začiatku rozoberieme č́ıselné rady, neskôr sa budeme sústredit’ na rady

funkcionálne. Špeciálna pozornost’ bude venovaná radom mocninovým a Fourie-

rovým.

Pri spracovańı tejto kapitoly boli použité predovšetkým zdroje [1], [2], [4], [7],

[9], [11], [12], [14], [17]-[19].

1.1. Č́ıselné rady

Predmetom tejto sekcie bude uvedenie základných defińıcíı a vlastnost́ı po-

trebných pri práci s č́ıselnými radmi. Budeme sa zaoberat’ predovšetkým de-

fińıciou pojmu rad, ako súčet členov danej postupnosti. Taktiež bude potrebné

zodpovedat’ otázky, ako správne sč́ıtat’ nekonečný počet sč́ıtancov a tiež to, čo

bude ich súčtom.

Defińıcia 1.1. Ak {un} znač́ı č́ıselnú postupnost’, potom nekonečným radom

(stručne radom) nazývame symbol

∞∑
n=1

un, (1.1)

ktorý často znač́ıme len
∑
un. Pritom sa č́ısla u1, u2, . . . nazývajú členmi radu

(1.1), z ktorých un je n-tý (alebo všeobecný) člen radu.
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Previest’ súčet nekonečného radu sč́ıtancov v bežnom slova zmysle je nemožné.

Preto pojem súčtu radu (1.1) zavádzame ako limitu postupnosti čiastnočných

súčtov:

s1 = u1,

s2 = u1 + u2,

. . .

sn = u1 + u2 + · · ·+ un,

. . .

Ak existuje vlastná limita lim
n→∞

sn = s povieme, že rad
∞∑
n=1

un konverguje a má

súčet s. Ak neexistuje vlastná limita lim sn, povieme, že rad
∞∑
n=1

un diverguje.

V pŕıpade divergencie radu rozlǐsujeme tri nasledujúce pŕıpady:

• Ak limita lim sn =∞ hovoŕıme, že rad určite diverguje k +∞.

• Ak limita lim sn = −∞ hovoŕıme, že rad určite diverguje k −∞.

• Ak lim sn neexistuje hovoŕıme, že rad osciluje.

Ak má konvergentný rad
∑
un súčet s, ṕı̌seme

∞∑
n=1

un = s. Ak je rad diver-

gentný k ±∞, ṕı̌seme
∑
un =∞, pŕıpadne

∑
un = −∞.

Veta 1.1 (Nutná podmienka konvergencie radu). Ak rad (1.1) konverguje, potom

plat́ı lim
n→∞

un = 0.

Dôkaz. Nech rad
∞∑
n=1

un konverguje a
∞∑
n=1

un = s. Teda lim
n→∞

sn = s ∈ R, a pretože

un = sn − sn−1, plynie odtial’ un = lim
n→∞

sn − sn−1 = s− s = 0. �

Poznámka 1.1. Ku konvergencii radu (1.1) je nutné, ale nie je postačujúce, aby

lim
n→∞

un = 0.

Z Defińıcie (1.1) bezprostredne vyplýva nasledujúca poznámka.
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Poznámka 1.2 (Pojem a vlastnosti zvyšku radu).

1. Ak v danom rade vynecháme prvých n členov u1, u2, . . . , un dostaneme rad

tvaru

Rn = un+1 + un+2 + · · · =
∞∑
k=1

un+k,

ktorý nazývame zvyškom radu
∞∑
n=1

un.

2. Je okamžite viditel’né, že nekonečný rad a jeho zvyšok Rn bud’ oba kon-

vergujú, alebo oba divergujú. To vyplýva z toho, že na konvergenciu alebo

divergenciu radu nemá vplyv vynechanie, popŕıpade pridanie, konečného

počtu členov.

3. Ak je daný rad konvergentný a jeho súčet je s, potom pre jeho zvyšok Rn

plat́ı vzt’ah Rn = s− sn. Odtial’

lim
n→∞

Rn = s− s = 0. (1.2)

Podmienka (1.2) je pre konvergenciu radu
∞∑
n=1

un nutná i postačujúca.

Poznámka 1.3. Okrem (1.2) možno nutnú a postačujúcu podmienku konver-

gencie radu vyjadrit’ i nasledujúcou vetou.

Lemma 1.1. (Bolzano–Cauchyho kritérium konvergencie). Rad
∞∑
n=1

un je konver-

gentný práve vtedy, ked’ postupnost’ jeho čiastočných súčtov je cauchyovská, t.j.

ak pre l’ubovol’né ε > 0 existuje n0 ∈ N, také, že pre každé n ≥ n0 a l’ubovol’né

m ∈ N plat́ı

|sn+m − sn| = |un+1 + un+2 + · · ·+ un+m| < ε.

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z Defińıcie (1.1) a z úplnosti priestoru R, čo znamená, že

každá postupnost’ v R je konvergentná práve vtedy, ked’ je cauchyovská. �
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Lemma 1.2. Ak sú
∞∑
n=1

un a
∞∑
n=1

vn konvergentné rady, aj rad v tvare
∞∑
n=1

(un + vn)

je konvergentným a plat́ı

∞∑
n=1

(un + vn) =
∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn.

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

Lemma 1.3. Nech c 6= 0. Potom rady
∞∑
n=1

un a
∞∑
n=1

cun konvergujú alebo divergujú

súčasne. Ak konvergujú, tak plat́ı

c
∞∑
n=1

un =
∞∑
n=1

cun.

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

1.1.1. Č́ıselné rady s nezápornými členmi

Zistenie súčtu radu je častokrát namáhavé alebo nemožné, preto sa často

orientujeme len na vyšetrenie konvergencie či divergencie daného radu.

V tejto podsekcii budú rozoberané práve rôzne pravidlá vyšetrovania konver-

gencie radov s nezápornými členmi. Tieto pravidlá budeme nazývat’ kritériá.

Možno medzi ne zaradzovat’ i nutnú podmienku konvergencie a tiež,

v predchádzajúcom texte už spomı́nané, Bolzano–Cauchyho kritérium.

Veta 1.2. Rad s nezápornými členmi môže bud’ konvergovat’ (pričom jeho súčet je

nezáporný), alebo diverguje (k∞). Rad konverguje práve vtedy, ked’ je postupnost’

jeho čiastočných súčtov ohraničená.

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z vlastnost́ı limit postupnost́ı. Pre č́ıselné rady s nezápor-

nými členmi je postupnost’ sn neklesajúca, a teda bude konvergentná alebo bude

divergovat’ k nekonečnu. �

Veta 1.3. (Porovnávacie kritérium). Nech
∑
un,

∑
vn sú rady s nezápornými

členmi a nech un ≤ vn pre skoro všetky n ∈ N. Potom plat́ı: ak konverguje rad∑
vn, konverguje i rad

∑
un; ak diverguje rad

∑
un, diverguje i rad

∑
vn.
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Veta 1.4. (Limitné porovnávacie kritérium). Nech
∑
un,
∑
vn sú rady s nezápor-

nými členmi a nech existuje

lim
n→∞

un
vn

= L.

Ak je L <∞ a ak rad
∑
vn konverguje, potom konverguje i rad

∑
un.

Ak je L > 0 a ak rad
∑
vn diverguje, potom diverguje i rad

∑
un.

Veta 1.5. (D‘Alembertovo podielové kritérium). Nech
∑
un je rad s kladnými

členmi.

1. Ak plat́ı pre všetky n ∈ N nerovnost’ un+1

un
≤ q < 1, potom rad

∑
un kon-

verguje. Ak plat́ı pre všetky n ∈ N nerovnost’ un+1

un
≥ 1, potom rad

∑
un

diverguje.

2. (Limitné podielové kritérium).Ak existuje

lim
n→∞

un+1

un
= q, kde q ∈ R∗,

potom v pŕıpade q < 1 rad
∑
un konverguje a v pŕıpade q > 1 rad

∑
un

diverguje.

Poznámka 1.4. Treba upozornit’, že v pŕıpade q = 1 limitným podielovým

kritériom nemožno rozhodnút’ o konvergencii radu.

Veta 1.6. (Cauchyho odmocninové kritérium). Nech
∑
un je rad s nezápornými

členmi.

1. Ak pre všetky n ∈ N plat́ı nerovnost’ n
√
un ≤ q < 1, potom rad konverguje.

Ak pre nekonečne mnoho n ∈ N plat́ı nerovnost’ n
√
un ≥ 1, potom rad

diverguje.

2. (Limitné odmocninové kritérium). Ak existuje

lim
n→∞

n
√
un = q, kde q ∈ R∗,
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potom v pŕıpade q < 1 rad
∑
un konverguje a v pŕıpade q > 1 rad

∑
un

diverguje.

Poznámka 1.5. Treba upozornit’, že v pŕıpade q = 1 limitným odmocninovým

kritériom nemožno rozhodnút’ o konvergencii radu.

Veta 1.7. (Raabeho limitné kritérium). Nech un > 0 pre všetky n ∈ N a nech

lim
n→∞

n ·
(

un
un+1

− 1

)
= q.

V pŕıpade q > 1 rad konverguje. Ak q < 1, tak bude daný rad divergovat’.

Poznámka 1.6. Ide o silneǰsie kritérium ako podielové. Znovu plat́ı, že v pŕıpade

q = 1 daným kritériom nemožno rozhodnút’ o konvergencii radu.

Veta 1.8. (Integrálne kritérium). Bud’ f nerastúca nezáporná funkcia defino-

vaná na intervale [1,∞). Nech f(n) = un pre všetky n ∈ N. Potom rad
∞∑
n=1

un

konverguje práve vtedy, ked’ konverguje nevlastný integrál
∞∫
1

f(x)dx.

Poznámka 1.7. Integrálne kritérium ukazuje vzt’ah medzi nekonečnými radmi

a nevlastnými integrálmi.

Poznámka 1.8. Dôkazy kritéríı konvergencie, spomenutých vyššie, možno nájst’

napŕıklad v [2].

Poznámka 1.9. Vzhl’adom k tomu, že kapitola týkajúca sa č́ıselných radov je

len kapitolou pomocnou, nebudú jednotlivé kritéria ilustrované na pŕıkladoch.

1.1.2. Absolútne a neabsolútne konvergentné rady

V tejto sekcii sa budeme sústredit’ na problematiku absolútne a neabsolútne

konvergentných radov. Obdobne, ako pri sekcii o č́ıselných radoch s nezápornými

členmi, aj teraz uvedieme niekol’ko kritéríı, ktoré nám pomôžu pri vyhodnocovańı

konvergencíı jednotlivých radov.
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Defińıcia 1.2. Rad
∞∑
n=1

un (1.3)

sa nazýva absolútne konvergentný, ak rad

∞∑
n=1

|un| (1.4)

absolútnych hodnôt radu (1.3) konverguje. Ak (1.3) konverguje, ale (1.4) diver-

guje, hovoŕıme o relat́ıvnej (neabsolútnej) konvergencii.

Poznámka 1.10.

1. Absolútne konvergentný rad je tiež konvergentný.

2. Ak rad (1.3) absolútne konverguje, potom plat́ı∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

un

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|un|.

Priamo z kritéríı uvedených pre rady s nezápornými členmi vyplývajú nasle-

dujúce tvrdenia.

Veta 1.9. (Porovnávacie kritérium). Nech
∑
vn je konvergentný rad s nezáporný-

mi členmi a
∑
un je rad s l’ubovol’nými členmi. Ak pre všetky n ∈ N plat́ı

|un| ≤ vn, potom rad
∑
un konverguje absolútne.

Veta 1.10. (Odmocninové a limitné odmocninové kritérium). Ak pre všetky n ∈ N

plat́ı n
√
|un| ≤ q < 1, potom rad

∑
un absolútne konverguje.

Ak existuje lim n
√
|un| = q ∈ R∗, potom v pŕıpade q < 1 rad

∑
un absolútne

konverguje.

Veta 1.11. (Podielové kritérium). Nech je
∑
un rad s nenulovými členmi.

Ak pre všetky n ∈ N plat́ı |un+1

un
| ≤ q < 1, potom rad

∑
un absolútne konverguje.

Ak existuje lim |un+1

un
| = q, potom v pŕıpade q < 1 rad

∑
un absolútne konverguje.
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Ďaľśımi kritériami, ktoré možno využit’ pri skúmańı konvergencie radov s l’ubo-

vol’nými členmi sú Abelovo a Dirichletovo kritérium.

Veta 1.12. (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Nech {vn} je monotónna postup-

nost’ a plat́ı jedna z nasledujúcich podmienok.

1. (Dirichlet) Postupnost’ čiastočných súčtov radu
∑
un je ohraničená a

lim
n→∞

vn = 0;

2. (Abel) Rad
∑
un absolútne konverguje a postupnost’ {vn} je ohraničená.

Potom rad
∑
unvn konverguje.

Poznámka 1.11. Dôkazy, vyššie spomenutých, kritéríı pre rady s l’ubovol’nými

členmi možno nájst’ napŕıklad v [11].

1.1.3. Alternujúce rady

Ide o rady, ktorých členy pravidelne menia znamienko.

Defińıcia 1.3. Nekonečný rad
∑
un sa nazýva alternujúci, práve vtedy, ked’ plat́ı

sgn un+1 = −sgn un, pre všetky n ∈ N.

Pokial’ nie sú všetky členy nulové, ide každý alternujúci rad zaṕısat’ v tvare
∞∑
n=1

(−1)n−1un alebo tvare
∞∑
n=1

(−1)nun, kde un > 0 pre všetky n ∈ N.

Veta 1.13. (Leibnitzovo kritérium). Predpokladajme, že je un ≥ 0 pre každé

n ∈ N a postupnost’ un nech je nerastúca. Potom lim
n→∞

un = 0 práve vtedy, ked’

∞∑
n=1

(−1)n−1un konverguje.

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [12].
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1.2. Postupnosti a rady funkcíı

V tejto časti práce sa budeme zaoberat’ pojmami týkajúcimi sa postupnost́ı

a radov funkcíı. Mnohé z nich budú analógiou defińıcíı, ktoré boli spomı́nané

v sekcii o nekonečných č́ıselných radoch.

1.2.1. Funkcionálne postupnosti

Defińıcia 1.4. Zobrazenie množiny N do množiny všetkých funkcíı definovaných

na intervale M ⊂ R sa nazýva postupnost’ funkcíı na M alebo funkcionálna

postupnost’ na M a znač́ı sa {fn(x)}∞n=1. Funkcia fn(x) sa nazýva n-tý člen pos-

tupnosti {fn(x)}∞n=1.

Defińıcia 1.5. Uvažujme postupnost’ funkcíı {fn(x)}∞n=1 na množine M. Povieme,

že postupnost’ {fn(x)}∞n=1 na množine M

• je bodovo ohraničená postupnost’, ak

∀x ∈M ∃K ∈ R ∀n ∈ N : |fn(x)| ≤ K;

• je rovnomerne ohraničená, ak

∃K ∈ R ∀x ∈M ∀n ∈ N : |fn(x)| ≤ K;

• má bodovú limitu, ak

∀x ∈M ∃ lim
n→∞

fn(x) = f(x);

• bodovo konverguje k funkcii f , ak

∀x ∈M ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 : |fn(x)− f(x)| < ε

(znač́ıme fn → f na M);

• rovnomerne konverguje k funkcii f , ak

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀x ∈M ∀n > n0 : |fn(x)− f(x)| < ε

(znač́ıme fn ⇒ f);
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• lokálne rovnomerne konverguje k f , ak rovnomerne konverguje k f na každej

kompaktnej (t.j. ohraničenej a uzavretej) podmnožine množiny M (znač́ıme

fn
Lok

⇒ f);

• je bodovo cauchyovská, ak

∀x ∈M ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n > n0 : |fm(x)− fn(x)| < ε;

• je rovnomerne cauhyovská, ak

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N : ∀m,n ≥ n0 ∀x ∈M : |fm(x)− fn(x)| < ε.

Poznámka 1.12. Vyššie uvedené vlastnosti majú medzi sebou radu, na prvý

pohl’ad, zrejmých súvislost́ı, napr. rovnomerne konvergentná postupnost’ je i bo-

dovo konvergentná. To isté plat́ı pre ohraničenost’ a cauchyovskost’.

Veta 1.14. (Bolzano–Cauchyho podmienka). Postupnost’ {fn(x)}∞n=1 bodovo kon-

verguje na M (k určitej funkcii f) vtedy a len vtedy, ak je na M bodovo cauchy-

ovská; konverguje rovnomerne na M , ak je na M rovnomerne cauchyovská.

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

Mnohé z vlastnost́ı funkcíı fn, n ∈ N (spojitost’, diferencovatel’nost’, inte-

grovatel’nost’,. . . ) sa nemusia prenášat’ na bodovú limitu. Preto sme dodefinovali

silneǰsiu, tzv. rovnomernú, konvergenciu. Z rovnomernej konvergencie automa-

ticky vyplýva konvergencia bodová (ako už bolo zmienené vyššie), naopak však

vzt’ah všeobecne neplat́ı.

Veta 1.15. Nech postupnost’ funkcíı {fn(x)}∞n=1 spojitých na M konverguje lokálne

rovnomerne na M k funkcii f . Potom je f spojitá na M .

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

Veta 1.16. (Diniho). Nech je {fn(x)}∞n=1 monotónna postupnost’ funkcíı, spo-

jitých na kompaktnej množine M . Ak je jej bodová limita f spojitá na M , potom

{fn(x)}∞n=1 konverguje k f rovnomerne na M .
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Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [14].

Veta 1.17. Nech postupnost’ {fn(x)}∞n=1 spojitých funkcíı na uzavretom intervale

[a, b] rovnomerne konverguje k funkcii f . Potom
b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx, t.j.,

b∫
a

lim
n→∞

fn(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx. (1.5)

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

Veta 1.18. Uvažujme postupnost’ funkcíı {fn(x)}∞n=1 na M , a nech f je funk-

cia na M . Potom fn rovnomerne konverguje k f na M vtedy a len vtedy, ak

postupnost’ {Sn}∞n=1, kde Sn = sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| konverguje k 0.

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [14].

Veta 1.19. Nech postupnost’ {fn(x)}∞n=1 funkcíı spojite diferencovatel’ných na

ohraničenom intervale (a,b) konverguje aspoň v jednom bode tohto intervalu. Nech

d’alej postupnost’ jej derivácíı {f ′n(x)}∞n=1 konverguje rovnomerne na (a,b) k fun-

kcii f0. Potom postupnost’ {fn(x)}∞n=1 konverguje rovnomerne na (a,b) k istej

funkcii f na (a,b) a plat́ı f ′(x) = f0(x) ∀x ∈ (a, b).

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [5].

1.2.2. Funkcionálne rady

Majme postupnost’ funkcíı {fn(x)}∞n=1 definovaných na neprázdnej množine

M . Výraz

f1(x) + f2(x) + · · · =
∞∑
n=1

fn(x) (1.6)

nazývame nekonečným radom, ktorého členy sú funkcie, alebo funkcionálnym

radom. Funkciu fi, i = 1, 2, . . . nazývame i-tým členom funkcionálneho radu

(1.6).

18



Funkciu

si(x) =
i∑

j=1

fj(x), i = 1, 2, . . . (1.7)

nazývame i-tým čiastočným súčtom funkcionálneho radu (1.6).

Postupnost’

{s1(x), s2(x), . . . } (1.8)

nazývame postupnost’ou čiastočných súčtov funkcionálneho radu (1.6).

Nekonečný rad

∞∑
i=n+1

fi(x) = fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+k(x) + . . .

nazývame zvyškom funkcionálneho radu (1.6) po n-tom člene.

Defińıcia 1.6. Funkcionálny rad (1.6) bodovo (resp. rovnomerne) konverguje

na množine I ⊆ M , ak na I bodovo (resp. rovnomerne) konverguje postupnost’

{si(x)}∞i=1 jeho čiastočných súčtov.

Defińıcia 1.7. Obor (bodovej) konvergencie radu
∞∑
n=1

fn(x) nazveme množinu

všetkých prvkov x ∈M pre ktoré rad
∞∑
n=1

fn(x) konverguje.

Veta 1.20. Ak rad (1.7) konverguje bodovo (resp.rovnomerne) na M , potom

postupnost’ funkcíı {fn(x)}∞n=1 konverguje bodovo (resp.rovnomerne) k 0 na M .

V nasledujúcom texte uvedieme niektoré kritériá pre zist’ovanie rovnomer-

nej konvergencie funkcionálnych radov. Jednou z možnost́ı je overit’ rovnomernú

konvergenciu radu porovnańım s iným funkcionálnym radom. Najjednoduchšiu

sitáciu, kedy budeme schopńı priradit’ k danému radu funkcíı č́ıselný majorantný

rad, bude popisovat’ Weierstrassovo kritérium. Tiež spomenieme kritéria, ktoré

sú vhodné aj pre rady, ktoré nekonvergujú absolútne.
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Veta 1.21. (Weierstrassovo kritérium). Bud’
∞∑
n=1

fn(x) rad funkcíı definovaných

na M . Nech
∞∑
n=1

un je konvergentný rad nezáporných č́ısel. Ak pre každé x ∈ M

a každé prirodzené n plat́ı |fn(x)| ≤ un, potom rad
∞∑
n=1

fn(x) konverguje absolútne

a rovnomerne na M .

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [11].

Veta 1.22. (Dirichletovo kritérium). Nech {fn(x)}∞n=1 je postupnost’ reálnych

funkcíı na množine M . Nech
∞∑
n=1

gn(x) (1.9)

je rad funkcíı. Predpokladajme, že

1. postupnost’ čiastočných súčtov radu (1.9) je rovnomerne ohraničená na M;

2. {fn(x)}∞n=1 rovnomerne konverguje k 0 na M a pre každé x ∈M je postup-

nost’ {fn(x)}∞n=1 monotónna.

Potom rad
∞∑
n=1

fn(x)gn(x) (1.10)

rovnomerne konverguje na M .

Veta 1.23. (Abelovo kritérium). Nech {fn(x)}∞n=1 je postupnost’ reálnych funkcíı

na množine M, (1.9) je rad funkcíı na M . Predpokladajme, že

1. rad (1.9) rovnomerne konverguje na M ;

2. postupnost’ {fn(x)}∞n=1 je rovnomerne ohraničená na M a pre každé x ∈M

je postupnost’ {fn(x)}∞n=1 monotónna.

Potom rad (1.10) konverguje rovnomerne na M .
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Poznámka 1.13. Dôkazy dvoch predchádzajúcich kritéríı konvergencie možno

nájst’ napŕıklad v [11].

Veta 1.24. Nech funkcie fn(x), n = 1, 2, . . . sú spojité na M a funkcionálny

rad (1.6) je rovnomerne konvergentný na M . Potom súčet s funkcionálneho radu

(1.6) je spojitá funkcia na M .

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z Vety (1.15).

Veta 1.25. Nech funkcionálny rad (1.6) rovnomerne konverguje na množine M

a má tam súčet s. Nech a, b ∈ M a nech existuje
b∫
a

fn(x)dx, pre každé n ∈ N.

Potom existuje aj
b∫
a

s(x)dx a plat́ı:

∞∑
n=1

b∫
a

fn(x)dx =

b∫
a

[
∞∑
n=1

fn(x)

]
dx =

b∫
a

s(x)dx.

Ak plat́ı predchádzajúca rovnost’, hovoŕıme, že funkcionálny rad (1.6) môžeme

integrovat’ člen za členom.

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z Vety (1.17).

Veta 1.26. Nech funkcie fn(x), n = 1, 2, . . . majú na otvorenej množine M

spojité derivácie, nech funkcionálny rad (1.6) konverguje aspoň v jednom bode

z M a nech funkcionálny rad

∞∑
n=1

f ′n(x) = f ′1(x) + f ′2(x) + · · ·+ f ′n(x) + . . .

rovnomerne konverguje na M . Potom funkcionálny rad (1.6) rovnomerne kon-

verguje na M a plat́ı:

∞∑
n=1

f ′n(x) =

[
∞∑
n=1

fn(x)

]′
pre každé x ∈M .

Dôkaz. Dôkaz vyplýva z Vety (1.19).

21



1.3. Mocninové rady

Medzi najjednoduchšie a najdôležiteǰsie funkcionálne rady patria mocninové

rady, ktoré sa vyznačujú predovšetkým jednoduchými podmienkami pre rovno-

mernú konvergenciu a l’ahkými početnými operáciami.

Defińıcia 1.8. Nech a ∈ R a nech un ∈ R pre ∀n ∈ N.

1. Mocninovým radom so stredom v bode a nazývame funkcionálny rad v tvare

∞∑
n=0

un(x− a)n = u0 + u1(x− a) + u2(x− a)2 + . . . , (1.11)

kde č́ısla uk nazývame koeficienty tohto radu.

2. Ak je a = 0, dostaneme mocninový rad so stredom v bode 0 v tvare

∞∑
n=0

unx
n = u0 + u1x+ u2x

2 + . . . . (1.12)

Ak v mocninovom rade (1.12) nahrad́ıme premennú x rozdielom x − a, do-

staneme mocninový rad (1.11). Preto sa pri štúdiu vlastnost́ı mocninových radov

stač́ı obmedzit’ na rady (1.12).

Veta 1.27. Pre rad (1.11) plat́ı:

1. Obor konvergencie radu (1.11) je interval s koncovými bodmi a− r, a + r,

pričom r = 1

lim
n→∞

sup n
√
|un|

vtedy a len vtedy, ked’ 0 < lim
n→∞

sup n
√
|un| <∞.

2. Obor konvergencie radu (1.11) je celá množina R vtedy a len vtedy, ked’

lim
n→∞

sup n
√
|un| = 0.

3. Rad (1.11) je konvergentný len vo svojom strede a vtedy a len vtedy, ked’

lim
n→∞

sup n
√
|un| =∞.

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [2].
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Defińıcia 1.9. Č́ıslo r nazývame polomerom konvergencie a interval M = (a − r,

a + r) intervalom konvergencie mocninového radu (1.11). V pŕıpade 2 hovoŕıme,

že polomer r je ∞, v pŕıpade 3, že polomer r je 0.

Poznámka 1.14. Polomer konvergencie r tiež možno vypoč́ıtat’ pomocou pred-

pisu r = 1

lim
n→∞

n
√
|un|

alebo r = 1

lim
n→∞|

un+1
un
| , pokial’ tieto limity existujú.

Kl’́učovú rolu hrá pri funkcionálnych radoch rovnomerná konvergencia. Na-

sledujúca veta hovoŕı, na akom intervale je mocninový rad rovnomerne konver-

gentný.

Veta 1.28. Nech r > 0 je polomer konvergencie mocninového radu
∑
unx

n. Po-

tom tento rad rovnomerne konverguje na každom uzavretom podintervale [−ρ, ρ]

intervalu (−r, r).

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

Dôsledok 1.1. Nech mocninový rad
∑
unx

n má polomer konvergencie r > 0.

Potom súčet tohto radu je spojitá funkcia na intervale (−r, r).

Dôsledok 1.2. Nech mocninový rad
∑
unx

n má polomer konvergencie r > 0,

a nech x ∈ (−r, r). Potom

x∫
0

(
∞∑
n=0

unt
n

)
dt =

∞∑
n=0

x∫
0

unt
ndt =

∞∑
n=0

un
xn+1

n+ 1
,

pričom mocninový rad na pravej strane má rovnaký polomer konvergencie.

Dôsledok 1.3. Nech má mocninový rad
∑
unx

n polomer konvergencie r > 0.

Potom pre všetky x ∈ (−r, r) plat́ı

(
∞∑
n=1

unx
n

)′
=
∞∑
n=1

(unx
n)′ =

∞∑
n=1

nunx
n−1,

pričom mocninový rad na pravej strane má opät’ polomer konvergencie r.
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Veta 1.29. (Abelova). Ak mocninový rad
∞∑
n=0

unx
n konverguje v bode x = r,

pričom r je polomerom konvergencie daného radu, potom konverguje rovnomerne

na intervale [0, r] a teda plat́ı

∞∑
n=0

unr
n = lim

x→r−

∞∑
n=0

unx
n.

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [2].

1.3.1. Taylorove rady

Na rozdiel od predchádzajúceho, kde bol daný mocninový rad a určovali sme

jeho súčet, budeme riešit’ opačnú úlohu: danú funkciu budeme rozv́ıjat’ do moc-

ninového radu, tzv.Taylorovho radu.

Reálna funkcia f bude definovaná na nejakom okoĺı U(a) bodu a. Úlohou bude

zistit’, či existuje mocninový rad
∞∑
n=1

un(x−a)n so stredom v bode a, konvergentný

na okoĺı U(a) k funkcii f .

Defińıcia 1.10. Funkciu f nazveme analytickou v bode a, ak je v nejakom okoĺı

bodu a rovná súčtu nejakého konvergentného radu (1.11).

Poznámka 1.15. Vyššie zmienený problém ide rozdelit’ na dve časti:

1. Je možné funkciu f rozvinút’ na nejakom intervale v mocninový rad so

stredom v bode a?

2. Pokial’ áno, ako vyzerajú koeficienty un tohto mocninového radu?

Najskôr sa zameriame na druhú otázku, teda odvod́ıme, ako budú vyzerat’ koefi-

cienty un. Pre jednoduchost’ predpokladajme a = 0 a existenciu u0, u1, . . . takých,

že

f(x) = u0 + u1x+ u2x
2 + . . .

na nejakom okoĺı bodu 0. Požadujeme pritom, aby koeficienty un boli také, aby

funkcia f(x) a rad u0 +u1x+u2x
2 + . . . mali rovnaké hodnoty derivácíı v bode 0.
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Tzn., aby rovnosti:

f ′(x) = u1 + 2u2x+ 3u3x
2 + . . .

f ′′(x) = 2u2 + 6u3x+ . . .

f
′′′

(x) = 6u3 + . . .

platili pre x = 0. Má teda platit’:

f ′(0) = u1

f ′′(0) = 2u2

f
′′′

(0) = 6u3 = 3!u3

. . .

fn(0) = n!un.

Z toho vyplýva, že koeficienty un splňujú:

u0 = f(0), u1 = f ′(0), u2 =
f ′′(0)

2!
, . . . , un =

fn(0)

n!
.

Z prevedenej úvahy je viditel’né, že pokial’ možno funkciu rozvinút’ v mocninový

rad, potom má tento rad špeciálny charakter, ktorý je jednoznačne určený hod-

notami derivácíı v bode a.

Veta 1.30. (O Taylorovom rozvoji). Ak možno funkciu f : U(a) → R rozvinút’

v mocninový rad (1.11), potom pre jeho koeficienty plat́ı

un =
f (n)(a)

n!
(1.13)

pre každé n ∈ N ∪ {0}, kde pokladáme f (0)(a) = f(a).

Dôsledok 1.4. Existuje nanajvýš jeden mocninový rad so stredom v bode a, ktorý

konverguje na U(a) k funkcii f . Jeho koeficienty sú v tvare (1.13).
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Defińıcia 1.11. Nech je funkcia f(x) definovaná v nejakom okoĺı bodu a a nech

má každú deriváciu v tomto bode. Potom sa mocninový rad

f(a)+ f ′(a)
1!

(x−a)+ f ′′(a)
2!

(x−a)2+ · · ·+ f (k)(a)
k!

(x−a)k+ · · · =
∞∑
n=0

f (n)(a)
n!

(x−a)n

nazýva Taylorov rad funkcie f v bode a. Koeficienty radu nazývame Taylorovými

koeficientami a n-tý čiastočný súčet nazývame Taylorovým polynómom stupňa

n a znač́ıme ho Tn(x). Špeciálnym pŕıpadom Taylorovho radu je rad pre a = 0,

ktorý nesie názov Maclaurinov rad funkcie f .

Taylorov rad nie vždy konverguje k danej funkcii. Teraz, po zodpovedańı dru-

hej otázky sa zameriame na prvú otázku uvedenej poznámky, teda na existenciu

Taylorovho radu.

Defińıcia 1.12. Nech funkcia f : U(a) −→ R má derivácie v bode a až do n-tého

rádu. Potom funkciu Rn+1 : U(a) −→ R definovanú vzt’ahom

Rn+1(x) = f(x)− Tn(x)

nazveme n-tým Taylorovým zvyškom.

Veta 1.31. Nech má funkcia f v bode a derivácie všetkých rádov. Potom Taylorov

rad funkcie f konverguje k funkcii fv bode x ∈ U(a) práve vtedy, ked’

lim
n→∞

Rn+1(x) = 0. (1.14)

Dôkaz. Fakt, že Taylorov rad konverguje k funkcii f znamená, že

Tn(x)→ f(x) pre každé x ∈ U(a),

čo znamená

Rn+1(x) = Tn(x)− f(x)→ 0 pre každé x ∈ U(a). �

Zostáva zodpovedat’ otázku, za akých okolnost́ı je splnená rovnost’ (1.14).

Poznámka 1.16. Pre a, b ∈ R označme symbolom Iab interval (a, b), ak a < b

a interval (b, a), ak b < a.
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Veta 1.32. (O zvyšku). Nech má f na U(a) derivácie všetkých rádov a nech má

funkcia ϕ(x) na U(a) deriváciu, ϕ′(x) 6= 0 pre každé x ∈ U(a). Potom pre každé

n ∈ N , x ∈ U(a) existuje ξ ∈ Iax tak, že

Rn+1(x) =
(x− ξ)n

n!
· ϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(ξ)
f (n+1)(ξ).

Dôkaz. Dôkaz vety možno nájst’ napŕıklad v [1].

Poznámka 1.17. V reálnom pŕıpade je častokrát výhodné uvažovat’ Taylorove

zvyšky v Lagrangeovom tvare, kedy polož́ıme ϕ(t) = (x− t)n+1. Teda dostávame

Rn+1(x) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
· f (n+1)(ξ)

a pre ϕ(t) = t dostávame tzv. Cauchyov tvar zvyšku

Rn+1(x) =
(x− a)(x− ξ)n

n!
· f (n+1)(ξ).

Veta 1.33. Nech x ∈ (a − δ, a + δ), kde δ > 0. Ak existuje M > 0 tak, že pre

každé n ∈ N plat́ı

|f (n)(t)| ≤M pre každé t ∈ Iax.

Potom Taylorov rad konverguje k funkcii f v bode x.

Dôkaz. Stač́ı dokázat’, že je splnená podmienka (1.14). Vezmime Lagrangeov tvar

zvyšku Rn+1(x). Preň plat́ı

|Rn+1(x)| = |f
(n+1)(ξ)|

(n+ 1)!
· |x− a|n+1 ≤ M |x− a|n+1

(n+ 1)!
,

kde ξ ∈ Ia,x. Výraz napravo konverguje k nule pre n→∞. Teda (1.14) plat́ı. �

Poznámka 1.18. Uved’me Maclaurinove rozvoje niektorých elementárnych funk-

cíı:

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, −∞ < x <∞,
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sinx =
∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
, −∞ < x <∞,

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, −∞ < x <∞,

sinhx =
∞∑
n=1

x2n−1

(2n− 1)!
, −∞ < x <∞,

coshx =
∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, −∞ < x <∞,

ln (1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
− 1 < x ≤ 1,

(1 + x)y = 1 + yx+
∞∑
n=2

y(y − 1) . . . (y − n+ 1)

n!
xn, −1 < x < 1.

1.4. Fourierove rady

V tejto kapitole zmienime teóriu pre aproximáciu periodických funkcíı. Najjed-

noduchš́ım netriviálnym pŕıkladom periodických funkcíı sú trigonometrické fun-

kcie cosnx, sinnx (n ∈ N). Ponúka sa preto myšlienka všeobecnú 2π-periodickú

funkciu aproximovat’ bud’ lineárnou kombináciou konečného počtu týchto funkcíı

Tn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), kde a0, ak, bk ∈ R, (1.15)

alebo nekonečným radom

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), kde a0, ak, bk ∈ R. (1.16)

Funkcia v tvare (1.15) sa nazýva trigonometrický polynóm, rad tvaru (1.16) sa

nazýva trigonometrickým radom.

Podstatnou úlohou pri budovańı teórie Fourierových radov hrá vlastnost’ or-

togonality (kolmosti) systému funkcíı {ϕn(x)}.
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Defińıcia 1.13. Nech sú f, g integrovatel’né funkcie na intervale [a, b]. Č́ıslo

(f, g) =

b∫
a

f(x)g(x)dx

nazývame skalárnym súčinom funkcíı f, g. Funkcie f, g sa nazývajú ortogonálnymi

(na intervale [a, b]), práve ked’ (f, g) = 0.

Defińıcia 1.14. Bud’ f integrovatel’ná funkcia na intervale [a, b]. Normou funk-

cie f rozumieme č́ıslo ‖f‖ =
√

(f, f) . Funkcia f sa nazýva normovaná, práve

ked’ ‖f‖ = 1.

Defińıcia 1.15.

• Nech {ϕn} je konečná alebo spočetná postupnost’ integrovatel’ných funkcíı

na intervale [a, b]. Táto postupnost’ sa nazýva ortogonálna, práve ked’ každé

dve funkcie ϕm, ϕn (m 6= n) sú ortogonálne a každá funkcia ϕn má kladnú

normu.

• Postupnost’ {ϕn} sa nazýva ortonormálna, práve ked’ je ortogonálna a každá

funkcia ϕn je normovaná.

Poznámka 1.19. Postupnost’ {ϕn} je teda ortonormálna, práve ked’ plat́ı:

(ϕm, ϕn) =

{
0, m 6= n
1, m = n

Poznamenajme, že ak {ϕn} je ortogonálna postupnost’, potom je
{

1
‖ϕn‖ · ϕn

}
ortonormálna postupnost’.

Defińıcia 1.16. Nech je ϕn ortogonálna postupnost’ funkcíı na intervale [a, b], f

integrovatel’ná funkcia na [a, b]. Potom č́ısla cn vyjadrené vzorcom

cn =
(f, ϕn)

(ϕn, ϕn)
=

(f, ϕn)

‖ϕn‖2
, n ∈ N,
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nazývame Fourierove koeficienty funkcie f vzhl’adom k ortogonálnej postupnosti

ϕn a rad
∞∑
n=1

cnϕn, kde cn sú Fourierove koeficienty, Fourierovým radom funkcie f

vzhl’adom k ortogonálnej postupnosti ϕn.

Poznámka 1.20. V pŕıpade, kedy je postupnost’ {ϕn} ortonormálna, plat́ı pre

Fourierove koeficienty funkcie f jednoduchš́ı vzt’ah cn = (f, ϕn).

1.4.1. Fourierove rady vzhl’adom k systému {cosnx, sinnx}

V tejto časti sa budeme zaoberat’ výlučne systémom funkcíı

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . . },

ktorý bude uvažovaný na l’ubovol’nom intervale [a, a + 2π] d́lžky 2π. Pŕıslušná

ortonormálna postupnost’ je v tvare{
1√
(2π)

,
sinx√
π
,
cosx√
π
, . . . ,

cos(nx)√
π

,
sinnx√

π
, . . .

}
.

Defińıcia 1.17. Ak sú konštanty a0, ak, bk polynómu (1.15) (resp. radu (1.16))

Fourierovými koeficientami tvaru

a0 = 1
π

a+2π∫
a

f(x)dx, ak = 1
π

a+2π∫
a

f(x) cos(kx)dx a

bk = 1
π

a+2π∫
a

f(x) sin(kx)dx ∀k ∈ N,

potom tento polynóm nazývame Fourierovým (trigonometrickým) polynómom

a znač́ıme ho Φn(x) (resp. rad (1.16) nazývame Fourierovým radom).

Ak sa má dat’ funkcia f(x) vyjadrit’ ako súčet Fourierovho radu (s periódou

2π) na intervale (−∞,∞), je nutné, aby funkcia f bola na uvedenom intervale

funkciou periodickou s periódou 2π. To vyplýva z toho, že trigonometrický po-

lynóm Φn je periodickou funkciou s periódou 2π, a pretože pŕıslušný Fourierov rad

sa rovná limite lim
n→∞

Φn(x), je tiež periodickou funkciou s periódou 2π. Vzhl’adom
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k tomu neperiodická funkcia g, ktorú ide rozvinút’ vo Fourierov rad na niektorom

intervale (a, a+ 2π), splýva s funkciou, ktorá je súčtom tohto Fourierovho radu,

len na uvedenom intervale, pretože tento súčet je periodickou funkciou, zatial’, čo

neperiodická funkcia nadobúda hodnôt, ktoré sa periodicky neopakujú.

Ak je funkcia f(x) párna, potom bn = 0 pre každé n ∈ N a rad (1.16) sa

označuje kośınusový. V pŕıpade nepárnej funkcie f(x) bude platit’ an = 0 pre

každé n ∈ N ∪ {0} a rad (1.16) bude označovaný ako rad śınusový.

Častokrát dochádza ku situácii, kedy je funkcia f(x) definovaná a integrova-

tel’ná len na intervale [0, π], pŕıpadne (0, π]. V takomto pŕıpade k funkcii f(x)

konštruujeme jej párne, respekt́ıve nepárne, rozš́ırenie na celý interval [−π, π].

Párne rozš́ırenie funkcie f(x) bude predstavovat’ nová funkcia fp(x) defi-

novaná nasledovne

fp(x) =

{
f(x), x ∈ [0, π],

f(−x), x ∈ [−π, 0).

Nepárne rozš́ırenie funkcie f(x) bude označované ako nová funkcia fn

definovaná nasledujúcim predpisom

fn(x) =


f(x), x ∈ (0, π],

0, x = 0,
−f(−x), x ∈ [−π, 0).

Obe funkcie sú definované na celom intervale [−π, π], pričom funkcia fp je párna

a funkcia fn nepárna.

Veta 1.34. Ak sú obidve funkcie f(x), f 2(x) integrabilné na intervale (−π, π),

potom pre Fourierove koeficienty an, bn funkcie f plat́ı

lim
n→∞

an = 0 = lim
n→∞

π∫
−π

f(x) cos(nx)dx,

lim
n→∞

bn = 0 = lim
n→∞

π∫
−π

f(x) sin(nx)dx.

31



Pritom oba rady
∞∑
n=1

an
n
,

∞∑
n=1

bn
n

sú absolútne konvergentné.

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [11].

Nasledujúca veta hovoŕı o postačujúcich podmienkach, ktoré kladieme na Fou-

rierov rad funkcie f(x), t.j. rad (1.16) s koeficientami (1.17), aby mal na intervale

[−π, π] za súčet práve funkciu f(x).

Veta 1.35. (O konvergencii Fourierovho radu - Dirichletova veta). Majme danú

funkciu f(x), ktorá je na intervale [−π, π] po častiach spojitá a po častiach mo-

notónna. Potom Fourierov rad tejto funkcie na intervale [−π, π] konverguje a

hodnoty tohto súčtu sú:

• f(x0) v každom bode x0 ∈ (−π, π), kde f(x) je spojitá,

• 1
2
[f(x−0 ) + f(x+0 )] v tých bodoch x0 ∈ (−π, π), kde je f(x) nespojitá,

• 1
2
[f(π+) + f(π−)] v krajných bodoch intervalu [−π, π].

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [9].

Poznámka 1.21. Pokial’by sme konštruovali Fourierov rad funkcie f na intervale

všeobecnej d́lžky 2l, t.j. na [a, a+ 2l], kde a ∈ R, l > 0, potom by rad mal tvar

a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

l
x

)
+ bk sin

(
kπ

l
x

))
,

kde

a0 =
1

l

a+2l∫
a

f(x)dx,

ak =
1

l

a+2l∫
a

f(x) cos

(
kπ

l
x

)
dx, k ∈ N,
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bk =
1

l

a+2l∫
a

f(x) sin

(
kπ

l
x

)
dx, k ∈ N.
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Kapitola 2

Diferenciálne rovnice

Kapitola o diferenciálnych rovniciach pribĺıži základné pojmy nevyhnutné pri

riešeńı tohto typu rovńıc. Vo všeobecnosti ide o rovnice, v ktorých ako premenné

vystupujú derivácie funkcíı.

Pri spracovańı tejto kapitoly boli použité predovšetkým zdroje [3], [5], [6], [8],

[9], [11].

Defińıcia 2.1. Nech F je daná funkcia n + 2 premenných na nejakom obore

G ⊂ Rn+2. Rovnicu

F
(
t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)

)
= 0 (2.1)

nazývame potom obyčajnou diferenciálnou rovnicou rádu n pre neznámu funk-

ciu x. Pod rádom diferenciálnej rovnice rozumieme rád najvyššej derivácie nezná-

mej funkcie vyskytujúcej sa v rovnici.

Riešeńım alebo integrálom tejto rovnice sa rozumie funkcia x, ktorá je defi-

novaná na nejakom intervale J ⊆ R a pre všetky t ∈ J splňuje tieto podmienky:

[t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)] ∈ G,

F (t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)) = 0.

Ak nie je interval J otvorený, potom v každom krajnom bode ξ, ξ ∈ J znač́ı x′(t)

jednostrannú deriváciu. Graf riešenia sa nazýva integrálna krivka.

Všeobecným riešeńım diferenciálnej rovnice (2.1) nazývame riešenie, ktoré

možno zaṕısat’ v tvare x = f(t, c1, c2, . . . , cn), kde c1, c2, . . . , cn sú l’ubovol’né
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konštanty. Partikulárne riešenie rovnice (2.1) źıskame, ak za konštanty c1, c2, . . . , cn

zvoĺıme konkrétne hodnoty.

Úlohu nájst’ riešenie x = f(t) rovnice (2.1), ktoré bude vyhovovat’ nasle-

dujúcim podmienkam:

f(t0) = b0, f ′(t0) = b1, . . . , f (n−1)(t0) = bn−1, t0 ∈ Df

nazývame Cauchyho začiatočná úloha.

2.1. Diferenciálne rovnice prvého rádu

Diferenciálne rovnice, v ktorých je rád danej rovnice rovný jednej sa nazývajú

diferenciálne rovnice prvého rádu. Práve týmto typom rovńıc sa bude zaoberat’

nasledujúca sekcia. Okrem základnej defińıcie tiež urč́ı napŕıklad aj nutnú a pos-

tačujúcu podmienku existencie jej riešenia.

Defińıcia 2.2. Bud’ F funkcia, ktorej definičný obor G je podmnožinou trojroz-

merného euklidovského priestoru R3. Rovnica

F (t, x(t), x′(t)) = 0 (2.2)

sa nazýva obyčajnou diferenciálnou rovnicou prvého rádu v implicitnom tvare.

Ak je možné z rovnice (2.2) vyjadrit’ x′, nazývame ju v explicitnom tvare a plat́ı:

x′ = f(t, x). (2.3)

Defińıcia 2.3. Funkcia f : Ω ⊂ R2 → R sṕlňa tzv. Lipschitzovu podmienku

vzhl’adom k premennej x na dvojrozmernej oblasti Ω, ak existuje také L > 0, že

pre každé dva body [t, x1], [t, x2] z oblasti Ω plat́ı vzt’ah

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|.

Veta 2.1. (Picardova veta o existencii a jednoznačnosti riešenia). Nech funkcia

f(t, x) je spojitá a ohraničená na dvojrozmernej oblasti Ω obsahujúcej vo svojom

vnútri bod (t0, x0). Ďalej nech f(t, x) splňuje Lipschitzovu podmienku na oblasti

Ω. Potom diferenciálna rovnica x′ = f(t, x) má jediné riešenie x = x(t), ktoré

prechádza bodom (t0, x0) a ktoré je definované a spojité v nejakom okoĺı bodu t0.
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Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [11].
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Kapitola 3

Riešenie diferenciálnych rovńıc
pomocou funkcionálnych radov

Pokial’ máme lineárnu diferenciálnu rovnicu s konštantnými koeficientami

alebo tiež niektoré diferenciálne rovnice vyšš́ıch rádov, ich riešenia sú v tvare ele-

mentárnej funkcie typu et, cos t, sin t, polynómov alebo ich kombinácíı. Ak však

uvažujeme komplikovaneǰsie diferenciálne rovnice vyššieho rádu, takéto riešenia

nie je možné dostat’ vo väčšine pŕıpadov. Avšak skupina jednoduchých funkcíı vy-

skytujúcich sa vyššie má vlastnost’ analytickosti v okoĺı každého bodu daného in-

tervalu a taktiež ich možno reprezentovat’ pomocou mocninových radov so stredmi

v týchto bodoch (vid’. Poznámka (1.18)). V nasledujúcom texte sa preto bu-

deme zaoberat’ práve metódami riešenia diferenciálnych rovńıc pomocou nájdenia

riešenia v tvare funkcionálneho radu.

V tejto kapitole boli použité predovšetkým zdroje [10], [13], [15], [16], [20].

3.1. Riešenie diferenciálnych rovńıc pomocou Tay-

lorových radov

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat’ tým, ako možno riešenie diferenciálnej

rovnice nájst’ pomocou rozvoja funkcie do Taylorovho radu.

Uvažujme diferenciálnu rovnicu n-tého rádu

F (t, x(t), x′(t), . . . , x(n)(t)) = 0, t ∈ J,
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kde J ⊂ R je interval a nech t0 ∈ J.

Ak hl’adáme riešenie x(t) tejto rovnice v tvare Taylorovho radu so stredom

v t0, potom je potrebné

1. vypoč́ıtat’ x(n)(t0), ∀n ∈ N

2. určit’ polomer konvergencie pŕıslušného Taylorovho radu
∞∑
n=0

x(n)(t0)
n!
·(t−t0)n

3. dokázat’, že nájdený Taylorov rad konverguje na intervale absolútnej kon-

vergencie k riešeniu skúmanej diferenciálnej rovnice.

Pŕıklad. Nájdite riešenie diferenciálnej rovnice

(1− t)x′(t)− 3x(t) + t− 1 = 0/ (3.1)

splňujúce začiatočnú podmienku x(0) = x0, kde x0 ∈ R, pomocou rozvoja do

Taylorovho radu.

Riešenie. Pre t0 = 0 plat́ı

x′(0)− 3x(0)− 1 = 0

x′(0) = 1 + 3x0.

Ak zderivujeme

(1− t)x′(t)− 3x(t) + t− 1 = 0,

źıskame

−x′(t) + (1− t)x′′(t)− 3x′(t) + 1 = 0

(1− t)x′′(t)− 4x′(t) + 1 = 0.

Ďaľśım derivovańım potom

−x′′(t) + (1− t)x′′′(t)− 4x′′(t) = 0

(1− t)x′′′(t)− 5x′′(t) = 0

. . .
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Je zrejmé, že vo všeobecnosti bude platit’ nasledujúce

(1− t)x(n)(t)− (n+ 2)x(n−1)(t) = 0, ∀n ∈ N\{1, 2}.

Teda n-tú deriváciu v bode 0 ide vždy vyjadrit’ pomocou (n − 1)-ej vzt’ahom

x(n)(0) = (n+ 2)x(n−1)(0), ∀n ∈ N\{1, 2}.

Pretože

x(0) = x0,

plat́ı, že

x′(0) = 1 + 3x0,

x′′(0) = −1 + 4x′(0) = −1 + 4 · (1 + 3x0) = 3 + 12x0 = 3 · (1 + 4x0),

x′′′(0) = 5x′′(0) = 5 · 3 · (1 + 4x0),

x(4)(0) = 6x′′′(0) = 6 · 5 · 3 · (1 + 4x0),

x(5)(0) = 7x(4)(0) = 7 · 6 · 5 · 3 · (1 + 4x0),

...

Všeobecne x(n)(0) = (n+2)!
4·2 · (1 + 4x0), ∀n ∈ N\{1} .

Hl’adaný Taylorov rad má teda tvar

x0 +
1 + 3x0

1!
t+

∞∑
n=2

(n+ 2)!

8n!
· (1 + 4x0)t

n =

= x0 + (1 + 3x0)t+
∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n.

Teraz urč́ıme polomer konvergencie radu
∞∑
n=2

(n+2)(n+1)
8

·(1+4x0)t
n (vid’. Poznámka

(1.14))

1

r
= lim

n→∞

∣∣∣∣∣ (n+3)(n+2)
8

· (1 + 4x0)
(n+2)(n+1)

8
· (1 + 4x0)

∣∣∣∣∣ = 1 =⇒ r = 1.

Pŕıslušný Taylorov rad absolútne konverguje na intervale (−1, 1).
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Aby sme overili, že nájdený Taylorov rad je riešeńım uvažovanej rovnice (t.j.,

aby sme overili správnost’ našich výpočtov), definujeme funkciu

x(t) = x0 + (1 + 3x0)t+
∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n,

vypoč́ıtame jej deriváciu x′(t) a dosad́ıme do (3.1):

x′(t) = (1 + 3x0) +
∞∑
n=2

n(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n−1.

Dosadeńım do (3.1) dostávame

(1− t) ·

[
(1 + 3x0) +

∞∑
n=2

n(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n−1

]
−

−3 ·

[
x0 + (1 + 3x0)t+

∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n

]
+ t− 1 =

= 1 + 3x0 +
∞∑
n=2

n(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n−1 − t− 3tx0−

−
∞∑
n=2

n(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n − 3x0 − 3t− 9tx0−

−3
∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)

8
· (1 + 4x0)t

n + t− 1.

• Koeficient pri t

(−3x0 − 3− 9x0) + 3(1 + 4x0) = 0.

• Koeficient pri tn

pre n = 2, 3, . . .

(1 + 4x0) ·
[

(n+ 1)(n+ 3)(n+ 2)

8
− n(n+ 2)(n+ 1)

8
− 3(n+ 2)(n+ 1)

8

]
=

= (1 + 4x0)(n+ 2)(n+ 1)[(n+ 3)− n− 3] = 0.
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Z tadial’ vyplýva, že x(t) = x0 + (1 + 3x0)t+
∞∑
n=2

(n+2)(n+1)
8

· (1 + 4x0)t
n je riešeńım

(3.1) na intervale (−1, 1).

Rad
∞∑
n=2

(n+2)(n+1)tn nejde priamo sč́ıtat’, ale ide ukázat’, že je druhou deriváciou

geometrického radu:

∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)tn =

[
∞∑
n=2

tn+2

]′′
.

Rad
∞∑
n=2

tn+2, t ∈ (−1, 1) je geometrický s hodnotami a1 = t4, q = t a jeho súčet

možno vyjadrit’ podl’a klasického vzorca pre súčet geometrického radu, tzn.,

∞∑
n=2

tn+2 =
t4

1− t
.

Dvojitým spätným zderivovańım dostávame(
t4

1− t

)′
=

4t3 − 3t4

(1− t)2[
4t3 − 3t4

(1− t)2

]′
=

6t4 − 16t3 + 12t2

(1− t)3
.

Preto riešenie (3.1) ide vyjadrit’ nielen pomocou nájdenia Taylorovho radu, ale

tiež v jednoduchšej forme

x(t) = x0 + (1 + 3x0)t+ 1+4x0
8
· 6t4−16t3+12t2

(1−t)3 = x0 + (1 + 3x0)t+ (1+4x0)(3t4−8t3+6t2)
4(1−t)3 .

Správnost’ nášho výpočtu možno opät’ overit’ dosadeńım nájdeného riešenia do

pôvodnej rovnice (3.1) s využit́ım toho, že x′(t) = 1 + 3x0 − 3(4x0+1)t(t3−4t2+6t−4)
4(1−t)4 .

3.2. Riešenie diferenciálnych rovńıc pomocou moc-

ninových radov

Uvažujme lineárnu diferenciálnu rovnicu druhého stupňa s nekonštantnými

koeficientami

b0(t)x
′′(t) + b1(t)x

′(t) + b2(t)x(t) = 0 (3.2)
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a predpokladajme, že jej riešenie nemožno vyjadrit’ pomocou konečnej lineárnej

kombinácie známych elementárnych funkcíı. Predpokladáme však, že riešenie

(3.2) možno vyjadrit’ pomocou nekonečného radu

x(t) = a0 + a1(t− t0) + a2(t− t0)2 + · · ·+ ak(t− t0)k + · · · =
∞∑
k=0

ak(t− t0)k.

Hl’adat’ riešenie diferenciálnej rovnice v tvare Taylorovho radu je často nevýhodné,

ked’že výpočet derivácíı môže byt’ vel’mi zložitý. Niekedy je preto praktickeǰsie

hl’adat’ riešenie v tvare spomı́naného mocninového radu.

V nasledujúcej teóríı použijeme prepis rovnice (3.2) do tvaru

x′′(t) + P (t)x′(t) +Q(t)x(t) = 0, kde (3.3)

P (t) =
b1(t)

b0(t)
a Q(t) =

b2(t)

b0(t)
.

Ak je funkcia f analytická v t0 (vid’. Defińıcia(1.10)), ide ju vyjadrit’ v tvare

f(t) =
∞∑
k=0

ak(t− t0)k, t ∈ (t0 − r, t0 + r),

kde r > 0 je pŕıslušný polomer konvergencie mocninového radu.

Defińıcia 3.1. Bod t0 sa nazýva ordinárnym bodom rovnice (3.3), pokial’ sú funk-

cie P a Q analytické v bode t0. V opačnom pŕıpade nazveme bod t0 singulárnym

bodom rovnice (3.3).

Veta 3.1. Nech t0 je ordinárnym bodom rovnice (3.3) a nech c0, c1 ∈ R sú

l’ubovol’né. Potom existuje jediné riešenie rovnice (3.3) splňujúce začiatočné pod-

mienky x(t0) = c0, x
′(t0) = c1 a toto riešenie je analytické. Pokial’ rozvoje funkcíı

P a Q konvergujú na intervale (t0 − r, t0 + r), r > 0, potom analytické riešenie

konverguje na tom istom intervale.

Dôkaz. Dôkaz tejto vety možno nájst’ napŕıklad v [10].

Poznámka 3.1. Homogénna lineárna diferenciálna rovnica má vždy dve lineárne

nezávislé riešenia, z tadial’ vyplýva, že analytické riešenie bude ich lineárnou kom-

bináciou.

42



3.2.1. Hermitovská diferenciálna rovnica

Hermitovská diferenciálna rovnica nájde svoje využitie vo fyzike, kde sa obja-

vuje napŕıklad pri riešeńı Schrödingerovej rovnice pre harmonický oscilátor. Ide

taktiež o homogénnu diferenciálnu rovnicu druhého rádu s nekonštantnými ko-

eficientami v nasledujúcom tvare

x′′(t)− 2tx′(t) + 2px(t) = 0, p ∈ R. (3.4)

Pretože P (t) = −2t a Q(t) = 2p sú analytické v 0, tak existuje riešenie v tvare

mocninového radu so stredom v bode 0. Nech x(t) =
∞∑
k=0

akt
k je riešeńım (3.4) v

tvare mocninového radu so stredom v bode 0. Potom

x′(t) =
∞∑
k=1

kakt
k−1,

x′′(t) =
∞∑
k=2

k(k − 1)akt
k−2.

Po dosadeńı do (3.4)dostávame

∞∑
k=2

k(k − 1)akt
k−2 − 2

∞∑
k=1

kakt
k + 2p

∞∑
k=0

akt
k = 0.

Postupným porovnańım koeficientov dostávame pre

t0 : 2a2 + 2pa0 = 0⇒ a2 = −pa0

t1 : 3 · 2 · a3 − 2a1 + 2pa1 = 0⇒ a3 =
a1(1− p)

3

t2 : 4 · 3 · a4 − 2 · 2 · a2 + 2pa2 = 0⇒ a4 =
a2(2− p)

6

. . .

Všeobecne

(k + 1)(k + 2)ak+2 − 2kak + 2pak = 0⇒ ak+2 =
2ak(k − p)

(k + 1)(k + 2)
.

Odvodený vzt’ah je rozdielny pre párne a nepárne k a ĺı̌si sa nasledovne:
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1. párne k:

substitúcia: 2n = k + 2⇒ k = 2n− 2

a2n = 2(2n−2−p)
(2n−2+1)(2n−2+2)

· a2n−2 = 2(2n−2−p)
(2n−1)2n · a2n−2, kde

a2n−2 =
2(2n− 4− p)

(2n− 3)(2n− 2)
· a2n−4.

Preto

a2n =
22(2n− 2− p)(2n− 4− p)
2n(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)

· a2n−4 = · · · =

=
2n(2n− 2− p)(2n− 4− p) . . . (2− p)(−p)

(2n)!
· a0

2. nepárne k: substitúcia: 2n− 1 = k + 2⇒ k = 2n− 3

a2n−1 = 2(2n−3−p)
(2n−3+1)(2n−3+2)

· a2n−3 = 2(2n−3−p)
(2n−2)(2n−1) · a2n−3, kde

a2n−3 =
2(2n− 5− p)

(2n− 4)(2n− 3)
· a2n−5.

Preto

a2n−1 =
22(2n− 3− p)(2n− 5− p)

(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)(2n− 4)
· a2n−5 = · · · =

=
2n(2n− 3− p)(2n− 5− p) . . . (3− p)(1− p)

(2n− 1)!
· a1.

Dve navzájom lineárne nezávislé riešenia sú teda v tvare

x1(t) =
∞∑
n=0

2n(2n− 2− p) . . . (2− p)(−p)
(2n)!

· a0 · t2n,

x2(t) =
∞∑
n=1

2n(2n− 3− p) . . . (3− p)(1− p)
(2n− 1)!

· a1 · t2n−1.

Polomery absolútnej konvergencie týchto radov urč́ıme pomocou Poznámky (1.14)

nasledovne
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r1 = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
1

2n+1(2(n+1)−2−p)(2n−2−p)...(2−p)(−p)
(2(n+1))!

· a0
2n(2n−2−p)...(2−p)(−p)

(2n)!
· a0

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1
2(2n+2−2−p)
(2n+2)(2n+1)

∣∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

∣∣∣∣(2n+ 2)(2n+ 1)

4n− 2p

∣∣∣∣ =∞.

r2 = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
1

2n+1(2(n+1)−3−p)(2n−3−p)...(3−p)(1−p)
(2(n+1)−1)!

·a1
2n(2n−3−p)(2n−5−p)...(3−p)(1−p)

(2n)!
· a1

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1
2(2n+2−3−p)
(2n+1)(2n)

∣∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

∣∣∣∣(2n+ 1)(2n)

4n− 2− 2p

∣∣∣∣ =∞.

Tieto rady teda konvergujú pre každé t ∈ R.

Na záver tohto pŕıkladu si ešte rozoberme možnost’, kedy p ∈ N. Ak je p ∈ N,

potom sa jeden z radov zńıži na polynóm. Preto je riešenie v tomto pŕıpade súčtom

polynómu a konvergentného radu. Riešenie Hermitovej diferenciálnej rovnice v

tomto tvare si odvod́ıme najskôr pre vol’bu p ako párneho a potom nepárneho

prirodzeného č́ısla za vhodných začiatočných podmienok.

1. Nech p = 2m, potom

x1(t) =

= a0

[
m∑
n=0

2n(2n−2−2m)...(2−2m)(−2m)
(2n)!

· t2n +
∞∑

n=m+1

2n(2n−2−2m)...(2−2m)(−2m)
(2n)!

· t2n
]
.

Druhá suma je indexovaná od (m+1) do∞ a ako jeden z činitel’ov obsahuje

(2n−2−2m). V pŕıpade, že n = m+ 1 tento činitel’ zmizne. Nulový činitel’

sa vyskytuje v každom člene, a preto sa celá druhá suma vynuluje. Po

vynulovańı druhej sumy tak dostávame

x1(t) = a0

m∑
n=0

2n(2n− 2− 2m) . . . (2− 2m)(−2m)

(2n)!
· t2n.

2. Nech p = 2m− 1, potom

x2(t) =
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= a1 ·t2n−1
[
m∑
n=1

2n(2n−2−2m)...(4−2m)(2−2m)
(2n−1)! +

∞∑
n=m+1

2n(2n−2−2m)...(4−2m)(2−2m)
(2n−1)!

]
.

Druhá suma je indexovaná od (m+1) do∞ a ako jeden z činitel’ov obsahuje

(2n−2−2m). V pŕıpade, že n = m+ 1 tento činitel’ zmizne. Nulový činitel’

sa vyskytuje v každom člene, a preto sa celá druhá suma vynuluje. Po

vynulovańı druhej sumy tak dostávame

x2(t) = a1

m∑
n=1

2n(2n− 2− 2m) . . . (4− 2m)(2− 2m)

(2n− 1)!
· t2n−1.

3.2.2. Legendrova diferenciálna rovnica

Legendrova diferenciálna rovnica má široké využitie vo fyzike a v iných tech-

nických oblastiach. Vyskytuje sa najmä pri riešeńı Laplaceovej rovnice (a pŕı-

buzných parciálnych diferenciálnych rovniciach) vo sférických súradniciach, ale

uplatnenie má i pri riešeńı Schrödingerovej rovnice pre atóm s jedným elektrónom.

Legendrovou diferenciálnou rovnicou nazvime homogénnu diferenciálnu rov-

nicu s nekonštantnými koeficientami druhého rádu v nasledujúcom tvare

(1− t2)x′′(t)− 2tx′(t) + p(p+ 1)x(t) = 0, p ∈ R. (3.5)

Pre P (t) a Q(t) (vid’. (3.3)) plat́ı nasledujúce

P (t) =
−2t

1− t2
,

Q(t) =
p(p+ 1)

1− t2
.

Pre |t| < 1 použit́ım binomického rozvoja dostávame

P (t) = −2t(1− t2)−1 = −2t[1 + t2 + t4 + · · ·+ t2k + . . . ] =
∞∑
k=0

(−2t)2k+1,

Q(t) = p(p+ 1)(1− t2)−1 =
∞∑
k=0

p(p+ 1)t2k.
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Oba rady pre |t| < 1 konvergujú a sú teda analytickými funkciami na (−1, 1).

Legendrova rovnica bude mat’ teda riešenie v tvare mocninového radu na intervale

(−1, 1). Nech A: x(t) =
∞∑
k=0

akt
k je riešeńım (3.5) v tvare mocninového radu.

Potom

x′(t) =
∞∑
k=1

kakt
k−1,

B : tx′(t) =
∞∑
k=0

kakt
k,

x′′(t) =
∞∑
l=2

l(l − 1)alt
l−2.

Zavedieme substitúciu: l − 2 = k ⇒ l = k + 2

C : x′′(t) =
∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2t
k,

D : t2x′′(t) =
∞∑
k=0

k(k − 1)akt
k.

Po dosadeńı do rovnice (3.5) dostávame

C −D − 2B + p(p+ 1)A = 0,

z tadial’ d’alej dostávame nasledovné

∞∑
k=0

[(k + 2)(k + 1)ak+2 − k(k − 1)ak − 2kak + p(p+ 1)ak] t
k = 0

∞∑
k=0

[
(k + 2)(k + 1)ak+2 + (p2 + p− k2 + k − 2k)ak

]
tk = 0

∞∑
k=0

[(k + 2)(k + 1)ak+2 + (p− k)(p+ k + 1)ak] t
k = 0

⇔
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∀k ∈ N ∪ {0} : (k + 2)(k + 1)ak+2 + (p− k)(p+ k + 1)ak = 0.

Z predchádzajúcej rovnosti tak dostávame formulu pre ak+2 pomocou koeficientu ak

ak+2 =
(k − p)(p+ k + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak. (3.6)

Použit́ım formule (3.6) vyjadŕıme jednotlivé ak pomocou a0 pŕıpadne a1 podl’a

toho, či n bude párne alebo nepárne

pre k = 0, a2 = −p(p+1)
2
· a0

pre k = 1, a3 = (1−p)(p+2)
3·2 · a1 = −(p+2)(p−1)

3·2 · a1

pre k = 2, a4 = (2−p)(p+3)
4·3 · a2 = −(p+3)(p−2)

4·3 · a2 = (p+3)(p+1)p(p−2)
4!

· a0

pre k = 3, a5 = (3−p)(p+4)
5·4 · a3 = −(p+4)(p−3)

5·4 · a3 = (p+4)(p+2)(p−1)(p−3)
5!

· a1

Obdobne pre k = 4, 5, . . .

pre k = 4, a6 = −(p+5)(p+3)(p+1)p(p−2)(p−4)
6!

· a0

pre k = 5, a7 = −(p+6)(p+4)(p+2)(p−1)(p−3)(p−5)
7!

· a1.

Všeobecne teda pre a2k a a2k+1 dostávame

a2k =

=
(−1)k(p+ 2k − 1)(p+ 2k − 3) . . . (p+ 1)p(p− 2) . . . (p− 2k + 2)

(2k)!
· a0 (3.7)

a2k+1 =

=
(−1)k(p+ 2k)(p+ 2k − 2) . . . (p+ 2)(p− 1)(p− 3) . . . (p− 2k + 1)

(2k + 1)!
·a1, (3.8)

kde k = 1, 2, . . . .

Dve navzájom lineárne nezávislé riešenia sú teda v tvare

x1(t) = a0 +
∞∑
k=1

a2kt
2k, (3.9)
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kde koeficient a2k je definovaný (3.7).

x2(t) = a1t+
∞∑
k=1

a2k+1t
2k+1, (3.10)

kde a2k+1 je definovaný (3.8).

Pokial’ p /∈ Z, potom sú polomery r1 a r2 konvergencie týchto radov kladné

r1 = lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣
(−1)k(p+2k−1)(p+2k−3)...(p+1)p(p−2)(p−4)...(p−2k+2)

(2k)!

(−1)k+1(p+2k+1)(p+2k−1)(p+2k−3)...(p+1)p(p−2)(p−4)...(p−2k)
(2k+2)!

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
k→∞

∣∣∣∣ (2k + 2)(2k + 1)

(p+ 2k + 1)(p− 2k)

∣∣∣∣ = 1.

Obdobne i polomer r2 = 1.

Rady (3.9) a (3.10) teda konvergujú na intervale (−1, 1).

Nakoniec sa budeme zaoberat’ tým, ked’ p ∈ N.

Formula (3.6) obsahuje v čitateli činitel’ (k− p). Teda ak p = k, potom ap+2 = 0.

Použit́ım formule tiež dostávame ap+4 = ap+6 = ap+8 = · · · = 0.

Teda pokial’ p je nepárne, potom sú všetky nepárne koeficienty ak pre k väčšie

než p nulové. Z tadial’ sa x2(t) zredukuje na polynóm stupňa p, ked’že obsahuje

iba konečný počet členov po p.

Ak je p párne, potom sú všetky párne koeficienty ak pre k je väčšie ako p nulové.

Takže x1(t) sa taktiež zredukuje na polynóm stupňa p, pretože obsahuje iba

konečný počet členov po p.

3.3. Riešenie diferenciálnych rovńıc pomocou Fou-

rierových radov

V tejto časti sa budeme zaoberat’ aplikáciami Fourierových radov na dife-

renciálne rovnice. Tento spôsob riešenia bude vhodný najmä pre lineárne dife-

renciálne rovnice s konštantnými koeficientami a s periodickou pravou stranou.
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Pŕıklad. Nájdite riešenie diferenciálnej rovnice 4.rádu

x(4)(t) + x′′(t) + x(t) = t2, t ∈ [−π, π] (3.11)

pomocou rozvoja do Fourierovho radu.

Riešenie. Pretože pravá strana rovnice (3.11) je spojitá funkcia na [−π, π], má

tu spojitú deriváciu a f(−π) = f(π), konverguje jej Fourierov rad na [−π, π]

rovnomerne k funkcii f(t) = t2.

Funkcia f(t) je na [−π, π] párna, preto pre jej Fourierov rozvoj plat́ı bk = 0

pre k = 1, 2, 3, . . . a

a0 =
2

π

π∫
0

f(t)dt =
2

π

π∫
0

t2dt =
2

π

π3

3
=

2

3
π2

ak = 2
π

π∫
0

f(t) cos(kt)dt = 2
π

π∫
0

t2 cos(kt)dt =

∣∣∣∣u = t2 v′ = cos(kt)

u′ = 2t v = sin(kt)
k

∣∣∣∣ = 2
π

[
t2 sin(kt)

k

]π
0
−

− 2

π

π∫
0

2t
sin(kt)

k
dt =

2π

k
sin(kπ)− 4

kπ

π∫
0

t sin(kt)dt =

∣∣∣∣ u = t v′ = sin(kt)

u′ = 1 v = − cos(kt)
k

∣∣∣∣ =

=
2π

k
sin(kπ) +

4

kπ

[
t
cos(kt)

k

]π
0

− 4

kπ

π∫
0

cos(kt)

k
dt =

=
2π

k
sin(kπ) +

4

k2
cos(kπ)− 4

k3π
sin(kπ).

Plat́ı sin(kπ) = 0 a cos(kπ) = (−1)k pre k ∈ Z, teda dostávame

ak =
4

k2
(−1)k, k = 1, 2, . . . .

Hl’adaný Fourierov rozvoj pravej strany rovnice (3.11) má teda podl’a (1.16)

tvar

t2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kt).
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Predpokladajme, že riešenie x(t) možno nájst’ v tvare kośınusového Fourie-

rovho radu, t.j.

x(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos(kt).

Potom

x′(t) =
∞∑
k=1

−akk sin(kt), x′′(t) =
∞∑
k=1

−akk2 cos(kt)

a

x(4)(t) =
∞∑
k=1

akk
4 cos(kt).

Dosadeńım do (3.11) źıskame

∞∑
k=1

akk
4 cos(kt)+

∞∑
k=1

−akk2 cos(kt)+
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos(kt) =
π2

3
+4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kt).

Porovnańım koeficientov dostávame

akk
4 − akk2 + ak = 4

(−1)k

k2

ak(k
4 − k2 + 1) = 4

(−1)k

k2
⇒ ak =

a(−1)k

k2(k4 − k2 + 1)
, k ∈ N

a0
2

=
π2

3
⇒ a0 =

2

3
π2.

Riešenie x(t) má teda tvar

x(t) =
π2

3
+
∞∑
k=1

4(−1)k cos(kt)

k2(k4 − k2 + 1)
, t ∈ [−π, π].

Nakoniec je potrebné vyšetrit’ konvergenciu nájdeného Fourierovho radu. Pre

každé t ∈ R plat́ı: ∣∣∣∣ 4(−1)k cos(kt)

k2(k4 − k2 + 1)

∣∣∣∣ ≤ 4
1

k4
.
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Pre k > 0 je funkcia f(k) = 1
k4

kladná a klesajúca, teda sṕlňa formálne predpo-

klady integrálneho kritéria. Pre odpovedajúci nevlastný integrál potom plat́ı

∞∫
1

1

k4
dk =

[
− 1

3k3

]∞
1

=
1

3
.

Ked’že nevlastný integrál konverguje, konverguje podl’a integrálneho kritéria (vid’.

Veta (1.8)), aj rad
∞∑
k=1

1
k4

. Podl’a Weierstrassovho kritéria (vid’. Veta (1.21)) teda

rad
∞∑
k=1

4(−1)k cos(kt)
k2(k4−k2+1)

absolútne a rovnomerne konverguje na R, t.j. aj na [−π, π].

Pŕıklad. Nájdite riešenie diferenciálnej rovnice 2.rádu

x′′(t) + 2x(t) = f(t), t ∈
⋃
z∈Z

(z, z + 1), (3.12)

kde f(t) je 1-periodické pred́lženie funkcie f ∗(t) = et, t ∈ (0, 1), vo forme Fourie-

rovho radu.

Riešenie. Pravú stranu (3.12) rozvinieme do Fourierovho radu (vid’. Poznámka

(1.21)):

f(t) =
A0

2
+
∞∑
k=1

Ak cos(2kπt) +Bk sin(2kπt)

A0 = 2

1∫
0

etdt = 2(e− 1)

Ak = 2

1∫
0

et cos(2kπt)dt =

∣∣∣∣u′ = et v = cos(2kπt)
u = et v′ = −2kπ sin(2kπt)

∣∣∣∣ = 2[et cos(2kπt)]10+

+2

1∫
0

et(2kπ) sin(2kπt)dt = 2(e− 1) + 2(2kπ)

1∫
0

et sin(2kπt)dt =

=

∣∣∣∣u′ = et v = sin(2kπt)
u = et v′ = 2kπ cos(2kπt)

∣∣∣∣ = 2(e− 1) + 2(2kπ)[et sin(2kπt)]10−
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−2(2kπ)

1∫
0

(2kπ)et cos(2kπt)dt.

Plat́ı Ak = 2
1∫
0

et cos(2kπt)dt. Potom dostávame

Ak = 2(e− 1)− (2kπ)2Ak ⇒ Ak =
2(e− 1)

1 + (2kπ)2
.

Integrál pre koeficient Bk vypoč́ıtame analogickým spôsobom ako v pŕıpade ko-

eficientu Ak a teda

Bk = 2

1∫
0

et sin(2kπt)dt =
4kπ(1− e)
(2kπ)2 + 1

.

Riešenie (3.12) hl’adáme v tvare Fourierovho radu, t.j.

x(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos(2kπt) + bk sin(2kπt).

Potom

x′′(t) =
∞∑
k=1

−ak4k2π2 cos(2kπt)− bk4k2π2 sin(2kπt)

a teda

∞∑
k=1

4k2π2 [−ak cos(2kπt)− bk sin(2kπt)]+2

[
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos(2kπt) + bk sin(2kπt)

]
=

= (e− 1) +
∞∑
k=1

2(e− 1)

(2kπ)2 + 1
cos(2kπt) +

4kπ(1− e)
(2kπ)2 + 1

sin(2kπt).

Porovnańım koeficientov dostávame

a0 = e− 1

−ak4k2π2 + 2ak =
2(e− 1)

(2kπ)2 + 1
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⇒

ak =

e−1
(2kπ)2+1

1− 2k2π2
=

e− 1

[(2kπ)2 + 1](1− 2k2π2)
(3.13)

−bk4k2π2 + 2bk =
4kπ(1− e)
(2kπ)2 + 1

⇒

bk =

2kπ(1−e)
(2kπ)2+1

1− 2k2π2
=

2kπ(1− e)
[(2kπ)2 + 1](1− 2k2π2)

. (3.14)

Riešenie (3.12) ide teda vyjadrit’ v tvare x(t) = e−1
2

+
∞∑
k=1

ak cos(2kπt)+bk sin(2kπt),

kde ak a bk sú definované vzt’ahmi (3.13) a (3.14) a t ∈ (z, z + 1), z ∈ Z.

Riešenie x(t) má teda tvar

x(t) =
e− 1

2
+ (e− 1)

∞∑
k=1

[
cos(2kπt)− 2kπ sin(2kπt)

(4k2π2 + 1)(1− 2k2π2)

]
.

Nakoniec je potrebné vyšetrit’ konvergenciu nájdeného Fourierovho radu. Pre

každé t ∈ R plat́ı:∣∣∣∣ 1

[(2kπ)2 + 1](1− 2k2π2)
[cos(2kπt)− 2kπ sin(2kπt)]

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 2kπ

(2kπ)2(1− 2k2π2)

∣∣∣∣ =

=
1

2kπ(1− 2k2π2)
≤
∣∣∣∣ 1

(1− 2k2π2)

∣∣∣∣ =
1

2k2π2 − 1
.

Pre k > 0 je funkcia f(k) = 1
2k2π2−1 kladná a klesajúca, teda formálne predpo-

klady integrálneho kritéria sú znovu splnené. Pre odpovedajúci nevlastný integrál

plat́ı

∞∫
1

1

2k2π2 − 1
dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t =
√

2kπ

dt =
√

2πdk

k = 1⇒ t =
√

2π
k =∞⇒ t =∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1√
2π

∞∫
√
2π

1

t2 − 1
dt = I.
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Pre doriešenie daného integrálu použijeme rozklad na parciálne zlomky

1

t2 − 1
=

A

t− 1
+

B

t+ 1

1 = A(t+ 1) +B(t− 1)

t = 1⇒ 1 = 2A⇒ A =
1

2

t = −1⇒ 1 = 2(−B)⇒ B = −1

2

1

t2 − 1
= −

1
2

t+ 1
+

1
2

t− 1
.

Pre integrál I dosadeńım uvedeného rozkladu tak dostávame

1√
2π

lim
s→∞

s∫
√
2π

(
−

1
2

t+ 1
+

1
2

t− 1

)
dt =

1√
2π

lim
s→∞

1

2
· [− ln |t+ 1|+ ln |t− 1|]s√2π =

=
1

2
√

2π
lim
s→∞

[
ln
s− 1

s+ 1
− ln

√
2π − 1√
2π + 1

]
=
−1

2
√

2π
ln

√
2π − 1√
2π + 1

∈ R.

Ked’že nevlastný integrál konverguje, konverguje podl’a integrálneho kritéria

(vid’. Veta (1.8)), aj rad
∞∑
k=1

1
2k2π2−1 . Podl’a Weierstrassovho kritéria (vid’. Veta

(1.21)) teda rad (e− 1)
∞∑
k=1

[
cos(2kπt)−2kπ sin(2kπt)
(4k2π2+1)(1−2k2π2)

]
absolútne a rovnomerne konver-

guje na R, t.j. aj na
⋃
z∈Z

(z, z + 1).
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Záver

Ciel’om tejto bakalárskej práce bolo zavedenie diferenciálnych rovńıc riešených

pomocou funkcionálnych radov. Prácu možno rozdelit’ na teoretickú a praktickú

čast’. Vybudovaniu teoretického základu potrebného pri samotnom riešeńı daného

typu diferenciálnych rovńıc sa venujú prvé dve kapitoly. V tejto časti sú zavedené

základné pojmy ohl’adom nekonečných radov a diferenciálnych rovńıc, ktorých

znalost’ je nevyhnutným predpokladom pri riešeńı úloh, ktorým sa venuje po-

sledná kapitola.

Tretia, posledná, kapitola je dôvodom zavedenia pŕıslušnej teórie a teda najdô-

ležiteǰsou v celej práci. Túto teóriu v nej aplikujeme postupne pri riešeńı dife-

renciálnych rovńıc pomocou Taylorových a mocninových radov v prvej a v dru-

hej sekcii a pomocou Fourierových radov v poslednej, tretej, sekcii tejto kapi-

toly. Stručný úvod k jednotlivým, špeciálnym, typom rovńıc poukazuje na ich

dôležitost’ v praxi.

Táto práca môže byt’ použitá ako vhodný pŕıpravový materiál na skúšky, ale

tiež na rozš́ırenie obzorov v oblasti diferenciálnych rovńıc, konkrétne ich riešeńı

pomocou, už spomı́naných, funkcionálnych radov.
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fourier-series-applications-differential-equations/
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