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1 Uvod

Tématem préce je ivod do teorie fraktali a fraktalni geometrie. Cilem je
predevsim zavedeni zakladnich pojmiu (vztahujicich se k fraktalu a fraktalni
nost v praci budeme vénovat metodam konstrukee fraktalii uzitim vypocetni
techniky. V prvni ¢asti prace se budeme vénovat definicim fraktala a jejich
klasifikaci a predstavime si nékteré piiklady. Nasledné se budeme zabyvat
konstrukei fraktal pomoci dvou algoritmi. V zavérecné cCasti se zamérime
na pojem fraktalni dimenze a na odhad této dimenze pro nematematické
fraktaly.

Cilem této prace je vytvorit souvisly zaklad do teorie fraktalu, ktery ma
byt (v souladu se zadanim prace) srozumitelny absolventiim stfednich skol ¢i
gymnazii. Z tohoto duvodu klademe v praci vétsi diraz na nazornost a de-
monstraci zavadénych pojmu na piikladech a také se omezime pouze na frak-
taly v nejvyse tfidimenznim prostoru.



2 Geometricky utvar

V této kapitole si vysta¢ime s intuitivni pfedstavou ,,geometrického utvaru®.
Jako priklad poslouzi kterékoliv rovinné utvary, jako je napiiklad tusecka,
¢tverec, kruznice nebo prostorova télesa krychle, koule, atd. Pracujme nyni
pouze s témi utvary, které jsou ,ohrani¢ené“ (tedy lze je umistit napiiklad do
koule — proto vyluc¢ujeme z tvah napiiklad polorovinu, ihel apod.). Spole¢nou
vlastnosti téchto objektil je moznost stanoveni jejich obvodu, obsahu a ob-
jemu, podle toho, zda-li se jedné o kfivku, rovinny ttvar nebo téleso. Vy-
sledkem je vzdy konkrétni jednoznac¢né urcené ¢islo. V této praci se budeme
zabyvat fraktaly. Jedné se o geometrické utvary, které maji z tohoto pohledu
paradoxni chovani. Ukazeme si piiklady téles, majici nulovy objem a neko-
necny povrch a také rovinnych atvart s nulovym obsahem a nekoneénym
obvodem.

Usecka, piimka nebo kifivka maji dimenzi rovnu 1. To znamena, Ze polohu
bodu na ttvaru s dimenzi 1 1ze ur¢it jednim parametrem (jednou soufadnici
- realna osa z). To, Ze néjaka kiivka ma dimenzi 1 nebo je tzv. jednorozmérna
neznamena, ze je umisténa v jednorozmérném prostoru ale, ze polohu bodu
na dané kiivce lze uréit pouze jednim parametrem.! Pifkladem miiZe byt
kruznice. Ziejmé se jedné o jedno-dimenzni tutvar, ktery ale musi byt umistén
v roviné (tedy jedné se o ¢ast roviny).

Ctvercova plocha, kruh, n-tthelnik apod. maji dimenzi rovnu 2. V tomto
pripadé uz k popisu jeden parametr nestaci, a proto pro urceni bodu na
plose potiebujeme parametry 2 (nebo také dvé souradnice - rovinna kartézska
soustava soufadnic x a y).

Té¢lesa jako jsou napfiiklad krychle, koule nebo také prostor kolem nés
maji dimenzi rovnu 3. Analogicky jako u predchozich dvou dimenzi, tak i tady
potiebujeme tentokrat 3 parametry na uréeni bodu v prostoru (prostorova
kartézska soustava soufadnic z, y a z).

!Obecné parametrizace (kiivky, rovinného ttvaru nebo télesa) musi byt spojitd. Coz
znamend, Ze plynulym posunem bodu v objektu se mi plynule (spojité) méni i dané para-
metry a opacné.



Dalsim vyraznym topologickym paradoxem fraktalu je pravé nemoznost
nalezeni jeho dimenze popsanym zptusobem (presnéji fec¢eno standardni topo-
logick4 dimenze? neméa k objektu piirozeny vztah). Teorie fraktali nAm umoz-
nuje zavést takzvanou fraktalni dimenzi geometrickych atvari, kterd v pii-
padeé kiivek, rovinnych utvari nebo téles maji dimenzi stejnou jako je jejich
topologicka dimenze, ale v pripadé fraktali mize byt fraktalni dimenze libo-
volné kladné realné ¢islo. Klasické geometrické atvary jsou z tohoto pohledu
hladké, naopak vlastnosti fraktala je jejich nekonecna ¢lenitost.

2Topologickd dimenze je klasickd dimenze v matematickém svété, a proto kdyZ se
mluvi o dimenzi a neni jasné o kterou jde, pak se jedna o topologickou. Fraktdly maji
topologickou i fraktalni dimenzi.



3 Fraktaly

Zaméime se nejprve na myslenku, ktera nam nasledné umozni formalné defi-
novat pojem fraktal. V této praci budeme fraktalem chapat ttvary, které jsou
nepravidelné a clenité, a které jsou sobépodobné. To znamena, ze v kterékoli
své ¢asti nalezneme kopii celého fraktalu®. Fraktaly nelze jednoduse popsat
pomoci standardniho aparatu Euklidovy geometrie, tedy pomoci teorie hlad-
kych nebo dokonce linearnich (rovnych, piimych) atvara. Historicky bylo
studium Euklidovy geometrie povazovano za dostatecné pro modelovani re-
alného svéta, resp. Euklidova geometrie byla vhodné pro vytvareni klasickych
fyzikalnich teorii. Pozdéji se v8ak ukazalo, Ze slabinou je nemoznost jedno-
duchého popisu slozitych téles, se kterymi se ovsem kazdodenné setkavame.
Napriklad podrobny popis objektti, které se nachazi v pfirodé jenom aparé-
tem Euklidovy geometrie je velice obtizny a v plném disledku nemozny tkol.
Popis téchto téles by byl dan sloZitou a nepfehlednou rovnici*. Teorie frak-
talu, presnéji frdktdlni geometrie, je motivovana pravé potiebou zjednodusit
vniméani a popis takovychto téles. Fraktalni geometrie nam otevira okno do
jiného vesmiru, protoze pirekonédva mnoho omezeni typické pro Euklidovské
pojeti geometrie. Libovolné objekty, které nalezneme v piirodé lze popsat,
nebo alespont velmi presné modelovat metodami fraktalni geometrie.

Slovo ,fraktal“ poprvé pouzil védec Benoit B. Mandelbrot, podle latin-
ského slova fractus (zlomeny, rozbity). Mandelbrot navéazal na vyzkum Ri-
chardsona, jenz se snazil zmérit délku pobfezi Korsiky. Mandelbrot méril
délku pobrezi Velké Britanie a zjistil, Ze délka pobtezi na turistickych ma-
pach je 2x az 3x delsi nez na satelitnich mapach. Duvod je prosty. Turistické
mapy jsou presnéjsi, a tudiz odhaluji detaily, které na satelitnich mapéch
nebyly zachyceny. Timto Mandelbrot zjistil, Ze délka pobiezi mérena znova
mensim a mensim méfidlem dava presnéjsi, ale vétsi vysledek. Navic by pla-
tilo, ze timto zpresnovanim bychom se neptiblizovali k néjakému ,,zcela pres-
nému vysledku“, ale vysledek by se zvétsoval nade vSechny meze (rostl by
do nekonec¢na). Tudiz dokézal, ze délka pobteZi je nekonecéné dlouhé, coz je
i jedna z dilezitych vlastnosti kiivkovych fraktalu. Kiivkové fraktaly maji
nekoneény obvod, ohrani¢ujici pouze kone¢nou plochu (plochu s koneénym
obsahem). Mandelbrot tedy mohl oznacit pobfezi ostrova za fraktal.

3Jak si ukazeme déle, toto pojeti je jenom jedno z nékolika moznych. V nékterych
definicich se setkdme s tim, Ze se v samotném fraktalu neopakuji kopie celého fraktalu,
ale pouze nékteré jeho ¢asti. V nejobecnéjsim pfipadé nemusi jednotlivé ¢asti byt pfimo
podobné, ale mohou byt néjakym zpisobem (i ndhodnym) pozménény.

4Mame na mysli obecné rovnice objektu ve smyslu Afinni geometrie.



Klasické (nejjednodussi) fraktaly byly objeveny mnohem dfive, nez se
jimi Mandelbrot zabyval, ale teprve on nalezl zpusob, jak fraktaly popsat
a systematicky studovat. Také s pomoci jinych matematiki vytvofil jiz zmi-
nénou fraktalni geometrii. Benoit B. Mandelbrot je také oznacovéan za ,,otce’
fraktalni geometrie.

Prvni pfedstavu o fraktélech si muzeme udélat na nasledujicim prikladu.

FoRoN

P

Obrazek 1: Kochova Kiivka: Horni fadek - 0., 1. a 2. krok ; Spodni fadek -
5. krok

Utvar vznika postupné tak, Ze zatneme s prvnim ttvarem tseckou, a poté
vzdy prostiedni tifetinu vSech tsecek nahradime stejné dlouhymi tseckami,
které dopliuji tuto tfetinu do rovnostranného trojuhelniku. Fraktalem je po-
tom tzv. limuitni utvar, tedy ten, ktery vznikne po ,,opakovini nekonecné
mnoha® kroki.

Tento fraktél se nazyva Kochova krivka (viz. Kapitola 3.2.2 ) a je jednim
z nejjednodussich fraktala. Vidime, Ze jsme z Gsecky, ktera je klasické téleso
Euklidovy geometrie, dokézali vytvorit Kochovu kiivku, ktera uz je soucasti
fraktalni geometrie. Na obrazku vidime pouze par kroki tvorby kiivky, ale
krivka se vytvari az do nekonecna a tedy ma jiz zminénou vlastnost, ze jeji
obvod je nekonec¢ny.



Jesté si mizeme vSimnout nékterych dalsich vlastnosti této kiivky:

e Kiivka je spojita, nikde samu sebe neprotind a v zadném bodé nema
derivaci.

— Tim, Ze nemé derivaci chapejme to, ze v zadném bodé neexistuje
tecna.

e Kiivka je sobépodobné, nebo-li tzv. invariantni vzhledem ke zméné
meéritka.

— Priblizime-li si libovolné tuto krivku, tak vzdy bude obsahovat
presnou kopii zédkladniho objektu.

e Jak jsme uvedli, tato kiivka je fraktal, pak tedy ma i svoji fraktalni
dimenzi, ktera ji charakterizuje. Fraktalni dimenze Kochovy krivky je
1,2619.

— Coz znamena, ze pokud bychom se na tuto kfivku divali z pohledu
Eukleidovské geometrie, pak by kfivka byla néco mezi piimkou
(Topologickd dimenze piimky je 1) a plochou (Topologicka di-
menze plochy je 2). ProtoZze je fraktalni dimenze blize jedné, je
tato kiivka méné c¢lenita.

Nyni se muzeme pokusit fraktal definovat formalné.

Zpusobu, jak lze fraktél definovat je vice. Nasledujici tii definice jsou jen
nékteré z nich. V literature se ale mizeme setkat i se zcela odlisSnymi pohledy.

Prvni definice je pravé ta, kterou si autori vymysleli a proto je z mate-
matického pohledu nepresnd a pro matematiku tézko pouzitelna. Prestoze
2. definice byla zformulovana ,otcem fraktalni geometrie, tak opét nam
presné nedefinuje fraktal. Pouze nam intuitivné umozni fraktaly rozpoznat.
A7 posledni definice nam korektné definuje fraktal a tedy je ze vSech téchto
definic nejpfesnéjsi a pro matematickou stranku véci pouzitelna.

10



Definice 1 [15] Fraktdl je nekonecné clenity tvar.

Opakem nekonecné ¢lenitého atvaru je geometricky (hladky) atvar, coz
jsou jiz zminéné Euklidova télesa.

Definice 2 (Mandelbrotova) Fraktdl je objekt, jehoZ geometrickd struktura
se opakuje v néem samém. Fraktdly se déli na sobépodobné a sobépiibuzné.

Sobépodobnosti a sobépfibuznosti se vénujeme v kapitole 3.1. Prozatim
si postac¢ime s definici, ktera sobépodobny fraktal definuje jako geometricky
utvar obsahujici v kazdé své ¢asti utvar, ktery je presnou kopif celého fraktalu.
Sobéptibuzny fraktal je na druhou stranu takovy, kde ta kopie nemusi byt
iplné pfesna.

Nésledujici definice obsahuje pojem fraktalni dimenze, ktery bude vice
priblizen pozdéji a formalné definovan v Kap. 5.

Definice 3 (Mandelbrotova) Fraktdl je mnoZina, jejiz fraktdlni dimenze pre-
vysuje jeji topologickou dimenzi.

Fraktalni dimenze je kladné realné ¢islo, které udava miru ¢lenitosti (slo-
Zitosti) objektu a ,,vyplnéni dimenze“ (pfimky, plochy, prostoru) danym ob-
jektem.

Nyni se vénujme rozdéleni fraktali. Uz jsme se zminili, ze fraktély délime

podle definice na sobépodobné a sobépribuzné. Tato klasifikace je zakladnim
rozdélenim.

11



Dalsf déleni rozlisuje fraktély podle konstrukce danym algoritmem.®

e Algoritmus IFS (Itera¢ni funkéni systém)

— Konstruuje fraktaly pomoci afinnich transformaci (viz. Kapitola 4.1),
které se porad opakuji, az ,,do nekone¢na®. Fraktal je tedy limit-
nim utvarem.

e Algoritmus TEA

vvvvvv

— Tento algoritmus je slozitéjsi nez predchozi. Ke konstrukei vyu-
ziva komplexni rovinu a jeho tcelem je vybarvovani dané mnoziny
podle toho, zda dany bod prekrocil uzivatelsky stanovenou hranici
nebo ne. Timto algoritmem se v této praci zabyvat nebudeme.

V této praci se také zaméfime na konstrukcei fraktéli pomoci L-Systému.

Tento systém neni algoritmus, a proto nemiize byt zafazen vyse, ale je
to pouze programovaci jazyk, ktery nam jednoduSe vytvari kiivkové frak-
taly. Tento systém je zalozen na pohybu kurzoru, ktery se tradi¢né nazyva
wzelvicka®. Kurzor nam vykresluje kiivky podle zadanych parametri (viz. Ka-
pitola 4.2).

Algoritmy obecné délime na:
e Deterministické

— Matematické fraktély. Neexistuje zadna nahoda a algoritmus dany
fraktéal vytvori pokazdé stejné.

e Stochastické

— Je opakem deterministického. V algoritmu pouzivame pravdépo-
dobnost danych operaci nebo do algoritmu zahrneme nahodu. Ji-
nak feceno, algoritmus pokazdé vytvori jiny fraktal.

5Pod slovem algoritmus si predstavujme sled operaci, které se vykonéavaji postupné.
Naprtiklad v bé&Zném zivoté je algoritmus recept na vafeni nebo navod na sestaveni néjaké
véci.
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3.1 Sobépodobnost (Self-similarity)

O tutvaru fekneme, Ze je sobépodobny, jestlize kazdé jeho ¢ast obsahuje pTes-
nou kopii celého fraktalu. Sobépodobnost se obecné v matematice nazyva
invariance vzhledem ke zméné méritka. Sobépodobné fraktély vznikaji pouze
matematickou konstrukci. Nyni se zaméime na definici sobépodobné mno-
ziny.

Definice 4 Sobépodobnd mnozina W 3-dimenziondlniho Euklidovského pro-
storu® By je takovd mnoZina, pro niZ existuje konecné mnoho podobnijch zob-
razeni wy..., w, takovych, Ze W wvznikne jako:

W= Uwi(W)

Sobépodobna mnozina se také da definovat pomoci podobnosti. A to tak,
ze kazda oblast sobépodobné mnoziny obsahuje mnozinu, ktera je podobné
celé mnoziné.

Naprt. kruznice neni sobépodobné, protoze jeji ¢asti jsou oblouky a ty
nejsou podobné kruznici. Ale napriklad kruh je sobépodobné mnozina pro-
toze, kdyz se zaméifime na libovolnou ¢ast kruhu, tak v té ¢asti dokdzeme
nalézt kruh.

Z tohoto pohledu miizeme vyslovit hlavni myslenku piedchozi definice,
ktera 1ika, ze sobépodobnid mnozina mé konecné mnoho c¢asti, které jsou
podobné pivodni mnoziné.

61ze definovat obecné pro n-dimenzionalni prostor
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Sobépodobna mnozina ma nékolik vlastnosti, které plati i pro ostatni
matematické fraktaly:

e Sobépodobné mnozina vzniké opakovanim sebe sama pii urc¢itych trans-
formaci.

— V této préaci chapeme tyto transformace jako afinni transformace
v prostoru Rs.

e Sobépodobné mnoziny jsou invariantni vzhledem ke zméné métitka.

— Pokud si tyto mnoziny libovolné pfiblizime, tak v dané oblasti
nalezneme pfesnou kopii ptivodniho objektu.

e Sobépodobné mnozina vznika sama ze sebe.

— Za pouziti afinnich transformaci vznikéd opakovanim zékladniho
motivu.

Sobépodobnost rozlisujeme dvéma zptsoby. Na Pfesnou sobépodobnost
a Statistickou sobépodobnost.

3.1.1 Presna sobépodobnost

Do této skupiny patii fraktaly vytvorené deterministickym algoritmem. Tyto
fraktaly jsou pravidelné, a tedy neobsahuji Zadnou nahodilost. Ptikladem
takovych fraktali je Cantorova mnozina, Sierpiniského trojihelnik, Kochova
kiivka a dalsi nestochastické (deterministické) fraktaly.

(Viz Priloha: str. 72 - 81)

Obecné definice sobépodobné mnoziny se vice vztahuje k pfesné sobépo-
dobnosti.

14



3.1.2 Statistickd sobépodobnost

Statisticky sobépodobné fraktaly modeluji ttvary velmi piibuzné tém, se
kterymi se miizeme setkat v realité. Hlavni myslenkou je zahrnuti ndhody do
algoritmu. Tedy tyto fraktély jsou vytvareny stochastickymi algoritmy. Tim
dosdhneme toho, Ze stejné jako v prirodé nam stejnym algoritmem vznikaji
rozlisné utvary. Nahoda pfi konstrukci fraktali ma vliv na jeho tvar a vlast-
nosti (napf. fraktalni dimenzi). Formalni definice statistické sobépodobnosti
je nasledujict:

Definice 5 Statisticky sobépodobnd mnozina W 3-dimenziondlniho Euklei-
dovského prostoru Es je takovd mmnoZina, kterd je sjednocenim konecného
poctu zmensenyjch kopii sebe samé pri afinnich transformaci wy..., w, a plati:

W = Uwi(W),

kde zmensené kopie w;(W') maji stejné statistické vlastnosti jako mnozina
W. Tyto mnoziny se nazyvaji statisticky nerozlisitelné.

Ted jsme si fekli, Ze mame pravidelné fraktaly a jejich nahodné verze.
Existuji také fraktaly, které nejsou sobépodobné, a ve kterych nahoda nefi-
guruje. Proto byla vytvorena nova skupina fraktald, ktera se nazyva Sobé-
pribuznost (Self-affinity). Tyto fraktély se odlisuji od sobépodobnych tim, ze
jejich ¢ast (pribliZeni) je pouze afinnim obrazem’ zakladniho objektu. Presné
i statisticky sobépodobné fraktaly se vytvareji pouze matematicky a snazime
se priblizit pfirodé. Sobépiibuzné fraktaly lze vytvaret matematicky, ale také
je lze nalézt ptimo v prirodé. Piikladem sobépiibuznych fraktali jsou tzv. Ju-
liovy mnoziny a Mandelbrotova mnozina.

" Afinni obraz je vysledkem afinni transformace. Afinni obraz objektu si také lze pred-
stavit jako pribliznou zdeformovanou ,kopii“ daného objektu.

15



3.2 Priklady fraktala

3.2.1 Cantorova mnozina

Definice 6 Necht mdme isecku na intervalu (0,1). Nyni odebereme pro-
stredni tretinu usecky, nebo-li nam vzniknou dvé iusecky o intervalech <O, %>
a <§, 1>. Na vzniklé usecky pouzijeme danou metodu znovu. Tedy odebrdanim
prostiednich tretin dostaneme intervaly <0, é> ; g, g> ; <g, g ; <%, 1>. Pokud
bychom timto zpisobem postupovali aZ do nekonecna dostaneme tzv. Canto-
TOVU MNOZINU.

Obrazek 2: Cantorova MnoZina

Ve vysledku je Cantorova mnozina tvofena body, které vzniknou po ne-
koneéné mnoha iteracich (jedna se o limitni utvar). Topologickd dimenze
Cantorovi mnoziny je 0 a vzhledem k tomu, Ze se jedna o nespojity systém
bodt, je fraktalni dimenze rovna 0,6309. Jak tedy vidime, Cantorova mnozina
je néco mezi bodem (dimenze 0) a kfivkou (dimenze 1). Cantorova mnozina
patii do mnoziny sobépodobnych fraktali.

16



Vlastnosti Cantorovi mnoziny jsou:

e Nespocetna

— Existuje prifazeni, které jednozna¢né priradi kazdému redlnému
¢islu bod v Cantorové mnoziné a naopak.

e Nema izolované body

— Neexistuje okoli U zddného bodu z € C, kde symbolem C rozu-
mime Cantorovu mnozinu, takové aby platilo: U N C = x.

e Jc uzaviena

17



3.2.2 Kochova kfivka

K vytvoreni nasledujiciho fraktalu budeme potiebovat tzv. Inicializdtor a Ge-
nerdtor.

Definice 7 Inicializdtor je néjakyj jednoduchy geometricky objekt (nap. Usecka)
a generdtor je objekt, kterym se inicializdtor nahrads.

Definice 8 UvazZujme jako inicializdtor usecku a jako generdtor méjyme usecku,
u které odebereme prostredni tretinu jako v pripadée Cantorovi mnozZiny, a na-
hradime 71 dvéema tseckami, z nichZ kazZdd md délku jedné tretiny wvaZované
usecky, do podoby rovnoramenného trojuhelniku. Jakmile bude generdtor ho-
tovy, tak vsechny objekty v ném, které maji tvar inicializdtoru se opét nahradi
generatorem. Tak se postupuje aZ do nekonecna. Vysledny objekt se nazyvd
Kochova kvivka. 8

RN

S PPN S U o

Obrazek 3: Kochova Kiivka

Topologicka dimenze: 1
Fraktalni dimenze: 1,2619

8V jinych literaturach se mizete setkat s tim, Ze Kochovu kiivku objevila Zena, ale neni
tomu tak. Byl to §védsky matematik Niels Fabian Helge von Koch.
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3.2.3 Kochova (Snéhova) vlocka

Je analogii Kochovy kiivky, ale za pouziti inicializatoru jako trojuhelniku.

Obrazek 4: Kochova Vlocka

Vlastnosti:

e Kiivka sebe sama nikdy nikde neprotne.
e Obvod kochovy vlocky je nekonecné dlouhy.

e Obsah kochovy vlocky je kone¢ny.
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3.2.4 Peanova krivka
Inicializator: Usecka

Generator: Usecka rozdélend na tietiny a prostfedni tfetina je nahrazena
7 useckami ve tvaru domina (viz. Obr. 5)

Obrézek 5: Peanova Krivka

Topologicka dimenze: 1
Fraktalni dimenze: 2

Na tomto prikladu vidime, Ze fraktalni dimenze je celé ¢islo a tedy podle
nékterych definic, které tikaji, ze fraktalni dimenze neni celociselna, by tahle
kiivka nebyla fraktalem. Existuji i fraktaly, které maji celo¢iselnou fraktalni
dimenzi, ale tyhle fraktaly jsou ve svété fraktalni geometrie vyjimkou. Jeli-
koz Peanova kiivka mé fraktalni dimenzi rovnu 2, tak to znamené, Ze Gplné
vypliuje ¢ast roviny.
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3.2.5 Sierpinského trojihelnik

Definice 9 Necht mdme rovnoramenny trojuhelnik. KaZdou stranu rozde-
lime na poloviny a pilici body spojime. Vznikne nam tak mensi trojuhelnik
uvnitt naseho rovnoramenného trojuhelniku. Tento mensi trojuhelnik odebe-
reme. Vzniknou ndm tak tri mensi rovnoramenné trojuhelniky. Na tyto troj-
thelniky opét pouzijeme zminénou metodu. Pokud bychom timto zpisobem
postupovali aZ do nekonecna dostaneme tzv. Sierpinského trojuhelnik.

Obrazek 6: Sierpiniského trojihelnik

Topologicka dimenze: 1
Fraktalni dimenze: 1,5849

I kdyz se nam zdé, ze vznikly objekt musi mit néjaky povrch, neni tomu
tak. Sierpinského trojuhelnik je tvofen spojitou kiivkou a obsah plochy je
nulovy. Ackoliv to nemusi byt na prvni pohled zrejmé, topologickd dimenze
Sierpiniského trojuhelniku je 1 (kfivka), ale fraktalni dimenze je 1,5849. Z toho
vidime, Ze se jedna o stfedné ¢lenitou kiivku.
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3.2.6 Sierpiniského koberec

Analogické konstrukce Sierpinského trojuhelniku se da zavést i na ¢tverci.
Pivodni étverec rozdélime na 9 mensich shodnych étvereckii a prostiedni
odstranime. Tento krok pouzijeme na zbyvajicich 8 ¢tverecki, atd.

Obrazek 7: Sierpiriského koberec

Topologicka dimenze: 1
Fraktalni dimenze: 1,8928

Podle fraktalni dimenze si muzeme vSimnout, ze Sierpiriského koberec
pomérné dobfe vyplhuje ¢ast roviny, ale ne tak dokonale jako Peanova ktivka.

Pokud bychom zminénou analogii pouzili na krychli, dostaneme nésledu-
jict fraktéal.
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3.2.7 Mengerova houba

Téleso, v naSem piipadé krychle, je rozdélena na 27 krychlicek. Podle Sier-
pinského koberce se vzdy odstrani prostfedni krychlicka na kazdé sténé, ale
navic musime odebrat jesté prostifedni krychlicku celé krychle. Ziustane nam
20 krychli¢ek, na které tento krok zopakujeme, atd. (viz Obr. 8)

Vzniklé téleso (opét po nekoneéné mnoha iteracich) ma nekone¢né maly
objem, ale nekone¢né velky povrch.

Obrazek 8: Mengerova houba

Topologicka dimenze: 2
Fraktalni dimenze: 2,7268
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3.2.8 Kvadraticky Kochiv povrch 3D (typ 1)

Inicializator: Ctverec

Generétor: Ctverec rozdéleny na 9 mensich (jako v pifpadé Sierpiriského ko-
berce) a prostfedni ¢tverec se nahradi plastém krychle bez spodni podstavy.
(viz. Obr. 9)°

Obrazek 9: 1. Iterace

Opét se dany krok pouzije na kazdy ¢tverec. V naSem piipadé na 13 ¢tvercii,
atd. Vysledkem je fraktal (po 3 iteracich):

o I A o

Obrézek 10: 3. Iterace

Topologicka dimenze: 2
Fraktalni dimenze: 2,3347

Yoba dva obrazky byly pfevzaty z: http://www.fractals.webz.cz/fraktalypri.htm
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4 Konstrukce fraktala

4.1 Iterujici funkcéni systém

Tento algoritmus je zaloZen na principu elementérnich afinnich transformaci.
Za elementéarni afinni transformace povazujme zménu méfitka, posunuti a ro-
taci. Princip algoritmu je ten, Ze se dané elementérni afinni transformace
cyklicky opakuji.t’ Nyni si tento pojem zadefinujeme formalné.

Definice 10 Pokud na dang objekt pouzijeme nékterou z uvedengch operaci:
zmeéna meéeritka, posun, rotace nebo sloZeni téchto operact, tak vyslednou trans-
formaci budeme nazjvat Elementarni Afinni transformace.

Poznamka 1 Muzeme se setkat i s tim, Ze elementarni afinni transformace
se téz nazyvaji jako afinni geometrické transformace. Ve zbytku této prace
budeme elementarni afinni transformace nazyvat pouze jako afinni transfor-
mace.

Matematicky popis afinnich transformact:

X\  [Tr1cosp —rasiny x e
" <Y) N (r1 sing Ty cos¢> ' (y> + (f) (1)

Po vynésobeni matic a pro lepsi pfedstavu mame néasledujici popis:

W(X) = 1108 -X—Tosiney -y+e

w(y) = rising-x+rycost -y +f,

kde r; a ro nam urcuji zmenseni daného objektu podle os x a y, thly
¢ a ¥ nam urcuji otoceni objektu podle os z a y a ¢isla e a f nam urcuji
posun daného objektu podle os = a y.

Pro lepsi manipulaci s témito transformacemi se pouziva zjednodusSeny

(2 =)0+ () g

10Mezi viechny afinni transformace patif zména méiitka, posunuti, rotace, zkoseni, sou-
mérnost nebo slozeni predchozich.
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w(u) =(a,c)

[e.1] wv) = (b, d)

v=(0,1)

[0,0]’ u=(1,0) X

Obrazek 11: Grafické zobrazeni vztahu (2)

Ukéazka afinnich transformaci:

Obrazek 12: Pivodni objekt - Posun - Zmenseni - Rotace

Opakovanim afinnich transformaci na jednotlivé ¢asti objektu dosahneme
toho, Ze se z jednoduchého objektu postupné stava fraktal. Ted uz jenom zé-
lezi na tom, jak dané transformace budeme pouzivat. Pokud vSechny trans-
formace budeme pouzivat pravidelné, pak dostaneme fraktal sobépodobny.
Na druhou stranu, pokud bychom do algoritmu zahrnuli ndhodu nebo prav-
dépodobnost pouziti dané transformace, pak dostaneme fraktal statisticky
sobépodobny. ,,Nidhodou* se zde mysli to, ze dana ¢isla rq, ry, e, f a thly
@ a 1 se generuji ndhodné bez zasahu uzivatele. To ale neznamené, Ze se
hodnoty generuji zcela libovolné. Nahodné generovana ¢isla jsou nalezena
pomoci specidlnich metod, abychom zabranili vzniku ttvaru, ktery by nebyl
fraktalem. Déle lze konstruovat fraktaly zadanim afinnich transformaci a je-
jich pravdépodobnosti. Fraktél je potom generovan ndhodné, ale pouze uzitim
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zadanych transformaci (s ohledem na jejich pravdépodobnost). Pravdépodob-
nost je jednodussi nez nahodné generovana ¢isla, protoze u pravdépodobnosti
nam jenom pribude parametr p, ktery je udavan v % nebo jejich desetinnych
verzich (33% nebo 0, 33). Soucet vSech hodnot p musi byt 100% nebo 1. Al-
goritmu, ktery vyuziva ndhodné generovana ¢isla nebo pravdépodobnosti se
pak tikd Hierarchicky IFS. Tento algoritmus je pouzivanéjsi nez klasicky IFS
z toho duvodu, Ze 1ze konstruovat fraktély, které maji svoje zastoupeni v re-
alném sveté. Také se pouziva napiiklad pii vytvareni hor a planet ve filmech
nebo pocitacovych hrach.

Ke konstrukei danych fraktala se obvykle nepouziva pouze jedna transfor-
mace, ale vice. Napiiklad pro Sierpinského trojuhelnik se pouzivaji tii a pro
Kochovu kiivku se pouzivaji ¢tyfi. Z daného vztahu pro afinni transformace
Ize vidét, Ze je pouzivame na plose, ale 1ze je pouzit i v nizsich dimenzich nepo-
uzitim osy y. Prikladem miize byt Cantorova mnozina, ktera vyuziva afinnich
transformaci pouze na ose x. Stejné tak lze postup pouzit pro prostory vyssi
dimenze. Sestrojit trojrozmérny fraktal by nebylo tézké, jak muzeme vidét
na piikladu Mengerovy houby, ale teoreticky popis afinnich transformaci je

Ve wev s

Pouziti afinnich transformaci rozdélujeme do dvou skupin:

e Deterministické
— Presné sobépodobné fraktaly, pouziva se klasicky algoritmus IF'S.
e Stochastické

— Statisticky sobépodobné fraktaly, pouziva se Hierarchicky IF'S.
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Pouziti IFS

V této kapitole se zaméfime na pouziti algoritmu IFS, zejména se zamérime
na vyznam parametri a, b, ¢, d, e, f (viz. Vztah (2) a Obr. 11) a ukazku algo-
ritmu IFS na jednoduchych prikladech.

Posunuti

Viz Priloha: Posun (str. 67)

Z tabulky a obrazku vidime, Ze hodnoty e a f nam urcuji posun podle os
x a y. Nebo-li ptivodni obrazek v ptiloze byl posunut o 3 po ose x a 0 2 po ose
y. Hodnoty e a f, jak uz vime z teorie, tak nejsou zavislé na ostatnich hodno-
tach. To znamena, Ze at jsou hodnoty a, b, ¢, d jakékoliv, tak e a f nam vzdy
urcuje posun objektu na dané souradnice. Objekt posouvame od stiedu sou-
stavy souradnic, tedy od bodu [0,0]. Protoze obrazky v piiloze jsou vSechny
tvofeny tak, ze bod [0,0] je v jejich levém rohu, je tedy vysledny posun vzhle-
dem k levému rohu. Zbylé hodnoty v tabulce si vysvétlime nasledné.

Zmenseni

Viz Pfiloha: ZmenSeni (str. 68)

Nyni si vSimnéme, Ze hodnoty e a f jsou nulové, tzn. ze objekt nebude
posunut. Zabyvejme se nyni hodnotami a, b, ¢, d. Pokud se hodnoty b a ¢ rov-
naji nule, pak to znamené, Ze bud r; a ry jsou nulové, v takovém piipadé
jsou vSechny hodnoty nulové (a,b,c,d), a nebo thly ¢ a 1 se rovnaji nule.
V naSem pripadé plati druhéd varianta. Jelikoz mame nulové dhly, pak nés
objekt nijak neota¢ime, ale pouze ho zmensujeme (resp. zvétsujeme). Podle
tabulky vidime, Ze hodnota a = § a d = 1 . Ze vztahu (1) lze snadno odvodit,
7e hodnota r; = % ary = % . Tedy na obrazku v piiloze vidime, Ze nas objekt
byl zmensen na polovinu podle osy x a na ¢tvrtinu podle osy y. Kdyz se
ted podivame na piedchozi priklad, pak si lze vS§imnout, Ze hodnoty a a b se
rovnaji 1. Coz znamend, ze objekt nezvétSujeme ani nezmensujeme.

Miizeme si vSimnout, ze pokud budeme chtit objekt jenom posouvat, pak
musime vzdy mit a = 1 a d = 1. Nastavime-li hodnoty a = d = 0, potom
nam objekt zkolabuje do nulového bodu. Chceme-li dosdhnout stabilntho
neménného stavu, musime nastavit a = d = 1. Ostatni hodnoty jsou nulové.
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Rotace

p=0";9p=45";m=1;m=1
Viz Pfiloha: Rotace - podle x (str. 69)
w=45"; ¢Yp=0";1r1=1;rp=1

Viz Pfiloha: Rotace - podle y (str. 70)

Jako posledni transformaci zde uvadim rotaci. Na obr. A vidime otoceni
objektu podle osy x a na obr. B podle osy y. Rotace probiha ,jako by* do
prostoru. Obr. B si lze taky predstavit, jako bychom otevirali dvete (od nas).
P1i posunu nebo zmenseni je vypocet jednoduchy (napf¥. objekt chceme 5x
zmensit, pak ddme hodnotu 0.2, objekt chceme 5 x zvétsit, pak ddme hodnotu
5). Pro posun sta¢i do hodnot e a f zadat soufadnice sméru, kterym chceme
dany objekt posunout. Pro rotaci uz vypocet tak jednoduchy neni. Musime
spravné nastavit hodnoty a, b, ¢, d tak aby splhovali vztah (2).

Zatim jsme zkouSeli otacet objekt pouze podle os, ale ted se vénujme
tomu, co se stane, kdyz pouzijeme oba dva thly zarovei.

w=45°; Y =45°; ri=1;ry=1

Viz Priloha: Rotace - podle x i podle y (str. 71)

Z obrazku v pfiloze vidime, Ze pii pouziti dvou stejnych dhla se uz ne-
dostavame jako by“ do prostoru. Uhel 45° je mezi osou z a spodni hranou
objektu. Vice pouziti rotace, zmenseni a posunu je ukdzano na nasledujicich
konkrétnich prikladech.
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Cantorova mnozina:

1
1. a 2. transformacell: p =0°; ¢ =0°; ri==; ro = 3
Viz Priloha: Cantorova mnoZina (str. 72)
2D Cantorova mnozina:
1 1
1., 2., 3. a4 transformace: ¢ =0°; v =0°; r = 3 =3
Viz Pfiloha: 2D Cantorova mnoZina (str. 73)
Draci krivka:
1.t fi 45°; Y =45° ! L
transformace : = 45°; =45° 1 =—= Ty = —=
! V2T
2.t fi 135°% ¥ 135° ! L
transformace : = : = L = ——= Ty = —
2 1 ) 2 /5
Viz Priloha: Dra&i k¥ivka (str. 74)
Peanova krivka:
1 1
l.transformace : ¢ = 0°; v =0°; no=gin =g
1 1
2.transformace : ¢ = 90°; P =90°; rno=3i T2 =3
1 1
3.transformace: ¢ =—-90° Y =-90° 1 = 3T =3
1 1
4.transformace : ¢ = —180°;, ¢ = —180° r4 = 5; ry = 3

Viz Priloha: Peanova k¥ivka (str. 75)

Poznamka 2 1.trans. je pouzita 4krat, 2.trans. je pouzita 2krat, 3.trans. je
pouzita 2krét, 4.trans. je pouzita jednou

1Posun zde nebude uvadén, protoZe ho lze snadno odvodit z tabulky
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Kochova krivka:

1
1.a 4. Transformace : ¢ =0° ¢ =0% r = é;
1
2.transformace : p =60°% ¥ =60° r = §;
1
3.transformace : e =120% ¢ =-60° r = g;
Viz Priloha: Kochova k¥ivka (str. 76)
Zména 1thlt u Kochovy krivky:
1
1.a 4. Transformace : ¢ =0°% ¢ =0° r = g;
1
2.transformace : w =60°% Y =240° r = g;
1
3.transformace : o =120% ¢ =120° r = 3

Viz Piiloha: Kochova k¥ivka jiny tdhel (str. 77)

Sierpinského trojihelnik:

1 1
V8echny transformace: ¢ =0°; ¥ =0°; r1 == ry = =
Viz Priloha: Sierpifiského trojihelnik (str. 78)

Jina konstrukce Sierpinského trojihelniku:

1
1.transformace : ¢ = 0° v =0 =355 T

1
2.transformace : ¢ = —120°; ¢ = —120°% r = 35 T2

1
3.transformace : ¢ =120° ¢ =120° r; = 3 T2

Viz Priloha: Sierpifiského trojuhelnik jako k¥ivka (str. 79)
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Sierpinského koberec:

1 1
Vsechny transformace: o =0°; v =0°; rp == ; ry = 3
Viz Priloha: Sierpifiského koberec (str. 80)
Vicsekiiv fraktal:
1 1
Vsechny transformace: ¢ =0°; ¥ =0°; r = 323

Viz Piiloha: Vicsekiiv fraktal (str. 81)
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4.2 L-Systémy

V této casti se zaméfime na zakladni typ L-systému, které se nazyvaji
DOL-Systémy. DO v nazvu znamend deterministicky bezkontextovy L-systém.
Bezkontextovy znamené, ze se symbol prepise slovem a deterministicky, ze
se prepise pravé jednim slovem. My, ale nevime co symbol a slovo v nasem
pripadé znamené.

L-systém je obecné znacen jako trojice:
G=(XS5,P)

kde

e ) je abeceda, nebo také neprazdnd mnozina symboli.

— Jedna se o mnozinu, kterd obsahuje velkd ¢i mala pismena a spe-
cialni znaky.
Napt. {F,+, —}

e S je axiom.

— Axiom je pocatecni slovo, kde slovem nazyvame posloupnost sym-
bolt z abecedy. Axiom je totéz, co inicializator u IFS.

Napt. F+ F - F
e P je mnozina pravidel.

— Pravidlo budeme chéapat jako pfepis symbolu na slovo. Prepisuji
se jen pismena z abecedy a nikoliv specialni znaky. Pro znaky
plati, Ze se prepisuji samy na sebe + = + a — = —, nebo-li se
nazyvaji konstanty. Pravidlo si lze pfedstavit jako generator u IFS.
Na ptikladu vidime, Ze se symbol F' piepiSe na slovo F' + +F'.

Napt. F = F 4+ +F
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Priklad:

Y = {A,B,C,+,—};
{A+B-C};
P ={A=B++C; B=A--C; C=A+-B}

w
I

0. iterace: A+ B — C' ... Axiom
1. iterace: B++C + A——-C — A+ —B ... Viechny symboly

z axiomu (puvodniho slova) byly nahrazeny slovy podle seznamu pravidel.
(Mezery ve slové jsou pouzity pouze pro piehlednost.)

2. iterace: A——C ++ A+—-B + B++C —— A+—-B —
B++C +— A—-C

n. iterace: Vysledny fraktal ... Jak uz vime, n — ooc.

Nyni se zaméfime na vyznam jednotlivych symbolt z abecedy. Pted-
stavme si, ze mame malou Zelvicku, kterd ma na biisku pripevnény sStétec.
Kazdy symbol z abecedy ji presné rika, co ma udélat. V nasledujici tabulce
jsou ukézany zakladni ptikazy pro pohyb zelvicky.

Symbol || Popis

F Zelvicka vytvori tsecku

f Zelvicka se dostane na konec tsecky, ale nevytvori (vi-
ditelné) zadnou tsecku

+ Zelvicka se na misté oto¢i o tuhel otoceni a ve sméru
hodinovych rucicek

— Zelvicka se na misté otoci o tthel otoceni a proti sméru
hodinovych rucicek

[ Zelvicka ulozi svoji pozici a zacne vkladat piikazy do
zasobniku

] Zelvicka se vrati na ulozenou pozici a vymaze zasobnik
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Obrazek 13: Ukazka L-Systému

Velké a malé f bereme jako zakladni pismeno pti tvorbé fraktala. Napt. zmi-
nény piiklad neobsahuje v abecedé pismeno F', a tudiz nevznikne zadny frak-
tal. Pokud bychom misto pismena A, B nebo C' v minulém piikladé vzali
pismeno F', pak uz ,néco” vznikne.

Uhel « se nazyva Uhel otoceni. Tento thel se da libovolné ménit pii béhu
programu.

Zdsobnik je oznacovan [ a ,]“. Pokud bychom pouzili pouze jednu za-
vorku, tak nam bud vysko¢i chyba programu, nebo ji bude program ignorovat
a zadny zasobnik vytvaren nebude. V nasledujicim piikladé je ukazano pou-
ziti zésobniku.

Priklad:

Necht méme Zelvicku umisténou v bodé [z,y] (Oznaceni: Hranaté zavorky
neurcuji zasobnik, ale pozici bodu.) a pod thlem a. Béhem vytvareni fraktalu
se v kodu objevi , [, dle tabulky Zelvicka uloZi svoji pozici a thel. Nyni dle
symboli, které jsou v zasobniku (symboly po [ ), vytvoii ¢ast fraktalu.
Jakmile dokonéi vSechny operace podle symboli po ,[“, objevi se ,,]¢. Opé&t
dle tabulky vime, Ze se mé zasobnik ukoncit a vymazat, ale co se stane se
zelvitkou? Zelvicka se vrati na pivodni misto, tedy na bod [z, y] a pod thlem
a. Je to tedy misto, kde se Zelvicka nachézela, nez vstoupila do zésobniku.

35



Predtim jsme si uz zminili hel otoceni . Tento thel se nenastavuje zad-
nym symbolem, nybrz ¢islem, ktery se nachazi mimo zminénou trojici. Dalsi
takové funkce jsou naptiklad: Pocdtecni whel (ten slouzi k otoceni iniciali-
zatoru), Rist (Slouzi ke zvétsovani délky tusecky, ktera je vytvorena pomoci
1. Pokud se v kodu nevyskytuje ,,!*, pak rust nema smysl. Vice o ristu se
dozvime v nasledujicich piikladech a v Pozn. 4.) a Tloustka cdry. Pouze thel
otoCeni a rust ndm muzou zménit vysledny fraktal. Pocatecni thel pouze
otodi fraktal a tloustka Cary je viceméné jasna.

Nyni si uvedeme konstrukce konkrétnich fraktali pomoci L-systému.

Kochova krivka:
Axiom (Inicializator): F'
Pravidlo (Generator): F'= F'— F'+4+F — F
Uhel Otoceni: 60°
Viz Pfiloha: Kochova kfivka (str. 82)

Kochova vloc¢ka:

Axiom (Inicializator): F'+ +F + +F
Zbytek je stejny jako u Kochovy kiivky.
Viz Priloha: Kochova vlo&ka (str. 83)

Sierpinského trojthelnik:
Axiom (Inicializator): F'
Pravidla (Generatory): F'= H —F —H; H=F+ H+ F
Uhel Otoéeni: 60°
Viz Piiloha: Sierpifiského trojihelnik (str. 84)

Poznamka 3 H maé stejny vyznam jako F, také kresli tsecky.

Draci krivka:

Axiom (Inicializator): F'

Pravidla (Generatory): F'=F —H; H= F+ H
Uhel Otoceni: 90°

Viz Priloha: Dragi kfivka (str. 85)
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Hilbertova kiivka:
Axiom (Inicializator): A

Pravidla (Generatory): A = —BF + AFA+ FB—;
B=+4+AF — BFB— FA+

Uhel Otoceni: 90°
Viz Priloha: Hilbertova k¥ivka (str. 86)

Peanova krivka:

Axiom (Inicializator): F'

Pravidlo (Generator): F'= F —F+F+F+F—-F—-F—-F+F
Uhel Otoceni: 90°

Viz Priloha: Peanova kifivka (str. 87)

Kapradina:

Axiom (Inicializator): AF

Pravidlo (Generator): F' =![+++++F|][——————— F]-[++
++Fl[-————— Fl-l[+++F][-———— F|-\F

Uhel Otoceni: &8°

Rust: 2,5

Viz Pfiloha: Kapradina (str. 88)

Poznamka 4 !“ ma stejnou funkci jako F, ale 1isi se tim, Ze se nenahrazuje.
7 Y Y

V praxi to pak znamena, Ze se ,,!“ pouziva pro generovani rostlin a stromu

jako jejich zily, kmeny a vétve.

Naprt. Pokud se podivame na pravidlo u Kochovy krivky, tak kazda tsecka
F se ma nahradit tseckou s trojihelnikem. Kdybychom méli v koédu ,,!“, tak
se nahradi v8echny usecky F, ale ! zustane porad tuseckou (aZ do konce
algoritmu).
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Mij vlastni strom:

Axiom (Inicializator): AF

Pravidla (Generatory): F =![+F|[—F|![-H]+ H

H =![+H]|[-H|[+++H][———H\[+H]|[-H][+++H]|[———H]
Uhel Otoceni: 20°

Rust: 1,7

Viz Priloha: Mij vlastni strom (str. 89)

Mohli jsme si v§imnout, ze v zadném piikladé nebyl jako axiom (iniciali-
zétor) pouzit vyplnény polygon (trojthelnik, ¢tverec, pétithelnik, atd.). To
je dano tim, Ze pouzivame zékladni typ L-systému. Abychom mohli tvorit
fraktaly, u kterych by byl pouzit inicializator jako polygon, museli bychom

vvvvvv

Vés L-Systémy zaujaly, pak Vam muzeme doporudit bakalarské préace [5]
a [8].
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5 Fraktalni dimenze

V prvni kapitole jsme si ukazali topologickou dimenzi a seznamili jsme se s di-
menzi 0 (bod), 1 (pfimka), 2 (rovina) a 3 (prostor). Miry odpovidajici témto
dimenzim jsou délka (obvod), obsah a objem. Dimenze tedy urcuje pocet
soutfadnic nutnych ke ,,spojitému‘ popisu dané¢ho objektu. Dimenze 3 nebo
také 3-dimenzionalni prostor je prostor, ve kterém zijeme. Existuji i 4 a vice
dimenzionélni prostory, ale ty jsou v podstaté mimo moznosti nasi predsta-
vivosti. Zustaneme pouze u dimenzi mensich nebo rovnych 3. Nicméné byly
objeveny utvary, pro které tyto ¢tyri celoc¢iselné dimenze neexistuji. Ukazme
si to na prikladu. Kdyz budeme mérit délku geometricky hladké krivky, tak
at pouzijeme jakékoliv jednotky nebo jakékoliv métitko tak délkou je vzdy
konkrétné jednoznacéné urcené cislo. Topologicka dimenze takovéto kiivky je
1. Pokud bychom ale chtéli mérit délku jiz diive zminéného pobiezi, pak
zmenSenim meéritka délka kiivky roste do nekonecna. Jelikoz délka pobtezi
roste do nekonecna, pak tedy musi zabirat ,vice mista“ v roviné nez hladké
kiivka, kterd ma kone¢nou délku, ale na druhou stranu, je to stale kiivka
a tedy nemuZe zaplnit celou rovinu (kromé vyjimek, napt. Peanova kiivka).
Odtud jiz vidime, Ze dimenze pobfezi musi byt ¢islo mezi 1 (dimenze hladké
kiivky) a 2 (dimenze roviny). Tedy dimenze pobfezi neni celo¢iselna. Jelikoz
jeji dimenze neni celé ¢islo, pak z fraktalntho pohledu neméa topologickou
dimenzi, ale ma tzv. Fraktalni dimenzi. (V jinych literaturach se uvadi jako
Hausdorffova dimenze nebo téz jako Hausdorffova — Besicovicova dimenze.)

Fraktalni geometrie se tedy zabyva utvary (objekty), jejichz dimenze je
necelo¢iselné. Toto ¢islo (fraktalni dimenze) nam déava novou informaci o da-
ném objektu.

e Urcuje clenitost (slozitost) daného ttvaru

— Pokud se fraktalni dimenze od topologické lisi velmi mélo (resp. roz-
dil mezi fraktalni a topologickou dimenzi je velmi maly), pak tento
atvar je méné ¢lenity. Naopak, pokud se budou lisit hodné, pak
utvar bude velmi ¢lenity. Rozdil téchto dimenzi je ¢islo z intervalu
(0,1).

e Urcuje rychlost ristu daného atvaru do nekonecna

— Analogicky jako u ¢lenitosti. Mensi ¢islo — pomalejsi riist. Vétsi — rych-
lejsi.

Pro nasledujici priklady si zadefinujeme nékolik pojmai.
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Definice 11 Ctvercovou (resp. krychlovou) miizku (sit) o strané ctverce
(resp. krychle) €, kterd vypliiuje celou rovinu (resp. prostor) nazgvdime
e-miizku.

Obrazek 14: e-mfiizka v jedno, ve dvou a ve t¥{ rozmérném prostoru

Poznamka 5 e-mfizka v jedno rozmérném prostoru je piimka rozdélend na
stejné dlouhé tusecky. Ve dvou rozmérném prostoru ji definujeme jako neko-
necnou ¢tvercovou sit a ve tif rozmérném prostoru je to nekonecné krychlova
sit.

Poznamka 6 Obecné muzeme dany prostor rozdélit na dilky o libovolnych
délkach a na libovolné tvary. Pro lepsi a jednodussi pochopeni zistaneme
u jedné délky (¢) a jednoho tvaru (usecka, ¢tverec, krychle). Pro vice infor-
maci doporucuji [2] a [3].

Necht mame libovolny objekt O, ktery jsme umistili do vhodné e-miizky
(napf. kruznici do ¢tvercové miizky, kouli do krychlové miizky). Potom hod-
nota N.(O) predstavuje pocet dilki dané e-mfizky, které maji s objektem
O neprazdny prunik.

Priklad:

Predpokladejme za objekt O tusecku u, kterou jsme umistili do ¢tvercové
e-miizky. Potom pocet dilka N.(u) = 7 jak je vidét na nasledujicim obrazku
(viz. Obr. 15).
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Obrazek 15: Usecka u umisténa do ¢tvercové miizky

Poznamka 7 Pocet dilki N, bude v nasledujicich vSech moznych ptripadech
bran v tom nejjednodussim mozném pripadé, tj. € déli délku strany daného
objektu. A také budeme objekty do e-miizek umistovat tim nejjednodussim
moznym zpusobem nikoliv libovolné. Z toho duvodu, aby nasledujici vypocty
byly jednoduché a pro ¢tenafe snaze pochopitelné.

Predpokladejme nyni tsecku U délky Ly, kterou jsme umistili do e-mftizek
ve vSech tfech prostorech (viz Obr. 16). Vzhledem k predchozi poznamce bude
pocet dilkid dan vztahem:

Lo

NE(U) = ;

(3)
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Obréazek 16: Usecka umisténa do e-mifzek ve viech tiech prostorech

Nyni se zamérime na délku tusecky, kdyz budeme zmensovat velikosti dilku
e az k 0 2. V nasledujicim vztahu je pouZit a dosazen vztah (3).

L(U) = li_r)r(l)NE-sl :li_r%Lo-gO = Lo

Z toho vyplyvé, ze at danou tsecku rozdélime na dilky jakékoliv délky,
tak délka tisecky bude vzdy stejna.

Ukézeme si jesté, co se stane, kdyz budeme chtit zmérit obsah nebo objem
tsecky. Opét dosazujeme za N, 3

S(U) = limN.-e2=1limLg-' =0

e—0 e—0
V(U) = limN; e = lin(1)L0~52 =0
e— £—

12P§i limitnim pfechodu € — 0 nejdeme s ¢ plynule k 0, ale bereme stale mensi ¢ za
predpokladu, ze ¢ déli délku tsecky U.

3¢l predstavuje e-mifzku v jedno rozmérném prostoru, e? ve dvou rozmérném a €3 ve
t{ rozmérném prostoru.
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Jak jsme ocekavali obsah i objem tusecky je nulovy, kdyz velikosti danych
¢tverecku a krychlicek zmensujeme az k 0.

Pozndmka 8 Na Obr. 17 a 18 nejsou objekty umistény do e-mfizek tim
nejjednodussim moznym zpusobem z toho divodu, aby dané obrazky byly
prehlednéjsi. (Spravné umisténi: VSechny ¢tyfi rohy ¢tverce jsou umistény
v rozich mensich ¢tverecku (krychlicek). Analogicky pro krychli.)

Poznamka 9 Nezalezi na umisténi objektti v e-mfizce, pokud budeme zmen-
Sovat velikosti dilkd k 0. Protoze v limité bude vzdy vychéazet stejny objem
(obsah, obvod - délka).

Dale tu mame ¢tvercovou plochu P o obsahu Sy. Plocha je stejné jako
tsecka umisténa do e-miizek ve vSech tfech prostorech (viz Obr. 17). Pocet
dilkd je dan vztahem:

Vv
V"v 4

Obrazek 17: Ctvercové plocha umisténa do e-mfizek ve vSech tfech prostorech

43



Ukéazeme si, co se stane, kdyz budeme mérit délku, obsah a objem plochy:

L(P) = lmN,-e'=limSy-¢ ! =0
e—0 e—0

S(P) = LmN.-e*>=1mSy-£"=S,
e—0 e—0

V(P) = limN, &> =1imSy-e' =0
e—0 e—0

Délka plochy je nekonecéna. To si lze predstavit nésledovné. Uvazujme
Ctverec se stranou délky jedna a z kazdého bodu na jedné strané ¢tverce
nakresleme jednotkovou tsecku kolmou ke strané. Jelikoz bodi na intervalu
(0,1) je nekonecné mnoho, dostaneme téchto usecek nekoneéné mnoho. Soucet
jejich délek predstavuje ,,délku ¢tverce®.

Na druhou stranu objem plochy je nulovy pii ¢ — 0. Tedy jedinym uzi-
tecnym faktorem je obsah.

Jako posledni tu mame krychli K o objemu Vj. Stejné jako v predchozich
situacich ji umistime do e-mfizek ve v8ech t¥ech prostorech (viz Obr. 18). Na-
vic vSak uvazujme tuto krychli ve 4-dimenzionélnim prostoru. Jak uz vime,
tento prostor je slozity na predstavu. Nam ale bude stacit ukazat tento pro-
stor pouze vypoctem.

Opét pocet dilka (krychli o délce hrany ¢) je dan vztahem:

Vo

N€(K) = g
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Obrazek 18: Krychle umisténa do e-miizek ve v8ech tfech prostorech

Vypoétem odvodime délku, obsah a objem. Navic vSak uvazujme
i tzv. 4-dimenzionalni objem (ten se projevi v mocniné hodnoty ¢).

L(K) = lmN,-e'=limVy-e72 =00
e—0 e—0
S(K) = limN,-e?=1limVy-e ! =00
e—0 e—0
fry 1 . 3 = 1 . 0 o
V(K) = ll_r)I(l) N, ¢ ll_l}"f(l] Vo’ =Vy
Vi(K) = HmN,-e*=1limVy-e' =0
e—0 e—0

I zde vidime, ze délka a obsah krychle pii ¢ — 0 je nekonecny. Jelikoz
4-dimenzionalni objem je ve 4-dimenzionalnim prostoru (jak uz nézev napo-
vida), pak tedy nutné musi byt nulovy pro krychli, ktera je pouze
3-dimenzionalni.
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Obecné pro fraktalni dimenzi plati:

Oznacme pro libovolny objekt O

HZ(0) = N.(0) - & (4)

Mira objektu O v dimenzi d pii e — 0 je

d . d o0, d < Dy
HY(O) =lim HL(O) = (5)
=0 0; d> Dy,
kde
Dy = sup{d > 0: HY(O) = oo} = inf{d : H}(O) = 0} (6)

H¥O) ... d-dimenziondlni Hausdorfova mira objektu O
Dy ... Fraktdlni dimenze objektu O
Plati, ze pokud lin% H¢ < 00, potom pro viechna d < d’ plati lir% Hgl =0.
E— E—r
Opacné pokud lin% Had > 0, potom pro vSechna d’ < d plati lir% Hf/ = 00.
£ e—

Tedy existuje jediné d, pro které se hodnota H¢ méni z nekoneéna na nulu
(viz. Obr. 19).

Toto tvrzeni vyplyva z vypoctu:

Hd’(0> — lim (Na(O) ) 5‘1’) = lim <Ng(0) et 5d/_d>

e—0 e—0

= lim (N.(0) - =) - lim (=7)

e—0 e—0
= H'(0) - lim (gd’*d) (7)

Ze vztahu (7) plyne, ze

a) Jestlize HY(O) > 0,d’ < d (d' — d < 0), potom
: d—d\ _
iy (1) = o0

a tedy H? (0) = HY(O) - 0o = <.
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b) Jestlize H(O) < 0co,d < d' (0 < d' — d), potom

lim (sd,_d> =0

e—0

a tedy H*(O) = HY(O) -0 = 0.

Hd

(0e]

o Dy

Obrazek 19: Graf fraktalni dimenze
Konkrétni pripady:

H' =L = limH!

e—0

H2=S = limH?

e—0

H=V = limH’

e—0

H'=V, = limH!

e—0

Zminény prechod si mizeme ukazat na nasich drive uvedenych prikladech.
U plochy byla délka L = oo prod = 1 a objem V = 0 pii d = 3. A tedy
Dy = 2 = Dy U krychle byl obsah S = oo a 4-dimenzionalni objem
Vi=0.Tedy Dy =3 = Dr.

4Dy ... Topologicki dimenze
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Nyni se zaméfime na fraktalni dimenzi fraktala. Uvazujme Kochovu kiivku.
7 prikladu tsecky ¢i jiné Euklidovy kiivky vime, Ze kdy?Z ji rozdélime na dilky
o libovolnych délkéich, tak soucet délek téch dilki bude vzdy stejny pro li-
bovolnou velikost dilku. U Kochovy kfivky tohle neplati. UkaZeme si to na
nasledujicim piikladu. Uvazujme Sest mér dle tabulky (na obrazku jsou zné-
zornény prvni 3). Z tabulky vidime, Ze pokud budeme pouzivat ¢im dal mensi
a mensi miru, pak délka bude vétsi.

5"%5 E AW 9"%5 E VA

Obrazek 20: Kochova kiivka rozdélena na dilky o velikostech

1
a_
27

Nel i

1
37
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€ Ns Ls SE
3 4 1,3333 0,4444
5 16 1,7777 0,1975
= 64 2,3703 0,0878
- 256 3,1604 0,039
5= 1024 4,2139 0,0173
= 4096 5,6186 0,0077
— 0 — 00 — 0
L. = limN.-¢! =
e—0
S. = limN,-e2=0
e—0

Vidime, ze délka Kochovy kfivky je nekonecna a obsah je nulovy. Jak
uz vime fraktalni dimenze musi byt tedy néco mezi 1 a 2. Konkrétné je

Dy = 1,2619.

Konkrétni hodnoty dimenzi a objekti nékterych priklada

Na nésledujicich tabulkidch jsou ukézany vsechny predtim zminované pii-
klady s konkrétnimi hodnotami. Hodnoty d jsou dosazovany do vztahu (4)

a posledni fadek je jeho limitni pfechod, nebo-li vztah (5).

Poznamka 10 V ptipadé, ze limitni piechod je roven 1, pak je dané d frak-

talni dimenzi daného objektu.

Viz Priloha: Konkrétni hodnoty (str. 90)
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5.1 Vypocet fraktalni dimenze

V této kapitole si ukdzeme pfesny vypocet fraktalni dimenze u matematic-
kych fraktali. Pro¢ pravé jenom u matematickych fraktali? Protoze u ob-
jektu redlného svéta nelze presné vypocitat fraktalni dimenzi a lze ji jen
odhadnout (viz. Kapitola 5.2). Nyni se zaméfime na nékolik jednoduchych
prikladu jak vypocitat fraktalni dimenzi a jeji souvislosti s topologickou di-
menzi.

Pro fraktalni dimenzi Dy plati nésledujici podminka:

N, . ePr=1

Za pouziti nésledujicich tprav se fraktalni dimenze Dy s poc¢tem dilki
N, a méritkem ¢ vypocita:

N, - P — 1
1
Na — gTH
N, = gD
LnN, = —DgLne
LnN
e _ D
Lne H
LnN,
Dy = -
H Lne
Ln N,
Dp = 1 (8>
Ln —

Usecka

Necht mame tusecku jednotkové délky. Tuto tsecku rozdélime na N-dilka
a tedy méritko této tsecky je:
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Nyni naSe déleni a méritko dosadme do rovnice pro vypocet fraktalni
dimenze:

D ILnN, LnN, ]
H p— 1 pu— pu—
Lo- Ln N,
€

Odtud jiz vidime, Ze fraktélni dimenze se rovna topologické dimenzi, ktera
je 1. Podle Mandelbrotovy definice tedy tsecka neni fraktalem.

Ctverec

Necht méame ¢tverec o strané 1. Pokud dany ¢tverec 1x zvétsime, tak se nam
bude zdat, Ze jeho plocha je dvojnasobna. Pokud ho 2x zvétsime, pak se bude
jevit jeho plocha jako ¢tyrnasobné. Méritko tedy bude déno nasledujicim
vztahem:

1
vNe

Po dosazeni do rovnice bude fraktalni dimenze nésledovna:

£ =

D LnN, LnN, LnN,
Ln - LnvN. 3 LnN,
€

Opét vidime, ze fraktalni dimenze se shoduje s topologickou dimenzi,
ktera ¢ini 2, a tedy ¢tverec neni fraktal.

=2

Krychle

Necht mame krychli o strané 1. Podobné jako ¢tverec by jsme tentokrat
zvétsovali krychli a dostali by jsme nésledujici méritko:

—_

=
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Po dosazeni do rovnice bude fraktalni dimenze nasledovna:

D Ln N, Ln N, Ln N,
[n- LoV S LnN.
g

I zde vidime, ze fraktalni dimenze se shoduje s topologickou, ktera je
3 a tudiz ani krychle neni fraktalem.

=3

Obecny vypocet:

Pro méritko ¢ lze napsat obecnou rovnici:

1
Dﬁs/_ N.
Po vyjadieni Dy ziskdme nasledujici vztah:
LnN
Dy =~

Ln -
€

Tento vztah lze v8ak pouzit pouze pro sobépodobné fraktaly. U statisticky
sobépodobnych fraktali musime zahrnout jesté limitu ¢ — 0. Vztah pro
statisticky sobépodobné fraktaly pak vypada:

LnN
Dy = 1in%n—1‘=‘,
" Ln=
g

kde N. urcuje minimalni pocet elementarnich utvari, které pokryvaji
dany objekt.!®

Nyni se uz budeme vénovat jednoduchym fraktéalnim objekttim, o kterych
uz jsme se zminovali. Jelikoz vSechny objekty jsou sobépodobné, pak lze
pouzit vztah (8).

15Napiiklad v Ry ¢tverecky o strané € a v Rz krychlicky o strané e
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Cantorova mnozina

Po prvni iteraci nam zistanou dvé tsecky tretinové délky. Z toho tedy vy-
plyva, ze N =2 ac = % Fraktalni dimenze se tedy vypocita:

D _LnNE_Ln2_06309
T 1T Loy
In-
€

Jeji topologicka dimenze je 0 (protoze se sklada z bodi), ale jeji fraktalni
dimenze je 0,6309 a proto je fraktalem.

Kochova kfivka

Zase stac¢i uvazovat pouze prvni iteraci, protoze se jednéd o sobépodobny
fraktal. Tedy pii prvni iteraci se tsecka zmensi na tfetinovou délku a pomoci
transformaci se vytvoii dalsi ¢tyfi tsecky. Proto N = 4 a ¢ = % Fraktalni
dimenze se tedy vypocita:

D _LnNE_LnZl_1 9619
HE T Sy b
In-
€

Jeji topologickd dimenze je 1, ale fraktalni dimenze je ostie vétsi. Tudiz
je fraktalem.

Peanova krivka

Usecka je rozdélena na tfetiny a jeji prostiedni ¢ast je nahrazena 7 tseckami
tretinové délky. Tedy celkové méme 9 tisecek. Proto N =9 a e = % Fraktalni
dimenze je:

D LnN., Ln9
H:—lz_:
Lo= Ln3
€

Jeji topologicka dimenze je 1, ale fraktalni dimenze je 2. I kdyz je frak-
talni dimenze celociselnd, tak tato kiivka je fraktélem. (Duvod jsme si uvedli
v Kap. 3.2.4)
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Sierpiniského trojihelnik

I zde se jedna o sobépodobny fraktal, a tedy se zaméfme pouze na prvni
iteraci. Pti prvni iteraci se trojihelnik zmensi na polovinu a transformacemi
vzniknou dalsi tfi trojuhelniky. Proto N = 3 a ¢ = % Fraktalni dimenze se
tedy vypocita:

LnN, Ln3
Ln-—
€

Jak uz vime, Sierpiniského trojuhelnik neobsahuje zadnou souvislou plo-
chu, sklada se tedy pouze z kiivek a tedy jeho topologickd dimenze je 1.
Fraktalni dimenze je ostfe vétsi, a tedy je fraktal.

Sierpiniského koberec

Ze zékladniho ¢tverce ndm zustane pouze 8 malych ¢tvereckt, jejichz délka
hrany je tfetinova oproti délky hrany ptvodniho ¢tverce. Tedy N =8 aec = %
Fraktalni dimenze se vypocita:

LnN, Ln8
Ln -
€

Mengerova houba

Ze zékladni krychle nam zistane 20 krychlic¢ek, jejichz délka hrany je opét
tretinova vici puvodnimu objektu. Tedy N = 20 a ¢ = % Fraktalni dimenze
se vypocita:

LnN. Ln?2
Dy = 2ANe _In20 ) ong
1 Ln3
Ln—
£

Kvadraticky Kochtuv povrch 3D (typ 1)

Pivodni ¢tverec se rozdéli na 9 shodné mensich ¢tverecki, jejichz délka hrany
je i zde tretinova. Prostfedni se odstrani a nahradi plastém kr¥chle, ktery
obsahuje 5 ¢tvereckil. Celkové dostavame, ze N = 13 a ¢ = 3. Fraktalni
dimenze se vypocita:

N 1
Dy — Ne _Lnl3 o a0 s
1 ILn3
Ln -

19
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5.2 0Odhad fraktalni dimenze

Jak jsme zminili diive, vypocet fraktalni dimenze u redlnych objekti je s tpl-
nou presnosti nemozny, protoze nezname urcujici transformace. Proto se od-
had fraktalni dimenze nepouziva pro matematické fraktaly, protoze u nich
Ize tuto dimenzi presné vypoditat dle transformaci. Odhad tedy pouzivame
vétsinou pro realné objekty. Budeme se zabyvat dvéma metodami pro odhad
fraktalni dimenze. Pro komplikovanéjsi fraktalni struktury existuji sofistiko-
vanéjsi metody, ale témi se v této préaci zabyvat nebudeme.

5.2.1 Obvodova metoda

Tato metoda se pouziva pouze pro odhad fraktalnich utvart, jejichz topolo-
gickd dimenze je 1 (fraktélnich kiivek). Pojdme si danou metodu ukézat na
prikladu méreni fraktalni dimenze u pobtezi. Nejdiiv se zaméfime na délku
pobfezi:

kde ¢ je velikost kroku a V. je pocet dilkt o velikosti € uréenych k pokryti
daného pobtezi. Princip je znazornén na obr. 21.%6

Yobrazek byl prevzat z: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Britain-fractal-coastline-
combined.jpg
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Obrazek 21: Britské pobrezi odmérované po 50 km, 100 km a 200 km

Nésledujici tabulka nam ukazuje, jak se méni délka pobfezi pifi zméné
meéritka:

€ L. Ln(e) Ln(L,)
200 2350 9,298 7,762
100 2775 4,605 7,928
50 3425 3,912 8,138

Vidime, ze délka pobfiezi roste nade vSechny meze. Tudiz pfi zmensovani
méritka se limitné nepiiblizuje k zadné konecéné hodnoté L.
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Nyni se vénujme zavislosti mezi Ln(e) a Ln(L.). Zavislost je ukdzana na
nésledujicim grafu:

Ln(L,)
8.2

81
8.0

7.9

7.8

1.7 : : : Ln(e)
4.0 4.5 5.0 5.5

Obrazek 22: Graf zavislosti mezi Ln(e) a Ln(L;)

Na grafu vidime body z tabulky a tzv. regresni pfimku. Obvodova di-
menze'” by se pak vypocitala pomoci smérnice dané pifmky a to nasledovné:

Do=1—k '8

Tento zpusob je vhodny, pokud k odhadu dimenze pouzivime matema-
ticky software, ktery ndm smérnici dané pfimky jednoduse vypocita. My si
to ale ukdzeme druhym zptsobem, ktery je pracnéjsi, ale nazornéjsi.

Z naméfenych hodnot miizeme vypocitat obvodovou dimenzi Dy vzta-
hem:

ALnL,

Do=1— ———
O AlLne

"Fraktalni dimenze, ktera se odhadne pomoci obvodové metody.
1811c"je smérnice pFimky, kterd je dana rovnici y = kx + ¢
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Po dosazeni z tabulky dostavame:

AlnL. ] 7,762 — 7,928

Do=1—-"2_1_- = 1,239
© Alne 5,208 — 4,605
ALnL, 7,762 — 8,138
Dop=1-""_1_2 22 1,271
© Alne 5,298 — 3,912
ALnL, 7,928 — 8,138
Do=1-—"""_1_251 2 1,303
© Alne 4,605 — 3,912

Néasledné spocitame aritmeticky prumeér ziskanych obvodovych dimenzi
a tim ziskame odhad obvodové dimenze. Obvodova dimenze naseho pobiezi
je Do = 1,271.

5.2.2 Mrizkova metoda

Druha metoda je univerzalni. Lze s ni odhadovat fraktalni dimenzi vSech
fraktald, jejichz topologickd dimenze je 0, 1 nebo 2. Méfené téleso pokryjeme
miizkou, ktera se sklada z ¢tverci (krychli ve 3D) o strané e. Déle se uréi
pocet ¢tverci V. potiebnych k pokryti dané¢ho objektu. Podle N, a ¢ se urci
obsah plochy, ktera je pokryvana témito ¢tverci:

7 naméfenych hodnot se pak vypocita boxova dimenze!® Dp podle toho
jakou mrizku pouzijeme:

Ctvercova mrizka:

ALnS,
Dp=2———"¢
b Alne
Krychlova mrizka:
ALnV,
Dp=3-—"" <
b AlLne

19Fraktalni dimenze, ktera se odhadne pomoci mifzkové metody.
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Na nasledujicim piikladu si ukdzeme princip miizkové metody. Opét tu
méame pobiezi. Minule jsme ho pokryvali iseckami, tentokrat ho pokryjeme
¢tvercovou miizkou, jak je ukdzéno na nasledujicim obrazku. 2°

1] 75 150 ki
1} T8

Obrazek 23: Britské pobfezi umisténé do miizky o velikostech 150 km, 75 km
a 37,5 km

Déle tu mame tabulku naméfenych hodnot podle daného obrazku a za-
vislost mezi Ln(e) a Ln(S;).

€ N, Se Ln(e) Ln(S.)
150 99 495 000 5,010 13,112
75 53 298 125 4,317 12,605
37.5 131 184 218,75 3,624 12,123

2obrazek byl prevzat z: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Great Britain Box.svg

29



Ln(S,)
13.2

130
12.8|
126
124

12.2

120 g T e T M R T Y Y N BN R L n(g)
3.6 3.8 4.0 4.2 44 4.6 4.8 5.0

Obrazek 24: Graf zéavislosti mezi Ln(e) a Ln(S,)

Tabulku méame podobnou jako u obvodové metody jenom s tim rozdilem,
ze tentokrat misto délky pocitdme obsah. I v tomto pripadé bychom mohli
vypocitat boxovou dimenzi podle smérnice regresni piimky. My ale opét po-
uzijeme druhy zptisob. Naméfené hodnoty z tabulky vlozime do vztahu (po-
uzivame ¢tvercovou miizku):

ALnS. 13,112 - 12,605

Dp=2— —— = =1,2
b Alne 5,010 — 4, 317 , 208
ALnS. 13,112 — 12,123
D 2— —— =2 — : =1,2
b Alne 5,010 — 3, 624 , 286
AlLnS 12,605 — 12,123
Dp=2— 22 _9_ 2% 2% 1,305

Alne 4,317 — 3,624
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Stejné jak u obvodové metody i zde provedeme aritmeticky primeér a tim
ziskdme odhad boxové dimenze. Boxova dimenze je D = 1, 2869.

Obé dvé metody jsou podobné, ale obvodova metoda odhaduje pouze frak-
talni dimenzi kfivek na rozdil od mfizkové metody, ktera je univerzalni. Miiz-
kova se od obvodové lisi tim, Ze na plose neodhaduje pouze kiivky, ale lze s ni
odhadnout dimenzi libovolnych objekti (nejvyse v8ak 3-dimenzionélnich).
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6 Zavér

V prvni ¢asti prace jsme si zavedli pojem fraktal a vénovali jsme se jeho
zékladnim vlastnostem (jako je napiiklad sobépodobnost ¢i sobépiibuznost).
V dalsi ¢asti jsme se zabyvali konstrukei fraktali pomoci dvou zakladnich
algoritmu, kterymi jsou IFS a L-Systém. Posledni kapitola pojednava o frak-
talni dimenzi. V této Casti jsme se snazili zdiraznit mimotradnost tohoto
pojmu a pokusili jsme si ukazat mnozstvi informaci, které toto ¢islo obsahuje
o fraktalnim objektu. Déle jsme se zde zaméfili na vypocet fraktalni dimenze
pro matematické fraktaly a odhad fraktalni dimenze nematematickych frak-
tala.

Za vyznamny piinos prace povazujeme mnozstvi prilozeného materialu,
ktery nazorné demonstruje zpusob konstrukce nékolika dulezitych fraktala,
jejich dimenzi véetné tabulek podrobné popisujicich vypocet téchto dimenzi
a ktery zahrnuje obrazky vytvorené pro ucely této prace.

Celé oblast fraktalni geometrie je velice rozsahla a v této préci jsou zahr-
nuty pouze zékladni pojmy. Fraktalni geometrie hraje zasadni roli v pocita-
¢ové grafice. Nenahraditelnym zptusobem jsou fraktaly uzivany pii simulaci
prirody v pocitacovych hrach nebo v kinematografii. Vyznam této teorie pro
praxi jsme se snazili patfi¢né zdtraznit.

Dalsim namétem pro zpracovani ohledné fraktalni geometrie by mohl byt
napiiklad algoritmus TEA a polynomické fraktaly.
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Rotace — podle y
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Rotace — podle x i podle y
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2D Cantorova mnozina

Inicializator Generator

2. iterace 5. iterace
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1/3 0 0 1/3 2/3 2/3
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Peanova krivka

Inicializator

Generator

2. Iterace

4. iterace

1/3 0 0 1/3 0 0
0 -1/3 1/3 0 1/3 0
1/3 0 0 1/3 1/3 1/3
0 1/3 -1/3 0 2/3 1/3
-1/3 0 0 -1/3 2/3 0
0 1/3 -1/3 0 1/3 0
1/3 0 0 1/3 1/3 -1/3
0 -1/3 1/3 0 2/3 -1/3
1/3 0 0 1/3 2/3 0
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Kochova krivka

Inicializator

/\ Generator

2. iterace

5. iterace

1/3 0 0 1/3 0 0
1/6 ~/3/6 V38/6 1/6 1/3 0
-1/6 V38/6 V38/6 1/6 2/3 0
1/3 0 0 1/3 2/3 0




Kochova krivka jiny uhel

Inicializator

AN/

Generator

2. iterace

NEVA

5. iterace

1/3 0 0 1/3 0 0
1/6 V38/6 V38/6 -1/6 1/3 0
-1/6 ~/3/6 V38/6 -1/6 2/3 0
1/3 0 0 1/3 2/3 0
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Sierpinského trojuhelnik

Inicializator

2. Iterace

Generator

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/4 1/2




Sierpinského trojuhelnik jako krivka

Inicializator
Generator

2. iterace

7. iterace

1/2 0 0 1/2 0,25 0,433
- 1/4 V8/4 ~/3/4 - 1/4 0,25 0,433
- 1/4 ~3/4 V38/4 - 1/4 1 0
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Sierpinského koberec

- . n N

2. iterace | 5. iterace

1/3 0 0 1/3 0 0
1/3 0 0 1/3 1/3 0
1/3 0 0 1/3 2/3 0
1/3 0 0 1/3 0 1/3
1/3 0 0 1/3 0 2/3
1/3 0 0 1/3 1/3 2/3
1/3 0 0 1/3 2/3 1/3
1/3 0 0 1/3 2/3 2/3
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Vicsekuv fraktal

Inicializator Generator

2. iterace

1/3 0 0 1/3 0 0
1/3 0 0 1/3 1/3 0
1/3 0 0 1/3 0 1/3
1/3 0 0 1/3 -1/3 0
1/3 0 0 1/3 0 -1/3
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L-Systém

Kochova krivka

AXiom Generator F

11. iterace
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Kochova vlocka

Axiom Generator F

1. iterace 11. iterace
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Sierpinského trojuhelnik

Axiom Generator F

Generator H 15. iterace
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Draci krivka

Axiom Generator F

Generator H 20. iterace
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Hilbertova krivka

Generator A

Generator B 2. iterace

3. iterace 9. iterace




Peanova krivka

Axiom Generator F

6. iterace
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Kapradina

Axiom Generator F

2. iterace 7. iterace
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Miij vlastni strom

Axiom Generator F

Generator H 8. iterace
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Konkrétni hodnoty

Usetka
d
& N, 12 | 1 2 3
1/2 2 1,41 1 1/2 0,250000000000
1/3 3 1,73 1 1/3 O, 111111111111
1/4 4 2,00 1 1/4 0,062500000000
1/10 10 3,16 1 1/10 0,010000000000
1/100 100 10,00 1 1/100 0,000100000000
0,001 1000 31,62 1 1/1000 0,000001000000
0,0001 10000 100,00 1 1/10000 0,000000010000
0,00001 100000 316,23 1 1/100000 0,000000000100
0,000001 1000000 1000,00 1 1/1000000 0,000000000001
— 0 — o -1 — (0 — 0




Ctverec

d
€ N,
1/2 1 2 3
1/2 4 2,83 2 1| 0500000
1/3 9 5,20 3 1| 033333
1/4 16 8,00 4 L | 0,250000
1/10 100 31,62 10 L | 0,100000
1/100 10000 1000,00 100 L | 0,010000
0,001 1000000 31622,78 1000 1| 0,001000
0,0001 | 100000000 1000000,00 10000 1| 0,000100
0,00001 | 10000000000 31622776,60 100000 1| 0,000010
0,000001 | 1000000000000 | 1000000000,00 1000000 | 1| 0,000001
— 0 — 00 S0 |1 —0

91




Krychle

d
2 N 1/2 1 2 3 4
1/2 8 5,66 4 2 1 0,500000
1/3 27 15,59 9 3 1 0,33333¢
1/4 64 32,00 16 4 1 0,250000
1/10 1000 316,23 100 10 1 0,100000
1/100 1000000 100000,00 10000 100 1 0,010000
0,001 1000000000 31622776,60 1000000 1000 1 0,001000
0,0001 1000000000000 10000000000,00 100000000 10000 1 0,000100
0,00001 1000000000000000 3162277660168,38 10000000000 100000 1 0,000010
0,000001 | 1000000000000000000 | 1000000000000000,00 | 1000000000000 1000000 1 0,000001
— 0 — 0 —5 0 o |51 >0

92




Kochova krivka

d
2 N 1/2 1 2 In4/In3
1/3 4 2,31 1 0,44444 1
1/9 16 5,33 2 0,19753 1
1/27 64 12,32 2 0,08779 1
1/81 256 28,44 3 0,03902 1
1/243 1024 65,69 4 0,01734 1
1/729 4096 151,70 6 0,00771 1
— 0 —5® | —»®© — (0 —1
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