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Uvod

Cilem mé bakalaiské prace je seznamit ctenafe s tim, jak je mozné zjistit
nerovnomérnost rozdéleni dat. V této praci budeme pracovat s metodou zvanou
Lorenzova kfivka. Pfedpoklada se, ze ¢tenar méa alespon zakladni znalosti z teorie
pravdépodobnosti.

Prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole je stru¢né vysvétleno,
za jakym tucelem byla Lorenzova krivka sestrojena, k cemu dnes miize slouzit a
jakym zptisobem mutizeme danou kfivku zkonstruovat.

V kapitole druhé je definovan kvantil ndhodné veliciny X, coz je dilezity
pojem pro tuto praci. Dale v této kapitole pomoci teoretického ptikladu vy-
sveétlujeme, jak postupné dochéazi k vyjadieni matematického vzorce Lorenzovy
kiivky.

V kapitole tfeti odvozujeme tvar Lorenzovy kiivky pro nékterd spojita roz-
déleni pravdépodobnosti a zkoumame jak parametry daného rozdéleni ovliviuji
(pfipadné neovliviiuji) tvar kiivky a o ¢em vypovida tvar Lorenzovy kiivky.

V kapitole ¢tvrté je provedena simulacni studie, kde nasim cilem je pro na-
hodné generovanou sadu dat exponencialniho rozdéleni vykreslit Lorenzovu kiivku.
Vysledky simulac¢ni studie porovname s teoretickymi vysledky ziskanymi v pfe-
deslé kapitole.

V kapitole paté je zkonstruovana Lorenzova kfivka pro realna data.



1. Podstata Lorenzovy krivky

1.1. Uziti Lorenzovy krivky

V roce 1905 byl publikovan ¢lanek Metody mereni koncentrace bohatstvi
od amerického statistika M.O.Lorenze, viz [4]. Jak uz fik4 sam nazev, tato prace
pojednava o tom, jak je mozné popsat koncentraci bohatstvi ve spolecnosti. Au-
tor se zaméril na grafickou stranku véci. Byla zkonstruovana kiivka popisujici
rozlozeni bohatstvi v urcité spolec¢nosti a dnes tato krivka nese jeho jméno.
Lorenzova kfivka ndm mimo jiné muze poslouzit ke srovnavani nerovnomeér-
nosti rozdéleni dfichodu! v porovnani v riiznych ekonomikéach nebo stejné ekono-
miky v riznych ¢asech, miize znazornit zménu koncentrace obyvatelstva
na daném uzemi v urcitém casovém obdobi. Pfi srovnavani Lorenzovych krivek
v riiznych ¢asech lze zjistit, zda se v ¢ase bohatstvi koncentruje (nerovnomérnost

ve spole¢nosti roste) nebo zda ma tendenci se rozptylit rovhomérné.

Uplatnéni Lorenzovy kfivky je dosti siroké. Mutze se pouzit napf. v nasledu-

jicich oborech:

e ckonomie
Pf. nerovnomeérnost rozdéleni diichodu v ekonomice - vztah mezi celkovymi

dfichody a obyvatelstvem (domécnostmi) v Ceské republice

e demografie
Pf. nerovnomérnost rozdéleni obyvatelstva na urc¢itém tzemi - napi. vztah

mezi celkovym poctem obyvatel jednotlivych kraji a rozlohou téchto krajt

e bankovni sektor

Pt. diverzifikace klientt - vztah mezi ,,dobrymi“ a ,Spatnymi“ klienty banky

Poznamka 1.1. Lorenzova krivka se bude ddle oznacovat LC

!'Dtichodem se rozumi celkové mnozstvi penéz, které osoba nebo domécnost obdrzi béhem
daného ¢asového obdobi (obvykle roku). Dtuchod sestdvd z mezd nebo pracovnich vydélki,
vlastnického dichodu, jako napi. rent, Groku a dividend, transférovych plateb neboli pfijmu od
vlady, jako socidlni zabezpeceni nebo pojisteni v nezaméstnanosti, viz [5]



1.2. Konstrukce Lorenzovy krivky

Konstrukci LC vysvétlime na pfikladu métfeni koncentrace pfijmut
v populaci:
Je zavedena kartézska soustava souradnic. Na horizontalni osu zakreslujeme ku-
mulovand (postupné nacitand) procenta poctu obyvatel populace, kde obyvatelé
jsou sefazeni podle prijmti od téch s nejmensimi piijmy po nejvétsi. Na verti-
kalni osu zakreslujeme kumulovana procenta celkovych ptijmi, které jsou drzené
danym procentem obyvatelstva.

Mohou nastat dva extrémni piipady, které se v readlném zivoté nevyskytuji,

ale slouzi k porovnani s pripady skute¢nymi.

1. Tzv. absolutné rovnomérné rozdéleni pfijmi.

Nejchudsi 1% populace ziskdva 1% celkovych piijmai.

Nejchudsi 2% populace ziskava 2% celkovych piijmi.

Nejchudsi 3% populace ziskava 3% celkovych piijm.
Atd.

2. Tzv. absolutné nerovnomérné rozdéleni prijmu.

Veskery prijem nélezi jediné osobé.

Absolutné rovnomérné rozdéleni piijmu je v grafu zakresleno pfimkou ve tvaru
y = x. Kfivka absolutné nerovnomérného rozdéleni prochazi po z-ové ose a poté
se pfimyka k rovnobézce k ose y (z = 1). K¥ivka realné nerovnomérného rozdéleni
prijmu se pohybuje mezi absolutné rovnomérnym a nerovnomérnym rozdélenim
a jejl tvar muzeme prirovnat ke tvaru luku.

Prvni a posledni bod kiivky je u vSech pripadi stejny, tj. body [0;0] a [100%;100%)]
resp.[1;1].
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Obr.1 Lorenzova krivka pro abs. rovhomérné, abs. nerovnomeérné

a realné nerovnomérného rozdéleni

Z obrazku vycteme napri., ze 64% ,nejchudsich® obyvatel ziskava jen 40% cel-

kovych piijmi.

2. Matematické vyjadreni Lorenzovy krivky

2.1. Pojem kvantilu ndhodné veli¢iny X

Kvantil ndhodné veli¢iny X je potfebnym pojmem pro matematické vyjadieni
LC a proto zde bude tento pojem definovan. Pfedvedeme jaky ma vyznam a

jakym zptsobem ho lze ziskat. Nésledujici definici najdeme v [3].

Definice 2.1. Necht q € (0,1). g-kvantil ndhodné veliciny X je takové redlné

cislo qul, pro ktere plati

P(X<F/')>q asoucasné P(X>F;')>1-q.



F_q X
Obr.2 Vztah hustoty a kvantilu ndhodné veli¢iny X
Nés zajima nahodné veli¢ina X, pomoci které modelujeme piijmy jednotli-
vych lidi v populaci. ¢g-kvantilem rozumime takovou vysi piijmu, Ze pravé 100-q%

populace ma piijem neprevysujici tuto castku.

g-kvantil 1ze zapsat i pomoci distribuéni funkce Fx(z) ndhodné veli¢iny X

(viz [1]).

Necht F' je néjakd distribucni funkce. Zavedme funkci F~1 predpisem
—1 o .
Foo=inf{z:F(z) >q}, 0<qg<1

Pak se F~* nazjvd kvantilovd funkce odpovidajici distribucnd funkci F'. Hodnotdm
Fq_1 se 7ikd kvantily. Je-li F' rostouct funkce, pak '~ je obycejnd inverzni funkce

k F.

2.2. Matematicka formule Lorenzovy krivky

Soudobou definici Lorenzovy kiivky zavedl na pocatku 70.let Gastwirth
(viz [2]). Matematicky vztah LC bude vysvétlen na jednoduchém piikladé:
Mame ctyricet ndhodné vybranych osob urcité populace. V tabulce jsou uvedené
prijmy, které predstavuji realizace nahodné veli¢iny X popisujici prijem jedno-

tlivych osob této populace.



i | ® | b | 4
1[2]8000 | 5|5
2 | 3] 9000 | %
31611000/ 35 | 5
4 14112000 | 5 | 32
51414000 | 55 | 4
6 | 9|16000 | 4 |
717119000 | 5 %
8 [ 3125000 = ;‘—8
9 [1]30000| 4 | 33
10 1]35000| 4 | 1
Tabulka 1:

Oznaceni:
i...index skupiny (sefazeno podle velikosti pfijmu)
Ji---pocet osob majici piijem x;
z;...hodnota pfijmu ¢-té skupiny lidi

p;...relativni ¢etnost i-té skupiny lidi
i
gi- - . kumulovand relativni ¢etnost, kde ¢; = > pg
k=1

V praxi se mohou rozdélit pfijmy do pfijmovych ttid, jelikoz zjisténi katego-

rizovanych dat je snadnéjsi. Na nasem prikladu by to vypadalo nasledovné :

piijem v tis.K¢ | 5-10 | 10-15 | 15-20 | 20-25 | 25-30 | 30-35
pocet osob 5 14 16 3 1 1

Tabulka 2:
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Obr.3 Histogram piijmi nahodné veliciny X

Maéame graficky znazornénou ¢etnost osob vyskytujicich se v jednotlivych pri-
jmovych tiidach.
Poznamka 2.1. Pocet trid prijmi muZeme zvolit pomoct tzv. Sturgesova pravi-
dla.
k=1+33logn =1+ 1.43Inn , kde k je pocet tiid a n pocet dat (hodnoty
prigma), viz [3].

Body Lorenzovy krivky:

LC' vznikne spojenim bodu
[070]7 [qﬂ L(Qz)], kde qi = Zpkn 1= 1,...,”, a [171]
k=1

Oznaceni:
qi- - - postupné nacitané relativni ¢etnosti p;

n...obecné znaceni pro pocet piijmovych skupin (v nasem pfipadé 10)

Mame tedy diskrétni ndhodnou velicinu X a zname i jeji distribu¢ni funkci
FX (.I’) .

10
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Obr.4 Distribu¢ni funkce ndhodné veliciny X

Nyni se vénujme hodnotdm L(g;):
L(q1): podil pfijmu osob skupiny 1 (tj. s nejmensimi p¥ijmy) na celkovych

prijmech.

2-8 000 . xljl
630 000 .
Z TrJk

k=1

L(Ql) =

L(g2): podil pfijmu osob skupiny 1 a 2 (tj. dvou tfid s nejnizsimi pfijmy) na cel-

kovych prijmech.

2-80004+3-9000 @171+ xaje

L(Q2) =

630 000 L .
Z Tk
k=1

obecné:
> Tkjk
L(ql> = kil 1= 1’ N (1)
> Tk
k=1

11



Tento vztah lze upravit tak, ze pocet osob v jednotlivych skupinach j;, ..., jn
vyjadiime pomoci relativnich ¢etnosti t¥id py, ..., pn.
Plati:

j,:mpl, izl,...,n

kde m vyjadiuje pocet osob sledované tridy.

L(p ) _ rimpi _ T1p1
Vmy i m o
Z TPk
k=1
x +x
L(p1 +po) = M
Z TkPk
k=1
k
{ Z TPk
i=1
LO ) = 55—
k=1 > TPk
k=1

Funkce L(q) je pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X vyjadiena vztahem :

i
Z TkPk
k=1

L(g;) = i=1,...,n (2)

n )
Z Tk Pk
k=1

Analogicky pro spojitou ndhodnou veli¢inu X je funkce L(g) dana vzta-

hem:
q € (0,1) (3)
kde F q_l je ¢-kvantilem ndhodné veli¢iny X a f(z) je hustotou této ndhodné ve-

li¢iny

12



Poznamka 2.2. Jmenovatel funkce L(q), tzn. Y xppy resp. [~ xf(z)dz vyja-
k=1
druje stiedni hodnotu E(X) ndhodné veliciny X .

Poznamka 2.3. V dalsim textu budeme uvaZovat, Ze X je spojita nahodnd veli-

éina.

Nasledujici kapitola se bude zabyvat tvarem zavislosti L(q) pro néktera znama

pravdépodobnostni rozdéleni.

3. Tvar Lorenzovy krivky pro néktera spojita roz-
déleni

Predpokladame, ze nase data jsou realizacemi spojité nahodné veli¢iny X.
V této kapitole si predvedeme jak se LC bude ,chovat® v piipadé, ze rozde-
leni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X bude rovnomeérné, exponencialni a
normalni. Budeme pozorovat, jaky vliv na tvar LC' budou mit parametry jedno-
tlivych rozdéleni pravdépodobnosti.

Dosazenim pfislusné hustoty, kvantilu a mezi integralu do (3), ziskdme vztah

pro konstrukei LC'.

3.1. Rovnomérné rozdéleni

Nahodna veli¢ina X ma rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu
(a,b), kde a,b € R,
X ~ Ro(a,b)

ma-li hustotu

viz [3].

13



LC po dosazeni hustoty do (3):

Fq_1 1
f xb—a dx

L(q) = =5— , q€(0,1) (4)
W Ty dx
Prvnim krokem je zjiténi kvantilu Fq_lz
fx]
— Y
b-a !
I (-
[ q | |
| I
| | |
+ '1 é
0 a Fgq b X

Po upraveé ziskame kvantil

Fl=qb—a)+a

F qfl dosadime do vztahu (4) a po tpravé ziskdme vztah pro znazornéni LC:

S e A 20— a) + 20g

a

[lo de  atb

L(q)

Lorenzova krivka je dana vztahem:

2
(b —a) + 2aq
L) = a+b

. q€(0,1) (5)

14



Graficky znazornéna LC

pro volbu parametri: a = 0,

b=1

Ly
0.5
0.6
L{g) |

0.4

0.2

o=

0 0.2

04 0E 0B
q

Obr.6 LC pro rovnomérné rozdéleni nahodné veliciny X

Zavislost kfivky na parametrech

Hodnota L(q) zévisi na parametrech a a b. Jak bude tvar kfivky ovlivnén parame-

try, bude pfedvedeno na dvou p¥ipadech. V prvnim piipadé bude rozptyl var(X)

konstantni a bude se ménit pouze stfedni hodnota E(X) = C‘TH’. A v pripadé
druhém stfedni hodnota E(X) je konstantni a méni se rozptyl var(X) = %

e 1.piipad

LCy...a=0, b=1
LCy...a=1, b=2
LCs5...a=6, b=7
LCy...a=12, b=13

E(X;) =05, wvar(X;) = %
E(X5) =15, war(Xs) = %
E(X3)=6.5, wvar(X;) =15

15



L{q)

Obr.7 LC pro rovnomérné rozdéleni pii konstantnim var(X)
Cim vice se st¥edni hodnota F(X) vzdaluje od hodnoty 0, tim vice se funkce
L(q) ptiblizuje ke kiivce absolutné rovnomérného rozdéleni, tj. L(q) = g.

Srovnejme naptiklad LC5 a LCy. Zatimco LC5 je pomér nejveétsi a nejmensi

hodnoty nadhodné veli¢iny X roven

v pripadé LC}y je tento pomér roven

b 13
2o 108
a 12 ’

Tzn., ze v prvnim piipadé je vétsi nerovnomérnost nez v druhém ptipadé a

tuto skutecnost vidime i na obrazku 7.

2.pripad

LCy...a=0, b=12 ... FE(X;)=6, wvar(X;) =12
LC5...a=1, b=11 ... E(X3) =6, wvar(Xy)=8.33
LCs...a=2, b=10 ... FE(X3)=6, wvar(X;)=5.33
LCy...a=4, b=238 E(X4) =6, wvar(Xy) =1.33
LCs...a=5, b=7 ... E(X;) =6, wvar(Xs;)=0.33



L(q)

Obr.8 LC pro rovnomérné rozdéleni pii konstatni E(X)

Hodnota rozptylu var(X) ndhodné veli¢iny X postupné klesé a tedy i ne-

rovnomérnost rozdéleni (v nasem piipadé) pfijmu se snizuje.

Poznamka 3.1. Pokud zvolime parametr a = 0, tvar LC neni ovlivnén parame-
trem b.

Dosadime do (5)
L(q) = ¢*.
Tzn. rozptyl var(X) ndhodné veliciny X, at je jakkoli velky, nerovnomérnost

rozdeleni prigmi je stale stejne.

3.2. Exponencialni rozdéleni

Nahodné veli¢ina X ma exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti s parame-

trem A\, kde A > 0

X ~ Exp())
ma-li hustotou
0, <0
fla) = { 1e7x, x>0,

viz [3].
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Vypocet kvantilu F, !

Obr.9 Hustota exponencialniho rozdéleni
Distribuc¢ni funkci F'y muzeme vyjadiit jako integral z hustoty a chceme, aby

platilo ¢ = Fx (F; ).

—1
Fq 1 e _F—l

q—FX(Fql)—/ XeT dr=1—e x
0

Po uprave
E 1= =n(1-q)
Dosadime do vztahu (3) pro LC:

—An(l—q) 1 ==z
IN rye> dx
o0 1 ==

fo Tyex dx

L(q) =

Citatel:
Integral

—Aln(1—q) 1 .
/ rz—e > dx
0 A

miizeme vyjadiit pomoci substituce (¢ = —¢) jako

0
-\ / tel dt
In(1-q)

18



Dale pouzijeme metodu per partes

0 0
—)\/l et dt = —M([te' g — / dt) = —\(=In(1— q) + gin(1 — g) — g

n(1-q) In(1—q)

Jmenovatel:

P1i vypoctu jmenovatele pouzijeme stejny postup jako u vypoctu citatele.

1 .
/ r—e dx,
o A

ktery vyjadfime pomoci substituce a metody per partes

Mame tedy integral

r 1 —T - ') i’

/Xxek dr = ylLIgO(ATyeT —exr) — )\(geg — e%) =\

0
A dostavame konec¢ny tvar LC":

—A(—=In(l—q)+qln(l —q) —
by = DA D 20 gy ) gin(—g) + g
Lorenzova kiivka je dana vztahem:
L(q) =In(1 —q) — qln(1l —q) +q, q€(0,1) (6)

19



Graficky znazornéna LC

Ly
0.81
0.6
L@ ]

0.4

0.2

Obr.10 LC pro exponencialni rozdéleni

Zavislost krivky na parametrech

Parametr A (tzn.stfedni hodnota E(X)) neovliviiuje tvar LC, coz je patrné

ze vztahu (6).

3.3. Normalni rozdéleni

Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti

X ~ N(u,0?)
ma-li hustotu
1 o—p)?
flz) = e~ : reR

viz [3].

Smérodatna odchylka o

Hodnoty, které pouzivame k sestrojeni LC' jsou nezaporna realna cisla. Smeéro-
datnou odchylku o vyjadiime pomoci stfedni hodnoty p tak, aby data nabyvala

zapornych hodnot jen se zanedbatelnou pravdépodobnosti, tj.
P(X <0) =q,
20



kde q. . .zanedbatelna pravdépodobnost, napt. ¢ = 0.0001.

f(x) |
|
|
|
|

/ .
0 H X

Obr.11 Hustota normalniho rozdéleni

Provedeme normalizaci nahodné veli¢iny X, tj. % ~ N(0,1)

Chceme, aby platilo

Uy = — a tedy J:—ﬂ
o Ug

Ug. . . ¢-kvantil normélntho normovaného rozdéleni N(0,1) (tabelovana hodnota).

Obecné budeme uvazovat vztah
—
k ?
kde k je dostateéné velka konstanta (k > 4).
LC po dosazeni hustoty do (3):

. _empw?
Fq 1 2%
JoL wwme T dx
L(q) = . i (mfﬂ)2 Y q E (O’ 1)
00 1 212
f_oox%me W2 dr

kde F, ! je g-kvantilem normélniho rozdéleni N (y, (%)?).

21



Vypocet kvantilu F, !
Kvantil F| qfl vyjadiime pomoci kvantilu normalniho normovaného rozdéleni u,.
Méame nahodnou veli¢inu Y = %k’ s normalnim normovanym rozdélenim
Y ~ N(0,1), kde plati

P(Y <u,) =gq

X —
P( Pr < Ug) =q
1
H _
P(X<uqz+ﬂ)—q
odtud
- 1z
Fq 1 = qu + l,[,
Citatel:

, - . s -1
Integrél v Citateli ze vztahu (7) po dosazeni F

upltr q _ (a2
/ xe K7 dx
i
- k

[e.e]

vyjadrime jako

el opop 22 /Wq 1
—(=t4+p)e z dt = -
/wgﬁ%ﬁk 1t) ’

“Tdt
e
—oo V2T
(byla pouzita substituce (t = 7).

k
Déle vyuzijeme substituci (y = —%) a vztah ®(u,) = ¢, kde ®(u,) je distribucni
funkce normalniho normovaného rozdéleni N(0,1)

_Ln li (e‘é —e’)+pg = —Lﬁe é + pg = p(— ! e‘é +q)
V2 k s——o0 1 o k HE=H k27 1
Jmenovatel:

P1i vypoctu integralu




miizeme opé€t vyuzit substituce pouzité pri vypoctu citatele

1 Cout _e2 /°° 2 1
— B o= at + e 2dt>z—0+ Vo) =
%(/_oo 1 n o %( pV2m) = p

+2
(pro integral ffooo e~z dt jsme pouzili transformaci pomoci polarnich soufadnic).

Jednotlivé vysledky dosadime do (7) a upravime:

L 4 e (8)

Graficky znazornéna LC

pro volbu k=5

L(q) |

0 q 1
Obr.12 LC pro normaélni rozdéleni

Zavislost kfivky na parametrech
Tvar LC je ovliviién stfedni hodnotou a rozptylem nadhodné veli¢iny X (stejné

jako u rovnomérného rozdéleni). Proto si opét uvedeme dva piiklady, kde jedna

z uvedenych ¢iselnych charakteristik bude konstantni a druha ne, a naopak.
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1. Stfedni hodnota p je konstantni, budeme ménit hodnotu konstanty k a tim
i rozptyl (&)
Pfi snizovani hodnoty rozptylu (%)2 dochéazi ke sniZzeni nerovnomérnosti

rozdéleni napt. prijmd.

2. Rozptyl 0? je konstantni, stfedni hodnotu vyjadiime pomoci rozptylu,
tj. p = ko. Budeme opét ménit hodnotu konstanty k.
Pfi zvySovani stfedni hodnoty p = ko dochézi ke snizeni nerovnomeérnosti

rozdéleni.

Zmena konstanty k:
pro LCYy... k=5

pro LCs. .. k=8

pro LCs. .. k=12

L{q)

Obr.13 LC pro normalni rozdéleni pfi zméné hodnoty konstanty k

4. Simulace dat

V této kapitole se budeme zabyvat simulaci dat a to pro pfipad exponen-
cialniho rozdéleni nahodné veli¢iny X. Ziskané vysledky budeme konfrontovat
s vysledky teoretickymi, které jsme zjistili v kapitole 3. Simulaci dat budeme

provadét na rtizném rozsahu vybéru nahodnych velic¢in.
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4.1. Princip simulace z exponencialniho rozdéleni

Vétsina generatorti pseudondhodnych ¢isel je schopna generovat posloupnost
pseudonahodnych ¢isel z rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu
(0,1). Budeme tedy generovat data z rovnomérného rozdéleni a poté je transfor-
movat na pozadované rozdéleni pravdépodobnosti.

Nasledujici vétu pouzijeme na transformaci dat z rovnomérného rozdéleni

pravdépodobnosti na data s exponencialnim rozdélenim.

Véta 4.1. Necht ndhodna velicina U md spojité rovnomérné rozdéleni na inter-
valu (0,1). Nechtt F~' je kvantilovd funkce odpovidajici néjaké rostouci spojité
distribucni funkci F. Pak ndhodnd velicina X = F~Y(U) md distribucni funkci

F.

Mame nahodnou veli¢inu U, ktera ma rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti,
U ~ Ro(0,1).

Chceme, aby ndhodné velicina X méla exponencialni rozdéleni pravdépo-

dobnosti
X ~ exp(N)
s distribu¢ni funkci F'
F=1—¢>
Transformace dat:
Pouzijeme vétu 4.1., odkud vime
X =FYU).

F~(U) je inverzni funkce k distribu¢ni funkci F, tj.
FHU) = —AIn(1 — u)

a tedy
X = -AIn(1 — u), ue (0,1)
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Na nasledujici rovnici si ukadzeme, ze takto transformovana nadhodnéa veli¢ina

X ma skutecné nami potiebné exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti.

Fx(z) = P(X <z)=P(-AIn(l—u)<z)=Plu<l—e ) =F(l—e )=

Poznamka 4.1. Obdobné bychom mohli transformovat data napr. © pro normdlni

rozdélent.

4.2. Lorenzova krivka pro nasimulovana data

Algoritmus konstrukce LC' mé nékolik kroki. Nésledujici popis algoritmu je

doplnén zdrojovym kédem jazyku Maple.

1. Generovani 1 000 ndhodnych hodnot rovnomérného rozdéleni a transfor-
mace téchto dat na data z exponencialniho rozdéleni
u:=stats[ random, uniform ] (1000);
x:=-8*1n( 1-uln] ) $ n=1...1000;
kde A\=8

2. Setazeni transformovanych dat od nejmensi po nejvétsi hodnotu

X:=sort([x]);

3. Vypocet xz-ovych souradnic bodi LC (¢;)
for i from 1 to 1000 do
ql[il :=1/1000;

end do:

i
4. Vypocet kumulovanych hodnot realizaci ndhodné veli¢iny X, tj. a; = > xy
k=1

1=1,...,n
soucet:=0;
for i from 1 to 1000 do

soucet :=soucet+x[i];
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al[i] :=soucet;

end do:

5. Vypocet bodit LC' na y-ovych soutadnic ziskané znormovanim jednotlivych
kumulovanych souctt
for i from 1 to 1000 do
qlil:=alil/a[1000];

end do:

6. Vykresleni LC'
LC:=([q[n],L[n]] $ n=1..1000);
plot ([LCI);

0.5
0.6
L{a)

0.4+

0.2+

Obr.14 LC pro 1 000 ndhodné generovanych dat

4.3. Porovnani teoretické a nasimulované Lorenzovy krivky

Ukézeme si, zda LC zkonstruovana z 1 000 ndhodné generovanych hodnot

exponencialniho rozdéleni bude tvarové odlisna od LC' ze vztahu (6).
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L(a)

Obr.15 LC pro 1 000 ndhodné generovanych dat a teoretické vysledky

Na obrazku 15 jsou plnou ¢arou vykresleny teoretické hodnoty LC' pro expo-
nencidlni rozdéleni, dle nami spo¢teného vztahu (6). Déle jsou zakresleny jednot-
livé body odhadu LC', ktery je zalozen na simulacnich datech. Tento odhad je
dostatecné blizky teoretickym hodnotam.

Nasimulujeme 50 dat z exponencialniho rozdéleni stejnym zptisobem jako
v pfedeslém textu. A bude nas zajimat jak se tvar LC' bude lisit od predeslého

nasimulovaného prikladu.

"]_

0.5
0.6
L(q)

0.4+

0.24

Obr.16 LC pro 50 ndhodné generovanych dat a teoretické vysledky

Ani pro mnohem mensi rozsah ndhodné veli¢iny X se kiivka pfili§ neodchylila

od teoretického modelu.
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5. Prakticka aplikace

V této kapitole se budeme zabyvat redlnymi daty. Budeme konstruovat LC'
znazoriujici nerovnomérnost rozmisténi obyvatelstva na tzemi Ceské republiky
za rok 2006. Data, ktera jsou pro konstrukci nutné, jsme ziskali z Ceského stati-
stického Gfadu, viz [6]. Jednd se o pocet obyvatel v jednotlivych okresech a rozlohu
uzemi podle téchto okresti, kterych je 77.

Postup pro konstrukci LC' bude obdobny jako v predchazejicim textu.

1. Zjistime hustotu zalidnéni v jednotlivych okresech.

hustota = —,
R

kde O je pocet obyvatel v okrese a R je rozloha okresu

2. Setadime okresy podle jejich hustoty zalidnéni od nejmensi po nejvétsi

(od Prachatic po Hlavni mésto Prahu).

3. Zjistime x-ové soutadnice bodu LC

Na x-ovou osu zakreslujeme kumulovana procenta z celkové rozlohy

7
Tk
=

XT; =

e s TN, (4
> Tk
k=1

rt je hodnota rozlohy v k-tém okrese

4. Zjistime y-ové soutadnice bodu LC
Na y-ovou osu zakreslujeme kumulovana procenta z celkového poc¢tu oby-

vatel




Sk je pocet obyvatel v k-tém okrese

5. Zakreslime body LC' [x;,y], i=1,...,77

100

iy =) oo
o [an] =

% poctu obyvatel
]
L]

a 20 40 B0 80 100
% celkové rozlohy

Obr.17 LC pro okresy

Z obrazku 17 mizeme napf. Fici, ze 80% obyvatel osidlovalo okolo 98% tzemi
Ceské republiky v roce 2006, tedy Ze na 2% nejhusté&ji osidleného tizemi Zilo 20%

obyvatelstva.

Stejnou analyzu provedeme na datech pro kraje Ceské republiky z roku 2006,

LC' znazornuje nasledujici obrazek.

100

80 4

B0

% poctu obyvatel

0 20 40 60 g0 100
% celkové rozlohy

Obr.18 LC pro kraje
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Provedeme-li stejnou tivahu, jako v pripadé okrest, Fekneme, Ze 80% obyvatel
osidlovalo okolo 92% tizemi Ceské republiky v roce 2006. V porovnani z obrazkem
18 je v tomto pripadé nerovnomeérnost rozmisténi mensi. Na obrazku 17 a 18 jsme
vypocitali body LC a to pro stejny pocet celkovych obyvatel a stejnou celkovou
rozlohu, avsak priklady se rtiznily v izemnich jednotkach. Mtzeme Tici, Ze tvar

LC' v aplikaci na demografickd data silné zavisi na velikosti tizemnich jednotek.
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ZAavér

Tato bakalarska prace se zabyvala zptisobem, jak popsat stupen nerovnomeér-
nosti rozdéleni dat. Lorenzova kiivka tuto nerovnomeérnost graficky znazortnouje.
V porovnani s jinymi metodami je grafickd metoda jednodusi napft. pro srov-
nani nerovnomeérnosti diichodt po dvou po sobé nasledujicich let. Snadno z grafu
zjistime, jak je nerovnomeérnost velka.

P1i konstrukci bodt Lorenzovy kiivky pracujeme s jednoduchymi vypocty.
Pokud vSak nemame k dispozici néjaky pocitacovy program, vypocet téchto bodi
je dosti zdlouhavy.

V pribéhu této prace jsme zjistili, ze tvar LC' zavisi na velikosti stiedni hod-
noty a rozptylu nahodné veli¢iny X, jejiz nerovnomérnost LC' popisuje. Praveé
tvar LC' ukazuje, jak velka je nerovnomeérnost rozdéleni. Zménu tvaru LC jsme
predvadéli pro néktera spojita rozdéleni pravdépodobnosti. Zjistili jsme, ze pri
konstantni stfedni hodnoté€ a rostoucim rozptylu roste i nerovnomérnost. A na-
opak pii konstantnim rozptylu a rostouci stfedni hodnoté dochazi ke snizeni ne-
rovnomérnosti. Toto pozorovani jsme ucinili pro rovnomérné a normalni rozdéleni
nahodné veli¢iny X, avSak tuto ivahu nelze provést pro exponencialni rozdéleni
nahodné veli¢iny X, jelikoz stiedni hodnota je rovna smérodatné odchylce.

Protoze se jedna o jednoduchy zptsob vyjadfeni nerovnomeérnosti a to jak z
hlediska interpretace, tak i z hlediska konstrukce, mizeme tuto metodu nalézt

napi. ve vétsiné knih o ekonomii.
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