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Uvod

Tématem této prace je konstrukce a aplikace kompozi¢niho biplotu. Vybér
namétu byl pro mé mnohem jednodussi nez diive, pii vybéru tématu bakalar-
ského. Dtivodem je hlavné skutecnost, Ze zde navazuji na jiz zminénou praci
bakalarskou. V té jsem uvedla zaklady problematiky tykajici se biplotu - teo-
rie, ze kterych vychazi (singularni rozklad matice, metoda hlavnich komponent),
principy konstrukce a v neposledni fadé také praktické priklady.

Ukolem této prace je ukézat Sirsi vyuziti biplotu. Ten se totiz ¢asto uziva
pri statistické analyze speciadlniho typu dat, tzv. kompozi¢nich dat, nesoucich
pouze relativni informaci.

V prvni kapitole se sezndmime s kompozi¢nimi daty a jejich zdkladnimi cha-
rakteristikami. Pfedstavime si geometrii uzivanou pro tato data a také tii zakladni
transformace, které lze na kompozice aplikovat. Dale navaze kratsi kapitola se shr-
nutim metody hlavnich komponent, ktera je i v pfipadé kompozi¢nich dat dilezita
pro vytvoreni biplotu. V tivodu néasledujici kapitoly si zopakujeme, jak vypada
standardni biplot. Nasledné si ukézeme biplot kompozi¢ni, ktery, jak zjistime, lze
rozliSit na tzv. kovarian¢ni a vytvoreny, logratio a ilr biplot. V zavéru této kapi-
toly bude shrnuta graficka interpretace. V posledni teoretické kapitole se budeme
zabyvat pripadem odlehlych hodnot. Pfedstavime si robustni metodu uzivanou
pro kompozi¢ni data. Zavér celé prace bude tvorit praktickd cast - uvedeme si
zde dva priklady s redlnymi daty.

Dtvodi, pro¢ jsem se rozhodla v tématu biplotu pokracovat, je hned nékolik.
Samotnou mé toto téma ,chytlo za srdce“. Oblast statistiky mi byla vzdy blizka
a kombinace kompozi¢nich dat a biplotu mi pfijde jako vhodna k probadani. Také
jsem se presvédcila, ze je tato problematika opravdu zajimava i pro clovéka, ktery
o tomto slysi poprvé. Pti nékolika prezentacich mé bakalarské prace jsem mohla
sledovat, jak pritomni zaujaté poslouchaji vyklad, zejména pak popisy grafickych
vystupt praktickych prikladi. Co mé jesté vice potésilo, byl fakt, ze jevili zajem
o tuto tématiku a kladli mi dotazy. To mé utvrdilo v myslence, Ze si kompozi¢ni

biplot zaslouzi, aby se o ném dozvédélo co nejvice lidi.
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1 Kompozic¢ni data

1.1 Zakladni pojmy

V této kapitole si prestavime kompozi¢ni data a jejich zédkladni charakteristiky.
S timto typem dat budeme pracovat v pribéhu celé prace. Pii tvorbé kapitoly

byly informace Cerpany zejména z [1], [2], [15], [16], [19].

Méjme déan vicerozmérny statisticky soubor, jehoz slozky predstavuji kvanti-
tativné vyjadrené casti néjakého celku. Tato data potom oznacujeme jako kom-
pozi¢ni (nebo téz zkracené kompozice). Data mohou mit podobu procent (pak je
soucet jejich slozek roven 100) nebo jsou vyjadiena jako podily na celku velikosti
k (nejcastéji je pritom k rovno pravé 100 nebo 1, v daném piipadé se jedné o pro-
porce). Castymi piiklady soubortt kompozi¢nich dat jsou koncentrace chemickych
sloucenin v horninach, procentualni zastoupeni nékolika zivoc¢isnych ¢i rostlinnych
druhii v urcité lokalité nebo vydaje jednotlivce na rtizné potfeby do doméacnosti.
Ve vsech téchto pripadech nas nezajimaji pfimo absolutni hodnoty slozek, ale jiz
zminéné podily na celku.

Prvni komplexni ptistup ke zpracovani kompozi¢nich dat zavedl v osmdesa-
tych letech minulého stoleti skotsky statistik John Aitchison. Své priznivce nalezla

jeho teorie zejména v oblasti geologie.

Nyni si zavedeme definice pojmi D-slozkova kompozice, simplex, uzavér a pod-

kompozice, které jsou pro dalsi teorii velmi duilezité.

Definice 1.1.1. Sloupcovy vektor x = (1,3, ...,xp)" se nazjvd D-slozkovd
kompozice, jestlize jsou vSechny jeho prvky kladna redlnd cisla nesouci pouze re-

lativni informaci.

Definice 1.1.2. Vybérovy prostor kompozicnich dat je D-slozkovy simplex o di-

menzi D — 1,



D
SP = {X— (xl,xg,...,xD)T|x,- >0,i= 1,2,...,D;Zmi = k:}7 (1.1)
i=1

kde k je libovolnd pevné zvolend konstanta.

Definice 1.1.3. Pro libovolny vektor o D slozkdch, které obsahuji kladnd redlnd
Gisla x = (xl,xg,...,xD)T e RY, ;>0 pro i =1,2,...,D, je uzdvér

definovan takto

k-x; k-xo k-xp )T (1.2)

B =D =D
Zz‘:1 T Zi:l i Zi:l i

Vysledkem uzavéru je vlastné reprezentace kompozice jako kladného vektoru

ct = (

se souctem slozek k. Volba k pfitom zavisi na jednotkach méritka. Nejcastéjsimi

hodnotami jsou k = 1,100, 106, 10°.

Definice 1.1.4. Méjme danu kompozici x. Jeji podkompozici x; o | prucich
(I < D) ziskdme pouZitim operace uzdvéru na podvektor (x;,, z;,, . . . ,.CEil)T vektoru

x. Indexy i1, 13, ...,% ndm urcuji, ktere slozky z x byly vybrany.

Soubory kompozi¢nich dat ¢asto obsahuji data s velkym mnozstvim slozek.
Proto se v literatufe (zejména v oblasti geologie) objevuje kvili snazsi interpre-
taci omezeni na trojrozmérné (pod)kompozice. V tomto piipadé je pak simplexem
rozumén rovnostranny trojihelnik, jehoz vrcholy jsou v bodech A = [k,0,0,],
B =10,k,0], C = 0,0, k]. Data se ovSem ¢astéji zobrazuji do tzv. ternarniho dia-
gramu. Je to rovinny diagram tvoreny opét rovnostrannym trojuhelnikem, ve kte-
rém pro kompozici p = (pa, ps, pc)T plati, Ze p, (resp. py, p.) oznacuje vzdalenost
prislugné strany od protéjsiho vrcholu A (resp. B,C).

Podkompozice mohou byt vyjadieny také jinym zptisobem. Méjme danu ma-

tici X kompozi¢nich dat o rozméru n x D. Jeji typicky fadek méa tvar vektoru
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(1,22, ... ,xD)T, kde x;, i = 1,..., D jsou kladnéa ¢isla s konstantnim souctem
1+ x9 + ...+ xp = k. Podkompozice o [ < D slozkach (bez jmy na obecnosti

zvolime prvnich [ slozek) ma tvar

T
1 X T
cs)=———,...,—/— 0 S =(S1,...,51) - 1.3
) <z z) g (6,81 3

Z tohoto vztahu také vyplyva, ze podily jsou invariantni viici tvorbé podkom-
pozic: s;/sj = x;/zy, 4,7 =1,..., 1. Toto jsou podily slozek uvnitt kompoziéniho
datového souboru. Pokud je pouzivame k pocitani skalarniho soucinu a kovarian-
ci pro biplot (viz dale) a porovnavame data mezi sebou, musime brat v uvahu,
z jaké skaly data pochazeji. Tato informace byla prevzata z [19]. Proto je vhodné

vypocitat logaritmy téchto podili (logratio) a uvazovat rozdily mezi nimi.

Jak jiz bylo fe¢eno v tivodu, kompozi¢ni data nesou pouze relativni informaci.
Diky tomu mtzeme vyvozovat vlastnost, ze zména méritka informaci, obsazenou

v kompozici, nezméni. Tedy plati nasledujici definice.

Definice 1.1.5. Méjme ddany dva D-sloZkove vektory kladnych redlniyjch sloZek
x,y € RY (2,9, >0 proi=1,2,...,D), kdey =X-xpro A\ € R". Pakx ay
jsou kompozicné ekvivalentni. Plati také C(x) = C(y).

Soubor kompozic¢nich dat je dale invariantni vii¢i permutaci. Tedy pokud zmé-
nime poradi slozek vektoru, podily mezi nimi se neméni.

Posledni vlastnosti kompozi¢nich dat je podkompozi¢ni soudruznost. Ta nam
fika, ze podily mezi slozkami v podkompozici jsou vzdy stejné jako podily v ramci
celé kompozice a obdobné by se mél chovat i libovolny rozumny ptistup ke sta-
tistické analyze kompozi¢niho datového souboru. Uvedme si piiklad, ktery je
prevzat z [15]. Piedstavme si dva védce A a B, ktefi zkoumaji stejny vzorek
horniny. Védec A si vyjadii podily vSech prvki - organickych i anorganickych.
Védec B bere v tivahu pouze prvky organické (mé tedy podkompozici) a podily

pocita pouze v ramci nich. Vysledky obou védct tykajici se organickych prvka by
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mély byt stejné bez ohledu na to, ze chemik B pouziva redukovany soubor. Tedy
z celého datového souboru (tj. uvazujeme-li piivodni kompozici) bychom méli ob-
drzet stejné informace o prvcich néjaké podkompozice jako pii analyze pouze této
podkompozice. OvSem standardni statistické metody, jako napi. analyza hlavnich
komponent zalozena na kovariancich ptvodnich slozek kompozi¢nich dat, tuto

vlastnost nemaji.

1.2 Aitchisonova geometrie

Informace k této kapitole jsou ¢erpany zejména z [19].
sického datového souboru vyuzivajiciho principy euklidovské geometrie. V ném
umime scitat vektory ¢i je nésobit skalarem, pocitat vzdalenosti mezi vektory
nebo zjistovat jejich vzajemnou ortogonalitu. Odpovidajici geometrie pro kom-
Rikéme ji souhrnnym nézvem Aitchisonova geometrie.

Ukazme si nasledujici p¥iklad. Rozdil mezi kompozicemi (5,80, 15)" a (10, 75, 15)"
neni zdaleka stejny jako mezi kompozicemi (50, 35, 15)T a (55, 30, 15)T. Vidime,
ze rozdil mezi hodnotami prvni a druhé slozky je v obou pfipadech pét, tedy je
stejna i euklidovska vzdalenost (5\/5) Ovsem kdyz se podivame na vzajemné
podily slozek, rozdil je podstatny. V prvnim piipadé jde u prvni slozky o nartst
z 5 na 10, tedy 100 % narist. V druhém piipadé mame ale narist pouze 10 %
(z 50 na 55).

Tato skutec¢nost ovSsem neni jedinym dtvodem, pro¢ nepouzivame pro statis-
tickou analyzu kompozic euklidovskou geometrii. Mtizeme naptiklad také narazit
na problém, kdy vysledek statistické analyzy vyjde mimo vybérovy prostor nebo
neni splnéna podminka podkompozi¢ni soudruznosti.

Aitchisonova geometrie je tvorena celou fadou operaci. Prvni dvé, perturbace
a mocninna transformace, tvori vektorovy prostor na simplexu a vyzaduji ope-

raci uzaveru, kterd je zavedena v Definici 1.1.3. Perturbace je analogii pro s¢itani



v realném prostoru. Mocninné transformace nahrazuje nasobeni skalarem. Na-
sledné ptidame do tohoto vektorového prostoru skalarni soucin, normu a vzdale-

nost mezi kompozicemi, abychom obdrzeli euklidovsky vektorovy prostor.

Definice 1.2.1. Perturbace kompozice x € S” kompoziciy € S° je kompozice

xEBy: C(mlyl,xgyg,...,nyD)T. (14)
Definice 1.2.2. Mocninnd transformace kompozice x € SP konstantou o € R

je dana jako

a®x =025, 2%)". (1.5)

Nyni mame nadefinovan vektorovy prostor, ktery je tvofen simplexem (SD ,D,0)

a ma nasledujici vlastnosti:
Vlastnost 1.2.1. (SP, @) je komutativni grupa, tedy pro x,y,z € SP plati
o Komutativita: X By =y D X;

o Asociativita: (x Dy) ®z=x@ (y ® 2);

e [Existence neutrdlniho prvku: n = C(1,1,..., 1)T = (%, %, c %)T;
o Eui . p S -1 -1 ~1\T . .
ristence inverzniho prvku: X~ = C(xl N ) , pro ktery plats
x®x !=n.

Jako analogii se standardnimi operacemi v redalném prostoru budeme pou-

Fwatx Dyl =x0y.

Vsimnéme si, ze operace uzavéru rusi veskeré konstanty, a proto neni z mate-

matického hlediska sama o sobé diilezita. Tento poznatek ndm umozinuje vynechat

vvvvvv
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dilezité disledky pro praktické pouziti, naptiklad pti analyze hlavnich kompo-
nent, kterou si ukdzeme dale. Uvedenou vlastnost mtizeme vyjadfit pro z € Rf

ax e SP takto

x®(a0z)=x® (a©C(z)). (1.6)

Vlastnost 1.2.2. V p#ipadé mocninné transformace pro x,y € SP a o, 3 € R

plati
o Asociativita: (- f) ©x=a ® (8 © x);
o Distributivita: a® (x®y) = (aOx)B(aQy) , (a+5)oOx = (aOX)B(SOX);

e Fuxistence neutrdlniho prvku: 1 ® x = X.

Nyni si nadefinujeme vyse zminény skalarni soucin, normu a vzdalenost mezi

kompozicemi.

Definice 1.2.3. Aitchisontv skaldrni soucin kompozic x,y € SP je definovdn

jako

D
:%ZZm le Y, (1.7)

=1 j=1

Z vlastnosti logaritmu podilu mtze byt Aitchisoniv skalarni soucin zapisovan

také zjednodusene,

DZZI 1 ey (1.8)

W=y 23 (10 %) = e, (19)



Definice 1.2.5. Aitchisonova vzddlenost mezi x a'y € S° je ddna jako

D D 2
1 X Y;
hxy) = Ixovll = 55 23 (W2 -n ) o

i=1 j=1 Yi

1.3 Souradnicovy systém

Pfi zpracovani tohoto tématu bylo ¢erpano zejména z [5], [10], [L1], [16], [19].

Jak jiz bylo feceno v predchozi kapitole, ve standardnim realném euklidovském
prostoru nelze s kompozi¢nimi daty diky jejich odlisné geometrii pracovat. Proto
byly sestrojeny tzv. logratio transformace ze simplexu do realného prostoru. John
Aitchison vyuzil faktu, ze velikost slozek je pro kompozi¢ni data nepodstatna
a v osmdesatych letech minulého stoleti zavedl dva druhy téchto transformaci
- aditivni logratio (alr) a centrovanou logratio (clr) transformaci. Prvni z nich
(alr) nezachovavéa vzdalenosti mezi daty, druhd (clr) tuto vlastnost (izometrii)
sice neztraci, ale vede k singularni varian¢ni matici. Tato omezeni a také fakt, ze
obé transformace neni mozné ztotoznit s ortogonalnim souradnicovym systémem
na simplexu, vedli k myslence definovat tfeti transformaci [5]. Ta se jmenuje

izometricka (ilr) logratio transformace a je izometrii mezi S a RP~1.

1.3.1 Clr transformace

Kompozice jsou v simplexu S formulovany pomoci kanonické baze {ej, e,, ..., ep}

v RP. Tedy kazdy vektor miize byt vyjadien jako

x =21(1,0,...,0)" +25(0,1,...,0)" +---425(0,0 Zx ce;. (1.11)

V tomto vyjadifeni ovSem nastava problém. Kanonickd baze zminéna vyse

neni generujicim systémem a dokonce ani bazi vzhledem k Aitchisonové geometrii
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na simplexu S . Proto musime néjakou takovou béazi vytvoiit. VyuZijeme k tomu

generujici systém

w; = Clexp(e;)) = C(1,1,....e,...,1)", i=1,2,...,D. (1.12)

Kompozici x € SP miizeme vyjadfit nasledujicim zptisobem

D

ZT; 1 T Ip T
| =1 1o "e . em 2 o1, e
x=Pmgowi=hgeEl Do el s oL .0

(1.13)

kde g(x) = Y/T12, 2 = exp <% S In xl) znaci geometricky pramér slozek
kompozice x. Do jmenovatele pfitom mutzeme obecné dosadit libovolnou kon-

stantu. Prava strana této rovnosti oznacuje centrovanou logratio (clr) transfor-

maci. Tuto si mizeme vyjadrit také po slozkach jako

9(x)

,lnm,...,lnm> =£. (1.14)

clr(x) = (m

Inverze, kterda nam dava koeficienty kanonické baze realného prostoru, pak

vypada nasledovné

_ T
clr (&) = Clexp(£y), exp(&), ..., exp(ép))” = x. (1.15)
Jak jiz bylo feceno dfive, varianéni matice & je singularni, tedy jeji determi-
nant je nulovy. Také soucet slozek v clr transformaci je nula.
Formalni definice clr transformace je nasledujici.

Definice 1.3.1. Mé&jme ddnu kompozici x € SP. Clr koeficienty jsou slozky
vektoru & = (&1, &, . .. ,{D)T = clr(x) jediného, ktery splriuje

x = ™! (€) = Clexp(€)", Y& =0; (1.16)
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1-ty clr koeficient md tvar

(1.17)

Déle bychom meéli vénovat pozornost prevodu operaci a metriky ze simplexu
do realného prostoru. Nez vyjadiime vétu, ktera tyto vlastnosti vyslovuje, musime

si oznadit euklidovskou vzdalenost, normu a skaldrni soucin v R” pomoci d(-, -)

- 1le a5

e’

Véta 1.3.1. Mé&jme ddny vektory xi,%x, € ST a redlné konstanty o, B, pak plati

cr(a ©@x1 ® O x2) = a-clr(xy) + [ - clr(xz);
(x1,Xa), = (clr(xq), clr(x2)),; (1.18)
[xally = llelr(xa)lle 5 da(x1,%2) = d(clr(xy), clr(xz)),.

1.3.2 Ilr transformace

Transformace do realnych soutadnic zachovavajici vSechny metrické vlastnosti

kompozic se nazyva izometrickd logratio (ilr) transformace.

Méjme danu ortonormalni bazi {e;,es,...,ep_1} na simplexu SP vzhledem
k Aitchisonové geometrii. Ilr transformace je déna tak, ze plati ilr(e;) = €;, kde

& znadi i-ty vektor kanonické baze v RP~!. Piesna definice je nasledujici.

Definice 1.3.2. M¢éjme ddnu libovolnou kompozici x € SP. Izometrickd logratio
(ilr) transformace spojend s ortonormdlni bazi v S°, {ey, e, ..., ep_1}, je trans-

formace z SP do RP~! o md tvar

x" = (xia QZ’;, s 7x*D—1)T = llI'(X) = <<X7 el>aa <X7 eQ)a’ SRR <X7 eD—1>a)T‘ (119)

Redlny vektor ilr(x) € RP~! vyjadiuje soufadnice kompozice x € SP yzhledem
k bazi {ej,es,...,ep_1}. Ekvivalentné jej muzeme ztotoznit se souradnicemi

vzhledem ke kanonické bazi v RP!| coz vede k vyjadieni ilr(x) = Y, (x, ;) €.
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Potom ze vztahu (1.19) a z ortonormality baze na S” ziskdme pozadovanou vlast-
nost ilr(e;) = €; proi =1,2,..., D — 1. Inverzni ilr transformace odpovidé vyjé-

dieni x v odpovidajici bazi S,

o)

x = ilr H(x*) = T ((x*,€), ©e), (1.20)

=1

kde (x*,€;), = (x,e;), = z}.

Kazdou kompozici x € SP 1ze tedy zapsat také jako

x=(x,e1),0ed...H (x,ep_1), Oep_i. (1.21)

Jiz ze samotné definice ilr transformace je zfejmé, ze se jedna o izomorfismus
mezi Aitchisonovou geometrii na simplexu a euklidovskou geometrii v redlném
prostoru. Pro ilr transformace tak plati analogické vlastnosti, jako je uvedeno
ve Vété 1.3.1 pro clr transformaci. Jinak feceno, aplikaci ilr transformace je Ait-

chisonova geometrie nahrazena euklidovskou. Pro realna ¢isla o,  mizeme psat

ir(0©x®fOy) = ailr(x) + filr(y) = ax"+ By",  (x,y), = (x",y7),, (1.22)

kde (.,.), znadi (stejné jako diive) euklidovsky skalarni soucin.

Ilr transformace jsou preferovany zejména v pripadech, kde je interpretace
vysledku statistické analyzy zaméfena spiSe na objekty (pozorovani) nez na jed-

notlivé slozky kompozice.

Pro interpretaci soutradnic je dilezité, jakym zpiisobem vybereme ortonormal-
ni bazi na S”. Nejcastéji k tomuto uéelu volime proces zvany postupné binarni
déleni (PBD), ktery funguje nasledujicim zptisobem. Nejprve rozdélime slozky
kompozic do dvou skupin oznacenych +1 a —1. Toto ndm vymezi prvni souradnici

vyjadrujici rovnovahu mezi slozkami +1 a —1 a vlastné i podily mezi jednotlivymi
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skupinami. V nésledujici krocich rozdélujeme jednu z téchto dvou skupin na dalsi
dvé atd. Poté samoziejmé rozdélime i druhou c¢ast. Nezahrnuté prvky v daném
kroku déleni oznacujeme 0. Pocet krokii potifebnych k dosazeni rozkladu celé
kompozice je D — 1.

Oznacme si r; pocet +1 a s; pocet —1 v souboru v i-tém kroku. Nové soutrad-

nice budou mit tvar:

.1/7"1-
Py 1n(H+%)1/_, i=1,2,....D—1. (1.23)
T+ S; (H_xk) Si

Cely proces je vétsinou zapisovan do tabulky. Naptiklad pro pétislozkovou

kompozici (D = 5) muZe vypadat nasledovné (x; jsou oznaceny jednotlivé slozky

kompozice):

soufadnice | krok | 1 29 3 x4 5 |T S
ot 1 |+1 -1 -1 -1 —-1]1 4
) 2 0 +1 +1 -1 —-1|2 2
@ 3 0 +1 -1 0 01 1
x; 4 0 0 0O 41 —-1/1 1

Nové vzniklé souradnice tvofime dle vzorce (1.23):

*

* *
Ty ) T3 Ty

\/EHL @) "L e | 1
) (x2m3x4a:5)1/4 (x4x5)1/2 V2 w3 | V2 s

Podrobnéjsi popis celého procesu bude vysvétlen u praktického prikladu.

1.3.3 Vztah clr a ilr transformaci

V této kratké kapitole si uvedeme nékolik poznatkii ohledné vztahu mezi clr
a ilr transformacemi.

Vztah (1.14) miZzeme maticové zapsat také jako

£ =Fn(x), (1.24)
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kde F = Ip — %JD, Ip je jednotkova matice fadu D a Jp je ¢tvercova matice
jednicek tadu D.

Clr transformace umoziiuje interpretovat jednotlivé koeficienty jako proménné
vysvétlujici vSechnu relativni informaci o pfislusné slozce kompozice, pohybujici
se v citateli daného koeficientu. Proto je v popisu vystupt zvolené statistické
analyzy mozné pouzit jména pro jednotlivé proménné odpovidajici nazvim pu-
vodnich slozek kompozice. Tato transformace je také vyuzivana ke konstrukei
biplotu, jak se zminime pozdéji. Nevyhodou této transformace je, ze vysledné
proménné jsou kolinedrni, protoze Zil & = 0. Nemtzeme tedy clr transfor-
mované kompozice zpracovavat metodami, které zavisi na plné hodnosti datové

matice.

Tento problém fesi ilr transformace. Zvolme ortonormalni bazi na nadroviné

H:& +...+&p =0v RP, kterd je generovana clr transformovanymi daty, tedy

napriklad
5 1 1 T
vi=1)— (T,H,U—LO,HJO L i=1,2,....,D—1. (1.25)
1+1\ 2 1
—

Poznamenejme pfitom, ze prislusné ilr souradnice jsou v tomto konkrétnim

pripadé ve tvaru

. Z 1; .
. i [To
i+1 Tit1

L i=12,...,D—1. (1.26)

Pak vztah mezi clr i ilr transformacemi je maticové vyjadien jako

£ =Vx*', (1.27)

kde V = (vy,...,vp_1) je matice rozméru D X (D — 1) s ortonormalnimi vektory

ze vztahu (1.25) na nadroving H. Plati, zZe VIV =1p_;.
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1.3.4 Alr transformace

Nyni se znovu podivejme na vztah pro vyjadfeni clr transformace (1.14).
Rekli jsme si, ze do jmenovateltl v tomto vztahu mizeme dosadit libovolnou hod-
notu. Pokud tak uc¢inime a pouzijeme jednu ze slozek x4, ..., xp, pak dostaneme
koeficient odpovidajici dané slozce roven nule. Proto mtizeme z ptvodniho gene-
rujiciho systému vyjmout vektor, kterym je pfi volbé xp kompozice wp (obecné
nemusi jit nutné o posledni vektor). Potom dostaneme bazi {wy, wa, ..., wp_1}.

V takovém piipadé mtizeme libovolnou kompozici x € S psat jako

Tp-1

®(1,1,...,e, 1)

D-1
x:@lnﬁcawizlnﬂG)(e,l,...,l,l)T@...@ln

-1 D Tp ITp
(1.28)

Takovouto tpravou dostavame aditivni logratio (alr) transformaci, kterd ma

nasledujici tvar

T
alr(x) = <lnﬂ,lnﬂ,...,x[)_l) =y. (1.29)

Tp  Tp Tp

Alr transformace méa ovsem dva nedostatky. Prvnim z nich je nesymetrie
(jedna ze slozek, xp, hraje ve vztahu (1.29) zcela jinou roli nez slozky ostatni).
Mnohem vétsi potize ale nastavaji diky tomu, Ze tato transformace neni izomet-

ricka.

1.4 Popisna statistika kompozic

Podklady k tvorbé této kapitoly tvorily zejména [16], [19].

V tvodu je tieba Tici, ze v celé této kapitole budeme pracovat s datovou matici
kompozic X o n tadcich a D sloupcich se slozkami ;. Nez ovSem zacneme datovy
soubor analyzovat, musime jej zkontrolovat.

Nejprve zjistime, zda v datech nejsou chyby, jestli maji logicky vyznam a neni

mezi nimi zadné pozorovani, které by svymi hodnotami znac¢né vybocovalo vzhled-
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em k ostatnim. Dale se podivame na odlehlé hodnoty - kolik jich je, jak jsou
vzdalené od ostatnich dat v souboru. Problematice odlehljch hodnot se budeme
podrobné vénovat ve ¢tvrté kapitole o robustnich metodach. Nakonec zkontrolu-

jeme, zda soubor neobsahuje nuly.

Standardni popisna statistika vyuzivana pro data s euklidovskou metrikou
neni pro kompozice prilis vhodné. Naptiklad rozptyl nebo smérodatna odchylka
nedava v Aitchisonové geometrii smysl. Proto byly zavedeny ciselné charakteris-

tiky centrum, varia¢ni matice a celkovy rozptyl.

Definice 1.4.1. Charakteristika polohy pro kompozicni data se nazyjvd centrum.

Pro datovy soubor o rozsahu n je definovano jako

g=C(g1.92,---,90)" s kde gk—(Ha:ik) L k=12,...,D.  (130)

Definice 1.4.2. Rozptyl souboru tvoreneho kompozicnimi daty je vyjddren po-
moci variacni matice, matice rozptyli logaritmi podili (resp. ortonormdlnich

soutadnic) jednotlivych podkompozic (T, xjx), 4,j = 1,2,...,D;k=1,2,... n,

ti1 t12 ... tip
lor ta2 ... tap . Tik
T = .. ) ,  kde t;; je rozptyl souboru { In— k=1,...,n,,
- Tj
tpi1 tp2 ... tpp

(1.31)

resp. pomoct normované variacni matice

1t - tp
151 t59 ... 5 1 T
T = ?l 2,2 2,D ,  kdet; je rozptyl souboru {— In —k, kE=1,... ,n}.
V2 Tk
thy the - thp

(1.32)
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Pro t;; a ¢j; plati: t}; = Val"(\% In %) = %tij, tedy T* = %T. Tyto matice jsou
symetrické a jejich hlavni diagonaly jsou tvofeny nulami.

vy s

Definice 1.4.3. Meéritkem celkové variability kompozicniho datového souboru je

celkovy rozptyl,

totvar(X) = % Z Z tij = % Z Z ti (1.33)

=1 j=1 i=1 j=1

Varia¢ni matice nam ftika, jak je celkovy rozptyl rozdélen mezi jednotlivé
slozky kompozice. Prvky matice T* jsou interpretovany nasledujicim zptisobem:
¢im bliz je hodnota ¢}; k nule, tim jsou hodnoty podilii mezi i-tou a j-tou slozkou
kompozic stabilnéjsi. Navic celkova variance nezavisi na konstanté k (souctu
slozek kompozice), tudiz pfipadné pfeskalovani dat nema na tuto hodnotu zadny
vliv.

V praxi se vyuziva centrovani a skalovani dat. Centrovani neni nic jiného,
nez aplikace operace perturbace. Pouzivame jej nasledujicim zptisobem. Nejprve
sestrojime centrum g naseho vybéru. Pak na data aplikujeme perturbaci inverz-

Vv

simplexu. Pokud chceme datovy soubor X preskalovat, umocnime jej hodnotou
1/y/totvar(X). Timto zpusobem ziskdme kompozice s jednotkovym celkovym

rozptylem.

1.5 Reprezentace kompozic¢nich datovych souboru

V Gvodu této kapitoly si kratce predstavime singularni rozklad matice, ktery
je dilezity pro spravné pochopeni dalSich postupt. Informace o ném byly ¢erpany

z [17].
Méjme danu redlnou matici X o rozmérech n x D, zapisujeme X,, p, a dale

U,.n, D,p a Vpp. Matici X lze rozlozit na soucin

X = UDV7, (1.34)
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kde U a V jsou ortogonélni matice. Sloupce matice U se nazyvaji skéry (scores),
odpovidajici sloupce matice V se nazyvaji zatéze (loadings). Déle je zde matice
D nezapornych (tzv. singularnich) hodnot nachézejicich se na hlavni diagonéle.

Jsou usporadany sestupné. Tedy

pritom prvky mimo hlavni diagonélu jsou rovny nule. Singuldrni hodnoty maji
vypovidajici funkci o vztahu U a V. Cim bliZe k nule je ¢&islo dy;,i = 1,2,....k

tim maji odpovidajici skéry a zatéze v celkovém rozkladu mensi vliv.

A nyni se muzeme vratit k reprezentaci kompozi¢nich datovych soubort.
Hlavni zdroj informaci tvoril ¢lanek [2]. V ném jsou shrnuty tii ekvivalentni

zpusoby, jak vyjadiit podily mezi slozkami kompozi¢nich dat:

1. $D(D — 1) podili =~ mezi péry slozek, pfi vybéru paru predpokladame
J
J<jj=12...,D-1j=12..,D;

2. D—1 podila f—; mezi prvnimi D — 1 slozkami a posledni slozkou (vede k alr

transformaci);

3. D podila % mezi slozkami a jejich geometrickym primeérem

g(x) = (21 - 29 - - -xD)l/D (vede k clr transformaci).

Na logaritmické skale tak uvazujeme rozdily In(z;) — In(z;/), In(z;) — In(zp)
a odchylku od primeéru In(z;)—1/D >, In(z;). Druhd z moznost{ neni symetricka

ey e

bude zajimat vztah mezi logaritmy podilt (logratios) In(x;/x;) = In(z;) —In(z;).

Ozna¢me logaritmus In(x;),7 = 1,2,...,n, k = 1,2,..., D, prvki kompo-
zi¢ni datové matice pomoci j;z, které tvori matici J o rozméru n x D. Dale

zavedeme symboly 7;, 7% a j. pro prumeéry pres odpovidajici indexy. Nakonec
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definujme 7; g1y = Jir, — Jirr jako prvky matice E rozméru n x %D(D — 1), ktera
je tvofena pro kazdou z kompozic ve vybéru vSemi logaritmy podilt, kde & < &’
Budeme se snazit ukéazat, ze je mozné ziskat vsechny potiebné informace vedouci
k matici E pfi pouziti mensi matice tvofené pouze D sloupci zaloZenymi na clr
proménnych (viz bod 3. vyse).

Matici E, miiZeme centrovat vzhledem ke sloupcovym primértm 7 _gp = j1 — Jar-
Takto ziskame matici Y o prvcich y; prr = 7 gy — ki Singuldrni rozklad matice
Y mé tvar Y = A¥B, kde B mé 1 D(D — 1) fadki reprezentujicich kazdy z lo-
garitmt podilt (k&’). Matice E mé 3 D(D — 1) sloupct, ale jeji hodnost je rovna
¢islu D — 1. Tedy zde méme (D — 1)(D — 2) nadbyteénych sloupct.

Nyni si zavedeme matici Z o rozmérech n x D, ktera je tvofena clr trans-
formovanymi kompozicemi j;r — 7;., centrovanymi vzhledem ke sloupcovym prii-
mérim 2 = jix — J.. Tedy Z je matice dvakrat centrovanych prvkt matice J:
Zik = Jik — Ji. — i + 7. Z ma singularni rozklad tvaru Z = UDV7”. Singularni
vektory v maticich U a V jsou centrované a matice Z ma hodnost rovnu D — 1.

Singularni rozklady matic Y a Z spolu souvisi nasledujicim zptsobem:

1. Singuldrni hodnoty maji vztah: ¥ = /DD:;

2. Levé singularni vektory jsou shodné: A = U;

(vt —vgry)

3. Prvky matice B souvisi s matici V nasledovné: by = e

Ptedchozi odstavee ndm tedy fikaji, Ze k analyze datové matice Y (centrova-
nych) logaritmt podili ndm stac¢i znat mensi matici Z. Toho vyuZijeme pozdéji

pri konstrukei biplotu.
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2 Metoda hlavnich komponent

V nasledujici kapitole se seznamime s metodou hlavnich komponent. Ta je kli-
¢ovéa pro pochopeni a sestaveni biplotu. Informace jsou ¢erpany z [1], [11], [12],
[19]. Detailné je metoda hlavnich komponent popsana v bakalaiské praci [17].
Jejim cilem je zredukovat dimenzi mnohorozmérnych dat tak, aby se stala jed-
noduchymi a dobfe ¢itelnymi, ale abychom touto redukci ztratili co nejméné in-

formace. Vychazi z vlastnosti singularniho rozkladu matice uvedeného v kapitole

1.5 (podrobné viz [17]).

Méjme danu datovou matici X o rozmérech n x D, kde ve vétsiné piipadt
n tadkl predstavuje pozorovani a D sloupcti proménné (v nasem piipadé slozky
kompozice). Obvykle, v zavislosti na typu dat, je X transformovana na matici Z.
Nejobvyklejsimi transformacemi jsou centrovani proménnych nebo jejich normo-
vani, v ptipadé kompozic¢nich dat je vhodna logratio transformace. Nize popiseme

nejprve standardni pfistup.

Nésledujici text je zkraceny a prevzaty z [17].

Necht je dan vybérovy primér X a vybérova varianéni matice S. Jejich defi-
nice zde nebudeme uvadét, pro zdjemce jsou k dispozici v [17] (str. 10, Definice
2.4 a2.5).

Vybérové hlavni komponenty, resp. jednotlivé vybérové komponenty - sloupce

matice W,, p, pocitdme ze vztahil

W= (X -1X"G, (2.1)

resp.
W, =(X-1X")g;, j=1,...,D. (2.2)
Ptitom 1 je vektor n jednicek a G = (g,...,8p) je matice, jejiz sloupce jsou
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jednotlivé vlastni vektory matice S.

Dale zde plati

S=GDG?, G”SG=D, (2.3)

kde D = Diag(g,...,9p) je diagonalni matice vlastnich ¢isel (sefazenych se-
stupné) matice S.

Poznamenejme pritom, ze matice W ma v tomto pripadé stejné rozméry jako
datova matice X a jeji prvky Wi, = 1,...,n; j = 1,..., D, miZeme ozna-
¢it jako skory. Sloupce matice G se nazyvaji zatéze j-té hlavni komponenty,
7=12,...,D, a vyjadiuji vliv ptivodnich proménnych na nové hlavni kompo-
nenty.

Libovolné dvé hlavni komponenty jsou nekorelované, protoze jsou prislusné
vlastni vektory g;,j = 1,2,..., D, ortonorméalni. Takto lze tedy vytvoiit D kom-
ponent. Z hlediska zmensovani dimenze dat (ktera je nasim hlavnim cilem) je ale
lepsi mit komponent méne.

Poznamenejme pfitom, ze metoda hlavnich komponent je velmi citliva na mé-
fitko dat. To znamend, ze pokud jsou hodnoty jedné proménné vyrazné vétsi nez
hodnoty ostatnich (napfiklad v jinych jednotkéch), bude tato proménna vzhledem
k celkovému rozptylu dominovat téz pii konstrukci hlavnich komponent. Pravé
predevsim z tohoto divodu data normujeme (a tedy mimo nulovych sloupcovych
pramért budou rozptyly sloupct datové matice rovny jedné). Tento postup ovsem
neni mozné pouzit vzdy, jak uvidime v kapitole 3.2 o konstrukci kompozi¢niho

biplotu.
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3 Konstrukce biplotu

V této kapitole se jiz zacneme vénovat hlavnimu tématu této prace - bi-
plotu. Nejdrive si v kratkosti shrneme jeho klasickou podobu, potom se podi-
vame, k jakym zménadm dochézi v ptripadé kompozi¢niho biplotu, logratio a ilr
biplotu. Nakonec si shrneme grafickou interpretaci. Hlavnim zdrojem pro tvorbu
této kapitoly byly ¢lanky a knihy [2], [3], [4], [14], [17], [19].

Konstrukei biplotu popsal roku 1971 matematik K. R. Gabriel [13]. Biplot se
dé zjednodusené vysvétlit jako dvojdimenzionalni zobrazeni objektti a proménnych
v jednom grafu. V roce 2002 ptizptsobil J. Aitchison biplot pro kompozi¢ni data
[2] a dokazal, Ze je to uZite¢ny nastroj jak ke zkouméni datové struktury, tak
i k vysvétlovani vztahti mezi proménnymi.

Nez prejdeme k dalsim kapitolam, uvedeme si v kratkosti rozdily v nazvoslovi
jednotlivych biploti. Nejprve mtizeme rozdélit biploty na standardni a kompo-
zi¢ni. Prvni z nich jsou tvoreny standardnimi datovymi soubory, druhé jsou kon-
struovany pro kompozi¢ni data. Dale mtizeme délit biploty na klasické a robustni.
Klasicky biplot je konstruovan pro homogenni datovy soubor, respektive soubor
bez odlehlych hodnot. Robustni biplot pouzijeme v ptipadé, kdy datovy soubor
(standardni nebo kompozi¢ni) obsahuje odlehlé hodnoty ¢ jiné ,$patné“ hod-
noty. Tento biplot je totiz vii¢i nim invariantni. VSechny dale uvadéné biploty

jsou klasické, o robustnich se zminime v kapitole 4.

3.1 Standardni biplot

Text v nasledujici kapitole je citovan z [17]. Dalsi zdroje byly [2], [14].

Méjme danu datovou matici X o n fadcich a D sloupcich, kde u kazdého
z n objektli bylo provedeno D méreni. Piesn€ji feceno, matice X obsahuje statis-
ticky soubor o rozsahu n odpovidajici D statistickym znaktim Xi,..., Xp.

Pro konstrukci biplotu je dilezity singularni rozklad matice X pomoci matic
U, D a V (viz (1.34)). Princip konstrukce je zalozen na nahrazeni matice X
pomoci jeji aproximace X (o) s hodnosti rovnou dvéma. Ta se jevi optimdlni z hle-
diska minimalizace souctu ¢tvercii odchylek jejich prvka od pfislusnych prvki
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matice X. Ve vyjadieni matice X ;) pfitom pouZijeme pouze prvni dva sloupce
matice U a prvni dva sloupce matice V ze singularniho rozkladu. Maticové lze

tuto skutecnost zapsat jako

T
X ~ X = UDVT = (u;, wp) (d(l)l d(;) (Vl ) : (3.1)

T
Vi

Je ziejmé, Ze X (o) je opét rozméri n x D. MiiZeme ji rozdélit takto:

X2 = GH”, (3.2)
kde
d 0 1—c
G = (wu) (40 ) 33
di; 0 \°
H = (vl,vz)( 61 d22) (3.4)

pro 0 < ¢ < 1. Radky matice G pak vyuZzijeme v biplotu k zobrazeni objektt
a fadky matice H k zobrazeni proménnych.

Nyni se podivame na vztah (3.1) z trochu jiného pohledu. Matice X2y mi-
nimalizuje tzv. Frobeniovu maticovou normu vyjadienou jako HX(g) — XH2 =
> (@i — x;;)%, pro libovolnou matici X hodnosti 2. Vypovidajici schop-

nost tohoto biplotu potom bude souviset s kvalitou aproximace X pomoci X3).

Méjme danu datovou matici X. Tuto miizeme centrovat pomoci sloupcovych
pramért z;, j = 1,2,..., D. Také miZe byt poZzadovana normalizace proménnych.
V tomto pripadé vyuZijeme odhad smérodatné odchylky j-té proménné s;. Prvky

transformované matice Z maji tvar
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Nyni se podivame na vztahy (3.3) a (3.4) podrobnéji. Nejdiive za parametr
¢ dosadime ¢ = 1. Tento zapis nam vyjadiuje tzv. kovarian¢ni biplot (covariance
biplot), ktery je vhodny zejména k zobrazeni proménnych. Z pohledu matic G
a H tvofime kovarian¢ni (standardni) biplot tak, Ze matice G a H vyjadiime jako
G = U, H = VD, kde matice U,D a V jsou matice singularniho rozkladu pii-
vodni datové matice X. Nazev je dan diky vlastnosti, ze vyraz HH? = VD2V7T
vydéleny vyrazem (n—1) aproximuje pfislusnou varianéni matici. Zde, az na kon-
stantu v/n — 1, aproximuji délky paprski smérodatné odchylky proménnych a ko-
sinus uhlu mezi paprsky vyjadiuje jejich korelaci.

Naopak, pokud dosadime ¢ = 0, dostaneme tzv. vytvoreny biplot (form bi-
plot). Tento je vhodny k pfednostnimu zobrazeni jednotlivych pozorovani. Ma-
ticové pro biplot vytvoreny plati G = UD,H = V. Matice skalarnich soucint
fadkfi datové matice, XX’ je v ném aproximovana pomoci GG?. Biplot vytvo-

feny se v praxi neuziva v takové mite jako kovarian¢ni podoba.

V obou pripadech v biplotu zobrazujeme pozorovani pomoci bodt a pro-
ménné pomoci paprskll vychazejicich z pocatku. Délky paprskti i jejich thly jsou
dilezité pro dalsi interpretaci. Toto je patrné také z grafi v Priloze A. Grafy
jsou prevzaty a prelozeny z [2]. Zde napiiklad vidime, Ze v kovarianénim bi-
plotu aproximuje délka paprsku (vektoru) smérodatnou odchylku proménnych,
kosinus tthlu aproximuje korelaci proménnych nebo vzdalenost mezi body apro-
ximuje Mahalanobisovu vzdalenost mezi pozorovanimi. Ta je uzivana predevsim
ve své vybérové podobé a ma pro i-ty prvek vybéru z rozdéleni ndhodného vek-
toru X = (Xq,..., X D)T, piislusny vybérovy primér X a vybérovou varianéni

matici S tvar

MD(X;) = \/(Xi - X)'s1(X; — X). (3.6)

Mahalanobisova vzdalenost vyjadiuje vzdalenost pozorovani X; od centra distri-
buce datového souboru, vyjadieného pomoci v§bérového priméru X, vzhledem

ke kovarian¢ni struktufe, dané vybérovou varianéni matici S.
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Dalsi vlastnosti biplotu si uvedeme v nasledujicich kapitolach.

3.2 Kompozi¢ni biplot

V uvodu bych chtéla upfesnit, ze pokud mluvime ve vztahu ke kompozi¢ni
datové matici o proménnych, myslime tim jednotlivé slozky kompozice.

Datovou matici X jsme si jiz nadefinovali v pfedchozi kapitole. Tuto matici
budeme centrovat dle kapitoly 1.4 (normovani se v tomto pfipadé neuziva). Déle
vytvofime matici Z pomoci clr koeficientt uvedenych v (1.14). VSimnéme si, ze
matice X a Z maji stejné rozméry, tedy n radkia a D sloupct, n > D. Také
si pfipomenme, zZe clr transformace zachovava vzdalenosti mezi objekty. Proto
miiZzeme pouzit na matici Z standardni postupy. Zejména pak skutecnost, ze nej-
lepsi nahrazeni matice Z, z pohledu minimalizace souctu ¢tverctt odchylek jejich
prvki od prislusnych prvki aproximované matice Y, je pfi pouziti singularniho
rozkladu matice Z (konkrétné viz (3.8)). V nasledujicim textu systematizujeme
poznatky zavedené v predchozich kapitolach.

Singularni rozklad Z tedy ziskdme pomoci matice vlastnich vektort ZZ7T
s oznacenim L, matice vlastnich vektorti ZTZ oznacené M a diagonalni matice
¢tvercovych odchylek s kladnych vlastnich ¢éisel (A1, Ag, ..., A;) obou matic ZZ”
i ZTZ s oznacenim K (k; = v/Aj,i = 1,2,...,s). Maticové potom

ky 0 ... 0
7Z-1L Ok20 M7, (3.7)
00 ..k
kde s je hodnost matice Z a ¢isla kq, ko, . .., ks jsou serazena sestupné. Nejcastéji

je s = D —1. Tento zépis je obdobou (3.1), pouze jsme pfedefinovali matice U, D
a V na L, K a M. K tomuto preznaceni matic dochazi také v pripadé vyjadieni

aproximované matice Y (opét s uzitim matic hodnosti 2)

T
ZzY:LKMT:(11,12)<k(7)1 é) (mlT). (3.8)

m,
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Podil variability zachovany pomoci této aproximace je ’\ls;)‘f\
i=1""

Také vyjadieni matice Y pomoci G a H, jak je popséno v (3.2), probihd

stejnym zptisobem, tedy

Y = GH”, (3.9)
kde pro0 < c<1
1—c c
- ki 0 B ki 0
G—(11,12)< 0 k‘2> y H—(ml,mg)( 0 k}g) . (310)
Matice G je typu n x 2, matice H je typu D x 2 a pro volbu ¢ = 1 nam
vychazi
\/n— 1y vVn — 1y
vn =1l vn — 1l by bmp R
Y = : : k2m21 k2m2; k2m2113
. . n—1 n—1 """ n—1
— 1y, — 1y,
PAER (3.11)
5
g
=| 7 | (i hy .. hp).
g
Vektory g1, 8o, . . ., g, nazyvame skory, vektory hy, hy, ... hp jsou zatéze.

Grafickd interpretace kompozi¢niho biplotu vychéazi z interpretace biplotu
standardniho, kterou jsme zminili v kapitole 3.1. Ridime se tedy obdobnymi
pravidly, jako v piipadé popisu grafi v Priloze A. Jsou zde ale jisté odlisnosti,
které jsou zptsobeny faktem, Ze v kompozi¢nim biplotu nezobrazujeme samotné
proménné, ale jejich transformace (nejéastéji clr). Proto naptiklad nemizeme in-
terpretovat thly mezi Sipkami jako ukazatel korelace mezi ptivodnimi slozkami
kompozice.

Slovni popis obsazeny v nasledujicim odstavci odpovida grafu v Priloze B,

ktery je prevzaty z [2]. P¥i interpretaci biplotu je potfeba dobfe sledovat paprsky
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(Sipky). Sikm4 osa vedouci skrze paprsky se nazjva osa biplotu. Hodnota kazdého
prvku (ptvodni) datové matice je aproximovana skalarnim souc¢inem mezi pfislus-
nymi fadky matic G a H biplotu (mezi pozorovanim a proménnou) a je shodna

s projekci pozorovani na osu biplotu nasobenou délkou paprsku.

V nésledujicim odstavci budeme opét popisovat graf z Ptilohy B. Libovolna
kombinace paprsku (rays) v biplotu ndm dava vektor, ktery reprezentuje odpovi-
dajici linedrni kombinaci proménnych. Hodnota rozdilu mezi dvéma proménnymi
muze byt graficky zfetelna z pfimky, ktera spojuje dva vrcholy rtznych paprskii
a je nazyvana spojnice (link). V obrazku je rozdilnost (resp. podobnost) pro-
ménnych A a B vyjadiena pomoci ¢arkované spojnice. Tuto skuteénost mizeme
chapat také tak, Ze ¢im maji dvé proménné kratsi spojnici, tim jsou si podob-
néjsi v ramci vSech hodnot pozorovani, a naopak s rostouci délkou spojnice se
jejich hodnoty skrz cely soubor objekt® rtizni. Podrobnéji si postup interpretace

uvedeme v kapitole 3.5.

Pro kompozi¢ni biplot mtizeme také vytvorit jeho kovarian¢ni a vytvofenou
podobu. Postup tvorby bude analogicky (az na oznaceni a néslednou interpretaci)

jako v kapitole 3.1.

3.3 Logratio biplot

Vyse uvedeny kompozi¢ni biplot je v né€kterych zdrojich oznacovan jako tzv.
clr biplot. Naptiklad v [3] je uvedena také druhd podoba kompozi¢niho biplotu -
logratio biplot (biplot logaritmi podil). V této kapitole si jej kratce predstavime.

Predpokladejme, ze urc¢ime logaritmy In(z;;) kompoziéni datové matice X.
Tyto logaritmy poté usporadame do matice J o rozméru n x D. Matice vSech loga-
ritmt podili In(z;; /x;;) je rovna JBp, kde B je matice o rozméru D x D(D — 1)
obsahujici ¢isla 1 a —1 v kazdém sloupci na pozici j a j’ a ¢islo 0 ve zbylych po-

zicich sloupce, tedy
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-1 0 0 1 1 1.

Bp=| 0-1..... 0—1.cvoi | (3.12)
0 0...—1
0 0...—1 0 0...-1 1 1

V tomto pripadé jsme brali v itvahu vsechny dvojice logaritmi podil, nikoliv jen
ty splniujici j < 7/, jak jsme uvazovali v kapitole 1.5.

Matice logaritmt podilt je dale centrovana tak, Ze ji zleva vynasobime matici
C,. Tedy Y = C,JBp , kde C,, je idempotentni centrovaci matice fadu n. Pro

jednotkovou matici I,, a vektor n jednicek 1 plati

n-1 -1 -1
1 R I |

C,=L -—-11"=]| » n» " n |, (3.13)
n e e e e
-1 -1 n=1

Predpokladejme, Ze singularni rozklad matice Y mé tvar Y = P®NT. Tento
rozklad je propojeny s clr vektory Z = LKM?, kde Z = C, JCp nésledujicim

zpusobem:

YY” = C,JB,BLIC, = C,J2DCpI”C, = 2DC,ICpITC,,
= 2DLK?L” = L(2DK?)L7,

protoze BpBE = 2DCp. Vztah mezi clr a logratio biplotem je takovy, Ze plati
® = 2DK. Levé singularni vektory jsou identické, P = L.

Pro tvorbu matic Gy, a H;, v kovarian¢nim logratio biplotu plati

G,=P=1,

H,, = No = 22M,/5DK = BfMK. (3.14)
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3.4 Ilr biplot

Poslednim z fady kompozi¢nich biplott, ktery si zde velmi v kratkosti pred-
stavime, je ilr biplot. Hlavnim zdrojem informaci o této problematice byla kniha
19].

Pro ziskani ilr biplotu musime nejdiive na kompozi¢ni data aplikovat ilr trans-
formaci. K tomu vyuzijeme postupné binarni déleni, kterému jsme se vénovali
v kapitole 1.3.2. Provedeme tedy transformaci ptvodnich kompozic na ilr data
s vyuzitim tabulky tvorené jednotlivymi kroky PBD. Tuto novou datovou matici
potom centrujeme a dale s ni pracujeme jako v pripadé kovarian¢niho biplotu -
tedy ji rozkladame pomoci singularniho rozkladu a tvorime z néj dalsi matice G
a H.

Interpretace toho biplotu je stejna, jako v pfipadé standardniho biplotu [17].
Tedy druhé mocniny délek paprskii ndm aproximuji rozptyl jednotlivych slozek
kompozice, kosinus tthlu mezi Sipkami aproximuje korelaci mezi dvéma proménny-
mi. Jednotliva pozorovani jsou reprezentovana body, u kterych sledujeme jejich
vzajemnou polohu. Jedinym problémem v pripadé ilr biplotu byva interpretace
samotnych ilr proménnych, vytvorenych pomoci PBD. Podrobnéjsi postup kon-
strukce a interpretace ilr biplotu uvedeme u praktického prikladu vénovanému

této problematice.

3.5 Graficka interpretace clr biplotu

Metodika popisu kompozi¢niho biplotu byla v [2] vysvétlena na piikladu 22
obrazt, které jsou slozeny vzdy ze 6 barev. Protoze nam jde o relativni zastou-
peni barev na obrazech, jedna se ziejmé o kompozi¢ni data. Je zde ukazano, jak
muzeme pomoci singuldrniho rozkladu clr transformované datové matice ziskat
prislusny biplot a jak mize byt pomoci néj odhalena mozna souvislost mezi jed-
notlivymi barvami. Nez si analyzu uvedeného datového souboru rozebereme v této

praci, podivejme se podrobnéji na interpretaci kompozi¢niho (clr) biplotu.

Graficka interpretace kompozi¢niho biplotu vychéazi z rozsiteni interpretace
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biplotu standardniho. Kompozi¢ni biplot se sklada ze tii ¢asti:

1. Pocatek O, ktery vyjadiuje centrum kompozi¢niho datového souboru;
2. Vrchol na pozici h; pro kazdou z D proménnyjch (slozek kompozice);

3. Ukazatel na pozici g; pro kazdy z n objektt.

Jak jsme se zminili jiz dfive, spojeni pocatku O a vrcholu h; nazyvame paprsek

Oh; a propojeni dvou vrcholi a h; a hy oznacujeme jako spojnici h;h;. Tyto

funkce tvori zakladni charakteristiky biplotu s nésledujicimi hlavnimi vlastnostmi

pro interpretaci kompozi¢ni variability.

1. Spojnice a paprsky poskytuji informace o relativni variabilité v kompozic-

nich datech vyjadrené jako

|hjhk|2 R~ var(ln i—;), |O_hj|2 r~ var(ln %) (3.15)

Pri interpretaci paprskt ve smyslu jednotlivych slozek kompozice ovsem

musime byt opatrni, protoze uvazovana clr proménna souvisi s celou kom-

pozici skrze g(x) a zmensi se, pokud pracujeme pouze s podkompozici.

2. Informace o korelaci podkompozic nam déavaji spojnice. Kdyz se spojnice

h;h; a h;h; protinaji v M, pak plati

cos(h;Mh;) ~ corr(ln z—i,ln i—:) (3.16)

Jestlize dvé spojnice sviraji pravy uhel, pak mtzeme ocekavat nekorelo-

vanost jejich logaritmi podili. Tato vlastnost je uzitecna pri vySetfovani

mozné nezavislosti podkompozic.

bovolné podkompozice mezi zbyvajicimi slozkami jsou poméry zachovany.
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Z toho vyplyva, ze biplot pro jakoukoliv podkompozici je vytvaren na za-

kladé vybéru vrcholt odpovidajicich ¢astem podkompozice a centrum vznik-

Vv

4. Shodné vrcholy: Jestlize vrcholy j a k splyvaji, je var(In(x;/x))) pfiblizné
roven nule, tedy podil z;/x;, je konstantni a x; a z; mizeme povazovat za

vzajemné nahraditelné slozky.

5. Kolinearni vrcholy: Jestlize je podmnozina vrcholi kolinedrni, mize to zna-
menat, ze prislusnd podkompozice mé jednodimenzionalni biplot, tedy ze

vybérové podkompozice lezi (po clr transformaci) na jedné piimce.

Abychom lépe pochopili celou problematiku, prevezmeme piiklad pouzity
ve zdrojové literatufe [2]. Nyni se podivejme na Ptilohu C. Zde je vidét tabulka
proporci jednotlivych barev na 22 obrazech.

Rozdil v zastoupeni jednotlivych barev se znac¢né lisi obraz od obrazu. Hlavnim
ukolem je zjistit, jak budou vypadat podkompozice naptiklad v pripadé, kdy

chceme znat vztah pouze mezi tfemi barvami.

Podivejme se na grafy v Pfiloze D. Oba znazornuji vysledky zpracovani dat
z Ptilohy C (vztahy jednotlivych barev na uméleckych platnech) a byly prevzaty
z [2]. Prvni z nich vyjadiuje vytvofeny biplot, druhy biplot je kovarian¢ni. V dru-
hém pripadé jsme pouzili clr transformované kompozice, které byly dale skalovany
vydélenim konstantou Vn—1= V21.

Nez prejdeme k popisu obou grafii, uvedeme si nékolik zédkladnich oznaceni:

e i : i-ty fadkovy bod (pozorovani) ve standardnich soutadnicich,
e [ :i-té pozorovani v hlavnich soufadnicich,
e j : j-ty sloupcovy bod (proménnd) ve standardnich soufadnicich,

e J : j-t&4 proménnd v hlavnich soutadnicich.
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Na zakladé tohoto znaceni mizeme definovat, ze vytvoreny biplot zobrazuje I a j
a kovariancni biplot naopak 7 a J. Paprsky a spojnice jsou rozeznavany na zakladé
koncovych bodi. Napiiklad OJ v kovarianc¢nim biplotu znaci paprsek k vrcholu
j-té slozky, JJ' je spojnice vrcholt J a J' reprezentujici rozdil J' — J. Vzdalenosti
mezi body budeme oznacovat |OI|,|JJ'|, |i|.

V tomto odstavci si uvedeme vztahy, které nam pomohou osvétlit spoji-
tosti v ramci popisu grafu, které budeme nasledné pouzivat. Méjme dany slozky
A, B,C, D. Vzdéalenost mezi body A a B oznac¢ime A, vzdalenost mezi B a C' p.

Konstantni kontrast logaritmt ma tvar

A B
pln A+ AInC — (A4 p)lnB = ,ulnE - )\lna = konstanta, (3.17)

tento vztah nam vyjadiuje proporcionalitu

A\" (B’
— — . 1
(5) = (@) (419
V pripadé kontrastu logaritmt v této podobé
A D A

B
InA—InB+1 —InD=lhnh—-lh—==Ih—-In—= = 1
n nB+InC —In np-lhz=hz-Inz konstanta, (3.19)

je proporcionalitu mozné vyjadrit dvéma zpiisoby

D) @) e

Nyni pfejdeme k samotné interpretaci a popisu grafti z Ptilohy D. Datova
matice je centrovana do stfedu O. Data jsou centrovana skrze fadky i sloupce,
tedy mizeme fici, ze jsme pouzili dvojité centrovani. To znamend, ze primeér

hodnot pozorovani (obrazi) i proménnych (barev) je znézornén ve stfedu grafu.
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Jednotliva pozorovani maji v obou grafech stejné prostorové uporadani. Lisi
se pouze méfitkem. Rozdilnym prvkem jsou zde paprsky. Ty jdou stejnymi sméry,
lisi se ale jejich délky. To znamenad, Ze jednotlivé proménné maji v kazdém grafu
trochu jiny vliv na celkové uspotradani.

Vzdalenosti |I1'| ve vytvoreném biplotu aproximuji vzdalenosti mezi pozo-
rovanimi. Tuto hodnotu pocitdme bud z matice clr transformovanych kompozic
nebo z matice parovych logaritmi podilt.

Vzdalenosti |J.J'| v kovarianénim biplotu reprezentuji smérodatné odchylky
prislusnych logaritmt podili. Kdyz se podivame na paprsek cerné barvy a Sipku
ostatni vidime, ze jejich vrcholy jsou velmi blizko u sebe, tedy jejich spojnice
je velmi kratka. To znaci, Zze tyto dvé proménné maji témér konstantni podil
pro vSechna pozorovani. Naopak nejdelsi spojnici maji paprsky cervené a modré.
Tyto dvé proménné maji tedy velmi proménlivé hodnoty podilti v ramci vSech
obraz.

Kosinus thlu mezi spojnicemi v kovarianénim biplotu vyjadiuje korelace pfti-
slusnych logaritmi podild. V grafu vidime, ze spojnice paprskii modré, cervené
a zluté jsou témér kolmé na spojnice bilé, ostatni a cerné. To znamena, Ze lo-
garitmy podilti mezi témito dvéma skupinami jsou témér nekorelované. Naopak
v ramci téchto dvou skupin je korelace silna. Tato vysoka korelace je také zre-
telnd, kdyz porovname délky jednotlivych spojnic. Délka spojnice ¢ervena (déle
oznac¢ime jako C') - zlutd (Z) je zhruba 2.5 ndsobkem délky spojnice Zluté - modra

(M). Obé spojnice mohou byt preneseny do pocatku, tedy symbolicky

C C Z Z
lnz—ave(lni) —2.5{lnﬂ—ave(lnﬂ)}, (3.21)

kde ave(...) oznacuje pramér piislusnych logaritmt podili. Jak jsme si uvedli

vyse, tento vztah mizeme dale prevést na tvar v podobé kontrastu logaritmu

25In M +1InC — 3.5In Z = konstanta. (3.22)

Proporcionalni vztah mezi prislusnymi barvami mutze byt také zapsan jako
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% x (%)25. (3.23)

Déle se podivejme na paprsky barev ¢erna (Ce), modra (M), bila (B) a Cer-
vena (C'). Spojnice barev ¢erna - ¢ervend a modré - bila mizeme prenést do stfedu.

Timto krokem ziskdme vztah

Ce Ce M M
lnF—ave<lnF) :lnE—ave(lng), (3.24)

odkud dostaneme kontrast logaritmi

InCe —InC +1n B —In M = konstanta (3.25)

a odtud proporcionalni vztahy

Ce M Ce C
Fell:] nebo T F (3.26)

Méjme danu podmnozinu I pozorovani a J proménnych. Pokud tato pozoro-
vani, resp. proménné, lezi vzdy v jedné primce tak, ze jsou tyto dvé primky orto-
gonalni, potom ma podmatice tvofena prislusnymi I fadky a J sloupci (pfiblizné)
konstantni logaritmy podili pro vSechny komponenty. Tedy dvojité centrovana
submatice logaritmii ma slozky blizké nule. Tuto vlastnost mtizeme v obou biplo-
tech pozorovat napiiklad v pripadé maleb s ¢isly 9, 15 a 21 a spojnice barev bila

- ostatni - éerna.

Pfi interpretaci biplotu musime byt velmi obezietni. Nemtizeme pouze slepé
sledovat pravidla. Musime si v§imat, jaka data mame, jestli v nich neni mnoho
odlehlych hodnot, zda ndm vysledky vychazeji logické. Dalsi tiskali a jejich reseni
si ukazeme v kapitole s praktickymi ptiklady. Alternativni metodu konstrukce clr
biplotu v pfipadé nehomogennich dat ¢i dat s odlehlymi hodnotami si ukazeme

v dalsi kapitole.
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4 Robustni pristup ke konstrukci clr biplotu

V nésledujici kapitole nastinime konstrukci clr biplotu pomoci metod robustni
statistiky. Zdroje tvorily ¢lanky [9], [L0], [11].

Nejidealnéjsi datovy soubor pro statistickou analyzu je ten, ktery spliuje pred-
poklad normélniho rozdéleni, nevyskytuji se v ném zadna odlehld pozorovani ani
rozdilnd méritka proménnych. Takovy soubor ovsem v redlném zivoté najdeme
metod, které nam pomohou vliv odlehlych hodnot a riznost méritek potlacit.
Déle se zaméfime na robustni zpracovani metody hlavnich komponent v pripadé

kompozi¢nich dat.

Z interpretacnich divodt obvykle aplikujeme metodu hlavnich komponent
pro clr transformované kompozice. Jak vime, hlavni komponenty byvaji vyu-
zivany k zjednodusSeni mnohorozmérné datové struktury a mohou ndm pomoci
redukovat dimenzi tlohy. Pokusy o zachovani co nejvétsiho dilu informace o sou-
boru mohou byt ovSem ovlivnény existenci odlehlych hodnot. V klasické metodé
hlavnich komponent je ve vypoctech vyuzivan vybérovy primeér a vybérova vari-
ancni matice. V pfipadé robustni metody hlavnich komponent je nahrazujeme
robustnimi odhady téchto charakteristik. V takovém pfipadé jiz k vypoctim
skorti a zatézi nemtizeme pouzit clr transformaci. Ta je nahrazena ilr transformaci
a teprve vysledné hlavni komponenty jsou prevedeny do prostoru clr transformo-

vanych kompozic.

Pfipomenme si v tomto ohledu vztah (2.1). Zde je pro vypocet pouzit kla-
sicky vibérovy primér X a vybérova variancni matice S. Tento piistup je plné
akceptovatelny pro normalné rozlozena data. Pokud ovsem mame v datech néjaké
vyznamné odlehlé hodnoty, je lepsi tyto vztahy upravit, protoze jak vybérovy prii-
mér, tak vybérova varian¢ni matice jsou citlivé pravé na tato odlehla pozorovani.
Proto je lepsi misto obou pouzit jejich robustnéjsi protéjsky. Oznac¢me si odhad

polohy T'(X) a odhad variability C'(X). Potom bude mit vztah (2.1) podobu
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W = (X —17(X)") Gy, (4.1)

kde Gy je matice, jejiz sloupce jsou jednotlivé vlastni vektory matice C(X).
Singularnim rozkladem totiz dostaneme C'(X) = G,LG,", L je diagonalni matice

vlastnich ¢isel matice C(X).

Vedle pozadavku robustnosti odhadi 7'(X) a C'(X) je dilezita také jejich
afinni ekvivariance. Ta plati v pfipadé, jestlize pro vybér x;,xs,...,x, (Fadky

matice X), pro kazdou regularni matici A fadu D a vektor a € R” plati

T(Ax; +a,...,Ax, +a) = AT(xy,...,x,) + a,

C(Axi+a,...,Ax, +a) = AC(x1, ..., x,)AT, (4.2)

tedy ze odhady 7'(X) a C'(X) se pfi linearni transformaci chovaji obdobné jako

vybérovy primeér a vybérova varian¢ni matice.

Nejznaméjsim robustnim odhadem je minimalni kovarian¢éni determinant (mi-
nimum covariance determinant - MCD) [10]. Metoda jeho vypoctu je znacné roz-
sahla a jiz pfesahuje rozsah této prace. Proto si ji zde pfedstavime velmi zjednodu-
sené. Konkrétné, odhady polohy a variability dostaneme vypoctenim vybérového
pruméru a vybérové varian¢éni matice (pfendsobené jesté urcitou konstantou tzv.
konzistenénim faktorem) pro takovou podmnozinu h pozorovani (h < n), které
odpovida nejmensimu determinantu vybérové kovariancni matice. Vybér cisla h
urcuje jak robustnost, tak eficienci odhadu. Hodnota h musi byt rovna alespon
poloviné rozsahu celého vybéru n, coz nam v tomto pripadé dava robustni vy-
sledek. Prislusny odhad je ale mélo eficientni. Druhd moznost je, ze h je velké,
blizké n. Zde je efekt opac¢ny, mame tedy méalo robustni, zato pomérné efektivni
odhad. Kompromisem mezi témito dvéma krajnimi situacemi je vybér o velikosti
h = (3/4)n. Toto ¢islo nam tik4, Ze vznikly odhad je schopny ,zvladnout“ zhruba
(n — h)/n = 1/4 odlehlych pozorovani z celkového poctu dat ve vybéru. Musime

si ovSem dat pozor, aby ve vybéru bylo opravdu pfiblizné 1/4 odlehlych hodnot.
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Pokud by jich totiz bylo méné, byl by takto vznikly odhad zbytecné zkresleny.
Metoda MCD je ovSem urcena pouze pro regularni datové matice s hodnosti
rovnou poctu slozek pozorovani, nelze ji tedy aplikovat pro clr transformované

kompozice. Misto toho je potfeba pouzit ilr transformovana data.

Nez prejdeme k odvozovani prislusnych vztahti, pfipomenme si znaceni z kapi-
toly 1.3.3 o vztahu clr a ilr transformaci. Méjme danu datovou matici X o rozméru

n x D kompozi¢nich dat. Upravou vztahu (1.24) dostaneme ve vybérovém piipadé

Y = In(X)FT. (4.3)

Déle plati vztah obdobny s (1.27), pouze v opaném sméru

Z=YV, (4.4)

kde matice V je tvofena napf. stejnymi vektory jako ve vztahu (1.25). Z je ilr
transformovand datova matice typu n x (D — 1).
Pouzitim odhadtu 7(X) a C(X) zminénych vySe muzeme vytvofit aplikaci

vztahu (4.1) hlavni komponenty pro data ve tvaru ilr transformace

7" = (Z —1T(Z2)")G,. (4.5)

Matice G, je rozméru (D — 1) x (D — 1) a vznikne singuldrnim rozkladem MCD

odhadu varian¢ni matice

C(Z) = G,L,G,”. (4.6)

Pokud mé piivodni kompozi¢ni datova matice X, reprezentovana pomoci pro-
porcionalnich dat, plnou sloupcovou hodnost D — 1, pak ma matice Z také plnou
hodnost D — 1. Na Z tedy muzeme MCD odhad aplikovat a dostaneme odhady
T(Z) a C(Z). V takovém pfipadé mizeme oznacit Z* jako robustni skéry a G,

jako robustni zatéze. Protoze v ptipadé ilr transformaci je interpretace biplotu
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prece jen ponékud komplikovanéjsi, pfevedeme vysledky zpét do clr. Pouzitim

(4.4) dostaneme robustni slozky v clr prostoru

Y =7V’ (4.7)

Dale plati

C(Y) = C(ZV") = VC(Z)VT = VG,L,G, VT, (48)

protoze MCD odhad rozptylu méa vlastnost afinni ekvivalence, a tedy pro zatéze

plati

G, = VG,. (4.9)
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5 Priklady

V nasledujici kapitole si ukazeme aplikace vySe zminénych teoretickych po-
stupti na dvou piikladech. Seznamime se s tim, jak interpretovat konkrétni kovari-
anc¢ni a vytvoreny biplot, déle si pfedstavime ilr biplot a logratio biplot. Nakonec
bude uvedena také jedna z robustnich variant biplotu. K vypoc¢tim a grafickému
vyjadieni pouzijeme statisticky software R (www.r-project.org)[21].

Data pouzita v nasledujicich piikladech jsou c¢erpana z internetovych stranek
Eurostatu [6]. Na téchto strankéch je k dispozici celd fada tabulek s informacemi
z mnoha oblasti o vétsiné evropskych statt za roky 1997 - 2009 (mirné se lisi
u jednotlivych datovych souboril). Pro tcely této prace byla vybrana data tyka-
jici se kriminality a pficin smrti v disledku nemoci. Data jsou vztazena k roku
2008 proto, aby mohly byt jednotlivé priklady porovnavany i mezi sebou. Z to-
hoto dtvodu bylo také vybrano konkrétnich 24 zemi, které mély pro jednotliva
témata dostacujici dostupné udaje. Konkrétni zdroje a podrobnosti budou uve-
deny v prislusnych kapitolach.

Jak vime, jednotlivé staty Evropy maji rizné rozlohy a pocty obyvatel. V pri-
padé standardniho (nekompoziéniho) biplotu by mohla tato skutecnost vést ke z-
kreslujicim vysledktim. Protoze se ale nyni pohybujeme v oblasti kompozi¢nich
dat, zajimaji nas proporce a nikoliv absolutni hodnoty. Navic, protoze maji jed-
notlivé staty dostatecné velké pocty obyvatel, proporce z nich vytvorené maji
dostatecnou vypovidajici hodnotu. Relativni informace obsazena v datech byla
reprezentovana prostirednictvim procentualniho zastoupeni slozek v ramci jednot-
livych stati. Timto jsme ve vyjadreni dat potlacili vliv po¢tu obyvatel jednotli-
vych statt.

Dalgimi zdroji pro tvorbu této kapitoly, zejména z oblasti softwaru, byly [12],

[20].

5.1 Kriminalita

Prvni datovy soubor, pouzity k ukazce prace s kompozi¢nimi biploty, nese

nazev Kriminalita. Data jsou pfevzata z databaze Eurostatu [3]. Jak jiz bylo
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feCeno v uvodu, konkrétni data byla zvolena pro rok 2008 a bylo vybrano 24
zemi, jejichZz mezinarodni zkratky pouzivané v prikladu jsou uvedeny v Ptiloze
E.

Popisy jednotlivych kriminédlnich ¢int jsou v pivodnim jazyce (anglicting)
a jsou nasledujici: homicide = vrazda, violent crime = nasilny ¢in, robbery =
loupez, domestic burglary = vloupani do domacnosti, motor vehicle theft = kra-
dez auta/vykradeni auta, drug trafficking = distribuce drog. Ukolem je zjistit,
jaky je vzadjemny vztah mezi jednotlivymi staty a také mezi jednotlivymi krimi-

nalnimi ciny.
5.1.1 Kovarianéni biplot

Nejdriive si ukdzeme postup vytvoreni kovarianéniho biplotu. Jak jiz bylo fe-
¢eno drive, k vypoctiim a grafickym zobrazenim je pouzivan statisticky software
R. Nez za¢neme pracovat, nastavime pfislusnou zdrojovou knihovnu v daném
pocitaci. K tomu pouzijeme prikaz:
>setwd("Cesta k prislusné knihovné&").

Pro praci s kompozi¢nimi daty musime otevtit doplitkové knihovny:

>library (compositions), >library(robCompositions).

Prvni z nich slouzi ke statistické analyze kompozic¢nich dat, druha obsahuje
(nejen) robustni statistické metody pro kompozi¢ni data. Déle nacteme zdrojova

data, ktera jsou ulozena v textovém souboru s nazvem Krimi.txt, jako matici

0 24 tadcich (staty) a 6 sloupcich (kriminélni ¢iny):
>X=matrix(scan("Krimi.txt") ,nrow=24,byrow=T).
Oznacime jednotlivé sloupce a fadky jmény:

>colnames (X)=c("Homicide","ViolentCrime","Robbery","Burglary",
"VehicleTheft","Drugs")

>rownames (X)=c("BG","CZ","DK","DE", "EE","IE","GR","ES","FR","IT","LV",
"LT","LU","MG","AT","PL","PT","RO","SL","SK","FI","SE","GB","NO")
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Nyni mtzeme data reprezentovat prostiednictvim procentualnich podilt. Vyuzi-

jeme k tomu funkci:
>X=acomp (X,total=100).

Timto prikazem jsme dostali kompozi¢ni datovy soubor, ktery vyjadiuje podily
jednotlivych pfe¢int na celkové kriminalité (vSechny kriminalni ¢iny v daném
staté). Tento datovy soubor muzeme nalézt v Ptiloze F. Protoze ovSem vyse
zminény prikaz vraci kromé upravené datové matice jesté dalsi informace, musime

pomoci

>X=X[1:24,]

,vytahnout* pouze tuto matici. Nasledné provedeme clr transformaci
>Y=clr(X) [1:24,]

a centrovani transformované datové matice
>Z=scale(Y,center=TRUE,scale=FALSE).

Prikaz

>pdf ("Krimi_cov.pdf")

nam vytvori graficky vystup ve formatu pdf. Déle vytvorime matice L, K a M

dle vztahu (3.7):

>L=svd(Z)$ul,c(1,2)]
>K=diag(svd(Z)$d[1:2])
>M=svd(Z)$v[,c(1,2)]

a matice G a H dle (3.8), respektive dle rozdéleni pro kovarianéni biplot, jak je

uvedeno v kapitole 3.5:

>G=(sqrt (nrow(X)-1))*L
>H=(1/sqrt (nrow(X)-1))*M/*%K
>rownames (H)=colnames (X)

>rownames (G) =rownames (X)
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Posledni dva tadky prevadi oznaceni fadkt a sloupct ptivodni datové matice

na noveé vytvorené matice. Nasleduje piikaz
>summary (princomp(Z) ),

ktery ukazuje, kolik procent celkové variability statistického souboru (po vyné-
sobeni 100) je vysvétleno pomoci hlavnich komponent, nové vytvorenych sta-
tistickych znaktd. Pro tcely biplotu nas zajimaji prvni dva ¢iselné sloupce, které
odpovidaji prvnim dvéma (z hlediska variability nejvyznamnéjsim) hlavnim kom-

ponentam. V tomto pripadé mame tabulku:

Comp.1 Comp. 2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6
Standard deviation 1.0975731 0.9269876 0.6161308 0.5862384 0.33028911 3.893152e-09
Proportion of Variance 0.4159249 0.2966852 0.1310671 0.1186579 0.03766488 5.232999e-18
Cumulative Proportion  0.4159249 0.7126101 0.8436772 0.9623351 1.00000000 1.00000000

Prvni fadek tabulky nam ukazuje smérodatné odchylky jednotlivych hlavnich
komponent. Druhy fadek vyjadiuje, Ze prvni hlavni komponenta vysvétluje 41.59%
a druhé hlavni komponenta dalsich 29.67 % celkové variability, coz da v souctu
71.26 %, a tedy dobry vysledek. Tento soucet je vidét v poli tfetiho Fadku, sloupce
s nadpisem Comp.2 (¢islo 0.7126101). Biplot tedy bude dobfe odrézet skutecnou
strukturu mnohorozmérného datového souboru. Podrobnéjsi vysvétleni proble-
matiky celkové vysvétlené variability souboru naleznete v bakalarské praci [17]
na strané 20.

Posledni piikaz, ktery byl pouzit,

>biplot (x=G,y=H,x1lab="PC 1 (41.59%)",ylab="PC 2 (29.67%)",main=
"Kovarian&ni biplot-Kriminalita")

>dev.off ()

vykresli clr (kompozi¢ni) biplot pro nase data do vyse uvedeného pdf souboru.
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Kovariancni biplot se uziva zejména pro zobrazeni vztahii mezi jednotlivymi
slozkami kompozice. Jeho obecna interpretace je uvedena v grafu v Ptiloze A.

Datovéa matice je centrovana, tedy pramér hodnot pozorovani (statt) i slozek
kompozice (krimindlnich ¢int) je zndzornén ve stiedu grafu.

Vzdalenosti mezi jednotliviymi body ndm udéavaji aproximovanou Mahalano-
bisovu vzdéalenost mezi jednotlivymi pozorovanimi. Diky této vlastnosti mizeme
tedy Tici, ze ¢im jsou jednotlivé staty v grafu blize u sebe, tim jsou si podobnéjsi.
Zhruba v dolni poloviné grafu mizeme naptiklad vidét shluk stfedoevropskych
stattt Ceska republika (CZ), Slovensko (SK) a Polsko (PL). Navic jsou u vrcholu
paprsku loupez (roberry). Tedy muZeme Fici, Ze tento druh kriminality v danych
zemich prevazuje. Blizko vrcholu této Sipky jsou také staty Spanélsko (ES) a Por-
tugalsko (PT). Pokud bychom si kompozi¢ni datovy soubor seradili pravé podle
loupezi, tyto dva staty by meély nejvétsi procentudlni zastoupeni ze vsech. Dalsi
zajimavou skupinu tvoii Finsko (FI), Madarsko (MG) a Némecko (DE). Tyto
staty spolu geograficky ptili§ nesouvisi, ovSem podily drogové kriminality (drugs)
a nésilnych ¢ind (violent crime) (a v piipadé MG a DE i vloupéani do domécnosti
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- burglary) jsou zde velmi podobné. Zajimava jsou také ,osamocend* pozorovani
Norsko (NO) a Francie (FR); u Norska pfevlada drogova kriminalita (je to pa-
trné také z dat), ve Francii maji zase problémy s kradezemi aut (vehicle theft)
a loupeznymi prepadenimi (robbery). Relativni zastoupeni ostatni kriminality je
podprimeérné.

Dalsi prvek, kterého si na grafu vsimame, jsou délky jednotlivych paprski.
Ty aproximuji smérodatnou odchylku proménnych (clr transformovanych slozek
kompozice). Vidime, Ze nejdelsi jsou paprsky drog a vrazd (homicide). Pokud
se podivame na datovy soubor, vidime opravdu u téchto dvou slozek znacny
,rozptyl“ hodnot vzhledem k jejich velikostem. Znatelné nejkratsi paprsek, a tedy
i nejmensi odchylku, méa prvek vloupani do doméacnosti. Ostatni tii proménné jsou
na tom z tohoto hlediska témér stejné.

Posledni ¢ast rozboru tohoto grafu se bude tykat problematiky naznacené
v Priloze B, tedy paprskt a spojnic. Zde vidime, Ze spojnice mezi dvojicemi
drogy - loupez a vrazda - nasilny ¢in jsou vzajemné ortogonalni, tedy jsou témér
nekorelované. Navic jsou tyto spojnice velmi dlouhé. To znamena, ze v ramci
téchto dvojic jsou proporce kriminalnich ¢indi velmi promeénlivé skrze vSechny
staty. Z hlediska délek spojnic k sobé maji vzajemné nejblize proménné odpovi-
dajici nasilnym c¢intim a kradezim vozidel, tedy i odpovidajici podily mezi nimi

v jednotlivych statech budou docela stabilni.

5.1.2 Vytvoreny biplot

Nyni se podivame na vytvoreny biplot. V tomto pfipadé dojde ve vyse popsa-
ném postupu pouze k jedné zméné. Matice G a H jsou vytvoreny dle prislusného

postupu v kapitole 3.5:

>G=(1/sqrt (nrow(X)-1))*L)*%K
>H=(sqrt (nrow(X)-1))*M
>rownames (H) =colnames (X)

>rownames (G) =rownames (X)

Ostatni ¢asti algoritmu ztustavaji stejné. Tabulka vysvétlené variability sou-
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boru je také stejna. Je to dano tim, Ze zkoumame variabilitu ptivodni matice
Z pred tim, nez ji rozdélime pomoci singularniho rozkladu, a déale na matice
G a H, kterymi se kovarian¢ni a vytvoreny biplot lisi. Vysledny biplot potom

vypada nasledovné.

Vytvoreny biplot-Kriminalita
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Graf pro vytvoreny biplot je v podstaté stejny jako ten pro biplot kovariané¢ni.
Doslo zde pouze k posunu méfitek jednotlivych os. Presto se zde slovni popis fidi
trochu jinymi pravidly - uvedeno v Priloze A. Tento biplot je vhodny k zobrazeni
jednotlivych pozorovani (statd).

Vyse zminény posun métitek nam rika, Ze jednotlivé krimindlni ¢iny maji
v kazdém grafu trochu jiny vliv na celkové usporadani. Vzdalenosti mezi jed-
notlivymi staty se nezménily, doslo pouze k jejich celkovému posunu vzhledem
k paprsktm.

V piipadé vytvoreného biplotu aproximuje vzdalenost mezi pozorovanimi v grafu
euklidovskou vzdalenost mezi jednotlivymi staty. Interpretace je proto analogicka

jako v tvodu kovarian¢niho biplotu.
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Délky paprski nam v tomto pfipadé udavaji kvalitu zobrazeni jednotlivych
slozek kompozice. Nejkratsi Sipku ma vloupani do domacnosti. Mtzeme tedy fici,
Ze ta je v rdmci celého souboru nejhtife zobrazena. Paprsky ostatnich proménny-
ch jsou dostatecné dlouhé, a proto miZzeme fici, ze ostatni kriminalni ¢iny jsou
zobrazeny kvalitné.

Protoze se tento biplot zaméfuje spise na pozorovani, podivame se jesté, jaky
vyznam ma jejich vertikalni a horizontalni usporadani. Usporadani statl zleva
doprava je ddano ekonomickou vyspélosti danych stati od méné vyspélych (napf.
Rumunsko - RO, Bulharsko - BG) aZ po vyspélé ekonomiky jako je Velkd Bri-
tanie (GB) nebo Rakousko (AT). To souvisi také s faktem, Ze postupné timto
smérem prechazime od tézkych kriminalnich zloc¢int, jako je napi. vrazda, po ty
méné zavazné, tieba v podobé kradeze auta. Pokud si staty v tabulce procen-
tualniho zastoupeni jednotlivych kriminalnich ¢inti (P¥iloha F) sefadime préavé
podle proporci vrazd, nejvyssi zastoupeni maji zminéné zemé, kdezto druhé vy-
jmenované jsou na poslednim a predposlednim misté. Usporadani shora dolt je
dano na zakladé proporci distribuce drog, kdy nahore jsou staty timto neduhem
nejvice postizené (Norsko - NO, Lucembursko - LU) a smérem dolt tento druh
kriminality postupné klesa. Naopak usporadani zdola nahoru ovliviiuji loupeze

od nejcetnéjsiho vyskytu, napt. v Polsku (PL), k mensimu.

5.1.3 Ilr biplot

Dalsim druhem biplotu, ktery si na datovém souboru Kriminalita ukazeme,
je ilr biplot. Je to z hlediska interpretace standardni biplot vytvofeny pro ilr
transformovana data.

V tavodu tvorby tohoto biplotu v softwaru R postupujeme stejné jako u pred-
chozich pripadi. Nastavime si tedy piislusné knihovny, nacteme a pojmenujeme
datovou matici X a prevedeme ji na kompozicni tvar dle postupu u kovarianéniho

biplotu.

Nyni musime urcit postup, jakym budeme slozky kompozice rozdélovat do
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skupin dle postupného binarniho déleni. Postupny priibéh déleni je naznacen
v nize uvedené tabulce a fidi se nasledujicimi pravidly. Prvni bilance z] byla vy-
tvofena na zakladé rozdéleni dle zavaznosti jednotlivych kriminalnich ¢int podle
nového Trestniho zakoniku ([22], par. 14). V prvni skupiné jsou uvedeny zlo¢iny
(ozn. +1), jejichz trestni sazba se nachazi nad hranici 5 let, druhou skupinu tvoii
preciny (—1) s trestni sazbou nizsi nez 5 rok. Bilance z} rozdéluje zlociny podle
toho, zda jsou vztazeny vici jiné osobé (41) ¢ vidi jejimu majetku (—1). 2% je
logickym rozdélenim zbyvajicich dvou prvkt dané skupiny. Bilance z je rozdé-
lena stejné jako x3, tedy déli preCiny s ohledem na osobu (+1) ¢ majetek (—1).

Posledni bilance x} je opét pouze dopliujicim oddélenim poslednich dvou slozek

kompozice.

Bilance | Homicide Violent Robbery Domestic Motor Drug
crime burglary vehicle theft trafficking

x] +1 +1 +1 -1 -1 -1

x3 +1 +1 -1 0 0 0

x5 +1 -1 0 0 0 0

x, 0 0 0 -1 -1 +1

xE 0 0 0 +1 -1 0

V softwaru R tuto tabulku vyrobime jako

>bin=cbind(c(1,1,1,-1,-1,-1),¢c(1,1,-1,0,0,0),c(1,-1,0,0,0,0),
c(0,0,0,-1,-1,1),¢(0,0,0,1,-1,0)).

Nyni vytvorime ilr transformovana data dle vyse uvedeného binarniho déleni:

>base=gsi.buildilrBase(bin)

>Y=ilr(X,V=base) [1:24,].

Dalsi postup je opét stejny jako u kovariancniho biplotu - centrujeme tedy
nové vytvorenou datovou matici Y, provedeme singularni rozklad a nasledné

rozdéleni na matice G a H. Jedinym rozdilem je pojmenovani fadkd matice H,

>rownames (H)=c("xs1","xs2","xs3","xs4","xs5"),
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protoze ilr soutadnice jiz nemtizeme (i nepiimo) ztotoznit s ptivodnimi kompo-

zi¢nimi slozkami.

Podil vysvétlené variability souboru je nasledujici (a totozny se situaci u prvnich

péti hlavnich komponent clr transformovanych dat):

Comp
Standard deviation
Proportion of Variance
Cumulative Proportion

1 Comp.2
1.0975731 0.9269876 0.6161308 0.5862384
0.4159249 0.2966852 0.1310671 0.1186579
0.4159249 0.7126101

Comp.3

Comp.4

0.8436772 0.9623351

Comp.5
0.33028911
0.03766488
1.00000000

Prvni komponenta tedy znovu vysvétluje 41.59 % a druhd 29.67 % celkové

variability, jejich soucet je tedy

Prikazem

>biplot (x=G,y=H,x1ab="PC 1 (41.59%)",ylab="PC 2 (29.67%)",

71.26 % .

main="Ilr biplot-Kriminalita")

opét vykreslime biplot.

lIr biplot-Kriminalita
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S interpretaci ilr biplotu byvaji obcas problémy. Velmi totiz zavisi na tom,
jakym zptsobem jsme vytvorili prislusné bilance. Definovat postupné binarni
déleni tak, aby mél graf néjakou vypovédni hodnotu, je nékdy obtizné. Pokud se
nam to podafi, je interpretace pak jiz jednoducha. Nevyhodou tohoto pristupu
ke konstrukeci kompozi¢niho biplotu je fakt, Ze interpretace ilr soufadnic neni vzdy
jednoznacna.

V naSem biplotu miizeme vidét dva splyvajici paprsky 5 a xj. Tuto skutecnost
mizeme interpretovat tak, ze rozdéleni zlocint i pfecinii na vztazené viic¢i osobé
¢i majetku spolu tzce souvisi. Ovsem Sipka 3 je méné nez polovic¢ni oproti xj.
To znamend, ze na dané rozdéleni ma zj vétsi vliv. Dale zde mtizeme pozorovat
pribliznou ortogonalitu paprskil =3 a x3, 25 a xj, 27 a xf, kterd znaci nizkou ko-
relaci mezi ptislusnymi bilancemi. Naopak uvnitf dvojic paprski =7 a =3, x] a x}
dochéazi k negativni korelaci. Tedy rozdéleni kriminalnich ¢int na zlociny a pre-
¢iny je negativné korelované s naslednym rozdélenim jak zlocinti, tak i pfecini,
na vztazené vici osobé a viuci majetku. Tuto skutecnost miizeme interpretovat
slovy, ze ¢im vétsi je v kompozici relativni zastoupeni zlo¢int vici precintim, tim
budou tyto udalosti spise vztazeny k majetku. Naopak, ¢im vice jsou relativné
zastoupeny preciny na tkor zloc¢int, tim spise budou delikty vztazeny k lidem.

Pokud se podivame na uspotfadani jednotlivych stati v biplotu a porovname
jej s kovarian¢nim biplotem, vidime, Ze tyto dva grafy maji iplné stejné rozlozeni.
Lisi se pouze otocenim. Tedy staty, které byly dfive nahote, jdou dole, a naopak.
Interpretace tohoto postaveni tedy vychazi z diive zminéného v pripadé clr bi-

plotu.

5.1.4 Logratio biplot

Posledni biplot, ktery bude predstaven u tohoto prikladu, nese oznaceni log-
ratio biplot. Z jeho nazvu je patrné, ze bude zobrazovat vztahy mezi logaritmy
podilid jednotlivych kriminalnich ¢int.

Nastaveni knihoven, nacteni a ostatni prace s pivodni datovou matici je opét

stejna jako u prikladt vyse. Dalsi priubéh odpovida postupu uvedenému v kapitole
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3.3. Oznacme si
>n=24

pocet pozorovani,
>D=6

pocet slozek kompozice. Déle vytvorime matice J, B, C,, a Cp, zminéné v kapitole

3.3:
>J=1log(X)

>bi1=matrix(c(1,1,1,1,1,-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,
0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1),D,D-1,TRUE)
>b2=matrix(c(-1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,
0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1),D,D-1,TRUE)
>b3=matrix(c(-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,-1,0,0,
0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1),D,D-1,TRUE)
>b4=matrix(c(-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,1,1,1,1,1,
0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1),D,D-1,TRUE)
>b5=matrix(c(-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,
1,1,1,1,1,0,0,0,0,-1),D,D-1,TRUE)
>b6=matrix(c(-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,-1,0,
0,0,0,0,-1,1,1,1,1,1),D,D-1,TRUE)
>B=cbind(b1,b2,b3,b4,b5,b6)

>cnl=diag(n)

>cn2=matrix(l, nr = n, nc = 1)
>Cn=cnl-1/n*cn2%x*%t (cn2)
>cD1=diag(D)

>cD2=matrix(1, nr = D, nc = 1)

>CD=cD1-1/D*cD2%x*%t (cD2).

Déle vytvotime matici Z (vlastné se jedna o matici clr transformovanych kompo-

zic) a jeji singularni rozklad
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>Z=Cn*%J%*%CD

>L=svd(Z)$ul,c(1,2)]

>K=diag(svd(Z)$d[1:2])

>M=svd(Z)$v[,c(1,2)]

Poslednim krokem je tvorba matic G a H dle (3.14)

>G=L, >H=t (B) %* M/ * %K

>rownames (H)=c("1n(H/VC)","1n(H/R)","1In(H/B)","1In(H/VT)","1In(H/D)",
"1n(VC/H)","1n(VC/R)","1n(VC/B)","1n(VC/VT)","1n(VC/D)","In(R/H)",
"In(R/VC)","1n(R/B)","1n(R/VT)","In(R/D)","1n(B/H)","1n(B/VC) ",
"1n(B/R)","1n(B/VT)","1n(B/D)","In(VI/H)","In(VT/VC)","1In(VT/R)",
"In(VT/B)","1n(VI/D)","1n(D/H)","1n(D/VC)","1n(D/R)","1n(D/B)",
"In(D/VT)")

>rownames (G) =rownames (X)

Podil vysvétlené variability souboru pomoci jednotlivych hlavnich komponent je
totozny jako v pripadé kovarian¢niho clr biplotu.

Nakonec vykreslime biplot.

Logratio biplot-Kriminalita
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Grafické znazornéni logratio biplotu se ndm muze na prvni pohled zdat trochu
chaotické. Je to dano zejména velkym poctem paprskii. Interpretace tohoto grafu
je obtizna.

Prvni skutec¢nosti, které si zde mtzeme vSimnout, je silné negativné korelovana
odpovidajici si dvojice paprsku logaritmii inverznich podili (tedy napf. In (;—;)
aln (i—f)) Je to dano zptisobem konstrukce tohoto biplotu.

Déle si mtizeme vSimnout, ze v pripadé proménné drogy jdou vSechny paprsky
s touto proménnou v ¢itateli stejnym smérem jako ptivodni paprsek drog (D). Je
to zptusobeno faktem, Ze je tento paprsek v kovarianc¢nim clr biplotu nejdelsi,
a proto ,pretahuje ostatni na svou stranu. Naopak paprsky s proménnou vlou-
pani do domécnosti (B) v ¢itateli se nechaji ,tdhnout® silnéjsimi proménnymi.
Napriklad sipka In (%) je uplné mimo oblast, kde se vyskytoval ptivodni paprsek,
na misté, které ur¢uje proménnd vrazda (H).

Nejdelsi paprsky maji ty logaritmy podili, ve kterych se vyskytuje jedna
z proménnych s ptivodné nejdelsimi sipkami - drogy a vrazda.

Nakonec se miizeme podivat, ze je v grafu nékolik paprski, jejichz vrcholy
jsou velmi blizko u sebe (napf. In (%) a ln (%)) a tedy jejich spojnice je velmi
kratka. To znaci, silny vztah mezi témito dvéma logaritmy podilt.

Usporadani jednotlivych stati je opét stejné (az na rotaci) jako v prvnim

prikladu.

5.2 Pri¢iny umrti v disledku nemoci

Druhy datovy soubor nese nazev Pri¢iny tmrti v disledku nemoci. Data jsou
prevzata z databaze Eurostatu [7]. Jak jiz bylo feceno u predchoziho ptikladu,
data byla zvolena pro rok 2008 a bylo vybrano 24 zemi, jejichz zkratky pouzivané
v prikladu jsou uvedeny v Priloze G. Déle je zde uvedeno i ¢iselné oznaceni
jednotlivych zemi.

Ptvodni databéaze byla znac¢né rozsahla a byl zde uveden velky pocet nemoci,
z nichz nékteré mély pouze malé podily na celkové nemocnosti v dané zemi. Proto

bylo vybrano 10 nejcetnéjsich chorob. Jejich popisy v grafu jsou opét v anglic-
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tiné a jsou nasledujici: malignant neoplasms = zhoubné novotvary, endocrine,
nutritional and metabolic diseases = endokrinni, vyzivovaci a metabolické cho-
roby, diabetes mellitus = cukrovka, mental and behavioural disorders = dusevni
poruchy a poruchy chovani, diseases of the nervous system = poruchy nervo-
vého systému, diseases of the circulatory system = poruchy obéhového systému,
ischaemic heart diseases = ischemicka choroba srdec¢ni, cerebrovascular diseases
= cerebrovaskularni nemoci (tykajici se mozkovych cév), diseases of the respira-
tory system = nemoci dychaci soustavy, pneumonia = zapal plic. Jako zdroj pro
porozuméni nazvim urcitych nemoci 1ze doporuéit literaturu [23].

Ukolem je zjistit, jaky je vzajemny vztah mezi jednotlivymi staty a také mezi

jednotlivymi nemocemi.

Nejdiive si data zobrazime pomoci kovarianéniho (clr) biplotu. Postup je
stejny jako u prikladu s nazvem Kriminalita, a proto jej zde nebudeme cely
znovu uvadét. Lisi se pouze nazvy zdrojovych souborid a pojmenovani jednot-

livych slozek kompozice

>colnames (X)=c("Neoplasms","Metabolic","Diabetes","Mental","Nerves"

"Circulation","Heart","Cerebrovascular","Respiratory","Pneumonia").

Datovy soubor pirevedeme na procentualni reprezentaci stejnym zptisobem

jako vyse. Takto vytvoreny soubor je uveden v Piiloze H.

Tabulka charakteristik jednotlivych hlavnich komponent vypada nasledovné:

Comp. 1 Comp.2 Comp.3 Comp. 4 Comp.5
Standard deviation 1.7466664 0.7624151 0.58819899 0.41434979 0.31737665
Proportion of Variance 0.7049725 0.1343183 0.07994675 0.03967222 0.02327567
Cumulative Proportion 0.7049725 0.8392908 0.91923756 0.95890978 0.98218545

Comp .6 Comp.7 Comp.8 Comp.9 Comp. 10
Standard deviation 0.22730454 0.134745644 0.072965511 0.0441207850 4.482615e-09
Proportion of Variance 0.01193901 0.004195481 0.001230233 0.0004498199 4.643175e-18
Cumulative Proportion  0.99412447 0.998319947 0.999550180 1.0000000000 1.0000000000
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Zde vidime, Ze prvni hlavni komponenta vysvétluje 70.50 % a druhé dalsich
13.43 % celkové variability, coz d4 v souc¢tu 83.93 %. Biplot tedy bude velmi dobie

odrézet skute¢nou strukturu mnohorozmérného datového souboru.

Kovariancni biplot—-Umrtnost
-1 0 1 2 3
| | | | |

PT -

SK

PC 2 (13.43%)

Fl

PC 1 (70.50%)

Vysledny biplot je z hlediska interpretace paprskt trochu neptehledny. Pozdéji
si ukazeme, jak tento problém tesit. Nejdrive si ale popiseme alespon ty vlastnosti,
které jsou zde viditelné.

Z pohledu vzdalenosti jednotlivych pozorovani mtizeme opét fict, Ze ¢im jsou
jednotlivé staty v grafu blize u sebe, tim jsou si podobnéjsi. Muzeme zde na-
pitklad vidét blizky shluk statt Dansko (DK), Francie (FR) a Spanélsko (ES).
Tyto staty jsou si velmi podobné ve vyskytu vsech uvedenych nemoci. Miize to
byt dano jejich vyspélosti a odtud plynouci podobnou zdravotni péci. Dalsi ta-
kovou skupinu (odlignou od predchozi) tvori Ceska republika (CZ), Recko (GR)
a Bulharsko (BG). Ty maji vSechny velmi maly vyskyt mentalnich poruch. Dalsi
viditelnou skupinu tvofi napfiklad ugrofinské narody z Madarska (MG), Estonska

(EE) a Lotysska (LV). Pokud se podivame na graf velmi dobfe, uvidime, zZe témér
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uprostied grafu se nachazi Polsko (PL). To m4 pii porovnani s pivodnimi daty
opravdu u vSech nemoci (kromé nemoci obéhové soustavy) primérné hodnoty.

Dalsi vyraznou charakteristikou tohoto biplotu jsou odlehlé hodnoty Sloven-
sko (SK) a Portugalsko (PT). Diky témto pozorovanim se nam v grafu vytvofil
nepiehledny shluk paprski. Portugalsko ma nejvyssi vyskyt cukrovky a druhy
nejvyssi u metabolickych poruch a zapalu plic. Na druhou stranu ma nejnizsi pti-
tomnost ischemické choroby srdec¢ni. Tyto extrémy zfejmeé zptusobily jeho oddéleni
se od ostatnich. Vychyleni Slovenska mtize byt zptisobeno velmi nizkou proporci
u mentalnich poruch. Hodnota slozky kompozice u tohoto statu je 46-krat nizsi
nez u druhého v poradi (Bulharsko) a 3938-krat nizs$i nez maximum (Déansko).
Tato skutecnost se také projevuje tak, ze SK je velmi daleko od vrcholu paprsku
reprezentujicitho danou chorobu.

Horizontalni usporadani stati ovliviiuje cela fada nemoci. P¥i postupovani
zdola nahoru postupné roste vyskyt zhoubnych novotvart, metabolickych chorob,
cukrovky, poruch nervového systému, nemoci dychaci soustavy a zapalu plic. Pri
tomto postupu naopak klesa zastoupeni poruch obéhového systému a ischemické
choroby srdec¢ni. Pti pfechodu shora dolti je postup opac¢ny. Vertikalni rozlozeni je
déno vyskytem mentalnich poruch. Pti pribéhu zleva, doprava hodnoty klesaji.
Vlevo se nachézi staty jako je Dansko, Francie ¢i Finsko (FI), které bychom mohli
oznacit za vyspélé v oblasti zdravotnictvi. V pravé ¢asti biplotu se naopak nachazi
napf. Slovensko, Recko nebo Bulharsko, tedy staty s horsimi podminkami v této
oblasti. Skutec¢nost, ze ve statech vyskytujicich se v levé ¢asti grafu umira vétsi
podil pacientti s mentalnimi chorobami, by mohla byt proto matouci. Zminény
fakt mtze byt zptisoben také tim, ze ve statech v levé casti grafu je obecné lepsi
zdravotni péce, coz znacné prispiva k tomu, Ze se obyvatelé dozivaji vyssiho véku
(viz zdroj [18]), ve kterém jsou pak nachylnéjsi k dusevnim nemocem, v disledku
kterych umiraji (nap¥. Alzheimerova choroba).

Zkoumani paprskd neni v tomto grafu jednoduché. Mtzeme pouze s jisto-
tou Tici, ze nejdelsi Sipku maji mentalni poruchy. Ty tedy znac¢né ovliviiuji cely

soubor. Potom zde mtizeme pozorovat rozdéleni zbylych nemoci do dvou skupin
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s navzajem stabilnimi podily v ramci datového souboru. Naptiklad tu mensi z nich
tvofi poruchy obéhového systému, ischemicka choroba srdec¢ni a cerebrovaskularni

nemoci.

Jak jiz bylo feCeno v popisu biplotu, v tomto grafu se nachazi viditelné odlehlé
hodnoty (staty SK a PT), které ovliviiuji podobu celého zobrazeni. Proto zkusime

na data aplikovat robustni podobu biplotu, ktera vliv téchto pozorovani potlaci.

Nastaveni knihoven, nacteni, pojmenovani dat a prevod na kompozi¢ni tvar

je stejny jako vyse. Dalsi prikazy vypadaji nasledovné:
>resRob=pcaCoDa(as.data.frame(X) ,method ="robust")

nam provede pirevod puvodni datové matice na robustni. Predpis
>resRob

nam poté vypise procenta vysvétlené variability pomoci klasickych komponent

pro data po clr transformaci:

Comp.1 Comp.2 Comp. 3 Comp. 4 Comp.5
Proportion of Variance 0.6264544 0.1911580 0.1126522 0.0333043 0.0223270
Cumulative Proportion 0.6264544 0.8176124 0.9302646 0.9635689 0.9858959
Comp.6 Comp.7 Comp.8 Comp.9
Proportion of Variance 0.0077756 0.0041890 0.0018681 0.0002714
Cumulative Proportion  0.9936715 0.9978605 0.9997286 1.0000000

Vzhledem k robustnim odhad@m polohy a variability vyjdou vzdy procenta
vysvétlené variability trochu jind nez v piipadé klasického (nerobustniho) bi-
plotu. To také odpovida ponékud odlisné konfiguraci pozorovani a proménnych
ve vysledném biplotu.

Posledni prikaz
>plot (resRob)

vykresli prislusny biplot.
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V prikazu pcaCoDa () je uloZen jiz kompletné vytvoreny algoritmus pro prevod
na robustni datovy soubor a tvorbu pfislusného biplotu. Tento algoritmus ovsem
neumi prevadét nazvy pozorovani, proto se budeme muset pfi interpretaci biplotu
fidit ¢iselnym oznacenim jednotlivych statt z Prilohy H.

Jak vidime, v tomto grafu je jiz zobrazeni paprskid mnohem zfeteln€jsi. Pa-
prsek mentalnich poruch jiz nepfevysuje délky ostatnich paprskt. VSechny pa-
prsky jsou priblizné stejné dlouhé, tedy i stejné vyznamné pro usporadani grafu.
Jsou zde zfetelné tfi skupiny nemoci. Prvni z nich je stejnéd jako v predchozim
pripadé. Zbylé nemoci z druhé skupiny se nyni rozdélily do dvou dalsich. Mensi
z nich tvofi metabolické poruchy a cukrovka, vétsi je zastoupena zhoubnymi no-
votvary, zapalem plic, poruchami nervové a dychaci soustavy. Mentalni choroby
zlistavaji opét samotné.

Zkraceni paprsku mentalnich poruch bylo zpiisobeno potla¢enim vlivu odleh-
Iych hodnot (napi. Portugalsko(17)). Diky této skutecnosti zde jiz neni tak vy-
razny vliv dusevnich chorob, jak bylo popsano u piredchoziho biplotu. Rozdil mezi

vySe zminénymi skupinami je zde ovSem pofad patrny. Skupina vyspélych stati,
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dfive umisténych v levé ¢asti grafu - Dansko (3), Francie (9) a Finsko (21), je zde
se tato skupina vpravo dole (u vrcholu této Sipky - zejména Dansko a Francie).
Naopak staty Recko (7) a Bulharsko (1) jsou opét déle od vrcholu piislugné sipky
- vlevo nahore. Slovensko (20) ma v tomto grafu opét postaveni odlehlého pozoro-
vani, porad je ovSsem nejdale od vrcholu paprsku mentalnich poruch. Interpretace
tykajici se dusevnich chorob z predchoziho grafu by proto mohla platit i zde.

Nejkratsi spojnici, a tedy i nejvétsi stabilitu odpovidajictho podilu, maji
srdecni a obéhové choroby. Tento fakt vychéazi také z biologického propojeni obou
systémi.

Diive odlehlé pozorovani Portugalsko (17) se posunulo blize stfedu grafu.
Shluk stattt Dénsko (3), Francie (9) a Spanélsko (8) zfistal zachovén. To stejné
plati i pro trojici Ceska republika (2), Recko (7) a Bulharsko (1). U posledni
vySe zminéné skupiny, Madarska (14), Estonska (5) a Lotysska (11), doslo k je-
jich vzajemnému odstupu, ale porad jsou si vzajemné nejblize oproti ostatnim
stattum. Nejblize stfedu je nyni Lucembursko (13), pivodni stfedové Polsko (16)
se posunulo blize k paprsku zapalu plic.

Horizontalni usporadani stat nyni zhruba koresponduje s vertikalnim uspo-
fadanim predchoziho grafu. Tentokrat jsou nemocemi, které nejvice ovliviiuji po-
stup zdola nahoru, cukrovka a metabolické poruchy (od nejvétsiho k nejmensimu).
Vertikalni sefazeni je ovlivnéno diive zminénou dvojici chorob srdce a ob&hové

soustavy. Jejich (relativni) vyskyt postupem zleva doprava klesa.

V pripadech, jako byl tento, kdy mohou odlehlé hodnoty znac¢né zkreslit in-

terpretaci klasického biplotu, se zda byt robustni biplot velmi dobrym néastrojem.
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ZAavér

Kdyz jsem zacinala psat tuto praci, myslela jsem si, ze nebudu mit zadné nové
informace, které by se lisily od téch, uvedenych v mé bakalarské praci. To jsem
se ale velmi zmylila.

Jiz v vodu, pfi poznavani kompozicnich dat, jsem byla prekvapena, jaké sky-
taji moznosti. S daty ve tvaru kompozic - nejcastéji procentudlniho zastoupeni
- se Clovék setkava pomeérné cCasto. AZ nyni mé ovsem napadlo o nich premys-
let v takovychto sirsich souvislostech. Také mé prekvapilo, jak je teorie spojena
s kompozi¢nimi daty celkem mlada.

Dalsim prekvapenim pro me bylo zjisténi, kolik druhti biplott pro kompozi¢ni
data existuje. Zejména prii reseni praktickych prikladt jsem si uvédomila, jak 1ze
jeden datovy soubor znazornit a popsat tolika riznymi zptsoby. Kazdy biplot je
nécim zajimavy. Zajimava pro mé byla i interpretace datovych soubort. Protoze
jsou to realna data, doufam, ze mé vysledky mohou vypovidat néco malo i o stavu
evropské spolec¢nosti.

Kdyz porovnam vyse uvedené grafické vystupy, dle mého nazoru je z kompo-
zi¢nich biplott nejlepsi kovariancni clr biplot. Myslim si, Ze z néj mizeme vycist
nejvice informaci. Je totiz dostatecné prehledny, ale zase ne moc stru¢ny. Navic
pravidla pro jeho vyklad jsou nejpodrobné;jsi. Timto tvrzenim samoziejmé nesha-
zuji ostatni biploty. Myslim, ze kazdy vypovida ,svou ¢ast pribéhu“.

Myslim, Ze cil prace - seznamit sebe i ¢tenafe této prace s kompozi¢nimi daty
a jejich biploty - byl splnén. Urcité je ale jesté velky prostor pro doplnovani
informaci a patrani po podrobnostech. Napiiklad by mohlo byt dale rozvinuto
praktické vyuziti robustnich biplot. Také by mohlo v budoucnu probéhnout
porovnani piinosnosti jednotlivych druhti biplotii.

Tési mé, ze jsem zvolila pravé toto téma. Jak jsem jiz napsala u standardniho
biplotu v mé bakalarské praci, i tento graficky rozbor dat mi pfijde jako velmi
prakticky a pouzitelny v mnoha oblastech. Sama se zac¢inam presvédcovat, jak lze
tyto postupy efektivné vyuzit napiiklad v chemii nebo lékatstvi. Urcité se tomuto

tématu budu rada vénovat i v budoucnu, protoze si myslim, Ze pravé tam patii.
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Prilohy
Priloha A

Grafické vyjadieni kovarian¢niho a vytvoreného biplotu (ptfevzato z [2]).
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Priloha B

Osy biplotu skrze paprsky a spojnice (prevzato z [2]).
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Priloha C

Data - proporcionalni zastoupeni 6 barev na 22 obrazech

Malba Cema Bila ModraCervenda 7utqa Ostatni
1 0.125 0.245 0.153 0.031 0.1s81 0.266
2 0.145  0.224 0.111 0.051 0.159 0.5135
3 0.147  0.251 0058 0.129  0.133 0.303
4 0.164 0.209 0.120 0.047 0.178 0.282
5] 0.197  0.151 0.152 0.035  0U.1ss 0.2949
6 0.157 0.256 0.072 0.116 0.153 0.246
T 0.1535  0.232 0.101 0.062 0.170  0.282
8 0.115 0.249 0.176 0.025 0.176 0.25Y9
9 0.178  0.167 0.048 0.143 0.118 0.347
10 0.164 0.183 0.158 0.027 0.186 0.281
11 0.175  0.211 0070 0.104 0.157 0.285
12 0.168 0.192 0.120 0.044 0.171 0.305
13 0.155 0.251 0.091 0.085 0.161 0.257
14 0.126  0.273 0.045 0.156 0.131 0.269
15 0.199 0.170 0.080 0.076 0.158 0.318
16 0.163 0.196 0.107 0.054 0.144 0.335
17 0.136 0.185 0.162 0.020 0.193 0.304
18 0.184 0.152 0.110 0.039 0.165 0.350
19 0.169 0.207 0.111 0.057 0.156 0.300
20 0.146 0.240 0.141 0.038 0.184 0.250
21 0.200 0.172 0.059 0.120 0.136 0.313
22 0.135 0.225 0.217 0.019 0.187  0.217
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Priloha D

Graficka interpretace vzorového piikladu (prevzato z [2]).

Vytvoreny biplot - uchovavé vzdalenosti mezi fadky (pozorovanimi - obrazy).
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Priloha E

Kriminalita - ptavodni datovy soubor

Homicide Violent Robbery Domestic Motor Drug

crime burglary vehicle theft trafficking

Bulgaria BG 172 8 538 2 868 19 980 430 2 857
Czech Republic | CZ 202 18 187 4 641 9111 18 893 2 812
Denmark DK 79 24 928 10 747 43 974 26 804 3 237
Germany DE 656 210 885 49913 108 284 89 036 55 905
Estonia EE 84 9 082 909 3321 1035 1 558
Ireland IE 89 19 152 2299 24 864 14 307 4 028
Greece GR 118 11 220 3 097 44 150 7 834 9 852
Spain ES 408 116 567 93 186 82 135 96 314 14 574
France FR 839 331 778 106 633 166 250 211 484 6 128
Italy IT 654 146 598 64 535 153 080 229 961 34 082
Latvia LV 119 1928 1441 3 538 1 868 2512
Lithuania LT 304 4 372 3 452 6 076 2 553 793
Luxembourg LU 7 3 197 260 1731 343 1343
Hungary MG 147 33 035 3128 19 239 16 539 5 464
Austria AT 46 129 613 4 786 18 648 9 049 1 980
Poland PL 460 52 122 21 085 31 481 17 669 3 317
Portugal PT 124 24 516 20 856 29 663 25 274 3 730
Romania RO 493 6 842 2 464 10 285 2 355 3 621
Slovenia SL 11 2 638 386 2 282 582 1434
Slovakia SK 94 9 030 1371 2 118 4 135 524
Finland FI 132 42 035 1 696 5 978 13 804 5 639
Sweden SE 82 108 448 8 909 18 176 44 717 7797
Great Britain GB 785 1094 066 84 362 309 001 161 847 40 763
Norway NO 34 23 848 1 598 8 125 11 901 17 547
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Priloha F

Kriminalita - proporcionalni datovy soubor

Homicide  Violent  Robbery Domestic Motor Drug

crime burglary vehicle theft trafficking

Bulgaria BG | 0.49361458 24.50280  8.230736 57.339647 1.234036  8.1991677
Czech Republic | CZ | 0.37514393 33.77595  8.619025 16.920477 35.087100  5.2223006
Denmark DK | 0.07196932 22.70951  9.790560 40.060491 24.418552  2.9489200
Germany DE | 0.12745809 40.97408  9.697889 21.039133 17.299326 10.8621102
Estonia EE | 0.52536119 56.80155  5.685159 20.770530 6.473200  9.7441991
Ireland IE | 0.13747509 29.58340 3.551182 38.406525 22.099507  6.2219064
Greece GR | 0.15471149 14.71070  4.060521 57.885697 10.271270 12.9170982
Spain ES | 0.10119449 28.91161 23.112524 20.371592 23.888349  3.6147268
France FR | 0.10193024 40.30776 12.954859 20.197737 25.693223  0.7444916
Italy IT | 0.10398944 23.30985 10.261405 24.340526 36.565009  5.4192174
Latvia LV | 1.04331054 16.90338 12.633702 31.018762 16.377345  22.0234964
Lithuania LT | 1.73219373 24.91168 19.669516 34.621083 14.547009  4.5185185
Luxembourg LU | 0.10172940 46.46127  3.778521 25.156227 4.984741 19.5175120
Hungary MG | 0.18955024 42.59723  4.033423 24.807871 21.326336  7.0455952
Austria AT | 0.02802793 78.97357  2.916123 11.362279 5.513581  1.2064196
Poland PL | 0.36469152 41.32272 16.716349 24.958378 14.008118  2.6297430
Portugal PT | 0.11904419 23.53619 20.022465 28.477482 24.263894  3.5809260
Romania RO | 1.89178818 26.25480  9.455104 39.466616 9.036838 13.8948580
Slovenia SL | 0.15000682 35.97436  5.263876 31.119596 7.936724 19.5554343
Slovakia SK | 0.54423344 52.28115  7.937703 12.262622 23.940482  3.0338119
Finland FI | 0.19046520 60.65306  2.447189  8.625765 19.918042  8.1654739
Sweden SE | 0.04358711 57.64555  4.735580  9.661456 23.769328  4.1444966
Great Britain GB | 0.04642707 64.70608  4.989402 18.275172 9.572078  2.4108364
Norway NO | 0.05392289 37.82215  2.534376 12.885985 18.874598  27.8289693
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Priloha G

Pri¢iny timrti v disledku nemoci - ptivodni datovy soubor

Malignant  Endocrine, nutritional Diabetes Mental, behavioural Diseases of the
neoplasms and metabolic diseases  mellitus disorders nervous system
1 | Bulgaria BG 18 017 2181 2120 90 1027
2 | Czech Republic | CZ 27 571 2211 1979 235 1279
3 | Denmark DK 15 145 1743 1281 3061 1629
4 | Germany DE 216 002 27 331 22 330 18 850 19 841
5 | Estonia EE 3 543 262 224 192 234
6 | Ireland IE 8 203 640 468 564 887
7 | Greece GR 27 379 1591 1242 119 1371
8 | Spain ES 100 675 12 337 10 153 13 040 17 496
9 | France FR 153 975 20 178 11 713 17 680 31071
10 | Italy 1T 164 847 24 999 20 233 13 915 21 502
11 | Latvia LV 5 833 445 402 205 333
12 | Lithuania LT 8 266 316 285 98 608
13 | Luxembourg LU 932 76 51 64 127
14 | Hungary MG 32 111 3253 2 865 2510 1753
15 | Austria AT 19 780 4 398 3 385 825 2 347
16 | Poland PL 93 060 7027 6 599 2077 4 955
17 | Portugal PT 24 033 5126 4278 209 2 693
18 | Romania RO 46 086 2278 2 206 593 2 034
19 | Slovenia SL 5679 316 274 129 276
20 | Slovakia SK 11 891 708 625 1 722
21 | Finland FI 10 961 667 540 2 369 4 082
22 | Sweden SE 21 751 2 496 1999 4 961 3 205
23 | Great Britain GB 157 032 8 695 6 450 22 374 19 789
24 | Norway NO 10 632 1 005 713 1749 1 509
Diseases of the Ischaemic heart Cerebrovascular Diseases of the Pneumonia

circulatory system diseases diseases respiratory system
1 | Bulgaria BG 71 492 14 425 22 440 4 466 1 768
2 | Czech Republic | CZ 52 280 25 844 11 685 5 736 2 859
3 | Denmark DK 15 031 5570 3912 5 622 1923
4 | Germany DE 356 729 134 822 63 127 59 049 21 839
5 | Estonia EE 9 074 4 588 1570 489 143
6 | Ireland 1E 9 883 5188 2 116 3 435 1303
7 | Greece GR 49 214 11 624 16 064 10 239 935
8 | Spain ES 122 793 35928 31 833 44 200 9191
9 | France FR 149 541 38 306 33 162 33 259 10 808
10 | Ttaly 1T 225 588 75 514 63 617 37 771 6 905
11 | Latvia LV 16 516 8 638 4 894 725 335
12 | Lithuania LT 23 623 14 633 5 843 1684 729
13 | Luxembourg LU 1307 378 303 272 85
14 | Hungary MG 64 749 32 828 13 996 6 231 693
15 | Austria AT 32 294 14 453 5 358 4130 1181
16 | Poland PL 172 943 48 909 37 248 19 297 9128
17 | Portugal PT 33 811 7784 14 583 11 580 5145
18 | Romania RO 153 137 52 534 48 582 12 310 5314
19 | Slovenia SL 7225 2 004 1943 1142 550
20 | Slovakia SK 28 502 17 226 6 170 2 981 1838
21 | Finland FI 20 281 11 761 4 246 1 980 457
22 | Sweden SE 37 466 16 488 8 364 5 848 2 257
23 | Great Britain GB 190 856 88 227 53 143 81 322 32 308
24 | Norway NO 14 135 5 636 3570 4118 1641
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Priloha H

Pri¢iny timrti v disledku nemoci - proporcionalni datovy soubor

Malignant Endocrine, nutritional =~ Diabetes Mental, behavioural Diseases of the
neoplasms and metabolic diseases  mellitus disorders nervous system
1 | Bulgaria BG | 13.05334 1.5801371 1.5359425 0.065205106 0.7440627
2 | Czech Republic | CZ | 20.93804 1.6790832 1.5028972 0.178464296 0.9713014
3 | Denmark DK | 27.57798 3.1738806 2.3326110 5.573866016 2.9662946
4 | Germany DE | 22.98089 2.9078007 2.3757341 2.005489829 2.1109243
5 | Estonia EE | 17.43688 1.2894335 1.1024165 0.944928392 1.1516315
6 | Ireland IE | 25.09560 1.9579649 1.4317619 1.725456604 2.7136170
7 | Greece GR | 22.85812 1.3282907 1.0369183 0.099350465 1.1446175
8 | Spain ES | 25.31774 3.1025083 2.5532760 3.279298673 4.3998934
9 | France FR | 30.81392 4.0380794 2.3440392 3.538172438 6.2180179
10 | Italy IT | 25.17167 3.8172765 3.0895218 2.124781070 3.2832945
11 | Latvia LV | 15.21943 1.1610917 1.0488963 0.534884935 0.8688619
12 | Lithuania LT | 14.73834 0.5634305 0.5081573 0.174734778 1.0840688
13 | Luxembourg LU | 25.92490 2.1140473 1.4186370 1.780250348 3.5326843
14 | Hungary MG | 19.94608 2.0206350 1.7796247 1.559112734 1.0888943
15 | Austria AT | 22.43877 4.9891663 3.8400018 0.935894091 2.6624769
16 | Poland PL | 23.19293 1.7513078 1.6446393 0.517641429 1.2349125
17 | Portugal PT | 21.99978 4.6923345 3.9160762 0.191318357 2.4651691
18 | Romania RO | 14.17708 0.7007635 0.6786147 0.182420003 0.6257037
19 | Slovenia SL | 29.06643 1.6173610 1.4023953 0.660251817 1.4126318
20 | Slovakia SK | 16.82752 1.0019246 0.8844673 0.001415148 1.0217367
21 | Finland FI 19.11447 1.1631557 0.9416853 4.131208147 7.1184431
22 | Sweden SE | 20.74784 2.3808842 1.9068059 4.732198216 3.0571851
23 | Great Britain GB | 23.78566 1.3170331 0.9769826 3.388993572 2.9974432
24 | Norway NO | 23.78098 2.2479198 1.5947929 3.912051534 3.3752349
Diseases of the Ischaemic heart Cerebrovascular Diseases of the Pneumonia
circulatory system diseases diseases respiratory system
1 | Bulgaria BG 51.79604 10.450930 16.257807 3.235622  1.2809181
2 | Czech Republic | CZ 39.70261 19.626516 8.873852 4.356048  2.1711890
3 | Denmark DK 27.37040 10.142579 7.123477 10.237267  3.5016479
4 | Germany DE 37.95312 14.343987 6.716210 6.282343  2.3234956
5 | Estonia EE 44.65771 22.579851 7.726758 2.406614  0.7037748
6 | Ireland 1E 30.23526 15.871753 6.473522 10.508765  3.9862942
7 | Greece GR 41.08768 9.704620 13.411478 8.548314  0.7806108
8 | Spain ES 30.87998 9.035172 8.005362 11.115414  2.3113523
9 | France FR 29.92657 7.665907 6.636475 6.655887  2.1629280
10 | Ttaly 1T 34.44665 11.530774 9.714136 5.767525  1.0543739
11 | Latvia LV 43.09346 22.538225 12.769399 1.891666  0.8740803
12 | Lithuania LT 42.12000 26.090755 10.418115 3.002585  1.2998128
13 | Luxembourg LU 36.35605 10.514604 8.428373 7.566064  2.3643950
14 | Hungary MG 40.21952 20.391455 8.693762 3.870451  0.4304642
15 | Austria AT 36.63487 16.395730 6.078207 4.685143  1.3397466
16 | Poland PL 43.10181 12.189372 9.283153 4.809305  2.2749307
17 | Portugal PT 30.95055 7.125465 13.349261 10.600319  4.7097270
18 | Romania RO 47.10835 16.160628 14.944905 3.786830  1.6347047
19 | Slovenia SL 36.97922 10.256935 9.944723 5.845020  2.8150271
20 | Slovakia SK 40.33454 24.377335 8.731462 4.218555  2.6010415
21 | Finland FI 35.36726 20.509556 7.404436 3.452846  0.7969448
22 | Sweden SE 35.73806 15.727572 7.978252 5.578290  2.1529069
23 | Great Britain GB 28.90899 13.363759 8.049579 12.317857  4.8936982
24 | Norway NO 31.61627 12.606245 7.985148 9.210879  3.6704840
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