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Uvod

Diplomova prace se zabyva riznymi metodami priblizného reSeni algebraickych
rovnic. Sklada se z teoretické a praktické casti.

Teoreticka cast je rozdélena do dvou kapitol. V prvni kapitole jsou zformulovany
zakladni pojmy zteorie polynomickych funkci a algebraickych rovnic. Tato
kapitola navazuje na mou bakalafskou praci na téma ,Soustavy algebraickych
rovnic na stfedni Skole“. Druha kapitola je zamérena na priblizné metody reSeni
algebraickych rovnic. Zabyva se Newtonovou metodou, neboli metodou tecen, dale
metodou tétiv - tzv. metodou regula falsi, a nasledné i metodou hledani koreni
rovnic pomoci retézovych zlomkd.

V teoretické casti jsem nejvice Cerpala z bakalarské prace a z knih [4], [7], [11].
Teorie je psana formou definic, vét a jejich dlisledkl a poznamek. U nékterych vét
jsou napsany dikazy a nékteré jsou uvadény bez dikazu, nebo s odkazem na
literaturu, kde je dikaz zpracovan. Dikazy jsou v praci uvedeny v pripadé, Ze jsou
podstatné pro dalsi ivahy.

Praktickou ¢asti je sbirka reSenych uloh. Jsou zde zahrnuty piiklady ilustrujici
kazdou jednotlivou metodu pftibliZného reSeni algebraickych rovnic, ktera je
popsana v teoretické casti. VétSinu prikladi jsem reSila sama, pokud je reseni
prevzaté, je za prikladem uveden odkaz na odpovidajici literaturu.



Seznam pouzitych zkratek

C mnoZina komplexnich ¢isel

R mnozina realnych cisel

Z mnozina celych cisel

N mnozina prirozenych cisel

N, mnoZina prirozenych cisel vcetné nuly
D(a,b) nejveétsi spolecny délitel ¢isel a, b



1. Polynomy a algebraické rovnice

Definice 1.1. Polynomem jedné proménné x, resp. polynomickou funkci, nad C
nazyvame komplexni funkci f: C — C definovanou predpisem

(Vx€C) f(x) =apx™ +ax™ 1+ +a,_1x+a, =0, (1.1)
kden € N,, a; €C(i=0,1,2,...,n).

Poznamka:

1.

10.

Cislaag; € C (i = 0,1, 2, ...,n)) se nazyvaji koeficienty polynomu f(x).
Vyrazy a;x' se nazyvaji ¢leny polynomu f (x).
Cleny a;x' s nulovymi Kkoeficienty a; miZeme v zapise (1.1) vynechavat,
resp. pridavat.
Stupné clent:
-a,x", a, # 0, se nazyva ¢len n —tého stupné, tedy
- a, je absolutni ¢len nebo ¢len nultého stupné,
- a,x je linearni Clen nebo Clen prvniho stupné,
- a,x? je kvadraticky ¢len nebo ¢len druhého stupné,
- a3x3 se nazyva kubicky ¢len nebo ¢len tietiho stupné
- pro Cleny s nulovym koeficientem neni stupen definovan.
Polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou nulové (tj. nulova funkce
(Vx € C)f(x) = 0) se nazyva nulovy polynom.
Cislo k € N, se nazyva stupeni polynomu f(x), zna¢ime k = stf(x), pravé
tehdy, kdyz a, # 0 A agyq, ..., a, = 0.
Rikame, Ze nulovy polynom je stupné —oo, nebo fikame, Ze jeho stupefi neni
definovan.
Rikame, %e polynom f(x) je zapsan v normalnim tvaru, jestlize pro
libovolnou mocninu x,i = 0,1, ...,n, obsahuje polynom f(x) nejvys jeden
¢len a;xt.
Dohoda: V dalSim predpokladejme, Ze polynomy jsou vzdy zapsany
v normalnim tvaru.
Je-li a, =1 a zaroven stf(x) =n, pak rikdme, Ze f(x) je normovany
polynom.
Polynomy lze také chapat jako vyrazy

n

Z a;x’, a; €C,a;=0,1,..,n

i=0
Polynom f(x) je jednoznacné urcen svymi Koeficienty, ackoli ho jako vyraz
muliZeme zapsat rliznymi zpiisoby.
Polynomy mtizeme také nékdy nazyvat mnohocleny.
Je-li f(x) = apx™ + a;x™ 1 + -+ a,_1x + a,, polynom a a komplexni &islo,
nazyvd se dislo f(a) = apa™ + a1+ -+ a,_;a +a, hodnotou
polynomu f(a) v Cisle a.



Definice 1.2. Necht' f(x) = apx™ + a;x" ' + .-+ a,_1x + a, je polynom alespoii
1. stupné. Komplexni ¢islo a se nazyva korenem, resp. nulovym bodem, polynomu
f(x), pravé kdyz f (a) = apa™ + a;a™ 1 + -+ ap_1a + a, = 0.

Véta 1.1 (O déleni polynomi se zbytkem) Necht f(x),g(x), jsou libovolné
polynomy, pricemz g(x) je nenulovy. Pak existuje pravé jedna dvojice polynomi
q(x) ar(x) tak, ze f(x) = q(x).g(x) + r(x) a pritom r(x) = 0, nebo

str(x) < stg(x).

Poznamka:
1. Polynom q(x) se potom nazyva c¢astecny (neuplny) podil a polynom r(x) se
nazyva zbytek po déleni polynomu f(x) polynomem g(x).
2. Pokud r(x) = 0, rikame, Ze g(x) déli polynom f(x) beze zbytku, nebo Ze
f(x) je délitelny polynomem g(x), pisSeme g(x)/f (x).

Véta 1.2 Necht' f(x) je polynom alesponi 1. stupné, necht’ ¢ € C. Pak
f)=x—0c).glx)+f(o).

Véta 1.3 Necht f(x) je polynom alesponi 1. stupné. Komplexni ¢islo a je koien
polynomu f(x), pravé kdyz (x — a)/f (x).

Poznamka: Polynom x — a se pak nazyva korenovy Cinitel polynomu f (x).

Véta 1.4 Necht f(x) =aox"+a;x" 1+ +a,_;x +a, je polynom alesponi
1. stupné a necht ¢ € C je libovolny prvek. Pak plati
fx)=(x—c).qx)+ f(c),stq(x) =n—1aplati:
q(x) = byx™ 1 + byx™ 2 + -+ by_1x + by
kde b, = a,
b, =c.by +a;

le =C. bn—l + an_l
f(a) =c.b, + a,.

Poznamka: Koeficienty podilu q(x) i zbytek f(c) lze jednoduse vypocitat za
pouziti prehledné tabulky (Hornerova schématu) tvaru:

c ao a; an
a c.by + a4 c.b, +ay,
= by = b, f(o)

kde v hornim Fadku jsou napsany vSechny koeficienty polynomu f(x) (vCetné
pripadnych nul) a ve spodnim radku postupné vypocitavame koeficienty podilu
q(x) azbytek f(c).
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Priklad 1: DokaZte, Ze (x — 2)/f (x), jestliZe
f(x) =x° —x*—13x3 + 13x% + 36x — 36.

Reseni: Podle Véty 1.3 je a = 2. VyuZijeme Hornerovo schéma pro a =2 a
dostavame:

1 -1 —13 13 36 —36
1 2-1 2—13 —22+13 | -18+36 | 36 —36
1 1 —-11 -9 18 0

Z posledniho radku tedy ziskavame koeficienty podilu:
q(x) = x* +x3 — 11x%2 — 9x + 18,
a hodnotu zbytku r = f(a) (viz Véta 1.2).
Protoze f(a) = 0, tedy f(2) = 0, pak (x — 2)/f (x) beze zbytku a mliZeme psat
f(x)=(x—2).(x*+x3—11x% — 9x + 18).

Definice 1.3. Polynomy f(x), g(x) se nazyvaji asociované, pravé kdyz
fx)/g(x)ag(x)/f(x).
PiSeme: f(x)~g(x).

Poznamka: Pro libovolné polynomy f(x), g(x), h(x) plati:

. Jestlize f(x)/g(x) a g(x) # 0, pak stf(x) < stg(x).

. f(x)~1, pravé kdyz stf (x) = 0.

. f(x)~g(x) pravé tehdy, kdyZ existuje ¢islo ¢ # 0 tak, Ze f(x) = c. g(x).
- f0)/g(x) Ag(x)/h(x) = f(x)/h(x).

—_

=W N

Definice 1.4. Necht f; (x), f2(x), ..., fi (x) jsou libovolné polynomy. Polynom d(x)
se nazyva nejvétsim spolecnym délitelem polynomi f;(x), f2(x), ..., fr (x), praveé
kdyz plati soucasné:

o d(x)/fi(x),d(x)/f2(x), ..., d(x)/ fi (%)

o Vdi(x): (di1(0)/fi(x) Adi(x)/fo(x) A .. Adi ()] fie(x)) = dy (x)/d ().
Piseme: d(x) = D(fl(x),fz (%), ...,fk(x)).

Véta 1.5 Necht f(x), g(x), g(x), r(x) jsou takové polynomy, Ze plati

fx) = g(x).q(x) +r(x).
Potom D(f(x),g(x)) existuje pravé tehdy, kdyz existuje i D(g(x),r(x)) a
v piipadé existence zaroven plati, Ze D(f(x), g(x)) = D(g (x), r(x)).

Véta 1.6 V mnoZiné komplexnich polynomii maji kazdé dva polynomy nejvétsiho
spolecného délitele.
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Diikaz:
Necht f(x), g(x) jsou libovolné polynomy.
e Nejprve uvazime trivialni pripady:
o jestlize f(x)/g(x), pak D(f(x), g(x)) = f(x)
o jestlize g(x)/f (x), pak D(f (x), g(x)) = g(x),
e pod oba tyto ptipady spada i piipad, kdy f(x) = 0, g(x) = 0.
e Predpokladejme, Ze f(x) t g(x) ani g(x) t f(x),g(x) # 0.
Podle Véty 1.1 existuji polynomy g, (x), r; (x) tak, Ze plati
fx) =9().q1(x) + 11 (x),  stry(x) < stg(x).
Protoze g(x) t f(x),je r;(x) # 0. Pouzitim Véty 1.1 dostaneme
g(x) =1 (x).q2(x) +12(x),  stry(x) < stry(x).
e Je-lir,(x) =0,tak D(g(x), 1 (x)) = r1(x).
Potom ry(x) = D(f(x), g(x)) (podle Véty 1.5)
e Zustava pripad r,(x) # 0. Pak polynom r;(x) délime podle
Véty 1.1 polynomem r,(x) a zopakujeme piedchozi avahy. Takto
dostavame posloupnost vztah:
fx) = g(x).q1(x) + (%)
9(x) = 11(x). q2(x) + 12 (x)
11(x) = 12(%). q3(x) + 713(x)
(1.2)
Tn—2(x) = 11 (%). qn (x) + 17, (%)
Tn—1(x) = 1, (X). gnt1 (X).
Soucasné plati stg(x) > stry(x) > stry(x) > -+ > str,(x) = 0.
Protoze stg(x) je prirozené Cislo, existuje prirozené Cislo n tak, Ze
polynom 7;,,(x) je vpredchozi posloupnosti (1.2) posledni nenulovy
zbytek. Tedy po konecném poctu krokii musime dospét k situaci, zZe
rn+1(x) = 0.
Pak podle Véty 1.5
1(%) = D (11 (), 1, (%)) = D (101 (), T (x)) = - = D(f (x), g(x)).
O

Poznamka: Postupu hledani nejvétsiho spolecného délitele, uvedenému v diikazu,
se fika Euklidiiv algoritmus.

Véta 1.7 Necht f(x) je polynom alesponn prvniho stupné s celociselnymi
koeficienty, tedy f(x) = apx™ + a;x" 1 + -+ a,_1x + ap, a, # 0,
ag, a4, ., 0y € Z.

Je-lia = E' r € Z,s € Z¥,D(r,s) = 1, kofenem polynomu f(x), potom plati:
a) r/a, As/ay,

b) (r=s)/f(D A +s)/f(=D.
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Diikaz:
a)
Je-li raciondlni ¢islo a = E kotenem polynomu f(x), plati f(a) = 0, tj.
n n—-1
f(g) =ag (g) +ay (g) + ot ang (£)+an=0.
Odtud vynasobenim s™ vychazi
agr®+ a;r" s+ o+ ap s+ a,s" = 0.
ProtoZe celé cislo r déli prvnich n sc¢itancti na levé strané posledni rovnosti, déli i
posledni s¢itanec a,s™, odkud plyne, Ze r/a,, nebot r a s jsou podle piredpokladu
nesoudélna.
Zcela analogicky odvodime, Ze s/a,.
b)
Necht je cislo g kotrenem polynomu f (x). Pak podle Véty 1.3 musi platit:

6= (x= ). g0,

Po dosazeni Cisel 1 a -1 za proménnou x dostavame

fw=(1-2.90, f1=(-1-1).9¢-D.
s s
Vynasobime-li obé rovnice ¢islem —s, mame
(=s).f(1) =(r—-s5).g90), (=8).f(=1) = (r+s).g(-1).
Uvazujeme podle predpokladu, Ze ¢isla r, s jsou nesoudélna, a tedy

(r=3)/(=s)-f(), 4. (r=s)/f(Da( +s)/(=s).-f(=1), 4. (r +5)/f(-1). D

Poznamka:

1. Protoze a, i a,, maji jen konecné mnoho déliteld, mtze racionalni koren «,
pokud existuje, nabyvat jen kone¢né mnoha hodnot.

2. Tvrzenib) z predchozi Véty se da zobecnit takto:
Necht f(x) = agx™ + a;x™ 1 + -+ a,_1x + a, je polynom s celotiselnymi
koeficienty a a = E, r € Z,s € Z* je Kkofen tohoto polynomu, D(r,s) = 1.

Potom pro kazdé k € Z plati
(r—k.s)/f (k).

Definice 1.5. Kofen « polynomu f(x) nazyvame k —ndsobnym kofenem
polynomu pravé tehdy, kdyz plati (x — a)*/f(x) a zaroven (x — a)**1 t f(x).

Poznamka: Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby kofen a polynomu f(x)
byl k-nasobnym korenem tohoto polynomu tedy je:

f(x) = (x — a)*. g(x) azaroven (x — a)  g(x),tj. g(x) # 0.

Véta 1.8 (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom alesponi 1. stupné s komplexnimi
koeficienty ma v mnoZiné komplexnich ¢isel alespon jeden koren.
Diikaz: (viz [6], str. 355-361)
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Véta 1.9 Kazdy polynom f(x) stupné n, n = 1, ma pravé n komplexnich kofeni,
pocitame-li kazdy koren tolikrat, jaka je jeho nasobnost.
Diikaz:
Tvrzeni mizZeme preformulovat také tak, Ze stupen polynomu je roven souctu
nasobnosti v§ech jeho kotent.
Polynom f(x) ma podle Véty 1.8 alespon 1 koten a4, jeho nasobnost ozna¢me k;.
Pak musi existovat polynom g, (x) takovy, Ze
f(x) = (x—a)g,(x), gi(ay) #0.
Ozna¢me n, stupen polynomu g, (x). Zrejmeé je n; = n — k;.
a) Pokud n; =0, je n = k; a polynom f(x) ma jeden n —nasobny koten. Tedy
tvrzeni plati.
b) Pokud n; > 1, ma polynom g,(x) alespon jeden koien a, nasobnosti k.
Existuje tedy polynom g, (x) takovy, Ze
91(x) = (x — ax)1g, (%), g2(az) # 0.
To znamen4, Ze
f) = (x—a)krg(x) = (x — a1 (x — a)*1g,(x).

Oznacme n, stupen polynomu g, (x). Zrejmé n, = n; —k, = n — (ky + k).
Pokracujeme stejnym zptisobem dale. Po konetné mnoha Kkrocich (tento pocet
oznaCime r) dojde ktomu, Ze n, =0, tedy 0 =n—(k;+k,+--+k,). To
znamena, Ze stupen polynomu f(x), tedy n, je roven souctu nasobnosti
jednotlivych korenti k; + k, + -+ + k..

Tim je toto tvrzeni dokazano. O

Diisledek: Kazdy polynom  f(x) = apx™+a;x" 1+ +a,_1x+a, s

komplexnimi koeficienty alespoii 1. stupné lze rozlozit v soucin linearnich faktort
f0) = ag(x — a) (x — a)*2 ... (x — @), (1.3)

priCemz ay, ay, ..., @, jsou vSechny navzajem rtizné koreny polynomu f(x), @; je

k; —nasobny koten,i = 1,2,...,r,aplatize k; + k, + -+ k, = n.

Vztahu (1.3) fikame rozklad polynomu f (x) na korenové Cinitele, resp. kanonicky

rozklad.

Véta 1.10 Ma-li polynom f(x) srealnymi koeficienty komplexni imaginarni
k —nasobny koren a = a + bi, pak také @ = a — bi je k —nasobnym korenem
polynomu f(x).
Dilikaz: b # 0, protoZe « je imaginarni koren.
a) Necht f(x) = apx™ + a;x™ 1+ -+ a, a; ER, f(a) = 0.
Pak f (@) = ap(@)"™ + a, (@)™ + - + a,, a tedy podle pravidel pro pocitani
s komplexnimi Cisly je
(@ = TG(@) + @@ D) + -+ @ =
= (apa™ + a1+ -+ a,) =f(a) =0=0,
tedy @ je koten f(x).
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b) Zbodu a) vyplyva, Ze polynom f(x) je délitelny polynomem
g(x) =[x — (a + bD)][x — (a — bi)] = x? — 2ax + a® + b?,

ktery ma realné koeficienty. Mlizeme proto psat f(x) = g(x). fi(x). Tedy i
polynom f; (x) ma redlné Kkoeficienty.
Je-li k > 1, pak i polynom f;(x) musi mit kofen a + bi. Proto ma realny
polynom f;(x) i kofen a — bi. Tedy lze polynom f;(x) psat ve tvaru
fi(x) = [g() ] f>(x), kde f,(x) ma opét redlné koeficienty.
Opakovanim tohoto postupu k —krat zjistime, Ze polynom f(x) se da zapsat
ve tvaru f(x) = [g()]*. fi(x), kde fi(x) ma redlné koeficienty. Z toho
vyplyva, Ze a — bi je alespon k —nasobny kofen polynomu f(x).

c) Musime jeSté dokazat, Ze a — bi je pravé k —nasobny koren polynomu f(x).
Kdyby to tak nebylo, mél by polynom f;(x) kofen a — bi. Potom by vSak
(podle bodu a)) mél polynom f;(x) i kofen a + bi, tj. a + bi by byl alespoii
(k + 1) —nasobnym Kkofenem polynomu f(x), coZz je vrozporu
s predpokladem. 0

Definice 1.6. Necht f(x) =agx™+a;x" 1+ -+ a, ,x*+a,_1x+a, je
polynom. Pak prvni derivaci polynomu f(x) rozumime polynom:
fl(X) =napx" '+ (n—1D.ax" 24+ +2.a,_,X + ay_q.

Poznamka:
1. Je-li f(x) polynom stupné n > 1, pak jeho derivace f'(x) je polynom stupné
n — 1, nebot ay, # 0,atedy n.a, # 0.
2. Je-listf(x) = 0,nebof(x) =0, pak f'(x) = 0.

Véta 1.11 Necht f(x) je polynom n-tého stupné a necht c je libovolné dané
komplexni ¢islo. Potom plati:

£ = f@+ 2 -4 L ey s (=)

Toto vyjadreni polynomu f(x) se nazyva Taylorovym rozv0]em polynomu f(x)
podle mocnin x — c, resp. se stfedem v c.

f(”)( )

Poznamka: Numericky vypocet koeficientli Taylorova rozvoje polynomu f(x)
v mocninach (x — ¢) se da velice vyhodné provést nékolikanasobnym opakovanim
Hornerova schématu:

" (n)
=@+ 5260+ ey bt LD o
" (n)
_f(c)+(x_)f()+f()( LT

=fl@+(x—-0)g:(®)
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" " (n)
gl(x)_f()+( B )lf @, f ()( o4 +fn()( C)n_z]:
_f'©
1!
" "nr 4) (n)
0= <>+( _ )lf ©  f ()( IS i (>( _C)n_glz
L9 - .00
(n-1) : n
a0 =L - 0000, g0 =12

Priklad 2: Urcete Tayloriiv rozvoj polynomu
flx)=2x>—3x3+2x2+x—2

v mocninach x — 2.

Resent:

Pomoci Hornerova schématu

-2 2 0 -3 2 1 -2
-4 8 -10 16 -34
-2 2 -4 5 -8 17 -36
-4 16 -42 100
-2 2 -8 21 -50 117
-4 24 -90
-2 2 -12 45 -140
-4 32
-2 2 -16 77
-4
2 -20
mame

f(x) ==36+117(x +2) — 140(x + 2)? + 77(x + 2)3 — 20(x + 2)* + 2(x + 2)°.

Véta 1.12 Necht f(x) je polynom alespon 1. stupné a necht’ « je k-ndsobny koren
polynomu f(x).
Je-li k = 1, pak @ neni kofenem f'(x).
Je-li k > 1, pak a je (k — 1)-ndsobnym kofenem f”(x).
Dikaz:
a je k-nasobny koren polynomu f(x), tzn. existuje polynom g(x) tak, Ze
f)=(x—-a).glx) Agx)#0,

odkud dostavame

fl) =k (x—a)tgl)+x-a)g'(x)

=(x—a)L[k.gt) + (x - a).g'(0)].
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Nyni:
- jellik =1, pak f'(a) = g(a) # 0, tzn. a neni kofenem f'(x);
- je-lli k> 1, pak oznatme h(x) = [k.g(x) + (x — a).g'(x)]. Po tomto
oznateni je f'(x) = (x—a)* 1 h(x), kde h(a) =k.g(a) #0, tzn,
dostavame, Ze a je (k — 1)-ndsobnym kofenem polynomu f’(x). O

Poznamka: Z Véty 1.12 ihned plyne:
Necht a € C je k —nasobnym kofenem (k > 1) polynomu f(x), stf(x) =n > 1.
Pak a je (k — 1) —nésobnym kotenem polynomu (f (x), f'(x)).

Véta 1.13 Necht f(x) je polynom alesponi prvniho stupné. Pak f(x) ma alespon
jeden vicenasobny koten, pravé kdyz stD (f (x), f'(x)) = 1.

Véta 1.14 Necht f(x) je polynom alespon 1. stupné. Pak existuje polynom g(x)
tak, ze

1) f(x) =g().D(f(x), f'(x))

2) g(x) ma tytéz koreny jako f(x), ale jednoduché.

Definice 1.7. Rekneme, Ze polynom f(x) s redlnymi koeficienty alespoii 1. stupné
je ireducibilni, pravé kdyz ho nelze zapsat jako soucin dvou redlnych polynomi
alespon prvniho stupné.

Véta 1.15 Necht f(x) je polynom s redlnymi koeficienty alespon 1. stupné. Pak
f(x) je ireducibilni, pravé kdyz stf(x) = 1 nebo stf(x) = 2 a f(x) nema realné
koreny, tj. ma dvojici imaginarnich komplexné sdruzenych kotent.

Poznamka: Ireducibilnimi komplexnimi polynomy jsou pravé polynomy 1. stupné.

Definice 1.8. Polynomem n proménnych nazyvame takovou komplexni funkci

f:C™ — C, kterd kazdé usporadané n —tici komplexnich ¢isel (x4, x5, ..., x,,) priradi

komplexni Cislo f(xq, x5, ..., X, ), které se urci jako soucet konecného poctu vyraza
1 T2 n .

tvaru ax;'x,” ... x,", tj.

f(xll X2, ---;xn) = Z alexgz ...x:ln.

(rl,---,rn)

Pfitom a je komplexni &islo, 14,75, ..., 7, jsou celd nezaporna &islaa x = 1.

Definice 1.9. Necht f je néjaka komplexni funkce. Ptame se, zda existuje takové
komplexni ¢islo a, pro které je f(a) = 0, tj. pro které funkce f nabyva hodnotu
nula.

Postup hledani takovychto cisel a zkoumdani, zda takové c¢islo viibec existuje,
nazyvame kratce resenim rovnic.

Cislo a nazyvame koienem neboli také nulovym bodem rovnice f(x) = 0.
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Definice 1.10. Necht f(x) je polynom n —tého stupné, n > 1, tj. rovnice f(x) = 0
ma tvar

apx™ + a;x" '+ +a,_1x+a, =0, a, # 0. (1.4)
Pak mluvime o algebraické rovnici n —tého stupné o jedné neznamé.

Poznamka:

1. Zapis rovnice ve tvaru f(x) = 0 neznamena rovnost dvou polynomu (totiz
polynomu f a nulového polynomu), ale dlohu, zjistit, zda existuje takové
komplexni ¢islo @, Ze f(a) = 0.

2. Re$enim neboli kofenem rovnice (1.4) je tedy kazdé ¢islo a, po jehoz
dosazeni do rovnice (1.4) plati rovnost:
aga™ + a; @™t + -+ a,_ja+a, =0.

3. Ze zakladni véty algebry vyplyva, Ze kazda algebraicka rovnice ma alespon
jeden koren. ZVéty 1.9 vyplyva, Ze kazda algebraickd rovnice stupné
n,n = 1, ma pravé n koreni.

4. Jakmile nalezneme jeden kofen a rovnice (1.4), mizeme také nékdy
vyhodné urcit dalsi koreny, a to tak, Ze urcime jeho nasobnost a vydélime
polynom f(x) kofenovym ¢initelem (x — a)*.

Definice 1.11. Necht f(xy, x5, ..., x,) je polynom n proménnych stupné k > 1. Pak

rovnici f(xq, X5, ..., X,) = 0 nazyvame algebraickou rovnici k —tého stupné o n
neznamych.
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2. Priblizné reseni algebraickych rovnic

Poznamka: Pri feSeni algebraickych rovnic se ¢asto miizeme dostat do situace,
kdy rovnici neumime vytesSit algebraickymi metodami. V takovém ptipadé
postupujeme tak, Ze hleddme priblizné hodnoty korenli dané rovnice, pro které
mame predem zadanou presnost.

V této kapitole se zaméiime na nékteré metody reSeni algebraickych rovnic, které
umoziuji nalézt hodnoty kotent s libovolnou pfedem danou piesnosti.

Dohoda: V dalSim se budeme zabyvat pouze algebraickymi rovnicemi s realnymi

koeficienty.

2.1 Separace realnych koienti

Poznamka: Separaci kotfenid rozumime hledani takovych intervald na ¢iselné ose,
ve kterych leZi pravé jeden realny koren dané rovnice.

Véta 2.1 Necht je dana rovnice

f) =apx™+ax™ 1+ +a,_1x+a, =0, (2.1)
kde a, # 0,i = 0, 1, ..., n, s redlnymi koeficienty.
Polozme A = max{|a,|,|a;|, ..., |a,|}. Potom vSechny realné kotreny této rovnice

lezi v intervalu <—1 - i; -1+ i>.
laol laol

Diikaz: Je-li ﬁ = 0, pakje rovnice (2.1) tvaru x™ = 0 a véta zirejmé plati.
0
Necht je tedy |clzi| > 0 a necht « je realny koren rovnice (2.1).
0

Sporem piepokladejme, ze |a| > I:;I + 1.
0
Ale protoZe « je kofen rovnice (2.1), je

aq _ ap—1 an
an=—(—.a”1+---+ at+—).
Ao Qg ag

Odtud plyne, Ze:

(] an a, ap-1 an

a
la|™ = —1.a'n_1+"'+ at+— < .|a|n_1+"'+ Nel + =
a, a a ao Qo Qo
A A o™ -1 A a|" -1
< — (a4 +lal+1) =—. : -
a| lagl " lal =1 " lagl” _A_
laol

= |a|™ — 1.
Tedy |a|™ < |a|™ — 1, coZ je spor.

Musi tedy byt |a| < 24 1, neboli a € <—1 — ﬁ; -1 +i>. Tim jsme dokazali

lagl lagl

tvrzeni Véty. 0O
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Poznamka: Véta 2.1 vede k ne prili§ pfesnému a izkému ohraniceni kotfent dané
rovnice. Proto se Casto za vyhodnéjsi povazuje véta nasledujici:

Véta 2.2 Necht prvnich k koeficientli rovnice (2.1) je nezdpornych a necht
1 <k <n+ 1. Necht dale B oznacuje nejvyssi z absolutnich hodnot zapornych
koeficienti rovnice (2.1). Potom kazdy realny koten této rovnice je mensi nez ¢islo

1+ F
Qo
Diikaz: Tvrzeni budeme dokazovat pro rovnici
f(x)=x"+bx" 1+ --+b,_ 1x+b, =0, (2.2)
kde b; = Z—;, pro i = 1,2,...,n, kterd ma stejné koieny jako rovnice (2.1). Necht B’

oznacuje maximum z absolutnich hodnot zapornych koeficientli této normované

. B
rovnice. Pak B’ = —.
0

Necht d je libovolné realné ¢islo takové, zed > 1 + VB (t.d >1a(d—1)* > B".
Pak dokazeme, Ze f(d) > 0, coz znameng, Ze d nemuze byt kofenem rovnice (2.2),
a tedy Véta plati.
Uzitim predpokladd Véty a vztahud > 1 + VB dostavame:

fd)=d"+bd" '+ +byd+b,=d"—B(d"F+-+d+1)

, dn—k+1 _ 1

— _ — 1 —k+1[ jk—1 _ _n !
=d"—B.—— ——d_l{d” [a“*(a-1)-B]+B}.

Prod > 1jed* ! > (d — 1)*1, proto:
1 1
fd) = -1 {d"**1[(d - D* - B']+B'} > -1 {d" 1 (d - D* - B']}

- k
Je-lid > 1+W,je(d—1)k—3'z(1+%—1) _ B’ = 0.Tedy f(d) > 0. O

Véta 2.3 Necht a je takové kladné realné cislo, Ze
f(@)>0,f"(a)=0,f"(a)=0,..,f™()=0.

Potom kazdy kladny realny koten rovnice (2.1) je mensi neZ ¢islo a. (viz Véta 1.11)

Diikaz: Rovnice f(x) = 0 se da psativ tomto tvaru:

f'(a) f'(a) (a)

f(a)+T(x—a)+T(x—a)2+---+ oy (x—a)*=0
JestliZe jsou vSechny koeficienty kladné, je pro a = a leva strana jisté kladna. Proto
neexistuje Zadny realny koren a > a. O

Poznamka:
1. Dolni ohraniceni kotent rovnice (2.1) ziskdme stejnym postupem, ktery
aplikujeme na rovnici g(x) = 0, vzniklou upravou rovnice (2.1) tak, Ze
g(x) = (=D"f(=x).

2. Zrejmé je a kofenem rovnice (2.1), pravé kdyZ je —a kofenem rovnice
gx) = 0.
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3. JestliZe je Cislo D hornim ohrani¢enim kotfent rovnice g(x) = 0, pak ¢islo

- D je dolnim ohrani¢enim kotent rovnice (2.1).

Poznamka:
Uvedené véty ndm umoznily najit intervaly, ve kterych leZi vSechny realné koreny
dané rovnice (2.1).

Piiklad 3: Naleznéte ohraniceni realnych koienti rovnice x> — 3x — 1 = 0.

Resent:
1. Zrejmé A = max(|la,l,|a,l,|as]) =3, tzn. vSechny readlné koieny dané
rovnice lezi vintervalu (=1 — 3;1 + 3) = (—4; 4).
2. Vdané rovnici jsou dva zaporné koeficienty, a to: a, = —3; a3 = —1, tzn.

B =3,k = 2. Kazdy kofen rovnice je tedy menS$i, neZ Cdislo 1+2\E

(viz Véta 2.2), a tedy hornim ohrani¢enim kofenli této rovnice je Cislo
1+3.
Pro nalezeni dolniho ohrani¢eni korenli rovnice uvaZujme upravenou
rovnici x3 —3x + 1 = 0 (podle Poznamky 1. za Vétou 2.3), vniZ je jeden
zaporny koeficient a, = —3, tzn. B = 3,k = 2, a tedy je hornim ohranicenim
kotenti upravené rovnice ¢islo 1 ++/3. Dolnim ohrani¢enim koient ptivodni
rovnice je &islo: —1 — /3.
Tedy vSechny redlné kofeny rovnice x3 —3x —1=01lez vintervalu
(—1 —/3;1+ \/§)
3. Necht
a) a=2<1++3 a f(x)=x3-3x—1. Pak f'(2)=9>0,f"(2) =
6>0,f"(2)=1>0,tj. podle Véty 2.3 jsou vSechny kladné realné
koteny dané rovnice mensi nez 2.
b) a=2 Afi(x) =x3—-3x+1.Pakf1(2)=3>0,//(2) =9>0,
1'(2)=6>0,f/"(2) =1>0, tj. vSechny zaporné koieny rovnice
x3 —3x — 1 = 0 jsou (podle Poznadmky 3. za Vétou 2.3) vétsi nez —2.
Tedy vSechny realné koreny dané rovnice lezi v intervalu (—2; 2). [4]

Definice 2.1. Necht je dana konecna posloupnost nenulovych redlnych cisel
ai,az, ..., Ay,
Znaménkovou zménou rozumime kazdou dvojici a;,a;41,i =1,2,..,n—1, pro
kterou plati

a;.a;4q1 <0.
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Véta 2.4 (Descartova véta) Necht je dana rovnice (2.1) s redlnymi koeficienty.
Pocet kladnych kofent této rovnice se rovna nejvyse poctu znaménkovych zmén
v posloupnosti nenulovych koeficienti ag,a, ...,a, polynomu f(x). Jestlize je
mensi, pak je mensi o sudé cislo. Pritom k —ndsobny koren povazZujeme za
k stejnych koreni.

Diikaz:

1. Véta ziejmé plati pro rovnice 1. stupné.

2. Predpokladejme tedy, Ze tato véta plati i pro vSechny rovnice stupné
mensiho nez n. UkaZme nyni, Ze je spravna i pro rovnice stupné n:
Dokazovat budeme neprimo. Predpokladejme, Ze véta neplati pro vSechny
rovnice n —tého stupné. Potom existuje alesponl jedna rovnice n —tého
stupné f(x) = 0, kterd ma sice p znaménkovych zmén, ale nema p nebo
p - 2k (kde kje celé nezaporné cislo) kladnych korent. Tedy pokud by
pocCet zmén a pocet kladnych koreni byl stejné parity, musela by mit
rovnice f(x) = 0 alesponn p + 2 kladné Kkofreny. Sestrojme rovnici
f‘(x) = 0, ktera ma stupen n - 1. Derivaci se poCet zmén nemiize zvysit,
tedy by tato rovnice méla p nebo méné zmén. Rovnice f’(x) = 0 ma vsak
p + 1 kladnych koreni. To je ve sporu s indukénim predpokladem, nebot
pro rovnice stupné n- 1 jsme piedpokladali, Ze pocet kladnych koteni
(kterych je alesponn p + 1) se rovna poctu zmén (tedy p), protoZe je o sudy
pocet mensi (tj. p - 2k). Tim je Véta dokazana. O

Poznamka: Predpokladejme, Ze rovnice f(x) = 0 nema vicenasobné koteny a Ze
f(a).f(b) # 0. Aplikujme na polynomy f(x) a f‘(x) Euklidav algoritmus hledani
nejvétSiho spolecného délitele tak, Ze zbytky provadénych déleni budeme psat se
zapornym znaménkem. Dostavame tento retézec vztahii:

fx) = f(x).q:(0)- fi(x)

f) = i(x).q:(x) - f2(%)

fi(x) = f(x).q5(%) - f3(%)

frn—2(x) = fin-1(x). qm(x)~ fin (x)

frm-1(0) = fn(X) - Grmer (X0
Zbytek f,,(x) je konstanta riznad od nuly, protoZe jinak by rovnice f(x) = 0 méla
podle Véty 1.3 vicenasobny koren, coz jsme vyloucili.

Definice 2.2. Systém polynomi

£, £ (), f1(x), e fin (%) (2:3)

(psany v tomto poradi) se nazyva Sturmiv retézec polynomu f(x).

22



Poznamka: Dosadime-li do fetézce (2.3) za proménnou x ¢isla a, b, dostaneme dvé
usporadané soustavy Cisel:
f(a),f(a), fi(@), ..., fm(a@) (2.4)
f (D), f'(b), f1(D), .., fm(D) (2.5)

Necht pocet znaménkovych zmén v soustavach (2.4), resp. (2.5) je V(a), resp.
V(b). Potom plati:

Véta 2.5 (Sturmova véta) Necht f(x) je redlny polynom sjednoduchymi koteny,
a,b (a < b) jsouredlna ¢isla, kterd nejsou koreny polynomu f(x) (tj. f(a) # 0,
f(b) # 0), necht’ (2.3) je Sturmuv retézec polynomu f(x) a V(a), V(b) jsou pocty
znaménkovych zmén v posloupnostech cisel (2.4), (2.5). Potom pocet realnych
kofent rovnice f(x) = 0 vintervalu (a, b) se rovna V(a) - V(b).

Diikaz:

Budeme sledovat, jak se méni ¢islo V(x) s rostoucim x. Nejprve si vSak vSimnéme
nékterych vlastnosti retézce (2.3).

a) Necht pro néjaké x =a a i = 1 je f;(a) = 0. Potom je nevyhnutelné
fiz1(a@) # 0. Kdyby totiz platilo f;(a) = 0 a f;,,(a) = 0, vyplyvalo by ze
vztahu

fi-1 () = fi(x) . qi (%) = fir1 (), (2.6)
ze i fi_1(a) = 0. Z predchazejiciho vztahu by vyplyvalo, Ze i f;_,(a) = 0
atd. Opakovanim této uvahy bychom dostali: f(a) = 0 a f'(a@) = 0, cozZ je
v rozporu s predpokladem, Ze f(x) = 0 nema vicendsobné kotreny. Podobné
vyplyva i z predpokladu f;(a) = 0,Zeje fi_1(a) # 0.

b) Uvazujme opét o vztahu (2.6). Necht pro néjaké i > 0 je f;(a¢) = 0. Potom
z tohoto vztahu vyplyva f;_i(a) = —fiy1(a), tj. fic1(x) a fi;1(x) maji
vbodé x = a opalnda znaménka. Z toho vyplyva: Jestlize zvolime h > 0
dostate¢né malé, maji polynomy f;_;(x) a fi;1(x) na celém intervalu
(a - h,a + h) opa¢na znaménka.

Oznacme znaménko cisla f;;;(a) znakem &. Potom Cast retézce (2.3) ma

vbodechx = a- h, x = a, x = a + htakovéto znaménkové schéma:

X fi-1(x), fi(x), fi+1(x),
a-h —& ? €

a —& 0 £
a+ h —& ? £

(Symbol —¢ znaci znaménko opacné k znaménku ¢.)
0 znaménku f;(x), vbodech a - h, a + h nevime nic. AvSak nezavisle na
tom je zfejmé, Ze v prvnim a tretim radku jsou mozné jen tyto znaménkova
schémata:

++ - +-—; -+ 4+;, - - +.

23



Ve druhém radku jsou moZzna jen dvé schémata, a to:
—-04+;+0—.

je tedy ve vSech trech radcich

znaménkovych zmén, totiZ pravé jedna.

Jestlize pti zméné x prechazi x ptres nulovy pod polynomu f;(x), (i = 1),

miiZe to ovlivnit jen znaménkové schéma ve tiech napsanych polynomech.

Vkazdém pripadé stejny pocet

Proto kdyZ x roste a prochazi nulovym bodem kteréhokoli polynomu f;(x),
(i = 1), nema to Zadny vliv na souhrnny pocet znaménkovych zmén
v retézce (2.3). (Ma to vliv jen na rozloZeni znamének.)

Necht' je nyni a takové Cislo, Ze fy(@) = 0. Potom f;(a) # 0 a existuje
takové h > 0, Ze vintervalu (a- h, a+h)ma fi(x)
znaménko. Podle Taylorovy véty je

h 1
fla-h) = f(@) = £ (@ + Sh*f"(@ — .. =
1
= hl=f'(a) + hf"(@) = .1,
h 1
fla + 1) = f(@) + 3£ (@) + Shf“@) — .. =

= h[f'(a) + %hf“(a) - ..
Jestlize h > 0 je dost malé, ma vyraz v hranaté zavorce stejné znaménko
jako prvni Clen. Jestlize f'(a) > 0,je f(a- h) < 0af(a + h) > 0. Tedy
ziskavame takovéto znaménkové schéma:

stale stejné

x fox), f(%),
a —h - +

a 0 +
a + h + +

Jestlize f'(a) < 0, je f(a—h) > 0 a f(a + h) < 0 a mame takovéto
znaménkové schéma:

X fo(x), (),
a —h + -

a 0 -
a + h - -

V obou ptipadech je ve tfetim fadku o jednu zménu méné neZ v prvnim
radku. Strucné receno, pri prechodu pres nulovy bod polynomu f,(x) se
jedna zména ztratila.

d) Nyni lehce dokonc¢ime dikaz naseho tvrzeni. Sledujme, jak se méni

znaménkova schémata v soustaveé (2.3) a ¢islo V(x), kdyZ x roste.
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Existuje kone¢ny pocet Cisel, ve kterych ma néktery z polynomt

fo(x), f1 (), f2(%), wee) fin (%)

nulovy bod. Necht jsou to ¢isla ¢; < ¢, < -+ < ¢,. Pokud zvolime v intervalu
(¢i,ciz1), 1<i<s-—1, dvé libovolna ¢isla x'x“c¢; < x'< x“ < ¢;_4,
potom mame v obou soustavach

foG), G, f(), e fin ()

fox), fi (), £2(X7), ) fn ()

to samé znaménkové schéma. Kazdy z polynomi fj(x), G =020,1,..,m),ma
totiZ uvnitf intervalu (c;, ¢;41) stale stejné znaménko. Podobna tuvaha plati
pro intervaly (—o, ¢;) a (cg, ).

Pro x = a mame v soustavé (2.4) jakési znaménkové schéma. Pokud x
roste tak, Ze x neni kofenem rovnice f,(x) = 0, miiZe se sice (pfi piechodu
nulovych bodi polynoml f;(x),i = 1) znaménkové schéma meénit, ale
souhrnny pocet znaménkovych zmén zlistdvd nezménény. Pokud vsSak x
prekroci kofen a rovnice

fo(x) = 0, vime, Ze soustava

fola = h), fi(a~ h), ..., fm

ma (pro dost malé h > 0) presné o jednu zménu vice neZ soustava

fola + h), fi(a + h), ..., fm.
Tedy je V(a + h) = V(a- h) - 1. KdyZ pri kazdém prekroceni kofene rovnice
fo(x) = 0 ubyde pravé jedna zména, je pocet korenl v intervalu (a,b) presné
roven Cislu V(a) - V(b). Tim je Véta plné dokazana. O

Piiklad 4: Proved'te separaci realnych kofenti rovnice x3 — 3x — 1 = 0.
Reseni: Nejprve nalezneme Sturmiiv etézec polynomu f (x). Dostavame:
f1(x) =f(x) =x° —3x -1,

f2(x) = f'(x) = 3x* - 3,

f[i(x) = f2(x). 91(x) — f3(x)

(x3—3x—1):(3x2-3) = %x
—(—x3 +x)
—2x—1
fa(x)=2x+1,

25



f2(x) = f3(x). g2 (%) = fa(x)

3 3
(3x2-3):(2x + 1) =5X—7

4

3

—<3x2+§x)

3 3

5%

(-37-3)

2% 7%

9

4
_9
f4—4-

Z predchoziho prikladu vime, Ze vSechny kofeny dané rovnice lezi v intervalu
(—=2;2), tzn. staci, abychom vysetiovali znaménkové zmény v posloupnosti f;(¢c),

f2(€), f5(c), fa(c) pro ¢ € (=2;2).

Dostavame tak:

c f1(c) f2(¢) f3(0) fa(c) V(c)
-2 - + - + 3
-1 + 0 - + 2
0 - - + + 1

- 0 + + 1
2 + + + + 0

Z Véty 2.5 je zfejmé, Ze zadana rovnice ma 3 realné koreny, a to po jednom
vintervalech (—2; —1), (—1; 0), (1; 2). [4]

Véta 2.6 (Taylorova véta) Necht redlna funkce f ma na uzareném intervalu
(a,a + h), resp. pti zdporném Cisle h na uzavieném intervalu {(a + h,a) spojité
derivace do n-tého radu vCetné a na intervalu (a,a + h), resp. (a + h, a) spojitou
derivaci (n + 1)-niho radu. Pak

fm+hy;ﬂ@+f}?h+f;@

(Taylortiv vzorec), kde vyraz pro zbytek R,, . 1ze vyjadrit napiiklad takto:
h f 4 (a + 9h)
LT (n+1)!

MW (aq
h% + - +fn—'()h" + Rpy1

At (0< 9 <1).

Poznamka: Taylorovu vétu pouzivame napft. k vypoctu funkénich hodnot v okoli
bodu a nebo tehdy, kdyZ chceme nahradit danou funkci v okoli bodu a
polynomem.
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Véta 2.7 (Véta o stiedni hodnoté) Necht f je readlna funkce jedné proménné, ktera
je spojita na intervalu (a, b) a ma derivaci (vlastni nebo nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b). Pak existuje v intervalu (a, b) alespoii jedno takové

¢isloc,zeje f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Poznamka:

1. Geometricka interpretace: V intervalu (a, b) existuje alespon jeden takovy bod
c, ze tetna ke grafu funkce vbodé [c, f(c)] je rovnobézna se spojnici bodu
la, f(a)], [b, f (b)].

2. (Rollova véta) Necht funkce f je na intervalu (a, b) spojitd a ma na intervalu
(a,b) derivaci (vlastni nebo nevlastni). Necht f(a) = f(b). Pak existuje
alespon jeden takovy bod ¢ € (a, b), Ze f'(c) = 0, tj. Ze te¢na ke grafu funkce f
sestrojena v bodé [c, f(c)], je rovnobézna s osou x.

Poznamka: Predpokladejme, Ze jsme jiz provedli separaci redlného korene o
rovnice (2.1), tj. Ze jsme jiZ nasli interval (a, b), ve kterém leZi jediny kofen a
rovnice (2.1), pricemz zde nelezi jiz Zaddny dalsi kofen dané rovnice. Jde o to, jak
zUZit tento interval, aby ve vzniklém uZz$im intervalu jiZ leZel na$ koren. Tomuto
pochodu postupného zuzovani intervalu (a, b) se ika aproximace kotene «.
V dalsich avahach budeme piedpokladat, Ze v celém uzavieném intervalu (a, b) je
f'(x) # 0a f“(x) # 0, tedy Ze prvni a druha derivace f(x) nemaji vintervalu
(a, b) Zadné koteny.
Tyto dvé podminky, tedy Ze f‘(x) # 0a f“(x) # 0,znamenaji geometricky toto:
1. Krivka y = f(x) je vcelém intervalu (a, b) bud stale rostouci, nebo stale
klesajici (podle toho, zda je bud’ f(x) > 0, nebo f‘(x) < 0 pro kazdé ¢islo
x z intervalu (a, b))
2. Krivka y = f(x) je v celém intervalu (a, b) bud’ stale konvexni, nebo stale
konkavni (podle toho, zda je bud’ f“(x) > 0, nebo f“(x) < 0 pro kazdé
¢islo x z intervalu (a, b)).
Pro polynom f(x) na intervalu (a, b) nastane tedy pravé jeden ze ¢tyt pripadu:
- f(x) jerostouci a konvexni funkci
- f(x) jerostouci a konkavni funkci
- f(x) je klesajici a konvexni funkci
- f(x) je klesajici a konkavni funkci
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Za téchto predpokladi ma graf krivky v intervalu {a, b) jeden z tvarl znazornénych
na Obr.2.1a,b,c,d

f (b)

f(x) >0 AF'(X)>0

Obr.2.1 a

F@ f(x) <0 Af'(X) >0

f (b)

Obr.2.1b
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f(x)<0Af'(X)<0

f(a);

5 f (b)

Obr.2.1c

f (b)
£(x) >0 Af'(X) <0

Obr.2.1d
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2.2 Newtonova metoda - metoda tecen

Uvedenou metodu si nejprve predvedeme na nazorném prikladu a nasledné ji i
teoreticky odvodime.

Méjme tedy na mysli néjaky konkrétni piiklad. Uvazujme situaci, kdy f(x) je
rostouci a konvexni funkci (tj. f'(x) > 0, f"'(x) > 0) na intervalu {a, b).

*.
-

Obr.2.2

Vbodé [cy, f(cy)] sestrojime tetnu ke grafu funkce f(x), tj. pfimku, kterdA ma
rovnici
y — f(co) = f' (co)- (x = o),

pricemz c, je to z cisel a, b, vnémz ma hodnota polynomu f(x) a hodnota druhé
derivace f"'(x) stejné znaménko, tj. plati

f(co)-f"(co) > 0.
Prisecik sestrojené te¢ny s osou x oznacime [cy, 0] (tj. polozime x = ¢;,y = 0). Pak
mame

= cn — f(co)

! ° f'(co)’

V bodé [cy, f(c,)] sestrojime opét tecnu ke grafu funkce f(x), kterd protne osu x v
bodé [c,, 0], a opét ziskdvame

o= o — f(c1)
2 ! f'(cl)
Opakovanim tohoto postupu dostavame posloupnost realnych cisel

_ f(c)
f'(c)

,i=0,1,2,.. (2.7)

Civ1 = C;
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Je ziejmé, a 1ze to i dokazat, Ze tato posloupnost je klesajici, tj.
Co>C1>Cy >c3 > ,azelim,,cp =a.
Uvedenym zptlisobem se sice blizime k ¢islu «, nevime vsak, jak daleko jsme po
n —tém kroku od skute¢né hodnoty cisla a. Bylo by vyhodné, kdybychom se
soucasné blizili i z druhé strany. To provedeme takto:
V bodé [dy, f(dy)] (dy je to z Cisel a, b, které je riizné od c,) sestrojime rovnobézku
s te¢nou sestrojenou v bodé [cy, f (cy)], ktera ma rovnici

y = f(do) = f' (co). (x — do).
Jeji prisecik s osou x oznac¢ime [d;, 0] a mame
£
f'(co)
Bodem [d4, f(d;)] vedeme rovnobézku stefnou sestrojenou vbodé [c;,f(ci)],
ktera protne osu x v bodé [d,, 0] a opét ziskame

d]_:do_

d
PN (Ch)
f'(c1)
Opakovanim tohoto postupu dostavame posloupnost realnych cisel
f(dy)
diy=di————,i=0,12, ...
i+1 1 f,(cl)

Opét se da dokazat, Ze tato posloupnost je rostouci, tj. dy > d; > d, > d3 > .
Dale lze dokazat, Zer takto ziskana posloupnost je konvergentni, a Ze konverguje
k hledanému kofenu o, tj. Ze

lim d,, = a.

n—-oo

Jestlize zvolime Cislo n dostatecné velké, mizeme vytvorit interval (d,,c,) tak
uzky, jak chceme, tj. kofen a miizeme urcit s takovou piresnosti, jaka nam vyhovuje.

Nyni dokdaZeme Newtonovu metodu nezavisle na grafickém znazornéni.
Piredpokladejme:

1. Polynom f(x) ma uvnitf intervalu {a, b) kofen a.

2. Na celém intervalu (a, b) je f'(x) > 0a f''(x) > 0.

Chceme dokazat:

1. Posloupnost {c, } je klesajici posloupnost redlnych cisel, ze kterych je kazdé vétsi
neZ koren a.

2. Posloupnost {d,} je rostouci posloupnost realnych c¢isel, ze kterych je kazdé
mens$i neZ koren a.

3. Obé posloupnosti jsou konvergentni a maji za limitu cislo a.

Diikaz:

Jestlize vintervalu (a,b) je f'(x) >0, je funkce f vintervalu (a,b) rostouci.
Vintervalu (a, b) lezi (jediny) kofen nasi rovnice. Proto je f(a) < 0, f(b) > 0.
Vintervalu (a,b) je i f"(x) = (f'(x))’ > 0. To znamen4, Ze i polynom f'(x) je
vintervalu (a, b) rostouci funkce. Specialné z toho vyplyva, ze pro kazdé ¢, pro
které je a < € < b, plati f'(¢) < f'(b).
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Pouzijme nejprve vétu o stiedni hodnoté na intervalu (a, a). Podle ni existuje
takové Cislo &, a < &; < a, Ze f(a) — f(a) = (a — a). f'(&,). Jestlize f(a) =0, je
tedy:
f(a)

a—a= e (2.8)
Pouzijme vétu o stifedni hodnoté na interval (a, b). Podle ni existuje opét takové
Cislo &,a<e <b, zZe plati f(b) —f(a) =(b—a).f'(e). Jeli f(a)=0,
dostavame z toho:

_f)
a—b= ey (2.9)
UvaZujme nyni cisla
a; =a-— @ by =b— @
' f'y f'(bY
ProtoZe je f(a) <0, f(b) > 0, je
Cf@ O]
a, = a+—f’(b) >a,b;=Db —f’(b) <b.
Ze vztaht (2.8) a (2.9) vyplyva:
@ @ o f@
f'e) ™ f'(B)’ f'(b)
_ S _—f®) . fB)
B Te BT K O}
Souhrnem:
f(a) f(b)
a<a—m<a<b—m<b,
tj.

a<a, <a<b;<b.
Opakujme nyni nasi ivahu v tom smyslu, Ze misto od intervalu (a, b) vyjdeme od
intervalu (aq, b;). ProtoZe vSechny piedpoklady, které platily pro interval (a, b),
plati i pro interval {(a,, b,), dostavame:
a,<a, <a<b,<b,.
Opakovanym pouzitim toho stejného postupu dostdvame pro kazdé prirozené cislo
n:
a<ayy <@g, <<a,<a<b,<:-<b,<b;<bh.
Tyto nerovnosti dokazuji tvrzeni 1. a 2.
Abychom dokazali velmi podstatné tvrzeni 3., staci dokazat, Ze s rostoucim cislem
n se délka intervalu (a,, b,,) blizi k nule.
Pocitejme nejprve délku intervalu {(a,, b;). Mame:
b <b_ f(b))_<a_ f(a)> @
f'(b) f'(b) f'(b)
Tento vyraz lze upravit, pokud opét pouzijeme vétu o stifedni hodnoté, podle které
existuje takovy bod n;,a <n; < b, ze f(b) — f(a) = f'(n). (b — a).
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Dosazenim do posledniho vztahu dostavame:

—(b— 1— f (1)
VO
Podobnym zptisobem nalezneme pro délku intervalu (a,, b,):
f'(nz)
b, —a, =(by —ay)|1— .
2 2 ( 1 1 f’(bl)

Kde 7n,je néjaké Cislo, spliujici nerovnost a; < 1, < b;. Po n krocich dostavame:
f' ()
a, = (b,_ —a_)ll——,
n ( n—-1 n—1 f’(bn—l)
kde a,,_1 < 1, < b,_1.Z napsanych vztaht vyplyva:
b, —a, = (b — a) ll _ f I(Uﬂl . ll _ f,(nz)l ll _ ],c () _
f'(b) f'(by) f'(bn-1)
PoloZme nyni b, = b. ProtoZe f' je rostouci funkce v intervalu (a,b), plati pro
kazdéi=1,2,...,n

f'(m) S f'(a)

f'bi-1) = f'bY

Tedy je
f'@]"
b, —a, <(b—a) [1 0

Jestlize je f' rostouci funkce, je

0< (@ =q<1.

"(b)

Z nerovnosti
bn —an < (b - a)[]- - Q]n
vyplyva, Ze lim,—(b, —a,) =0a tedy (vzhledem ke vztahu a, < a < b,)
lim, -, a, =lim,—-, b, =«a.
Tim je diikaz celého tvrzeni vykonany. 0

Poznamka:

Ulohu jsme formulovali a dokazali pro ptipad f'(x) > 0, f"'(x) > 0.

Pripad f'(x) < 0,f"(x) <0 Ize prevést na predeSly, pokud poloZime
f(x) = —g(x), nebot potom je v celém intervale {a, b) g'(x) > 0, g"'(x) > 0.
Pripad f'(x) <0, f"(x) > 0 (a pomoci néj i pripad f'(x) > 0,f"(x) < 0) se da
provést analogickym zpisobem, pricemz vysledKy jsou opét ve shodé s nazornymi
konstrukcemi, které dostaneme z Obr. 2.1 b.

Ziskané vysledky miizeme shrnout do nasledujici véty:

Véta 2.8 Necht polynom f(x) ma uvniti intervalu (a, b) jediny kofen a. Necht na
celém intervalu (a, b) je f'(x) # 0, f"'(x) # 0. Ozna¢me znakem u, to z ¢isel a, b, ve
kterém f(u,), f"(u;) maji stejnd znaménka, a znakem v; to z ¢isel a, b, ve kterém
f(wy), f"(v,) maji opacna znaménka.
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Vytvoime tyto dvé posloupnosti:

u w = U _f(u1) e = U _f(uz)
v ? ! f'(v1)' : ? f’(vz)'

v v:v_f(vl) v:v_f(vz)
1 2 1 f,(ul)’ 3 2 f,(uz)l

Potom jedna z posloupnosti je klesajici, druha je rostouci a obé konverzuji k ¢islu
a.

Poznamka:

1. Pri praktickém pocitani budeme vétSinou sestrojovat jen jedinou
posloupnost, a to samozi‘ejmé posloupnost prvni z Véty 2.8.

2. Odvodime vzorec pro chybu po n-tém kroku, ktery miizeme pouzit pro
jakoukoliv posloupnost, kterd ma za limitu ¢islo a. Necht a4, a5, a3, ... je
néjaka posloupnost, kterd konverguje k ¢islu a. Pouzijeme Vétu 2.7 o
stiedni hodnoté na interval {(a,, @) nebo (a, a,) podle toho, zda je a, < «
nebo a < a,. Podle této véty existuje takovy bod ¢, lezici mezi Cisly a,, a
tak, ze

fla@) = fan) = (@ —ay).f'(§)
Nebot f(a) = 0, mame:

a2 @)
O
Jestlize v intervalu (a, b) je | f'(x)| = m > 0, mame:
|f (an)l
la — ay| < 22 (2.10)
m

To je hledany vzorec, ktery nam umoznuje odhadnout, jak daleko leZi ¢islo
a, od skute¢né hodnoty korenu a.

3. Chceme-li aproximovat kofen a s predem danou presnosti &, staci nékdy
porovnat dva po sobé jdouci ¢leny posloupnosti {a,, }.
Pokud je |a; — a;_;| < &, mizeme chapat Cislo «; jako dostatecné piesnou
aproximaci kotene a.
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2.3 Metoda regula falsi - metoda tétiv

Opét uvazujme situaci, kdy f(x) je rostouci a konvexni funkci, tedy f'(x) > 0,

£ (%) > 0.

f(b)

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

I T+ 1 ]

Obr. 2.3

— | f@

Sestrojime tétivu spojujici body [a, f(a)], [b, f(b)]. Tato tétiva ma rovnici
b) —f(a
y— @) =TOTD ()
Priisec¢ikem této tétivy s osou x je bod
@)
——.f(a).
fb) - f(a)

(Kofen a lezi v tom z intervali (a4, c;), (¢, b), v jehoZ krajnich bodech maji funk¢éni

C1=a—

hodnoty opa¢na znaménka, v nasem piipadé v intervalu (a, b).)
Dale sestrojime tétivu, ktera spojuje body [cy, f (c1)], [b, f (b)].
Ta protina osu x v bodé

G fe)
C; =C —————F—— f(c1).
2T ) —fle)
Opakovanim tohoto procesu dostavame posloupnost redlnych cisel
b—ci4 .
Ci =Ci—1— 'f(ci—l)’ L= 1,2,3, (211)

fb) = f(ci-1)

Da se dokazat, Ze tato posloupnost je rostouci, tj. ¢; < ¢; < ¢c3 < -+
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Dale 1ze dokazat, Ze takto ziskana posloupnost je konvergentni a Ze konverguje
k hledanému kotenu ¢, tj. Ze
lim ¢, = a.

n—-oo

Je-li kromé toho |f'(x)| = m pro vSechna x z daného intervalu, pak pro absolutni
chybu n —té tétivové aproximace c,, korene «a plati vztah

ooy < U@l
nl = m

Dikaz: Pro urcitost predpokladejme, Ze f(a) < 0, f(b) > 0.
Za prvni aproximaci c¢; zvolme v intervalu (a, b) bod, ktery déli usecku délky b — a

vpoméru |[f(a)|:|f(b)| = —f(a): f(b).]e tedy

Gi—a_ _f(a)
b—c¢ f(b)
Odtud jiZ po upraveni dostavame vzorec
2 f@
G =a———7-7— f(a).
' fb) - f(a)

Opakujeme-li postup podruhé, atd. aZ po n —té, dostdvame postupné aproximace
Cy, ..., Cp. Konvergenci tohoto procesu, tj. limitu lim,_, ¢, = a, dokdZeme za
predpokladu, Ze je (kromé piredchozich podminek) f”(x) >0 pro vSechna x
z daného intervalu, nebot piipad f''(x) < 0 se prevede na piedchozi tim, Ze
vezmeme vuvahu rovnici —f(x) = Omisto rovnice f(x)=0.Za daného
predpokladu lezi kiivka y = f(x) pod tétivou AB. Tedy tato kiivka je konvexni.
a) Vpripadé, Ze je f(a) < 0, jak predpokladame, je
fle) <0, f(e) <0,..,  f(cn) <O
a pro postupné aproximace c; plati
a<<c< << <a<h.
Pritom
Cpat = Cp — f(cn)(b - Cn)-
f) — f(cn)
Posloupnost {c,} je tedy rostouci a shora ohrani¢ena (bodem b). Ma proto
limitu, kterou oznacme @&. Ze vztahu (2.12) limitnim prechodem pro n — oo
dostaneme

(2.12)

f@)(b— &)
fb) —f@
Odtud plyne f(&) = 0. ProtoZe pak ma rovnice f(x) = 0 na intervalu (a, b)
jediny koren @, je nutné & = a. Je tedy
7111_r>£10 L =@ =a.

b) Kdyby platila rovnost f(a) > 0, pak by nutné platila nerovnost f(b) < 0.
Vtom pripadé funkce f(x) je na intervalu (a,b) Klesajici a postupné

a=a-—

aproximace ¢y, Cy, ..., Cy, -.- SpIiiuji nerovnosti
a<a< - <cp<cp1<-<c<cg<h.
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Pfitom je
c = c _f(cn)(cn_a)
T o) - fl@)
Posloupnost {c,} je tedy klesajici a zdola ohrani¢end (bodem a). M4 proto
limitu
lim ¢, = @,
n—-o0o
0 niz zle podobné jako v pripadé a) dokazat, Ze & = a.
Z predpokladu |f'(x)| = m pro vSechna x € (a,b) na zakladé véty o stredni
hodnoté, podle niz
flcn) — fla) = (cp, — a)f'(9),
kde 9 je vhodné c¢islo mezi ¢, a a, plynou vztahy
c,) — f(a c
o, — a| < |f( n)’ f(a)] < |f( n)l'
|f" ()| m
nebot f(a) = 0. ]

Poznamka:

1. VysSetrime-li vSechny ¢tyti pripady, zjistime, Ze pii tomto postupu je tireba
vzit za pevny bod (kterym byl v naSem pripadé bod b) ten koncovy bod
intervalu (a,b), vnémz ma hodnota polynomu f(x) a hodnota druhé
derivace f''(x) stejné znaménko (to plati pravé pro jedno z ¢isel a, b).

2. Da se dokazat, Ze Newtonova metoda je vjistém smyslu rychlejsi nez
metoda tétiv. Nékdy je proto vyhodné obé metody kombinovat. Pritom se
blizZime ke kofenu zobou stran a nemusime pouzivat vzorec (2.10),
abychom zjistili, jak daleko jsme jeSté od korene.

3. Newtonova metoda se pro jeji u€innost a presnost vyuziva velmi casto ke
zptesnéni vysledki ziskanych jinou metodou.

4. Podstatu Newtonovy metody lze vylozit i jinak:

Necht b je pribliZznd hodnota kofene a necht @ = b + h je presna hodnota
tohoto korene. Tedy f (b + h) = 0 (Cislo h nezname). Pak miiZeme psat:

1 b n
f(b+h)=f(b)+f() +f2(|)h2+ +f() = 0.
Jsme-li dost blizko u koiene, je |h| malé ¢islo a miZeme tedy zanedbat vyssi

mocniny h?, h3, ..., h™. Dostaneme tak rovnici

£(b) +&h =0,

ktera dava pro h pribliZznou hodnotu

O}
f'by
Presnéjsi hodnota kotene je tedy
,_f®)
f'y
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V této formulaci se d4 Newtonova metoda pouZzit i na numericky vypocet
komplexnich kofenti rovnic s komplexnimi koeficienty a da se snadno
rozs$irit i na numerické reseni soustavy vice rovnic i vice neznamych.

5. Nékdy se kvypoctu kotfenl také pouZziva jista modifikace Newtonovy
metody:
Stejné jako u Newtonovy metody zvolime pocatecni aproximaci c,, stejnym
zplUsobem vypocitame i

¢ = Co— f(Co).
f'(co)
Dalsi aproximace vsak jiz pocitdme trochu odliSnym zplisobem
¢ =g — f(Ci—1),
f'(co)

tj. pouzivame stéle tutéZ hodnotu derivace f'(cy).
Vypocet se tim sice zjednodusi, ale vypocitané aproximace se k hledané
hodnoté korene a bliZi pomaleji.

Jak jsme jiZ zminili, metodu regula falsi a Newtonovu metodu je moZno pouZit
soucasné, tzn. zjedné strany sestrojovat tétivy a z druhé strany tecny. Timto
zplisobem se pak bliZime ke kofenu a zobou stran a mliZeme napi. okamZzité
odhadnout velikost chyby. Tento postup je ukazan na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 5: Je ddna rovnice x3 —3x — 1 =0, o niZ jsme v predchozim prikladu
zjistili, Ze ma v intervalu (1; 2) jeden kofen a. Vypocitejte tento kofen s presnosti
na 2 desetinna mista (tzn. chceme, aby chyba pfti jeho urceni byla mensi nez 0,01).

Reseni: Vypocet provedeme souc¢asnym uZitim metody regula falsi a Newtonovy
metody.

f(x) =x3—3x—1,tedy f'(x) = 3x? — 3 a zaroveh " (x) = 6x, odkud vidime, Ze
f'(1) = 0,tedy jeden zkrajnich bodl intervalu je kofenem prvni derivace.
Potfebujeme tedy zUZit vySetfovany interval. Je vidét, Ze staci vzit napf. interval
(1,1; 2), vnémz kotren a lezi (nebot f(1,1) = — 2,969 <0,f(2) =1>0) a obé
derivace f'(x),f"'(x) vném zadny kofen nemaji. Navic f(2) >0 a zaroven
f"'(2) > 0, tedy pevny bod je b = 2.

Zactneme metodou regula falsi: pro a = 1,1, b = 2. Dale podle (2.11) dostavame:

b—a
————.f(a) = 1,7732
OETIORAR
Spoéteme f(c;) = —0,7442, tzn. pro dal$i vypocet uZijeme body [ci,f(cy)],
[b, f(b)] a dostavame:

C]_:a

b—c
=0 L 5 f(cy) = 1,8699
1

~f) - f(c
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Pokracujeme Newtonovou metodou, a to v bodé d, = b = 2. Potom je f(d,) = 1;
f'(dy) =9, atedy podle (2.7) mame:

f(do)
d, =dy— =—==1,8889
P f(do)
Spocteme f(d;) = 0,07279; f'(d,) = 7,7038, odkud dostavame:
f(dy)
d,=d —,—i 1,8795
T f@y

Vidime, Ze po tomto vypoctu pro hledany koren « plati:
1,8699 < a < 1,8795,j.1,8795 — 1,8699 = 0,0096 < 0,01,
¢imzZ jsme koten a urcili s vySe poZadovanou presnosti. [4]
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2.4 Metoda retézovych zlomkii

2.4.1 Retézové zlomky

Obecné lze definovat retézové zlomky jako vyrazy (konec¢né i nekonecné) tvaru:
b
b, '

bs
a, + as + ..

ag +

a, +

kde a, € Zaa4,a,, ...,bq, by, ... € N.
V souhlasu s nasimi potifebami se omezime na specialni tvar retézovych zlomku.

Definice 2.3. Retézovym zlomkem (fetézcem), koneénym nebo nekoneénym,

rozumime vyraz
N 1

do 1 ’

Grt+t——F—

1
+ —-
qZ q3+...

kde g, je libovolné celé Cislo, g4, g4, ... jsou cisla kladna ptirozena.

Poznamka:
1. Cisla qq, g4, q5, ... Se nazyvaji prvky (nebo také netdplné podily) fetézového
zlomku. Pocet prvkid retézového zlomku miize byt konetny nebo

nekonecny.
2. Je-li pocet prvkia konecny, piSeme dany retézovy zlomek ve tvaru:
1
qo + I = [q0; 41, 92, -+, n] (2.13)
q t 1
Gt ———71
q3 + e + J—

dn
a nazyvame jej konenym retézovym zlomkem radu n nebo také kone¢nym
fetézovym zlomkem sn cleny (tj. n-Clenny retézovy zlomek ma (n+ 1)

prvki).
3. Je-li pocet prvkl nekonecny, piSeme dany retézovy zlomek ve tvaru:
1
qo + 1 = [q0; 91, 92/ -] (2.14)
Grt——F—
+
q2 q3 + e

a nazyvame jej nekone¢nym retézovym zlomkem.

4. Kazdy konecny retézovy zlomek je vysledkem kone¢ného poctu
racionalnich operaci nad jeho prvky (celymi ¢isly).
Konecny retézovy zlomek tedy vyjadiuje racionalni Cislo.
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5. Retézovy zlomek 73, = [qk,qk+1, -, qn] nNazyvame zbytkem koneéného
retézového zlomku.
Retézovy zlomek 7, = [qk, k41, Gks2, - | NaZyvame zbytkem nekoneéného
Fetézového zlomku.
VSechny zbytky kone¢ného retézového zlomku jsou zfejmé rovnéz konec¢né
retézové zlomky, kdeZto zbytky nekonecného retézového zlomku jsou opét
nekonecné retézové zlomky.
6. Z definice piimo plyne:
pro konecny retézovy zlomek (2.13):
[QO' q1, s qn] = [qu q1 > qk-1, rk]
pro nekonecny retézovy zlomek (2.14):

[90; 91,92, -1 = [q05 91, Q25 -+ » Qr—1, Tk )-

Definice 2.4. SbliZenym (pribliZnym, parcialnim) zlomkem radu k (resp. k-tym
sblizenym zlomkem, k > 0) daného Fetézového zlomKku [qy; q1, G2, -.- ] (konecného
nebo nekonec¢ného) rozumime veli¢inu

1
6k = {qo + 1 = [qO' q1 "'IQk]-
Q1 t 1
Qt—1
as Tr
Uvazujme dvé posloupnosti celych cisel Py, Py, Py, ..., Qo, Q1,Q5, ... definované

rekurentnimi vztahy

Py = qiPi-1 + P> }
2.15
Qk = qxQx-1 + Qx—2, k=2 (2.15)
a pocate¢nimi podminkami:
Po=qo Q=1 }
2.16
Py =q1q0+1, Q1=q;. (2.16)

Je zfejmé, Ze tyto vztahy spolu s pocatecnimi podminkami pro dana Ccisla
40,91, 92, --- jednoznacné urcuji ¢isla Py, Py, Py, ..., Qp, Q1,Q5, ... .

Véta 2.9 Jsou-li q¢, g1, g2, ... prvky fetézového zlomku [qg; g1, 95, ...] (Kone¢ného
nebo nekonecného), pak pro posloupnost cisel Py, Py, Py, ..., Qg,Q1,Q2,...(k = 0)
definované formulemi (2.15) a (2.16) plati

Py

6, = —.
T 0k
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Dukaz: Tvrzeni budeme dokazovat indukci vzhledem ke k.
Prok = 0a k = 1 ihned dostavame, Ze

Py qo

— o e— :6

7} 1 qo 0
P +1 1
BT s,
Q1 q1 q1

Predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro k (k = 2), tj. sbliZeny zlomek
_ P qePr1 + P

“T 0k qxQuor t Q2
VSimnéme si nyni sbliZeného zlomku 6y, ; a vyjadreme ho ve tvaru
1
Ok+1=¢qo + 1
q: + 1
q: + 1
qr +

(2.17)

dk+1

sy gy ; . /v g vs vr 1
Ihned je ziejmé, Ze nahradime-li ve sblizeném zlomku §,, ¢islo g, ¢islem g +

Qi1
dostaneme sblizeny zlomek &y, 4.

Py _1, Px_5, Qx_1, Qx_> jsou vyjadireny rekurentnimi vztahy (2.15) a (2.16) pomoci

Cisel qo,q1, .-, qx a nezavisi na qy,,. Nahradime-li v (2.17) g, cislem q; + !

Qk+1’
dostaneme
1 P._ P, _
(QR+q—)Pk—1+Pk—2 CIkPk—1+Pk—2+qk L Pk+qk 1
8k+1 e k+1 — k+1 — k+1
1 Qi1 Qi1
qr + Qk-1+Qk—2  qrQx-1+ Qx—2 + Qr +
qk+1 Jk+1 9k+1
_ AQr+1Px + P _ Priq
Tr+1Qk + Qr-1 Qi1
Tedy vztah
Py
0, = —
T Qk
plati pro vSechna k > 0. O
Poznamka:

1. Pojem sblizeny zlomek je tedy definovan zcela jednoznacné pro konecné i
nekonecné retézové zlomky. Rozdil je pouze v tom, Ze konecny retézovych
zlomek ma konecny pocet sblizenych zlomki, kdezto nekonecény retézovy
zlomek jich ma nekonecné mnoho.

2. Pron-Clenny retézovy zlomek @ = [qo; 91, 2, ---, Gn] j€ patrné
P,
Qn
takovy fetézovy zlomek ma celkem n+ 1 sblizenych zlomka (fada
0,12, ..,n).

a;
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3. Nékdy je vhodné zavést také sblizeny zlomek radu —1, pricemz se poloZzi
P.,=1a Q_;=0.
Pri této dohodé (a jen pri ni) plati rekurentni vztahy (2.15) i pro k = 1.
4. Pfi vypoctech citatelli P, i jmenovatelti Q; sbliZenych zlomki je vyhodné
postupovat podle schématu

Ak do q1 dr

Py 1 do q1q0 +1 qrPr-1
+ Py_»

Qk 0 1 q1 qrQk-1
+ Qk—2

Véta 2.10 Jmenovatelé sblizenych zlomki retézového zlomku a = [qy; 91,92, - |
(konec¢ného nebo nekonec¢ného) tvori rostouci posloupnost, tj.
1=00=0:1<Q2<Q3< -,
t.
lim Q; = co.

k—oo

Véta 2.11 Pro kazdé k = 0 je
PeQr-1 — QxPyr_q = (=DF*,

Diisledek: Pro vSechna k > 1 je
P. Py (=1
Qc Q-1 QrQr-1’

tedy
1

~ QuQrrt

P Pry

Ok Q-1

Véta 2.12 Citatel i jmenovatel libovolného sbliZeného zlomku jsou ¢isla
nesoudélna.

Véta2.13Prok > 1je
PQy—z2 — QxPr—2 = (—1)ka-

Diisledek: Pro vsechna k > 2 je

P, P, (—DFkg,
e = ) 2.18
Qr Q-2 QxQx—2 (2.18)

Poznamka:

1. Rovnost (2.18) ukazuje, Ze sblizené zlomky sudych tada tvori rostouci
Py > Pr—
Qk Q-2

posloupnost (pro k sudé je ), kdeZto sblizené zlomky lichych radi

v o N T
tvori klesajici posloupnost (pro k liché je Q—k < f)
k k-2
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2. Z Dtsledku Véty 2.11 plyne, Ze kazdy sblizeny zlomek sudého radu je mensi
nez libovolny sbliZeny zlomek lichého radu.

Poznamka: Je-li retézovy zlomek konec¢ny a je-li jeho posledni prvek g, =1, je
ziejmé zbytek 7,_; = q,_1 + 1 celé Cislo. Tak mizeme vtomto pripadé napsat
dany n —c¢lenny fetézovy zlomek [q¢; 91,92, --» Gn—-1, 1] ve tvaru (n — 1) —¢lenného
Fetézového zlomku [qo; 91, 92, ) Gn—1 + 1] (kde g1 + 1 > 1), tj.

[90; 91, 92> -+ Gn-1, 1] = [q05 1, G2) ) Gn—1 + 1].

V dalSich uvahach tedy vylou¢ime ty konecné retézové zlomky, jejichZ posledni
prvek je roven 1.

Definice 2.5. Nekonecny retézovy zlomek [q; 41, g2, -] se nazyva konvergentni,
existuje-li limita posloupnosti jeho sbliZzenych zlomkd, tj. existuje-li

lim —.
k—oo Qk

Definice 2.6. Hodnotou nekonecného konvergentniho fetézového zlomku
[90; 91, 92, ---] rozumime limitu posloupnosti jeho sblizenych zlomkd, tj. Cislo a
takové, ze
Py
lim — = a.
k—oo Qk
Piseme: a@ = [qq; 41, G2, - |-

Véta 2.14 Libovolny nekonecny retézovy zlomek konverguje.

Véta 2.15 Necht a = [q¢; 91,92, - |, 7% (pro k = 1) je zbytek daného Fetézového

zlomku. Pak
T Pr_1 + Pr_

a =
T Qk-1 + Qk—2

= Py —aQy_;

k aQr-1— Pr—1’

kde Py_1,Qx_1,Px_2, Qx_, jsou Ccitatelé a jmenovatelé sblizenych zlomkid radu
(k — 1) a (k — 2) retézového zlomku a.

Véta 2.16 Ke kazdému realnému Cislu a existuje jediny retézovy zlomek, ktery ma
za hodnotu toto cislo.

Tento retézovy zlomek je konecny, je-li a Cislo racionalni. Je-li « ¢islo iracionalni, je
tento retézovy zlomek nekonecny.

Diikaz: Predpokladejme nejprve, Ze « je raciondlni ¢islo.

Libovolné raciondlni ¢islo mizeme vyjadrit ve tvaru a = s, kde p, g jsou cela ¢isla,

q=1
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Euklidovym algoritmem pro takova cela ¢isla p, ¢ dostavame fadu rovnosti:
P=qqot+n
q=nq;t+n;
T =T12q+ T3

Th-2 = Th-1qn-1 T T,
Th-1 = ™qn,
kdeg>r, >r, > >n >0.
Uvedené rovnosti miizeme psat ve tvaru:

= (o

p
q
q_
4]

Odtud dostavame

L

n
neboli

p
i (905 91, 925 -+ Qn]-

Je-li a celé Cislo, tj. pro ¢ = 1 ndm zlstane pouze jedina rovnostp = 1.p + 0,

qo = p atetézovy zlomek ma tvars =p = [p].

UvaZujme nyni ptipad, kdy «a je iracionalni ¢islo.

Oznaéme q, = [a] a jako r; oznaéme prevracenou hodnotu k lomené ¢asti ¢isla a,
tj.

= L=t .Tedy a = q0+%.

a—[a] a—Aqo

Pokud je a iraciondlni ¢islo, je g, # @ a r; je také iracionalni ¢islo, pricemz r; > 1
O<a-[a] <1).
Je ziejmé, Ze timto zplisobem miZeme pro libovolné iraciondlni ¢islo a nalézt celé

vs . I IR v 1
¢islo qo = [a] a iracionalni ¢islo ry tak, Ze a = qq + -
1
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Najdeme-li takovymto zplisobem pro r; ¢isla g, =[ry] a r, > 1, pro r, Cisla
q, = [rz] ar; > 1 atd., dostavame:

1

a=q0+r_' qo = [a]
1
1

T =q +r_' q1 = [n]
2
1

Th=(qnt ’ an = th

An+1

kde pro n > 1 jsou vSechna iraciondlni ¢isla r,, > 1, a tedy pro vSechna takova n je
?n =[n] =1
Cisla q¢, 91, g2, -.- tvofi nekonecnou posloupnost celych ¢isel takovou, Ze pron > 1
je g, = 1 a my miZeme vytvorit nekonecny retézovy zlomek
@ =(qo+ ;1 = [qO; 41,92, ]'
Q1+'q24_".

ktery podle Véty 2.14 konverguje.
DokaZeme, Ze hodnota tohoto retézového zlomku je rovna cislu a.
Z predchozich avah plyne, Zze @ = [qo; 41,92, -1 = [0; 91, 925 -+ » G—1, 7% ], takZe je
o= T Pr—q + Pk—zl
7 Qr-1 + Qk—2
Polozime-li [qo; 91, 92, -, Qi] = g—';, pakje
Pe _ QiPr-1+ P
Qc  qkQ-1+ Qs

Odtud dostavame
|a P TePe-1+ Pez  QuPr—1 + Prp (Pr-1Qk—-2 — Pr—2Qp-1) (e — qx)
Qk T Qx-1+ Qk-2  qxQk-1+ Qx—2 (mkQk—1 t+ Qk—2) (@ Qr-1 + Qk—2)
1 1
< <.
(e Qk-1 + Qk—z)((Qka—l + Qk—z)) Qx

. . . P v v ex
ProtoZze je Qp — o, je limy_ 4 Q—k = a,tedy nekonelny retézovy zlomek
k

<

[90; 91, G2, --- ] ma za hodnotu dané ¢islo a.
Zbyva dokazat jednoznacnost ziskaného vyjadrenti.
Necht a = [q¢; 91,92, -1 = [90; 91, @5, - ], kde q; q; jsou cela &isla a pro i > 1 jsou
q; =1 a g; =1, ptiCemZ tyto fetézové zlomky mohou byt jak konecné tak
nekonecné.
Predpokladejme, Ze tyto dva retézové zlomky maji rizny alespon jeden prvek a
oznacme si jako k prvni index takovy, Ze q; # qy, tj. predpokladejme, Ze
Qo * 40 91 # Q1> ~r Qk-1 F Q-1 Gk # G
Oznacme si

T = [k Qes1 Qe -]

e = (@i Qs Tier2s -+ -
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: ’ 1o ! / oz ’
Zrovnosti @ = [qo; 41, G2, -+ » Qk-1, 7] = [q05 415 925 +++» k=1, Ti] dostavame 7, = 1y,
coZ znamena, Ze qx =[] =[] = qx, a to je ovSem spor s predpokladem, Ze

A # Qi
Predpoklad, Ze realné ¢islo @ ma dva rlizné rozklady, nas privedl ke sporu, a tedy
rozklad realného cisla a v retézovy zlomek je urc¢en jednoznacné. O

Véta 2.17 Pro libovolny sblizeny zlomek % realného cisla a plati
k
Py | 1
a———| <=
| Q! Qg

Priklad 6: Naleznéte sbliZené zlomKy retézového zlomku a = [2;2,1,3,1,1,4,3].

Resent:
qx 2 2 1 3 1 1 4 3
Py 1 2 5 7 26 33 59 269 866
Qx 0 1 2 3 11 14 25 114 367
SbliZzené zlomky% (0 < k <7)jsou tedy:
k
257 26 33 59 269 866
1'2°3"11°14'25'114° 367
Posledni retézovy zlomek je roven ¢islu a. [7]
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2.4.2 Reseni algebraickych rovnic Fetézovymi zlomky

Necht
fx) =0, f(x) = apx™ + a;x™ 1+ -+ ay,
je algebraicka rovnice n —tého stupné s redlnymi koeficienty.
Necht ¢, je takové celé Cislo, Ze v intervalu (cy; ¢y + 1) lezi jediny kofen a rovnice
f(x) =0.
PoloZzme
1 1
a=cy+—, 0<—<1, = x; =1
X1 X1
Sestrojme rovnici
1
fi(x1) =0, fi(x1) = xI'f (Co + x_>
1
Tato rovnice ma nutné realny kofen x; = 1 a soucasné ma jediny koren vétsi nebo
roven 1, protoze jinak by rovnice f(x) = 0 méla v intervalu (cy; ¢y, + 1) vice nez
jeden kofen.
Necht c, je takové celé Cislo, pro které plati, zec; < x; <c; +1
(tj.xl (S (Cl; Cl + 1))
PoloZzme

1 1
X1=C1+_, 0<_S1, $x221
X2 X2

Sestrojme rovnici

n 1
L0 =0, folxy) = x2f; (c1 + x—z)

S touto rovnici opakujme pravé vyloZeny postup.
Je ztejmé, Ze pro presnou hodnotu korene @ dostadvame tetézovy zlomek
1

a=cy+
¢+
cy +

C3 + oo
Sblizené zlomky, které ndlezi tomuto retézovému zlomku, pak davaji priblizné
hodnoty hledaného kotene a.

Poznamka:
1. Metoda retézovych zlomkd ma dvé vyrazné prednosti:
a) Diky vzorci
by L
Qul Qg
(Véta 2.17), umime pii kazdém kroku lehce odhadnout, jak daleko jsme
jesté od presného vysledku.
b) Ma-li rovnice racionalni koren, projevi se to pifimo v tom, Ze fetézovy
zlomek zlistane kone¢ny a dostaneme jeho presnou hodnotu.
2. Predpoklad, Ze vintervalu (cy; ¢y + 1) leZi jediny koien rovnice f(x) =0,

a

neni podstatny. Opravdu:
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Predpokladejme, Ze vintervalu (cy; ¢y + 1) leZi napf. dva rizné
kofeny nasi rovnice f(x) = 0.

Potom ma rovnice f; (x;) = 0 dva realné koreny vétsi nebo rovné 1.
Pokud vintervalech (¢;; ¢;+ 1), (i=0,1,2,...,k) lezi dva kofeny
rovnice f;(x;) = 0, znamena to pouze to, Ze oba kotfeny maji zacatek
rozvoje retézového zlomku stejny.

ProtoZe jsou oba koreny navzdjem rtzné, musi od jistého indexu
zacinajic, napf. k + 1, nastat piipad, Ze kotfeny rovnice fi(x;) = 0,
které jsou vétsi nebo rovné 1, lezi ve dvou rliznych intervalech
s celo¢iselnymi koncovymi body.
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3. Sbirka resenych uloh
Piiklad 1: Separujte realné koieny polynomu f(x) = x* — 2x3 + x? — 10x — 20 na
intervalu (—3;5).
Resent:
Nejprve vypoctéme polynomy Sturmova retézce. Tedy:
f)=f(x)=x*—2x3+x*—-10x—20
() =f'(x)=4x3—-6x*+2x—-10
fx) = f'(x). g1(x) — f1(x)
1 1
(x* —2x3 + x%2 — 10x — 20): (4x3 — 6x2 + 2x — 10) = 273

3 1 5
— <x4 ——=x3+-x? ——x)

N R
1,1, 15
2 TR T

(13_|_32 1+5>
X TR Ty

1, 29 85

)
()_12+29 , 85
J100) = g x" + x4

f1(x) = f1(x). g2(x) = f>(x)
29 85

1
3_ p.2 —10)- (= 2 -
(4x° — 6x° + 2x 10).<4x + 4x+ 4)

(16x3 — 24x% + 8x — 40): (x® + 29x + 85) = 16x — 488
—(16x3 + 464x2 + 1360x)
—488x?% — 1352x — 40
—(—488x2 — 14152x — 41480)
12800x + 41440
f2(x) = —-12800x — 41440 ~ —3200x — 10360

fi(x) = f2(0). g3(x) = f3(x)

<1 2+29 +85)-( 3200x — 10360) = 2351
2 T T ) x = T 14400" 1296000
(1 2+259 +85)
2* T360" "2
2351 85
360 © ' 4

(2351 608909)

360 * 1 32200
79591

32400

79591
32400

fa(x) = —
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Sturmiv retézec polynomu f(x) ma tedy tyto Cleny:
f(x)=f(x)=x*—2x3+x%—-10x — 20
fl(x)=f"(x) =4x3 — 6x% + 2x — 10

1., 29 85

fi(x) =2 +Tx+r

£,(x) = —3200x — 10360
79591

109 =~ 33200

Protoze je st(f(x),f‘(x)) = 0, nema polynom f(x) = x* — 2x3 + x%2 — 10x — 20
vicenasobné koreny (Véta 1.13).

Sestrojme nyni tabulku znamének polynomu ze Sturmova retézce v intervalu
(—3;5), kvypoctu znamének hodnot v jednotlivych bodech miZeme vyuzit také
Hornerovo schéma.

c f(©) f'(e) f1(c) f2(c) f3(c) V(c)
-3 + - + - - 3
~2 + - + - - 3
—1 - - + - - 2

0 - - + - - 2

1 - - + - - 2

2 - + + - - 2

3 - + + - - 2

4 + + + - - 1

5 + + + - - 1

Z tabulky vidime, Ze polynom f(x) ma dva realné koteny v intervalu (—3; 5), z toho
jeden jednoduchy koten v intervalu (—2; —1) a jeden jednoduchy koien v intervalu
(3;4). [15]

Priklad 2: Odhadnéte interval, kde lezi realné kotreny polynomu
f(x) = 2x5 4+ 3x3 — 4x% — 10x + 2.
Resent:
1. Nalezneme horni mez kladnych kotenti polynomu f(x):
a) Podle Véty 2.1 lezi vSechny realné koieny a polynomu f(x)
A

—|;1+|:;|), tj.a € (=1 —5;1 + 5) = (—6; 6).
0

vintervalu (—1 —
lag

b) ZVéty 2.2 plyne, 2e a < 1 + /5 < 3.
c) ProzuZeni intervalu, ve kterém leZi kladné koreny a polynomu f(x)
jeSté pouzijeme Vétu 2.3.
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Necht a = 2, pak vyuzitim Hornerova schématu

2 2 0 3 -4 -10 2
4 8 22 36 52
2 4 11 18 26 54

zjistime, Ze f(2) = 54 > 0 a je zfejmé, Ze i hodnoty vSech derivaci

12, f"(2), f"(2), f@(2), f®(2) jsou kladna redlna ¢isla, tj.

a<?2.
Necht a = 1. Pak
1 2 0 3 -4 -10 2
2 2 5 1 -9
2 2 5 1 -9 -7

Protoze f(1) = —7 < 0, nejsou splnény predpokladky Véty 2.3.
Tedy vSechny realné koreny a jsou mensi nez 2.
2. Dolni mez zapornych realnych koienti polynomu f(x) zuzZime podle
Poznamky za Vétou 2.2 tak, Ze vytvorime polynom
fix) = —f(—x) = 2x° + 3x3 + 4x% — 10x — 2
a aplikujeme Vétu 2.2 a Vétu 2.3 na kladné koteny £ polynomu —f (—x):
a) B<1+435<3.
b) Necht a = 2. Vyuzitim Hornerova schématu

2 2 0 3 4 -10 -2
4 8 22 52 84
2 4 11 26 42 82

Mame f;(2) = 82 > 0 a zfejmé hodnoty vSech derivaci pro a = 2

jsou kladna redlna cisla, tedy 8 < 2.
Necht a = 1. Pak

1 2 0 3 4 -10 -2
2 2 5 9 -1
2 2 5 9 -1 -3
Protoze f;(1) = —3 < 0, nejsou splnény predpoklady Véty 2.3, tj.
B <2

Pro zaporné koreny ¢ = —f polynomu f (x) pak plati ¢ > —2.
Tedy vSechny realné kofeny a polynomu f(x), pokud existuji, lezi vintervalu
(-2;2).

Priklad 3: Separujte realné koteny polynomu f(x), jestlize
f(x) =x*—2x3 —3x%2 4+ 2x + 1.
Reseni:
1. Nalezneme ohranic¢eni korent
a) a €(—1—-3;1+3)=(—4;4)
b) a<1+V3=4
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c) Necht a = 3, pak pomoci Hornerova schématu

3 1 -2 -3 2 1
3 3 0 6

1 1 0 2 7

v/

Zjistime, Ze f(3) = 7 > 0, dale je z Hornerova schématu ziejmé, Ze

hodnoty vSech derivaci jsou kladné, tedy a < 3.

Necht a = 2. Pak

2 1 -2 -3 2 1
2 0 -6 -8
1 0 -3 -4 -7
Protoze f(2) = —7 < 0, nejsou splnény piedpoklady Véty 2.3.
Tedy a < 3.
d) Dolni mez intervalu zjistime z polynomu
f(=x) =x*+2x3—-3x2-2x+1=0.
Plati: < 1+ /3 < 3. Protoze f = —a, je @ > —3.
Vsechny realné koteny polynomu f(x), pokud existuji, leZi v intervalu
(-3;3).
2. Sturmiuv retézec polynomu f(x):
f(x) =x*—2x3 —3x%2 4+ 2x + 1,
f'(x) = 4x3 — 6x% — 6x + 2,
fi(x) = 9x% — 3x — 5,
f2(x) =9x + 1,
41
fs=5"
c f() f'(©) f1(©) f2(€) f3(€) V(c)
3 + + + + + 0
-3 + - + - + 4
0 + + - + + 2
-1 - - + - + 3
-2 + - + - + 4

Z tabulky vidime, Ze v intervalu (—3; 3) leZi 4 redlné koreny dané rovnice,
dva zaporné a dva kladné.
Pritom a; € (—1;0),a, € (—2; —1),a3 € (0;1),a, € (1;3).

Priklad 4: Separujte realné koteny polynomu f(x) = 0, jestlize
f(x) = x* —2x3 — 4x? 4+ 5x + 5.
Resent:
1. Nalezneme ohraniceni koienti
a) a €(—1—5;1+5)=(—6;6)
b) a<1+4=5
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c) Necht a = 3. Pak

3 1 -2 -4 5 5
3 3 -3 6
3 1 1 -1 2 11
3 12 33
1 4 11 35

Z tabulky je vidét, ze f(3) = 11 > 0, f'(3) = 35 > 0 aje zfejmé, Ze i
hodnoty ostatni derivaci pro a = 3 jsou kladné. Tedy a < 3.
Necht a = 2. Vyuzitim Hornerova schematu

2 1 -2 -4 5 5
2 0 -8 -6
1 0 -4 -3 -1
vidime, Ze f(2) = —1 < 0, tedy nejsou splnény predpoklady
Véty 2.3.
Tedy a < 3.
d) Dolni mez zapornych realnych kotrenti polynomu f (x) zjistime
z polynomu f(—x) = x* + 2x3 — 4x? = 5x + 5 = 0.
Plati: < 1+ 3/5 < 4.
Necht a = 3. Pomoci Hornerova schématu
3 1 2 -4 -5 5
3 15 33 78
1 5 11 28 83

zjistime, Ze f(3) = 83 > 0, a zifejmé hodnoty vSech derivaci pro

a = 3 jsou kladnd redlna ¢isla, tedy g < 3.

Necht a = 2. Pak

2 1 2 -4 -5 5
2 8 8 6
1 4 4 3 11
Opét vidime, Ze f(2) = 11 > 0, hodnoty derivaci va = 2 jsou
kladné, tedy S < 2.
Necht a = 1. Z Hornerova schemtu
1 1 2 -4 -5 5
1 3 -1 -6
1 3 -1 -6 -1
zjistime, Ze f(1) = —1 < 0. Tedy B < 2.
Pro zaporné koreny a = —f platia > —2.

Koren a naleZi intervalu (—2; 3).
2. Sturmiv retézec polynomu f(x):

f(x) = x* —2x3 — 4x? + 5x + 5,
f'(x) = 4x3 — 6x% — 8x + 5,
fi(x) = 22x?% — 22x — 45,

folx) =2x—-1,
_ 101
3 — 2 .
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c f(©) f(©) f1(c) f2(c) f3(0) V(c)
3 + + + + + 0
-2 + - + - + 4
0 + + - - + 2
-1 - + - - + 3
1 + - - + + 2
2 - - - + + 1

Z tabulky vidime, Ze v intervalu (—2; 3) leZi 4 realné koreny dané rovnice,
dva zaporné a dva kladné.
Pfitom a; € (—1;0),a, € (—2; —1), a5 € (1;2),a, € (2;3).

Priklad 5: Vypoctéte metodou regula falsi kofen rovnice
fX)=x3+x2-2x—-2=0,

leZici v intervalu (1, 2).

Resent:

1. Nejprve zuzime interval, kde lezi hledany koten a. Vytvoifime Sturmiiv

retézec polynomu f(x):

flx) =x3+x?—-2x-2,
f'(x) =3x% + 2x — 2,
filx) =14x+16 ~7x + 8,

18
fo(x) =— LA
c f(©) f'(c) f1(c) f2(€) V(c)
1 - + + - 2
2 + + + - 1
1,5 + + + - 1
1,4 - + + _ 2

Z tabulky vidime, Ze kofen a leZi v intervalu (1,4; 1,5).
2. Metoda regula falsi:
Necht (a,b) = (1,4;1,5). Na intervalu (1,4;1,5) je f'(x) >0, f""(x) > 0.
f(a) = —0,096, f"(a) =104, f(b) =0,625, f""(b) = 11, tedy
f().f"(b) > 0, proto za pevny bod volime b = 1,5.
Dale postupujeme podle (2.11):
b—a

)

1= a—m.f(a) = 1,4+ 0,625 +0,096.0’096 = 1,41331,
b—c, 0,08669
C, = (1 —m.f(Cl) = 1,41331 + 0,625 n 0,006170'00617 =
= 1,41416,
b—c, 0,08584
C3 =Cy — mf(CZ) = 1,41416 + 0,625 + 0’00037.0,00037 =
= 1,41421,
b—cs 0,08579
Ch = C3— 0 =1,41421,

f—(b) ~F @) f(c3) =1,41421 — 06250

Protoze f(c3) = 0,je c; = 1,41421 = +/2 kofenem polynomu f (x).
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Priklad 6: Vypoctéte koten rovnice z Prikladu 5 Newtonovou metodou.
fx) =x3+x?—-2x—2.

Reseni: Z Prikladu 5 vime, Ze a € (1,4; 1,5).

Za pevny bod volime opét b = 1,4 a postupujeme podle (2.7):
fb) 0,625

b, =b— O 15 - ——c = 1419354839
£(by) 0,035245543
b, = b, — 03" 1,419354839 — oo mer = 1414233737,
£(by) 0,00013776501
b; = b, " 1414233737 — — o peaneen = 1414213562,
£(bs) 0,00000000024
b, = bs BN 1414213562 — —o oo or— = 1414213562

Vidime, Ze b, = bs, tedy koien polynomu f (x) je roven ¢islu 1,414213562 = /2.

Piiklad 7: Metodou regula falsi urete kofen rovnice x> — 2x? + x — 3 = 0, ktery
lezi v intervalu (2, 3). Vypocet provadéjte s piesnosti na 4 desetinna mista.
Resent:
1. Nejprve zuzime interval, ve kterém lezi hledany koten. Vytvorime Sturmuav
Fetézec polynomu f(x):
fx) =x3-2x2+x-3,
f'(x) =3x% —4x + 1,

filx) =x+8,
fo(x) = —225.
c f(©) f'() f1(©) f2(€) V(c)
2 - + + - 2
3 + + + - 1
2,5 + + + _ 1
2,25 + + + - 1

Z tabulky vidime, Ze a € (2; 2,25).

2. Metoda regula falsi:

Necht (a, b) = (2;2,25). Naintervalu (2;2,25) je f'(x) > 0, f"(x) > 0.
f(@) =—-1,f"(a) = 4 f(b) = 0,51563, f""(b) = 5, tedy
f(b).f"(b) > 0, a proto za pevny bod volime b = 2,25.

= b-a (@) =2+ 0.25 1 = 2,164948454
a=a f(b)—f(a)'fa B 0515625 +1"~ ’
b_C1
c,=¢c —— . f(c,) =
R ORI R
0,085051456

= 2,164948454 + .0,061937843 =

0,515625 + 0,061937843
= 2,174069382,

56



b—c,

Cy =2C - C
= 2,174069382 + 0075930617 0,003178162 =
- 0,515625 + 0,003178162 "~ B

= 2,174528403,

b —

CL,=2¢C —— f(c3) =

=t @

0,075471596

= 2,174528403 + .0,000201167 =

0,515625 + 0,000201167

= 2,174557836.
Plati |c, — c5| = 0,000029433 < 10™%. Tedy podle 3. tvrzeni Pozndmky za
Vétou 2.8 je ¢islo ¢, = 2,174557836 jiz kofen rovnice urceny s piesnosti na
4 desetinna mista.

Priklad 8: Vypoctéte koten rovnice z Prikladu 7 Newtonovou metodou.
flx) =x3-2x*+x-3.

Reseni: Z P¥ikladu 7 jiZ vime, Ze a € (2; 2,25).

Za pevny bod opét volime b = 2,25.

by =b— f®) 225—w=217826087
fiy 7,1875 ’ ’
f(by) 0,024076682
b, = b, — e = 2,17826087 ~ 6521417773 2,17456893,
f(by) 0,000061764
b3 = bz - f’(bz) = 2,17456893 —m = 2,17455941

Plati |b; — b,| = 0,000009519, tedy b; = 2,17455941 je jiZz dostatecné presna
hodnota korene «.

Piiklad 9: Metodou regula falsi uréete koren rovnice x3 — 2x — 5 = 0, ktery lezi
v intervalu (2, 3). Vypocet provadéjte s presnosti 107,
Resent:
1. Provedeme zuZeni intervalu. Vytvoirime Sturmiiv retézec polynomu f(x):
fx) =x3—2x -5,

f'(x) =3x?% -2,
fi(x) = 4x + 15,
643
f2(x) = —T-
¢ f(c) f'(©) fi(c) f2(c) V(c)
2 - + + - 2
3 + + + - 1
2,5 + + + - 1
2,1 + + + - 1
Z tabulky vidime, Ze a € (2; 2,1).
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2. Metoda regula falsi:
Necht (a, b) = (2;2,1). Na intervalu (2;2,25) je f'(x) > 0, f""(x) > 0.
fla) =—1,f"(a) =12, f(b) = 0,061, f"(b) = 12,6, tedy
f(b).f"(b) > 0, a proto za pevny bod volime b = 2,1.

= b-a (@) =2+— 0L 20942507
e OB iORA Goei i 1= :
PTG ey
Co=C1 ————/—————. C =
20 fb) - fley) !
= 2,0942507 + 0,0057493 0,003356586 =
o 0,061 + 0,003356586 " B
= 2,097249308,
P72 )
Cyr=C)———————". C =
ST f(b) - f(cp) 2
= 2,097249308 0,002750692 0,030157375 =
o 0,061 — 0,030157375 " B
= 2,09455973,
b—c;
Cp=C————.f(c3) =
N OET ARG
0,00544027
= 2,09455973 + .0,00009206508 =

0,061 + 0,00009206508
= 2,094551507.

Plati |c, — c3| = 0,00000866 < 1075, tedy ¢islo ¢, = 2,094551507 je jiz
hledany koten rovnice s poZadovanou presnosti.

Funkce f" > 0 na (2;2,5), tedy f’ je na tomto intervalu rostouci.
ProtoZe f'(x) =3x2—2 a f'(2) =10, miZeme podle 2. tvrzeni za
Vétou 2.8 odhadnout chybu aproximace také takto:

: : |f (cn)
FElzf' @) =10, la—cl <=7
V naSem pripadé pak plati
|f (ca)l
—cl <
la —c,| < 0
.
0,00000028415
la — ¢yl < =2,8415.1077 < 1075,

10
tedy ¢islo ¢, = 2,094551507 je hledany kot'en s poZadovanou presnosti.

Priklad 10: Vypoctéte kotfen rovnice z Prikladu 9 Newtonovou metodou.
f(x) =x3—2x —5.
Resenti: Z P¥ikladu 9 vime, Ze a € (2;2,1).
Za pevny bod volime opét b = 2,1 (protoze f(b). f"'(b) > 0).
f(b) 0,061

= =21———=—==2,09456812
by =b— £ (b) , 11.23 ,09456812,
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£(by) 0,00018572324

b, = b, BTN 2,09456812 — 16164684 = 2,094551482,
by = b fba) _ 2,094551482 000000000053 _, 094551482
3T fr(by T 11,16143773 ~ ’

Vidime, Ze b; = b,, tedy kofen polynomu f(x) je a = 2,094551482.

Priklad 11: Metodou regula falsi vypocitejte koten rovnice
x*—4x3 —2x*2+11x—12 =0,
lezici v intervalu (3; 4,5) s presnosti na dvé desetinna mista.
Resent:
Necht (a, b) = (3;4,5). Na intervalu (3;4,5) je f'(x) > 0, f"(x) > 0.
f(a) = =24, f"(a) = 32, f(b) = 42,5625, f""(b) = 131, tedy
f(b).f"(b) > 0, a proto za pevny bod volime b = 4,5.

b—a 45 -3
o —f@ W3 Fas — @y [(®) = 3540845,

b—c;
TFey e )=
_ 4,5 — 3,540845
= 3,540845 ~ F(4,5) — £(3,540845) "
= 3,831542,

Sfler) =
4,5 —3,831542
f(4,5) — f(3,831542)
= 3,944883.

Pokracujeme analogicky dale a dostavame

¢, = 3,982730,

cs = 3,994665,

ce = 3,999410.
Plati |c, — cs| = 0,004745 < 0,01, tedy Cislo c¢g = 3,999410 je jiz koien
rovnice s pozadovanou piesnosti.

C1:a

Cr = (1

£(3,540845) =

b
f(b) = f(c)
= 3,831542 —

€3 =0C

.f(3,831542) =

Priklad 12: Vypoctéte koten rovnice z Prikladu 11 Newtonovou metodou:
xt —4x3 - 2x* + 11x — 12 = 0.
Resent:
Necht (a, b) = (3;4,5). Na intervalu (3;4,5) je f'(x) > 0, f"(x) > 0.
Abychom mohli porovnat uc¢innost obou metod, zvolme jako pocatecni aproximaci
b, = 3,540845.

f(bo) 18,509436
b1 = bO - m = 3,540845 + m = 4,313353,
f(by) 23,383431
b2 = b1 - f’(bl) = 4,313353 - m = 4,078312,
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F(b,) 4,908319

by = b, — iy = H078312 — ey = 4004422,
£(bs) 0,261804

b, = bs — R 4,004422 — == oo = 4,000015,
£(by) 0,000885

b = b, — OR 4,000015 — = = 4000000,

Dosazenim se presvédc¢ime, Ze ¢islo 4 je kofenem rovnice.

Pro porovnani uvedeme tabulku, ze které bude ziejmé, jak se postupné vypocitané
aproximace lisi od skute¢né hodnoty korene @ = 4 u obou metod:

Regula falsi Newtonova metoda

odchylka odchylka
i Cj lc; — 4l b; |b; — 4
0 3,540845 0,459155 3,540845 0,459155
1 3,831542 0,168458 4,313353 0,313353
2 3,944883 0,055117 4,078312 0,078312
3 3,982730 0,017270 4,004422 0,004422
4 3,994665 0,005335 4,000015 0,000015
5 3,999410 0,000590 4,000000 0,000000

Newtonova metoda je tedy presnéjsi neZ metoda regula falsi.

Priklad 13: Naleznéte hodnotu fetézového zlomku a = [2;, 6, 2, 6, ... ], kde vSechny
dalsi prvky jsou rovny posloupnosti 2 a 6.

ReSeni: Zrejmé je

S 26l = [26a] =24 —— =24 =10 F2
R U Y R R e
a
Z tohoto vztahu dostdvame kvadratickou rovnici 3a? — 6a — 1 = 0 s kofeny
_3+2v3
al'z— 3 .
ProtoZe je a > 0, je
3+2V3
a=—2

Priklad 14: Naleznéte hodnotu fetézového zlomku @ = [3;3,1, 1, ... ], kde vSechny
dalsi prvky postupné nabyvaji hodnot 3, 3, 1, 1.

Reseni: Ziejméje a = [3;3,1,1,7,] = [3; 3,1, 1, a], a tedy podle Véty 2.15 mame
_nPs+P, aP3+ P,

a_r4Q3+Q2 _aQ3+Qzl
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Sestrojme si tabulku hodnot Py, Q:

qx 3 3 1 1
Py 1 3 10 13 23
Ox 0 1 3 4 7
Pak
a.23+ 13
T a7+4
tj. 7a? — 19a — 13 = 0, a protoZze a > 0, je
19 + 5v29
@ =—0
Priklad 15: Zkrat'te zlomek
1781
6279

Reseni: Vyjadiime tento zlomek ve tvaru konecného tfetézového zlomku. Budeme

postupovat podle diikazu Véty 2.17:
1781 = 6279.0 + 1781
6279 = 1781.3 + 936
1781 = 936.1 + 845
936 = 845.1 + 91
845 =919 + 26

91 =26.3+ 13
26=13.2+0
Tedy
1781
m = [0; 3, 1, 1, 9, 3, 2]
Nalezneme sbliZené zlomky:
qr 0 3 1 1 9 3 2
Py 1 0 1 1 2 19 59 137
Qr 0 1 3 4 7 67 208 483
P, 137 1781

Q. 483 6279
137

483
je uz zlomek v zadkladnim tvaru.
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Priklad 16: RozloZte v fetézovy zlomek Cislo

1447
v a=—
Reseni: Budeme postupovat podle diikazu Véty 2.17. Zirejmé plati:
1++7
QO:[Q]:[ 2 ]:1'
1 1 2 1+v7
Ty = = = = )
"a-lal 14v7 V7-1 3
2
C[1+V7 _,
Q1_ 3 I
1 3 3(V7 +2
rn, = = = ( ):\/7+2,
1++7 V7 -2 3
3 -1
q2=[\/7+2]=4,
1 1 V7 +2
r — — — )
PTV7+2-4 V7-2 3
_[V7+2 4
Q3_ 3 - 4L
1 1 3 V7 +1
Ty = = = = =
fV7+2 V-1 V7-1 2
-1
3 3
Tedy
1++7
a= =[1;1411141,..].

Priklad 17: Naleznéte prvni Ctyti prvky rozkladu v retézovy zlomek Cisla
m = 3,14159265 ...
Reseni: Nalezneme

—[n]=3 7 =——""=7062513305,
90 = 7] " = 0,14159265
1
9 =Inl 2= —Ir] 062513305
1
92 = 2] BT, — ] 099659464
:=[n1=1 ..

Tedy = = [3;7,15,1, ... ].
Poznamka:

Pro ¢islo m byla vypocitana fada prvki retézového zlomku. Rozklad ¢isla
v Fetézovy zlomek ma tvar: © = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1, ... ].
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Priklad 18: Naleznéte sblizeny zlomek, ktery se od realného ¢isla 3 + /7 li$i o
méné nez 1075,
Reseni: Nalezneme rozvoj ¢isla 3 + /7 v Fetézovy zlomek, tj.

a=3+V7
1 1
r = = =7+2
Y3475 V7-2
1 1
=7+2

r: =
2T J7+2—-4 7-2

Tedy 3 +V7 = [5;4,4,4, ...].
Dale zjistime posloupnost ¢itateli a jmenovatelii sblizenych zlomki &isla 3 + /7:

qx 5 4 4 4 4 4
Py 1 5 21 89 377 1597 6765
Qx 0 1 4 17 72 305 1292
Podle Véty 2.17 plati
|a - i| < i.
Qrl — Qk
tj.
|a - 1Q°_55| < T35z < 6.1077 < 1075,
Tedy sbliZzeny zlomek
Ps 6765
Qs 1292

se od ¢isla 3 + V7 1i&i 0o méné nez 1075,

Priklad 19: Najdéte metodou retézovych zlomk pribliZznou hodnotu kotfene a
rovnice

f(x) =0, f(x) = x3+ 18x — 30,
ktery lezi v intervalu (1, 2).
Resent:
1. PoloZme
a=1+ l, x>1
X1
a sestrojme rovnici f; (x;) = 0, kde

filx)) = xif (1 +l):

X1
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3

3 1 1

x1<(1+—) +18(1+—)—30)=
X1 X1

1 1 1 1
1+3—5+3—+—=5+18+18——-30
xZ xX; X3 X4

=x +3x;, +3x2 + 1+ 18x3 + 18x% — 30x3 =
= —11x} + 21x? + 3x; + 1 = 0,
tj. rovnice
11x3 — 21x2 = 3x;, — 1 =0.

Tato rovnice ma jediny realny koren vétsi nebo roven 1, ktery lezi
v intervalu (2, 3).
Opravdu:

e VsSechny realné koteny polynomu f; (x;) lezi v intervalu

21 . 21
(LTt
tj. vintervalu (=3, 3).

Sturmiv retézec polynomu f; (x;) ma tvar:
filx) = 11x3 — 21x2 —3x; — 1
fi(x;) =33x2 —42x, — 3
(f1)1(x) = 20x; + 3
(f1)2(x1) = -1

e Mame
c fi(c) fi(c) (1) | (f)2(c) V(c)
-3 - + - - 2
3 + + + - 1
0 - - + - 2
2 - + + - 2
e Tedy kladny realny koten lezi v intervalu (2, 3).
[ ]
2. PoloZzme
1
=2+—, >1
X1 + Py Xy
a sestrojme rovnici f5(x,) = 0, kde
1
fo(x2) = x3f; (2 + _)
X2
Poznamka:
e Rozvineme-li polynom f(x) = apx™ + a;x"" ! + -+ + a, v Tayloriv
polynom se stiedem v ¢, mame
"(c "(c
flx) = f() —c)+f2(')(x—c)2+~--+fn(|)(x—c)".
e Prox—c=ht.x= c+hpakje
n
pern =@+ L Qn i oy SO
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Tedy pro

dostavame

file) = fi(2+ 1) = A2 +H = A LD,

" 3
(), K@

Pomoci Hornerova schématu ur¢ime koeficienty v Taylorové rozvoji f; (x;):

2 11 -21 -3 -1
22 2 -2
2 11 1 -1 -3
22 46
2 11 23 45
22
11 45
mame
filx)) = fi(2+ h) = =3 + 45h + 45h? + 11h3,
tedy
5 1 5 1 1\? 1\°
falxz) = x5 1 (2 +x_2) = x5 <—3 +45x—2+45 <x_2> + 11 (x_2> ) =

= —3x3 + 45x% + 45x, + 11.
Sestrojili jsme tak rovnici
3x3 — 45x% — 45x, — 11 = 0.
Opét najdeme interval, kde leZi jediny redlny koten této rovnice vétsi nebo
roven 1:
e VsSechny realné koteny lezi v intervalu (—1 — 15; 1 + 15), tj.
vintervalu (—16; 16).
e Sturmiv retézec polynomu f,(x,) ma tvar:
fo(x,) = 3x3 — 45x2 — 45x, — 11
f7(x3) = 9x% — 90x, — 45
(f2)1(xz) = 36x, + 17
(f2)2(x2) =1

e Mame
c f2(c) f2(c) (f2)1(e) | (f2)2(c) V(c)
-16 - + - + 3
16 + + + + 0
0 - - + 1
15 - + + 1

Tedy kladny realny koten lezi v intervalu (15; 16).
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3. PoloZme
1
=15+ —, >1
X3 x3 X3
a sestrojme rovnici f3(x3) = 0, kde
1
fox) = x3f, (15 + )
X3
Tedy pro

1
—=h
X3

dostavame
1
f2(x2) = f> (15 + x_3> = f,(15+h)
£AS), A5, A9

=5 +==h+=5 31
Pomoci Hornerova schématu opét urcime koeficienty:
15 3 -45 -45 -11
45 0 -675
15 3 0 -45 -686
45 675
15 3 45 630
45
3 90
mame
fo(x3) = f,(15 + h) = —686 + 630h + 90h? + 3h3,
tedy
5 1 5 1 14? 1y°
f3(X3) = X3f2 (15 +x—3> = X3 <—686 + 630x—3 + 90 (g) + 3 (g) > =

= —686x3 + 630x% + 90x3 + 3.
Sestrojili jsme tak rovnici

686x5 — 630x% —90x; — 3 = 0.
Opét zjistime, Ze v intervalu (1; 2) leZi jediny realny kofen této rovnice vétsi
nebo roven 1.

4. Polozme
1
x3=1+—, x4 > 1

Xg
a sestrojme rovnici f; (x,) = 0, kde

filed =i (14 ).

X4
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Analogicky jako v predchozich pripadech dostaneme
fa(xy) = 37x3 — 70x2 — 1428x, — 686,
tj. 37x3 — 70x7 — 1428x, — 686 = 0,
a zjistime, Ze jediny realny koren této rovnice vétsi nebo roven 1 lezi
vintervalu (21;22).
5. Jetedy
x4=21+i, x5 > 1.
Xs
A pokracujeme analogicky dal.
Celkem tedy mame

a=1+ !
2+ L 1
15 + 1
Najdeme nyni prvnich pét sblizenych zlomkt ¢isla a:
Z tabulky
qx 2 15 1 21
P 3 46 49 1075
Qx 2 31 33 724
dostavame sbliZené zlomky
1 3 46 49 1075
T2 3 % 72
Vezmeme-li za pribliZnou hodnotu kofene « c¢islo
1075
—ox = 1,48480662 ...,
je podle Véty 2.17
1075
|a: Ty < 7242 < 0,000002.
V naSem vysledku je tedy zaru¢enych nejméné 5 desetinnych mist (ve skutecnosti
je spravnych 7 desetinnych mist). [7]

Priklad 20: Metodou retézovych zlomki vypocitejte kotfen rovnice
x3—-3x—-1=0,

ktery lezi v intervalu (1; 2).

Resent:

1. PoloZzme
a=1+ l x;>1
X1
a sestrojme rovnici f; (x;) = 0, kde

filx)) = xif (1 +l):

X1
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xf<(

1+—
1

3

) -3

1+ —
X1

1)_1>=

, 1 1 1 1
=x}(1+35+3—+=-3-3——1]=

=x3+3x;+3x2+1-3x3 —3x2 —x} = -3x3+3x; +1,
tj. rovnice
3x3 —3x, —1=0.
e VsSechny realné koteny polynomu f; (x;) lezi v intervalu
3 3
(F1-3it+3),
tj. vintervalu (-2, 2).
e Sturmiv retézec polynomu f; (x;) ma tvar:
filx)) = 3% — 3%, — 1
fi(x)) =9xf -3

(f1)1(x1) = 6x1 + 3
(F)ale) =5

e Mame
c fi(c) fi) (f)i(e) | (f1)200) V(c)
-2 - + - + 3
2 + + + + 0
0 - - + + 1
1 - + + + 1

e Tedy kladny realny koten lezi v intervalu (1, 2).

. Polozme

1
X1 = 1+ -,
X2
a sestrojme rovnici f;,(x,) = 0, kde

fo(x2) = %3 f; (1 + x_12>

x;(g(Hx_lz)s_g(Hx_lz)_l):

, 11 1 1
=x|3+9—+95+35-3-3—-1]|=
Xy xz x2 Xy

=3x3 +9x2 + 9x, + 3 — 4x3 — 3x2 = —x3 + 6x% + 9x, + 3,
tj. rovnice

X, >1

x5 — 6x2 —9x, —3 = 0.
e VsSechny realné koteny polynomu f,(x,) lezi v intervalu
(-1-9;1+9),
tj. vintervalu (—10; 10).
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e Sturmiv retézec polynomu f;(x,) ma tvar:
fo(xz) = x3 — 6x5 — 9%, — 3,
fo(x;) = 3x% — 12x, — 9,
(f2)1(xz) = 14x, + 9,

3
(f2)2(xz) = 12

e Mame
c fa(c) f2(c) (f2)1(c) | (f2)2(c) V(c)
-10 - + - + 3
10 + + + + 0
0 - - + + 1
2 - - + + 1
5 - + + + 1
7 - + + + 1
8 + + + + 0

e Tedy kladny realny koren lezi v intervalu (7; 8).

3. Polozme

1
X, =7+—, x3>1
2 s 3
a sestrojme rovnici f5(x3) = 0, kde

f3(x3) = x3f> (7 +l)5

X3
Necht
1
— = h.
X3
Pak
1 4 7 n 7 nr 7
f2(7+—)=f2(7+h)=f2(7)+f2( D p 4 202 S (D) s
X3 1! 2! 3!

Pomoci Hornerova schématu urc¢ime koeficienty:

7 1 -6 -9 -3
7 7 -14
7 1 1 -2 -17
7 56
7 1 8 54
7
1 15
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a mame
1
fz(x3) = x3f, (7 + x—) = x3[—17 + 54h + 15h? + h3] =
3
5 1 1\ 1y°
X3 X3 X3
= —17x3 + 54x3 + 15x; + 1

Sestrojili jsme tak rovnici 17x5 — 54x% — 15x; — 1 =0
e VSechny realné koreny této rovnice lezi v intervalu

< 1 >4 14 54>
17’ 171’
tj. priblizné v intervalu (—5; 5).

e MiZeme jesté snizit ohraniceni kladnych realnych koteni a:
Necht napt. a = 4. Pak

4 17 -54 -15 -1
68 54 164
17 14 41 163

Tedy f3(4) > 0 aje ziejmé, Ze vSechny derivace funkce f; proa = 4
jsou kladné, tedy a < 4.
VSechny realné koreny dané rovnice lezi v intervalu (—5; 4).

e Sturmiv retézec polynomu f3(x3) ma tvar:

f3(x3) = 17x3 — 54x3 — 15x; — 1,
f3(x3) = 51x3 — 108x3 — 15,
(f3)1(x3) = 2454x5 + 321 ~818x5 + 107,
(f3)2(x3) = 153

e Mame
c f3(c) f3(c) (3)1(c) | (f3)2(c) V(c)
-5 - + - + 3
4 + + + + 0
0 - - + + 1
2 - - + + 1
3 - + + + 1

1
X3:3+x_,
4

a sestrojme rovnici f; (x,) = 0, kde

Necht

fa(xs) = x3fs (3 + i)

x4 > 1

X4

—=h

X4
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Pak

5 (3 +i) -G+ = @)+ LD 8 e S O
Xg 1! 3!
Pomoci Hornerova schématu urcime koeficienty:
3 17 -54 -15 -1
51 -9 -72
3 17 -3 -24 -73
51 144
3 17 48 120
51
17 99
a mame

1
fi(x) = x3f, (3 + x—) — x3[=73 + 120h + 99h2 + 17h%] =
4

1 142 143
= x3 —73+120—+99(—) +17(—) —
X4 X4 X4

= —73x3 + 120x2 + 99x, + 17
Sestrojili jsme tak rovnici 73x; — 120x2 —99x, — 17 = 0

e VSechny jeji redlné koreny leZzi v intervalu
120 . 120
(F1-Tgitt )
tj. v intervalu (—3; 3).
e Sturmiv retézec polynomu f,(x,) ma tvar:
fa(xy) = 73x3 — 120x2 — 99x, — 17,
fi(xy) = 219x% — 240x, — 99 ~ 73x7 — 80x, — 33,
(£.)1(x,) = 8018x, + 2561,

h3.

3611315046
(f)2(xs) = ~olsz
e Mame
c fa(c) fi (c) (f)1(e) | (fa)2(0) V(c)
-3 - - - + 1
3 + + + + 0
0 - - + + 1
2 - + + + 1

Tedy kladny reélny koten lezi v intervalu (2; 3).
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5. Je tedy

X4 =2+ x_15' x5 > 1.
A pokracujeme analogicky dal.
Celkem tedy mame
1
a=1+
1+ L 1
3+ -
Najdeme nyni prvnich pét sbliZenych zlomka ¢isla a:
qx - 1 1 7 3 2
P 1 1 2 15 47 109
Qx 0 1 1 8 25 58

Vezmeme-li za pribliznou hodnotu korene « cislo

109
— =1,879310345

58
je podle Véty 2.17
| 109 < ! < 0,0003
T 5g | Ssgz S

Vysledek je tedy spravny nejméné na 3 desetinna mista.

Priklad 21. Naleznéte vSechny koi'eny rovnice
6x° —x* —20x3 —3x% +7x +2 =0,
vite-li, Ze ma alespon jeden racionalni koren.

ReSent:

Necht
r +
-, rezZ,sez,
S

je racionalni kotren dané rovnice. Podle Véty 1.7 tvrzeni a) r |2, s|6. Tedy
re{l,-1,2,-2},s € {1,-1,2,-2,3,-3,6,—6}.
Jako racionalni kofeny dané rovnice tak pripadaji v ivahu ¢isla

2 21 11 12 21 1
L1122 7337368 6
Protoze f(1) = —9 a f(—1) =5, podle Véty 1.7 tvrzeni b) pak jako mozné koreny
vybereme Cisla

1,-

12
2733
Snadno zjistime, Ze racionalnimi koreny dané rovnice jsou ¢isla
1 3
a, = — E, a, = E
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Z Hornerova schématu

—l 6 -1 -20 -3 7 2
2

-3 2 9 -3 -2
2
= 6 -4 -18 6 4 0
3

0 -12 -4
6 0 -18 -6

miiZeme danou rovnici vyjadrit ve tvaru

2 1
6x> —x* —20x3 —3x2+7x+2 = 6(x3—3x—1)<x—§><x+§> = 0.
Tedy zbyva nalézt koreny rovnice x3 — 3x — 1 = 0.

V Prikladu 20 jsme nalezli pribliZnou hodnotu jednoho korene

=199 1,879310345
a3 - 58 - ) .
Napf. opét pomoci Hornerova schématu
1,879310345 1 0 -3 -1

1,879310345 | 3,531807373 | 0,999431098

1 1,879310345 | 0,531807373 | 0,000568902

ziskame kvadratickou rovnici
x% +1,879310345x + 0,531807373 = 0
pro vypocet pribliznych hodnot zbyvajicich dvou korenti
a, =— 1,532229616, as =— 0,34708073.
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Zaver

Vytvorena prace shrnuje poznatky o polynomech, algebraickych rovnicich a
pribliznych metodach jejich reSeni. Jsou zde uvedeny vSechny zakladni pojmy a
vysvétleny postupy hledani pribliznych hodnot kotent algebraickych rovnic
vyssich stupntl. Prace je zamérena na metody klasické, ale také se zabyva méné
tradi¢ni metodou retézovych zlomk.

Sbirka uloh zahrnuje priklady razné obtiZnosti, které jsou feSeny v praci
uvedenymi metodami.

Pri psani této diplomové prace pro mé bylo nejnarocnéjSi naucit se pouzivat
pribliZzné metody reSeni algebraickych rovnic, o kterych v ni pojednavam. Prvni
kapitola teoretické €asti pro mé byla spiSe opakovanim a doplnénim poznatki,
které jsem nastudovala pri psani prace bakalarské. Druha kapitola byla sloZitéjsi -
néco zteorie téchto metod jsem jiZ znala ze svého bakalarského studia, ale
prevazna cast (predevsim metoda retézovych zlomkd) pro mne byla neznamou.
Bylo tedy nutné vyhledat si literaturu, ktera se timto zabyva, a nejprve teorii
nastudovat a naucit se metody pouzivat. Teprve potom jsem jiZ mohla davat
dohromady informace z rtiznych zdrojii a zpracovat z nich teoretickou ¢ast. Sbirka
uloh byla naroc¢na tim, Ze pri prevzeti reSeni z néjaké literatury jsem casto narazela
na ruzné zpusoby zapisu postupli. Musela jsem je tedy utiidit a prepracovavat tak,
aby se shodovaly s postupem, ktery uvadim v teorii.

Psanim mé diplomové prace jsem si prohloubila znalosti o algebraickych rovnicich
a také jsem se naucila nové metody jejich reSeni. Ucelila jsem si védomosti z dané
oblasti a procvicila jsem si praci s vice zdroji a zpracovani informaci, coz jisté do
budoucna vyuziji.
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