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Úvod  
S kombinatorikou a úvodem do pravděpodobnosti se mnozí z nás setkali již 

na základní škole formou jednoduchých slovních úloh. Mnohé z nich 

nevyžadovaly znalost žádných vzorců, pouze logickou úvahu. Na středních 

školách, zejména pak gymnáziích, jsme narazili na Pascalův trojúhelník a přes něj 

jsme se dostali k práci s kombinačními čísly a ke kombinatorickým pravidlům, 

pomocí nichž jsme pak byli schopni určit mimo jiné i pravděpodobnosti určitých 

jevů.            

 V této práci se budeme zabývat synchronizací robotů a dalšími úlohami 

z pravděpodobnosti.         

 Co se týče synchronizace robotů, budeme mít pět robotů s pěti různými časy 

1, 2, 3, 4 a 5 a naším cílem bude provést jejich synchronizaci, tedy průměrovat 

jejich časy tak dlouho, dokud nebudou mít všichni roboti čas stejný, přičemž 

nebude záležet na tom, jaký čas to konkrétně bude. Robotům budeme sice časy 

průměrovat, ale nebude se jednat o klasický aritmetický průměr, jak ho známe 

z matematiky, nýbrž si zavedeme vlastní průměrování.   

 Asi každý z nás, ať už je to jakkoli dávno, hrál někdy pexeso. Mohlo se mu 

zdát, že je v nevýhodě kvůli tomu, že hru začínal nebo naopak proto, že hrál až 

jako druhý. Na tento problém se tedy podíváme blíže a zjistíme, který hráč má 

větší šanci na výhru, pokud hráči netaktizují.      

 Naším posledním problémem, přestože se jím práce bude zabývat hned na 

začátku, je hod kostkou. Budeme uvažovat klasickou kostku se šesti stěnami, 

s jedním až šesti puntíky (čísly 1 až 6), kde budou pravděpodobnosti dopadu na 

jednotlivé stěny stejné, tedy nebude se jednat o kostku falešnou. Budeme házet 

kostkou tak dlouho, dokud na ní nepadnou všechna čísla.    

 Náhodnou veličinou zde bude počet hodů, které budeme potřebovat 

k hození všech šesti čísel na kostce. Zkoumat budeme rozdělení této náhodné 

veličiny i její střední hodnotu. Střední hodnota je jakýmsi středem, kolem které 
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budou realizace této náhodné veličiny kolísat.      

 Pokusíme se najít určitou spojitost mezi těmito třemi úlohami. 
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1 Hod kostkou 
 

V této kapitole se budeme zabývat hodem kostkou. Naším cílem bude 

zjistit, kolik hodů budeme potřebovat pro hození všech šesti čísel na kostce. 

Využijeme zde výpočty pro modus a střední hodnotu, dále také základní 

kombinatorické vzorce, které posléze použijeme právě pro výpočet středních 

hodnot. Setkáme se zde také s Markovovými řetězci a maticemi pravděpodobností 

přechodu, díky nimž budeme schopni určit jednotlivé pravděpodobnosti přechodu 

z libovolného stavu do stavu toho samého nebo některého ze stavů následujících a 

to po n hodech. Pro lepší názornost nám poslouží grafy na konci kapitoly. 

1.1 Zadání problému 
 

Házíme kostkou. Kolikrát budeme muset kostkou hodit, abychom mohli 

s „jistotou“ říci, že už nám na ní padla všechna čísla?     

 Při hodně velkém štěstí nám může stačit 6 hodů. Pravděpodobnost takové 

situace vypočítáme jako podíl permutace a variací s opakováním, kdy tvoříme 

uspořádané šestice čísel od 1 do 6. 

𝑃(6)

𝑉′(6,6)
=  

6 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1

66
=

20

1296
=

10

648
=̇ 0,0154 

 

𝑃(6)  ve výše zmíněném vzorci značí počet permutací šesti prvků bez 

opakování. Permutace je přitom chápána jako jedno ze všech možných uspořádání 

těchto šesti prvků, tzn., tvoříme uspořádané šestice ze šesti prvků, přičemž žádný 

z nich se zde nesmí opakovat, tedy, každý prvek použijeme právě jedenkrát. Počet 

permutací vypočítáme jako faktoriál čísla 6, tj. 6 - před prvním hodem máme 

celkem 6 možností čísel, které mohou na kostce padnout, po prvním hodu musí 

padnout už jen jedno ze zbylých pěti čísel, po druhém hodu ze zbylých čtyř atd. 

Celkový počet tedy určíme jako 6.5.4.3.2.1 = 6!.      

 𝑉′(6,6)  je označení pro variace s opakováním, kdy tvoříme uspořádané 

šestice ze šesti prvků, přičemž se zde jednotlivé prvky mohou opakovat. Obecně, 
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výpočet pro variace s opakováním, kdy tvoříme uspořádané k-tice z n prvků 

vypadá takto: 𝑉′(𝑛, 𝑘) = 𝑛𝑘 , tedy, pro náš případ 𝑉′(6,6) = 66 , protože po 

každém hodu kostkou máme stále 6 možností, které nám na kostce mohou padnout.

 Pravděpodobnost, že při šesti hodech kostkou hodíme všech 6 čísel na 

kostce, je poměrně malá, budeme tedy nejspíše potřebovat 7 nebo více hodů. 

Zajímat nás bude zejména to, kolik hodů s největší pravděpodobností budeme 

potřebovat, což spočítáme pomocí vzorce pro modus diskrétní náhodné veličiny. 

Vyjdeme zde z definice převzaté z [1], přičemž se zde zaměříme pouze na část 

definice pro diskrétní náhodnou veličinu, která nám v tomto případě představuje 

počet hodů, které budeme potřebovat, tedy realizacemi této náhodné veličiny 

mohou být pouze celá čísla větší nebo rovna číslu 6. 

 

Definice 1.1:  Modus diskrétní náhodné veličiny je taková hodnota 𝑥̂, která pro 

všechny hodnoty 𝑥𝑖 náhodné veličiny X splňuje podmínku 

    𝑃[𝑋 = 𝑥̂] ≥ 𝑃[𝑋 = 𝑥𝑖] 

 

1.2 Výpočet střední hodnoty 
 

Nyní jsme tedy schopni určit nejpravděpodobnější počet hodů, zajímat nás 

ale také bude střední hodnota počtu hodů, která nám představuje jakýsi „střed“ celé 

skupiny těchto údajů, kolem kterého nám všechny hodnoty kolísají.  

Střední hodnotu diskrétní náhodné veličiny definujeme v souladu se skripty 

[2] takto: 
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Definice 1.2: Nechť X je diskrétní náhodná veličina s rozdělením {xn}, {pn}. 

Je-li 

∑|𝑥𝑛|𝑝𝑛 = ∑|𝑥𝑛|𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛) < ∞,

𝑛𝑛

 

nazveme součet řady  

∑ 𝑥𝑛

𝑛

𝑝𝑛 = ∑ 𝑥𝑛

𝑛

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛), 

střední hodnotou 𝐸(𝑋) náhodné veličiny 𝑋. Pokud není uvedená podmínka 

splněna, řekneme, že náhodná veličina 𝑋 nemá střední hodnotu. 

 

Náš výpočet tedy bude vypadat následovně:  

∑ 𝑥 ∙ 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 6 ∙
𝑃(6)

𝑉′(6,6)
+ 7 ∙ (

6 ∙ 𝑃(7)

2 ∙ 𝑉′(7,6)
−

𝑃(6)

𝑉′(6,6)
)

∞

𝑥=6

+ ⋯ 

 

Je potřeba si ujasnit, jak jsme se k výpočtům pravděpodobností jednotlivých 

realizací náhodné veličiny dostali.       

 První sčítanec ze vzorce jsme si již vysvětlili výše a můžeme tedy přejít ke 

sčítanci druhému. Ovšem určit pravděpodobnost, že pro hození všech 6 čísel 

kostky budeme potřebovat právě 7 hodů už je o něco náročnější. Vyjdeme 

z pravděpodobnosti 𝑃(𝑋 ≤ 7) a od ní pak odečteme pravděpodobnost 𝑃(𝑋 = 6).  

Nejdříve si tedy vysvětlíme, jak dospějeme ke vzorci pro pravděpodobnost 

𝑃(𝑋 ≤ 7).          

 Budeme vytvářet řadu 7 číslic od 1 do 6, kde se jedna číslice objeví dvakrát. 

Lze to provést následujícím způsobem: Řada číslic od 1 do 6 lze napsat 6! způsoby. 

Do této řady budeme vkládat sedmou číslici, kterou můžeme vložit jednak do 

mezer mezi číslice anebo před, příp. za řadu těchto 6 číslic. Máme tedy celkem 7 

způsobů, kde se může nacházet 7. číslice. Zároveň však můžeme vkládat do řady 

libovolné číslo od 1 do 6, proto je potřeba počet ještě vynásobit šesti. Jelikož se 

nám však budou v této řadě dvě číslice opakovat, je potřeba celkový součin podělit 

dvěma. 
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Vzorec potom vypadá takto:  
6∙𝑃(7)

2∙𝑉´(7,6)
,  

přičemž P (7) je permutace bez opakování 

              𝑉′(7,6) variace s opakováním, kdy tvoříme uspořádané sedmice z 6 čísel. 

  Obrázek 1 popisuje postup vcelku srozumitelně a neměl by tedy být 

problém mu zcela porozumět. 

 

 

 

Obrázek 1: Postup výpočtu, že nám na kostce padne 6 čísel nejvýše po 7 hodech  
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Od našeho výpočtu teď ještě nesmíme zapomenout odečíst 

pravděpodobnost 𝑃(𝑋 = 6), protože do vzorce pro střední hodnotu potřebujeme 

dosadit pravděpodobnost 𝑃(𝑋 = 7).       

 Tato pravděpodobnost 𝑃(𝑋 = 7) by šla spočítat i rovnou a to způsobem, 

který je také dále graficky znázorněn na Obrázku 2.    

 Máme v podstatě 7 pozic, kdy na každé pozici je číslo, které padlo na 

kostce. Poslední pozici si vyhradíme pro jedno číslo, které se jako jediné v řadě 

předchozích 6 číslic vyskytovat nebude, protože by to znamenalo ukončení házení 

kostkou po šesti hodech. Pro náš případ to tedy znamená, že budeme tvořit řadu 

šesti čísel tvořenou pěti čísly, kdy se v řadě bude jedno číslo opakovat dvakrát.  

 Počet takových řad určíme jako permutaci P (6), kterou vydělíme dvěma, 

protože se v řadě jedno číslo vyskytuje dvakrát a znamenalo by to tedy výskyt vždy 

dvou zcela totožných řad v celkovém počtu. Tento zlomek poté vynásobíme pěti, 

neboť máme 5 možností čísel, které se zde bude vyskytovat 2krát a následně ještě 

šesti kvůli číslu na poslední, tedy sedmé pozici, kterým je jedno ze 6 čísel kostky. 

Nás ale zajímá pravděpodobnost, proto součin vydělíme počtem všech možností, 

které mohou nastat, tedy 𝑉′(7,6) = 67. Výpočet tedy bude vypadat takto: 
6∙5∙𝑃(6)

2∙𝑉′(7,6)
. 

Obrázek 2: Postup výpočtu, že na kostce padne 6 čísel po 7 hodech 
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Můžeme ještě ověřit, že výsledek vyjde stejně jako výpočtem přes rozdíl, 

který jsme prováděli předtím.  

6 ∙ 𝑃(7)

2 ∙ 𝑉′(7,6)
−

𝑃(6)

𝑉′(6,6)
=

6 ∙ 7!

2 ∙ 67
−

6!

66
=

7! − 2 ∙ 6!

2 ∙ 66
=

5 ∙ 6!

2 ∙ 66
 

Porovnáme s posledním naším výpočtem:  

6 ∙ 5 ∙ 𝑃(6)

2 ∙ 𝑉′(7,6)
=

6 ∙ 5 ∙ 6!

2 ∙ 67
=

5 ∙ 6!

2 ∙ 66
 

 

Vzhledem k tomu, že má vzorec pro střední hodnotu uvedený výše 

nekonečně mnoho sčítanců, určíme si střední hodnotu počtu pokusů k hození 6 

různých čísel, tj. 𝐸(𝑋6), pomocí pomocných středních hodnot 𝐸(𝑋1) až 𝐸(𝑋5) a 

středních hodnot počtu pokusů nutných k 1. úspěšnému pokusu.   

Např. střední hodnotu počtu pokusů k hození dvou různých čísel spočítáme takto: 

 

 

 

kde 𝐸(𝑋5

6

) je střední hodnota počtu pokusů nutných k prvnímu úspěchu, kdy 

pravděpodobnost neúspěchu je rovna 
1

6
.                 

 Vyjdeme ze střední hodnoty náhodné veličiny, která bude představovat 

počet neúspěchů předcházejících prvnímu úspěchu, která má geometrické 

rozdělení, tedy její výpočet bude vypadat následovně:  

𝑋5
6

=>  
1 − 𝑝

𝑝
=

1

6
5

6

=
1

5
 

  

𝐸(𝑋2) =  𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋5

6

) = 1 + (1 +
1

5
 ) =  

11

5
= 2,2 
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Protože ale chceme střední hodnotu počtu pokusů nutných k prvnímu úspěchu, 

musíme ještě přičíst jedničku, která představuje právě ten první úspěch. 

𝑠𝑡ř𝑒𝑑𝑛í 𝑝𝑜č𝑒𝑡 𝑝𝑜𝑘𝑢𝑠ů 𝑛𝑢𝑡𝑛ý𝑐ℎ 𝑘 1. ú𝑠𝑝ě𝑐ℎ𝑢 = 𝑠𝑡ř𝑒𝑑𝑛í 𝑝𝑜č𝑒𝑡 𝑛𝑒ú𝑠𝑝ě𝑐ℎů 𝑝ř𝑒𝑑 1. ú𝑠𝑝ě𝑐ℎ𝑒𝑚 + 1 

Postupně se tedy můžeme dopočítat až k 𝐸(𝑋6): 

 

 

 

 

 

 

 

Střední počet pokusů, které potřebujeme k hození všech 6 čísel na kostce je 14,7. 

Také nás ale budou zajímat pravděpodobnosti, že do určitého počtu hodů 

už na kostce padla všechna čísla. Jsou to tedy ty pravděpodobnosti, které bychom 

použili ve výpočtu pro střední hodnotu uvedeného výše. Nicméně, jak už jsme 

zjistili, výpočet nebyl snadný ani pro 7 hodů, natož tak pro více, proto je budeme 

počítat jiným způsobem a to přes matice pravděpodobností přechodu, díky nimž 

potom také budeme schopni z jednoho z grafů si ověřit námi již spočtenou střední 

hodnotu 𝐸(𝑋6).         

 Stav hry popíšeme číslem, které vyjadřuje, kolik už padlo různých čísel na 

kostce, tj. 0, 1, 2, 3, 4, 5 nebo 6, což budou představovat jednotlivé řádky a sloupce 

matice, tzn., že se bude jednat o čtvercovou matici typu 7×7, která bude tvořena 

pravděpodobnostmi přechodu z nějakého stavu m do stavů stejných nebo 

některých následujících.       

 Využijeme tedy zde matice pravděpodobností přechodu po 1 až n hodech   

a naším cílem bude zjistit n, které bude představovat počet hodů kostkou, kdy 

pravděpodobnost, kdy se dostaneme ze stavu 0 do stavu 6 bude alespoň 0,9. 

 

     𝐸(𝑋3) =  𝐸(𝑋2) + 𝐸(𝑋4

6

)= 
11

5
+ (1 +

1

2
 ) =  

37

10
= 3,7 

     𝐸(𝑋4) =  𝐸(𝑋3) + 𝐸(𝑋3

6

)= 3,7 + (1 + 1) =  5,7 

     𝐸(𝑋5) =  𝐸(𝑋4) + 𝐸(𝑋2

6

)= 5,7 + (2 + 1) =  8,7 

     𝐸(𝑋6) =  𝐸(𝑋5) + 𝐸(𝑋1

6

)= 8,7 + (5 + 1) =  14,7 
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1.3 Matice pravděpodobností přechodu 
 

Na obrázku 2 máme matici pravděpodobností přechodu po 1 hodu kostkou. 

Prázdná políčka v tabulce (matici) představují nulové hodnoty a v tomto případě 

jsou nenulové hodnoty soustředěny pouze na a vedle hlavní diagonály, jelikož se 

po jednom hodu kostkou nemůžeme dostat ze stavu m do jiného stavu než je ten 

samý nebo stav po něm následující, tj. m+1.     

 Např. přechod ze stavu 2 do stavu 2 znázorňuje situaci, kdy jsme již hodili 

na kostce 2 čísla a opět hodíme některé ze dvou již hozených. Takovou 

pravděpodobnost lehce určíme – hodili jsme již 2 čísla a zbývá hodit 4. 

Pravděpodobnost, že hodíme opět jedno ze 2 čísel je rovna 
2

6
=

1

3
 . Logicky potom 

bude platit, že pro přechod ze stavu 2 do stavu 3 bude pravděpodobnost rovna 1 −

1

3
=

2

3
 . Pravděpodobnosti přechodu ze stavu 0 do stavu 1 a také ze stavu 6 do stavu 

6 jsou rovny jedné, neboť pokud jsme ještě nehodili žádné číslo a hodíme jednou 

kostkou je jasné, že nějaké číslo padne a podobně, pokud jsme již hodili na kostce 

všechna čísla a hodíme opět kostkou, nemůže již padnout žádné nové číslo, protože 

kostka jich více nemá.  

 

 

 

 

 

 

 

 

       Tabulka 1: Matice pravděpodobností přechodu po 1 hodu 

 
   0  1  2  3  4  5  6 

 0 
  

 1      

 1 
 1

6
 

5

6
 

    

 2 
  2

6
 

4

6
 

   

 3 
   3

6
 

3

6
 

  

 4 
    4

6
 

2

6
 

 

 5 
     5

6
 

1

6
 

 6 
       1 
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Pravděpodobnosti přechodu přitom můžeme definovat podle [3] takto:  

Definice 1.3 Je-li m libovolné celé nezáporné číslo, nazýváme podmíněnou 

pravděpodobnost 𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

= 𝑃(𝑋𝑚+𝑛 = 𝑗|𝑋𝑚 = 𝑖), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆,                                            

pravděpodobností přechodu Markovova řetězce ze stavu i do stavu j za n kroků       

(tzv. pravděpodobnost přechodu n-tého řádu). 

Pro libovolné přirozené číslo n a libovolná 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆 platí vztahy 

           0 ≤ 𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

≤ 1,             ∑ 𝑝𝑖𝑗
(𝑛)

= 1𝑗∈𝑆 . 

V definici jsme se setkali s pojmem Markovův řetězec, který v podstatě 

popisuje jakýsi bezpaměťový systém, tzn., že pravděpodobnosti přechodu v matici 

nezávisí na předchozích stavech, pouze na stavu současném.   

 Podle [3] můžeme Markovův řetězec definovat takto: 

Definice 1.4: Řekneme, že posloupnost diskrétních náhodných veličin 

{𝑋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁0}, které nabývají hodnot v množině S, tvoří Markovův řetězec s 

diskrétním časem, jestliže platí   

𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖, 𝑋𝑛−1 = 𝑖𝑛−1, … , 𝑋1 = 𝑖1, 𝑋0 = 𝑖0) = 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖), 

pro každé 𝑛 ∈ {0,1, … } a každé  𝑖0, 𝑖1, … 𝑖𝑛−1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆       pro které                     

                               𝑃(𝑋𝑛 = 𝑖, 𝑋𝑛−1 = 𝑖𝑛−1, … , 𝑋1 = 𝑖1, 𝑋0 = 𝑖0) > 0 

 

Bylo by ovšem velmi zdlouhavé počítat každou matici pravděpodobností 

přechodu zvlášť a proto zde využijeme Chapman - Kolmogorových rovností, které 

umožňují pomocí matice na obrázku 2 výše spočítat prvky matice 

pravděpodobností přechodu po 2, 3, až n hodech. Opět, věta je převzatá z [3]:  
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Věta 1.1: Pro libovolná nezáporná celá čísla 𝑛, 𝑘 a libovolné   𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆 platí 

𝑝𝑖𝑗
(𝑛+1)

= ∑ 𝑝𝑖𝑟
(𝑛)

𝑝𝑟𝑗

𝑟∈𝑆

 

𝑝𝑖𝑗
(𝑛+𝑘)

= ∑ 𝑝𝑖𝑟
(𝑛)

𝑝𝑟𝑗
(𝑘)

𝑟∈𝑆

 

V tabulce 2 jsou zaznamenány pravděpodobnosti, že na kostce padnou 

všechna čísla po 1, 2 až 72 hodech kostkou. Je jasné, že pro 1 až 5 hodů bude 

pravděpodobnost rovna nule, neboť na kostce nemůže padnout 6 čísel při méně 

než 6 hodech. Od 23 hodů přitom pravděpodobnost překročila 0,9 a je tedy velmi 

pravděpodobné, že už na kostce padnou všechna čísla. Samozřejmě by tabulka 

mohla pokračovat donekonečna, neboť nikdy nebudeme mít 100% jistotu.   

Tabulka 2: Pravděpodobnosti, že na kostce padnou všechna čísla nejvýše při 

určitém počtu hodů kostkou 
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Poznámka 1.1: Je důležité si uvědomit, že se jedná o kumulované součty, 

tedy pro již zmíněných 23hodů, kdy pravděpodobnost přesáhla 0,9 je uvedená 

pravděpodobnost pravděpodobností toho, že maximálně při 23 hodech padne 

všech 6 čísel. Pravděpodobnost jen pro 23 hodů bychom spočítali jako rozdíl 

pravděpodobnosti pro maximálně 23 a maximálně 22 hodů. 

Tabulka 3: Matice pravděpodobností přechodu po 23 hodech kostkou 

 

V Tabulce 3 vidíme ukázku jedné z matic, konkrétně matici 

pravděpodobností přechodu po 23 hodech kostkou, u které byla překročena 

pravděpodobnost 0,9.   

Nyní se vrátíme k Tabulce 2 a její jednotlivé pravděpodobnosti jsou 

vykresleny v následujícím spojnicovém grafu. Je jasné, že funkce musí být 

rostoucí a bude konvergovat k 1, kterou nepřekročí, tedy přímka y=1 bude 

asymptotou této funkce.        

 Graf na obrázku je spojnicový, nejedná se však o spojitou funkci, nýbrž o 

izolované body proložené křivkou. Uvažovaná náhodná veličina je tedy 

diskrétního typu. 
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Obrázek 4: Spojnicový graf znázorňující pravděpodobnosti, že na kostce   

padnou všechna čísla maximálně po n hodech 

 

V následujícím grafu máme vykresleny hodnoty pro součiny jednotlivých 

realizací náhodné veličiny a příslušných pravděpodobností, s nimiž k nim dojde. 

Jedná se tedy o jednotlivé sčítance ve vzorci pro střední hodnotu a z grafu lze 

vyčíst, jaký vliv budou mít na střední hodnotu. Svého maxima funkce nabývá 

kolem čísla 13 a od tohoto čísla hodnoty klesají. Přínos pro celkový součet je 

ovšem zatím poměrně velký, ale jak lze vidět z grafu, u čísla 40 už je hodnota 

rovna téměř nule a další hodnoty už nebudou mít téměř žádný přínos pro střední 

hodnotu, což si také můžeme všimnout potom na grafu střední hodnoty 

vykresleném níže. 
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Obrázek 5: Graf znázorňující jednotlivé sčítance střední hodnoty 

Z dalšího grafu jsme schopni vyčíst, kolem které hodnoty se koncentrují 

realizace naší náhodné veličiny, tedy jaká je střední hodnota této náhodné veličiny. 

V podstatě by nám stačilo tvořit kumulované součty získávané z předchozího 

grafu (Obrázek 5). Hodnoty v grafu (Obrázek 6) jsou záměrně až po hodnotu 73, 

abychom viděli, že skutečně nám bude střední hodnota konvergovat k nějaké 

hodnotě, konkrétně k 14,7, což jsme mj. spočítali už výše pomocí středního počtu 

pokusů nutných k 1. úspěchu. Funkce y=14,7 je tedy asymptotou této funkce 

střední hodnoty.  

 

Obrázek 6 : Graf částečných součtů při výpočtu střední hodnoty 
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Dospěli jsme tedy k závěru, že abychom překročili pravděpodobnost 0,9, 

budeme muset házet kostkou alespoň 23krát, přičemž střední hodnota počtu hodů, 

které budeme nejspíše potřebovat je rovna 14,7. Budeme tedy nejpravděpodobněji 

házet kostkou 10 - 20krát, aby nám na kostce padlo všech 6 čísel. 
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2 Pexeso  
 

Dostáváme se k druhému problému, který se bude týkat hry pexesa. Ačkoli 

se pexeso většinou hraje s 32 páry, my budeme mít páry jen 4 kvůli složitosti 

daného problému a také kvůli omezenému rozsahu této práce. Hru budou hrát 2 

hráči a budeme předpokládat, že oba si budou pamatovat již otočené kartičky a 

nebudou je záměrně otáčet znovu, pokud k nim nenaleznou párovou kartičku, tzn., 

nebudou nijak taktizovat. Budeme chtít zjistit, zda se vyplatí začínat ve hře nebo 

hrát až jako druhý.  

2.1 Značení 
           

Pro úplné pochopení textu a také následujících tabulek bude ještě potřeba si 

vysvětlit veškeré značení: 

 Hru začíná první hráč, který otočí kartičku 1A a k ní buď 1B nebo 2A. 

Kartička 1A je úplně první kartička, která byla při hře otočena – tzn., 

začátek hry rozhodne o tom, která kartička bude takto označena. Odtud 

vyvstávají 2 hlavní situace hry a to hra, která začíná otočením párové 

dvojice 1A1B a hra, kdy 1. hráč otočí nepárovou dvojici 1A2A. 

 Pokud hráč č. 1 k ní otočí párovou kartičku, označíme tuto kartičku 1B. 

Pokud se však rozhodne pro jinou z ostatních kartiček, označíme ji 2A. 

Kartička z 2. otočeného páru v pořadí 2B vždy následuje až za 2A kvůli 

rozlišení kartiček v páru, tzn., nemůžeme nikdy otočit kartičku 2B, aniž 

bychom před ní otočili 2A a stejně tak nemůžeme otočit např. kartičku 3A, 

aniž by jejímu otočení předcházelo otočení kartiček z 1. a 2. páru. 
 

Dále následuje barevná tabulka jednotlivých možností, které mohou při hře 

nastat. Jednotlivé barvy znázorňují, který hráč je momentálně na tahu. Hráč č. 1 – 

- tedy ten, který začínal, je označen žlutou barvou, hráč č. 2 oranžovou. Na konci 

jednotlivých řádků je potom spočítána pravděpodobnost, s jakou dojde právě k této 

možnosti hry, která je také zvýrazněna barvou hráče, který by při této konkrétní 
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situaci hru vyhrál.         

 V některých případech není políčko tabulky zabarveno ani jednou barvou - 

v takovém případě se jednalo o remízu 2:2. Celkové pravděpodobnosti vítězství 

jednotlivých hráčů potom spočítáme jako součty jednotlivých políček zabarvených 

žlutou, resp. oranžovou barvou.       

 Dvojice, které jsou v tabulce zvýrazněny tučným písmem, značí párovou 

dvojici. V tabulce nejsou zapsány úplně všechny možnosti kvůli snaze 

o zjednodušení tabulek a výpočtů. Zjednodušení se týká třeba případů, kdy hráč, 

který hru dohrál, bral za sebou více párů. V takových případech je v tabulce zapsán 

jen jeden zástupce všech různých pořadí, v jakých kartičky hráč za sebou mohl 

brát.           

 Hru máme rozdělenou na 2 hlavní situace, které se odvíjí od toho, jestli 

1.hráč otočil párovou anebo nepárovou dvojici. Ke každé z těchto dvou situací 

budeme mít 2 tabulky. V první tabulce jsou zapsány možnosti hry, v tabulce druhé 

potom pravděpodobnosti, s kterými tyto jednotlivé možnosti nastanou. 

Pravděpodobnost jedné z možností hry, tedy celého řádku tabulky spočítáme jako 

součin jednotlivých pravděpodobností.      

 Ne všechny řádky tabulky začínají od začátku, do té doby se řídíme řádky 

předchozími.  Na příslušném řádku se podíváme, kterým sloupcům náleží prázdná 

políčka a řídíme se tou hodnotou, která je vždy v daném sloupci uvedena jako 

poslední před řádkem, na který se díváme. 

2.2 Situace 1 
 

Jako první se podíváme na tabulku pro hru, která začíná otočením párové 

dvojice. Jak vidíme v 1. řádku Tabulky 4, nejdříve uvažujeme možnost, kdy hráč č. 

1 bere všechny 4 páry.        

 V Tabulce 5 na 1. řádku nalezneme pravděpodobnosti otočení těchto 

párových dvojic, za tabulkou poté na příslušném řádku pravděpodobnost celé této 

situace. Pravděpodobnost je zabarvena žlutě a znamená tedy výhru pro hráče č. 1.
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 Další možnosti průběhu hry potom vidíme na dalších řádcích a např. pro 

situaci na 2. řádku, která začíná v tabulce až 3. sloupcem se řídíme hodnotami 1. a 

2. sloupce z 1. řádku. Pravděpodobnosti pro párové dvojice D2D1 a C2C1 jsou zde 

rovny 1, nebereme tu tedy v potaz pořadí, v jakém byly za sebou otočeny. Někde 

ovšem pořadí v potaz vzít musíme, proto tabulka nelze zjednodušit úplně. 

Zjednodušujeme jen ty řádky, ve kterých jsme pak schopni dopočítat příslušné 

pravděpodobnosti – jedná se většinou o páry otočené za sebou na konci hry, kdy 

už není riziko, že bude otočena nepárová dvojice.   

Tabulka 4: Možnosti otočení dvojic pexesa při hře začínající otočením párové 

dvojice 

 

 

 

 

 

  

Tabulka 5 : Pravděpodobnosti při otočení dvojic pexesa při hře začínající 

otočením párové dvojice 
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Tato situace nastane s pravděpodobností asi 0,1428, přičemž hráč č. 1 má 

zde výhodu, neboť pravděpodobnost jeho výhry je rovna 0,0667, pravděpodobnost 

druhého hráče jen 0,0571, remíza zde nastane s pravděpodobností 0,019.   

 Nyní se podíváme na druhou situaci hry, neboť je zřejmé, že její výsledky 

budou mít zřejmě větší podíl na celkovém verdiktu. 

 

2.3 Situace 2 
 

 Druhá situace je taková, že hráč, který začíná, neotočí párovou dvojici a ke 

hře se tedy dostává druhý hráč. Celý průběh hry máme opět zaznamenán 

v tabulkách. Stejně jako u předchozí situace zde máme dvě tabulky, jedna je pro 

možnosti hry a druhá pro jejich pravděpodobnosti, v posledním sloupci 

pravděpodobnostní tabulky poté opět celkové pravděpodobnosti jednotlivých 

způsobů, kterými hráči mohou hru odehrát, které počítáme jako součiny 

jednotlivých pravděpodobností na příslušném řádku.    

 Můžeme si povšimnout, že se hodnoty těchto celkových pravděpodobností 

značně liší. Zatímco některé situace nastanou sotva s pravděpodobností jednoho 

procenta a poměrně často také s pravděpodobností 2%, můžeme si v posledním 

řádku pravděpodobnostní tabulky všimnout situace, která nastane 

s pravděpodobností téměř 23%, tedy, nastane průměrně v jednom ze 4 případů. 

Jedná se konkrétně o situaci, kdy hráč č. 2 poté, co hráč č. 1 nenalezl párovou 

dvojici, otočí opět některou z nepárových dvojic. Hráč č. 1 poté už bere všechny 

páry a stává se tak vítězem.       

 Za tabulkou pravděpodobností potom dole vidíme celkovou 

pravděpodobnost, že nastane tato možnost hry, která je rovna zhruba 0,857. 

Jednotlivé pravděpodobnosti výhry hráčů při hře, která začíná otočením nepárové 

dvojice, jsou rovny 0,533 pro 1. hráče a 0,229 pro 2. hráče, remíza nastane 

s pravděpodobností 0,095. Tedy i v tomto případě má výhodu 1. hráč.    
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 Tabulka 6: Možnosti otočení dvojic pexesa při hře začínající otočením 

nepárové dvojice 
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Tabulka 4: Pravděpodobnosti otočení dvojic pexesa při hře začínající otočením 

nepárové dvojice 

Celková pravděpodobnost výhry začínajícího hráče v pexesu je rovna 0,6, 

zatímco hráče druhého jen 0,286. Pravděpodobnost, že hráči budou mít stejné 

skóre je rovna 0,114. Podařilo se nám tedy zjistit, že je více než 2krát 

pravděpodobnější, že vyhraje pexeso hráč, který začínal, pokud budou hráči hrát 

se 4 páry pexesa.  
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2.4 Situace 3 – Hra s pěti páry 

 

Kvůli rozsahu práce a také obtížnosti tohoto problému jsme se sice rozhodli 

pro pexeso se 4 páry, nicméně se můžeme stručně podívat i na verzi s 5 páry, která 

je sice značně komplikovanější, nicméně, lze se postupem času dostat do situací 

nám již známých při hře se 4 páry.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Popíšeme si jednotlivé řádky tabulky (situace ve hře): 

1.) Pokud 1. hráč odhalí pár ihned, dostaneme se do již popsané situace s osmi 

kartičkami pexesa. Tedy celá hra bude vypadat úplně totožně jako se čtyřmi páry, 

pouze v případě, kdy pro 4 páry nastala remíza, vyhraje hráč č. 1 v poměru 3:2. 

Nyní se dostáváme k situacím, kdy na začátku hry není otočena párová 

dvojice a ke hře se ihned dostává hráč č. 2: 

2.) Hráč č. 2 najde párovou kartičku k některé z dříve otočených. Otočí tedy pár 

A1A2 nebo B1B2. Dostáváme se do situace 4 páry, 1 známá kartička, kterou ve 

hře se 4 páry sice neznáme, ale postupem času se dostaneme do některé již známé 

situace. Konkrétně v této situaci se hráči podaří najít i další pár, zůstanou nám 3 

páry, 0 známých, což je pro nás již známá situace ze hry se 4 páry. 
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3.) Hra začíná stejně jako případ č. 2, nicméně hráč č. 2 najde pouze 1 pár a při 

druhém otáčení kartiček otočí nepárovou dvojici, přičemž od jedné kartičky už 

byla otočena její párová.  Hráč č. 1 ji tedy otočí- dostáváme se do situace 3 páry, 

1 známá kartička, kterou již v modelu 4páry známe - je to situace, kdy hra začíná 

otočením nepárové dvojice A1B1 a dále následuje otočení A2A1, popř. B2B1. 

4.) V tomto případě hráč č. 2 sice také otočí nepárovou dvojici, nicméně k žádné 

z kartiček nemůže hráč č. 1 s jistotou najít párovou. Hráč č. 1 otočí E1D2. Teď už 

známe od každé z páru alespoň 1 kartičku, takže hráč č. 2 bere všech 5 párů. 

5.) Stejný začátek hry, průběh jako u řádku 4, ale jakmile se opět dostane ke hře 

hráč č. 1, otočí nepárovou dvojici, kde k oběma kartičkám jsme již párovou 

předtím otočili. Hráč č. 2 tedy bere 2 páry C1C2 a D1D2 a dostáváme se do již 

známé situace 3 páry, 1 známá. 

6.) Opět vyjdeme z řádku 4, nicméně hráč č. 1 otočí párovou dvojici C1C2, 

dostáváme se tedy do situace 2 páry, 1 známá, kterou známe ze hry se 4 páry také. 

7.) Průběh hry vypadá stejně jako u 6. řádku tabulky, nicméně hráč č. 1 otočí 

párovou dvojici, ze které předtím nebyla otočena ani jedna kartička. Dostáváme se 

tedy do situace 2 páry, 2 známé, kdy na tahu je stále hráč č. 1 a je jasné, že už bere 

i páry C1C2 a D1D2. 

8.) Situace podobná jako u 2, hráč č. 2 ovšem otočí párovou dvojici, ze které ještě 

ani jedna kartička předtím nebyla otočena, situace tedy bude 3 páry, 2 známé, 

kterou už ale také známe ze hry se 4 páry. 

9.) V řádku 9 tabulky vidíme, že když se hráč č. 1 dostane ke hře podruhé, ví, kde 

najde párovou dvojici A1A2, otočeny byly také kartičky B1,C1, tedy situace bude 

4 páry, 2 známé, kterou zcela jistě známe ze hry se 4 páry a ta nastane hned po 

prvním tahu 1. hráče, který neotočí párovou dvojici. 

10-12.) Řádky 10, 11, 12 nastiňují situace, které začínají otočením 2 nepárových 

dvojic, přičemž každá z nich je z jiného páru. Situaci 5 párů, 4 známé ze hry se 
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čtyřmi páry zajisté znát nemůžeme, po otočení dvojice C2C1 na řádku 10 a 11 se 

dostaneme do situace 4 páry, 3 známé a po otočení dvojice E1B2 už hráč č. 2 bere 

vše. 

13.) Poslední situace je taková, že hráč č. 1 otočí nepárovou dvojici A1A2 a druhý 

hráč sice párovou, ale není to ani dvojice A1A2, kdy hráč č. 1 již otočil v 1. tahu 

A1 a ani dvojice B1B2, ale dvojice C1C2. Dostaneme se do situace 4 páry, 2 

známé, kterou známe ze samého začátku hry se 4 páry, kdy hráč č. 1 otočí dvojici 

A1B1. 

U těchto 13 začátků hry si můžeme spočítat, stejně jako u hry se 4 páry, 

pravděpodobnosti jednotlivých situací a pokud bychom chtěli získat 

pravděpodobnosti pro hru s pěti páry, je třeba tyto pravděpodobnosti pronásobit 

pravděpodobnostmi ze hry se 4 páry, které na ně navazují.  
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3 Synchronizace robotů 
 

V této kapitole se budeme zabývat synchronizací robotů. Ukážeme si, jakým 

způsobem se roboti budou synchronizovat, do jakých stavů se mohou časy robotů 

dostat, a pokusíme se dojít k závěru, jak dlouho jim synchronizace bude průměrně 

trvat. Využijeme zde opět matic pravděpodobností přechodu. 

3.1 Zadání problému 

 
Máme 5 robotů s časy 1, 2, …, 5, tedy každý robot má na začátku jiný čas. 

Roboti se postupně po dvou synchronizují. Naším úkolem bude zjistit, za jak 

dlouho dojde k synchronizaci robotů, to znamená, kdy budou mít všichni roboti 

stejný čas.  

3.2 Značení 
 

Stav systému bude zde představovat uspořádaná pětice, kdy se na i-té pozici 

bude nacházet x robotů s časem i. Vycházet tedy budeme ze stavu 11111, což 

symbolizuje stav počáteční, kdy má každý robot jiný čas a budeme se snažit dostat 

do stavu 00005, popř. do stavu 50000, 05000, 00500, 00050, ale tyto stavy 

považujeme za ekvivalentní. V každé skupině ekvivalentních stavů budeme mít 

jednoho zástupce a bude to ten stav, který bychom dostali úplně jako první při 

lexikografickém uspořádání (uspořádání ,,podle abecedy“). Navíc, pokud jsou 

před, příp. za číslem nějaké nuly, nepíšeme je. Tedy, místo stavu 00005 budeme 

psát 5, místo 02030 pouze 203 apod.  

3.3 Způsob průměrování časů robotů 
 

Synchronizace robotů probíhá následujícím způsobem - vybereme náhodně 

dva roboty a spočítáme jejich časový průměr, jednotlivé časy poté zaokrouhlíme 

v případě potřeby směrem nahoru. Průměrování časů robotů si vysvětlíme pomocí 
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kružnice a ukážeme na následujících příkladech a obrázcích.    

 Časy průměrujeme vždy po kratším oblouku kružnice.  Jak vidíme na ob-

rázku 7, má dojít k synchronizaci robotů s časy 5 a 2. Kratší oblouk kružnice 

prochází bodem 1, nikoli body 3 a 4, proto se časy těchto robotů průměrují na 1. 

  

 

 

 

 

Obrázek 7: Způsob průměrování časů robotů po kratším oblouku kružnice 

 

Ukážeme si tento způsob přímo na příkladu. Vezmeme si např. stav 1211 

a podtržené roboty na Obrázku 8 budu chtít synchronizovat. Roboty si můžeme 

umístit na jakousi pomyslnou kružnici a synchronizovat tedy budeme po kratším 

oblouku této kružnice. Mezi roboty s časem 2 a 5 je na kružnici robot s časem 1. 

Robot s takovým časem se v našem stavu 1211 nenachází, neboť stav 1211 si 

můžeme napsat také jako 01211. Pokud se časy obou robotů synchronizují na čas 

1, přecházíme do stavu 20210 (2021). 

 

 

Obrázek 8: Způsob průměrování časů robotů po kratším oblouku kružnice 

 

Druhý případ průměrování je pro časy robotů m a m+1, tedy platí pro 

synchronizaci robotů se sousedními časy. Takové průměrování probíhá po směru 

hodinových ručiček. Robot s nižším časem bude mít po synchronizaci stejný čas 

jako robot s vyšším časem, kterému jeho čas zůstane. V případě robotů s časy 5 a 1 
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to platí naopak, neboť robot s časem 5 má sice vyšší čas, ale synchronizovat se 

bude po směru hodinových ručiček, tedy na 1. 

 

 

 

 

 

 Obrázek 9 : Synchronizace robotů se sousedními časy 

Na konkrétním případu by situace vypadala např. takto: Vezmeme si např. 

stav 1211 a samotnou synchronizaci robota s časem 2 a robota s časem 3 vidíme 

na Obrázku 10.  

 

Obrázek 10: Způsob průměrování časů robotů se sousedními časy  

 

  Nyní si ukážeme na jednom ze stavů, do jakých stavů se můžeme po 

synchronizaci 2 libovolných robotů dostat a také, s jakou pravděpodobností. 

Vybereme si např. stav 2111, což bude náš stav výchozí. Z tohoto stavu, jak 

uvidíme na následujícím obrázku, vede 7 šipek, tedy 7 způsobů, jak se mohou 

roboti synchronizovat. Můžeme si všimnout, že některé stavy, do kterých se ze 

stavu 2111 roboti dostanou, se opakují vícekrát. Celkově se tedy mohou dostat do 

pěti různých stavů, přičemž do nich počítáme i samotný stav 2111. Celkový počet 

možností, jak se roboti mohou synchronizovat je roven (5
2
) = 10, neboť vždy 

vybíráme z pěti robotů 2, kteří se synchronizují, přičemž nám nezáleží na tom, 

kterého z robotů vybereme zde jako prvního. Využili jsme tedy vzorec pro 

kombinace bez opakování, pomocí něhož budeme schopni spočítat také 
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pravděpodobnosti přechodu do jednotlivých stavů. Vybereme si nyní např. stav 

1211, který vznikl ze stavu 2111 synchronizací robotů s časem 2 a 3. Všimněme 

si, že roboty s časem 2 máme ve stavu 2111 dva, proto jsou 2 možnosti, jak tuto 

synchronizaci provést- s prvním, resp. druhým robotem s časem 2 a robotem 

s časem 3. Jak už jsme si uvedli výše, je celkem 10 možností, jak utvořit dvojice 

z pěti robotů, tudíž pravděpodobnost takovéto situace bude rovna 
2

10
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek 11: Jedna ze synchronizací robotů vycházejících ze stavu 2111 

3.4 Průběh synchronizace 
 

Na Obrázku 12 už vidíme celý proces synchronizace robotů od počátečního 

stavu 11111 až po konečný 5. Synchronizace nevypadá jednoduše ani pro pět 

robotů. Stavy jsou různě vzájemně propojeny a v obrázku je mj. i několik cyklů, 

tzn., po několika stavech se můžeme vrátit do stavu, v kterém už jsme byli. 

V obrázku pro lepší přehlednost nejsou zakresleny smyčky, které by představovaly 
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v podstatě přechod z jednoho stavu do stavu toho samého a našli bychom je kromě 

stavu 11111 u všech stavů, kde jsou vždy minimálně 2 roboti se stejným časem. 

Právě smyčky a cykly v grafu způsobují to, že k synchronizaci nemusí dojít 

prakticky nikdy, neboť se stále můžeme ,,motat v jednom kruhu“. 

Obrázek 12: Proces synchronizace robotů od stavu 11111 po stav 5 

 

Na další straně, v Tabulce 9, vidíme matici pravděpodobností přechodu pro 

synchronizaci robotů po 1 kroku. Bylo třeba si spočítat veškeré pravděpodobnosti 

stavů, do kterých se po jednom kroku z libovolného stavu můžeme dostat.   

 Pro další matice pravděpodobností přechodu opět využijeme Chapman-

Kolmogorových rovností, kterých jsme využili i u hodu kostkou. Budeme 

v podstatě umocňovat matici a získávat tak matice pravděpodobností přechodu po 

více krocích. Např., ze stavu 11111 se do stavu 2111 dostaneme 

s pravděpodobností 0,5 a do stavu 203 ze stavu 2111 s pravděpodobností 0,1, 

celkově se tedy po 2 krocích ze stavu 11111 do stavu 203 dostaneme 

s pravděpodobností 0,5 ∙ 0,1 = 0,05. 
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Z obrázku 12 vidíme, že nejdříve se roboti synchronizují po pěti krocích a 

to je situace 11111 → 2111 → 203 → 122 → 131 → 5 , přes matici 

pravděpodobností přechodu (5. mocninu matice z Tabulky 9) potom zjistíme, že 

pravděpodobnost takové situace je rovna asi 0,0048. Tato pravděpodobnost se týká 

této konkrétní cesty, neboť není jiná, kterou bychom se dostali po 5 krocích 

z počátečního stavu do stavu konečného.       

 Taková pravděpodobnost je celkem malá a budou nás, stejně jako u kostky, 

zajímat i další pravděpodobnosti, příp. kdy dojde k překročení pravděpodobnosti 

0,9.  

3.5 Tabulky a grafy  
 

V Tabulce 10 a k ní příslušícímu grafu, Obrázku 13, už vidíme, že po 

nejvýše 19 krocích už bude pravděpodobnost přes 0,9 a to konkrétně asi 0,9083. 

 

Tabulka 10: Pravděpodobnosti, že k synchronizaci dojde nejvýše po n krocích 
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Obrázek 13: Graf k Tabulce 10, vykreslující pravděpodobnosti přechodu po 

nejvýše n krocích 

 

V následujícím grafu a tabulce vidíme jednotlivé sčítance ze střední 

hodnoty jako u hodu kostkou. I graf vypadá velmi podobně, svého maxima 

dosahuje také ve 13, nicméně liší se samozřejmě jednotlivé hodnoty. Vidíme, že 

zhruba od čísla 30 už sčítance nemají téměř žádný přínos pro střední hodnotu.  

 

Tabulka 11: Jednotlivé sčítance ze střední hodnoty, jenž nám vyjadřují přínos pro 

střední hodnotu 
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Obrázek 14: Graf k Tabulce 11 pro jednotlivé sčítance střední hodnoty 

 

Poslední tabulka a graf jsou už pro střední hodnotu a jednotlivé hodnoty 

v tabulce dostaneme jako kumulované součty z předchozí tabulky vždy po tu 

hodnotu, kterou počítáme. 

Tabulka 12: Částečné součty při výpočtu střední hodnoty 
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V tabulce i grafu vidíme, že střední hodnota bude zhruba 13,7, funkce 

y = 13,7 bude tedy jednou z horizontálních asymptot.   

Obrázek 15: Graf částečných součtů při výpočtu střední hodnoty 

 

Dospěli jsme tedy k závěru, že roboti budou mít stejný čas 

s pravděpodobností vyšší než 0,9 už po devatenácti krocích, přitom střední 

hodnota počtu kroků potřebných k synchronizaci je asi 13,7. Dá se tedy očekávat, 

že proběhne méně než 20 kroků synchronizace. 
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Závěr 
 

V mojí práci jsem se snažila popsat a navrhnout řešení tří problémů, které 

se zprvu jevily jako celkem jednoduché, nicméně časem se ukázalo, že to není 

úplně tak pravda.          

 Přes nezdárné začátky spojené s ne zrovna vhodným značením se mi 

nakonec podařilo najít cestu, jak případy zjednodušit a zodpovědět si na všechny 

otázky, které mě zajímaly.       

 Hlavním problémem, kterým jsem se v mé práci zabývala, byla 

synchronizace robotů. Nicméně, tento problém byl hodně náročný a proto mu 

předchází ještě další dva, které jsou jakousi „přípravou“ na něj, neboť se řeší 

podobným způsobem.       

 Nejdříve jsem se zaobírala problémem, týkajícím se hodu kostkou, kdy mě 

zajímalo, kolik hodů budu nejspíše potřebovat, než v sérii hodu kostkou 

zaznamenám všech šest čísel. Stanovila jsem si pravděpodobnost rovnu 0,9 a 

zkoumala, kolik minimálně hodů bude potřeba, aby bylo této pravděpodobnosti 

dosaženo nebo aby byla překročena. Zjistila jsem, že pravděpodobnost větší než 

0,9 bude až pro 23 a více hodů, což mě celkem překvapilo, jelikož bych sama 

nejspíše tipovala méně.       

 Druhou problematikou, která mě zajímala, bylo pexeso. Obvykle se pexeso 

hraje s 32 páry, což bylo ale pro mě a moje zkoumání problémů a relací mezi nimi 

prakticky nemožné a proto jsem nakonec zvolila páry jen čtyři. I tak to nebylo 

snadné, protože jsem v mých tabulkách rozepisovala všechny možnosti, které 

mohou nastat. Nakonec jsem ještě nastínila situaci pro 5 párů, kdy např., pokud se 

podaří otočit ihned párovou dvojici, se dostáváme do situace se 4 páry. 

 Nakonec jsem se zaměřila na nejnáročnější problém a to synchronizaci 

robotů. Začátky byly velmi komplikované a bylo potřeba vymyslet vhodné značení 

a popis jednotlivých synchronizací. Také bylo třeba situaci zjednodušit jen na 5 

robotů a i tak, jak lze potom vidět z obrázku, není situace vůbec jednoduchá. Máme 
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dohromady 26 stavů, ve kterých se roboti mohou nacházet, včetně stavu výchozího 

11111 a z jednoho stavu se lze většinou do více stavů, proto ani obrázek, týkající 

se procesu synchronizace, není zcela přehledný.     

 Mezi jednotlivými případy jsem se také snažila najít určité vztahy. V práci 

jsem využila nejen vzorců z kombinatoriky a pravděpodobnosti, ale také 

Markovových řetězců a matic pravděpodobností přechodu.     

 Práce prohloubila mé znalosti a to zejména právě v oblasti Markovových 

řetězců, se kterými jsem sice v rámci předmětu Pravděpodobnost a matematická 

statistika 4 byla seznámena již dříve, nicméně jsem ráda, že jsem si mohla 

vyzkoušet s nimi pracovat. 
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