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Uvod

S kombinatorikou a ivodem do pravdépodobnosti se mnozi z nas setkali jiz
na zakladni S$kole formou jednoduchych slovnich uloh. Mnohé z nich
nevyzadovaly znalost Zadnych vzorcl, pouze logickou Uvahu. Na stfednich
Skolach, zejména pak gymnaziich, jsme narazili na Pascalav trojuhelnik a pies né;
jsme se dostali k praci s kombina¢nimi ¢isly a ke kombinatorickym pravidltim,
pomoci nichz jsme pak byli schopni urcit mimo jin¢ i pravdépodobnosti urcitych
jevi.

V této praci se budeme zabyvat synchronizaci robotd a dalSimi ulohami
Z pravdépodobnosti.

Co se tyce synchronizace robotti, budeme mit pét robotti S péti riiznymi ¢asy
1, 2, 3, 4 a 5 a naSim cilem bude provést jejich synchronizaci, tedy priméerovat
jejich casy tak dlouho, dokud nebudou mit vSichni roboti Cas stejny, pficemz
nebude zalezet na tom, jaky ¢as to konkrétné bude. Robotim budeme sice Casy
prumérovat, ale nebude se jednat o klasicky aritmeticky prumér, jak ho zname
z matematiky, nybrz si zavedeme vlastni primérovani.

Asi kazdy z nas, at’ uz je to jakkoli davno, hral nékdy pexeso. Mohlo se mu
zdat, ze je v nevyhodé¢ kvili tomu, Ze hru zacinal nebo naopak proto, ze hral az
jako druhy. Na tento problém se tedy podivame blize a zjistime, ktery hrd¢ ma
vetsi Sanci na vyhru, pokud hraci netaktizuji.

Nasim poslednim problémem, piestoze se jim prace bude zabyvat hned na
zaCatku, je hod kostkou. Budeme uvazovat klasickou kostku se Sesti st€énami,
s jednim az Sesti puntiky (Cisly 1 az 6), kde budou pravdépodobnosti dopadu na
jednotlivé stény stejné, tedy nebude se jednat o kostku faleSnou. Budeme hazet
kostkou tak dlouho, dokud na ni nepadnou vSechna ¢isla.

Nahodnou veli¢inou zde bude pocet hodi, které budeme potiebovat
k hozeni vsech Sesti Cisel na kostce. Zkoumat budeme rozdéleni této nahodné

veli¢iny 1 jeji sttedni hodnotu. Stfedni hodnota je jakymsi stfedem, kolem které
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budou realizace této ndhodné veli¢iny kolisat.

Pokusime se najit ur€itou spojitost mezi témito tfemi tlohami.



1 Hod kostkou

V této kapitole se budeme zabyvat hodem kostkou. NaSim cilem bude
zjistit, kolik hodii budeme potiebovat pro hozeni vSech Sesti Cisel na kostce.
Vyuzijeme zde vypocty pro modus a stiedni hodnotu, dale také zakladni
kombinatorické vzorce, které posléze pouzijeme pravé pro vypocet stiednich
hodnot. Setkadme se zde také s Markovovymi fetézci a maticemi pravdépodobnosti
ptechodu, diky nimz budeme schopni urcit jednotlivé pravdépodobnosti pfechodu
z libovolného stavu do stavu toho samého nebo nékterého ze stavii nasledujicich a

to po n hodech. Pro lep$i ndzornost ndm poslouZzi grafy na konci kapitoly.

1.1 Zadani problému

Hazime kostkou. Kolikrat budeme muset kostkou hodit, abychom mohli
S ,,jistotou* fici, Ze uZ nam na ni padla vSechna cisla?

Pfi hodn¢ velkém §tésti nam miize stacit 6 hodl. Pravdépodobnost takové
situace vypocitame jako podil permutace a variaci s opakovanim, kdy tvoiime

usporadané Sestice ¢isel od 1 do 6.

P(6) 6:5-4-3:2-1_ 20 _ 10
V'(6,6) 66 "~ 1296 648

= 0,0154

P(6) ve vySe zminéném vzorci zna¢i poCet permutaci Sesti prvki bez
opakovani. Permutace je pfitom chdpana jako jedno ze vSech moZznych usporadani
téchto Sesti prvk, tzn., tvofime uspofadané Sestice ze Sesti prvki, pfi¢emZ Zadny
z nich se zde nesmi opakovat, tedy, kazdy prvek pouzijeme prave jedenkrat. Pocet
permutaci vypocitame jako faktoridl ¢isla 6, tj. 6 - pred prvnim hodem mame
celkem 6 moznosti Cisel, které mohou na kostce padnout, po prvnim hodu musi
padnout uz jen jedno ze zbylych péti Cisel, po druhém hodu ze zbylych Ctyt atd.
Celkovy pocet tedy urcime jako 654321 = 6!.

V'(6,6) je 0znaCeni pro variace s opakovanim, kdy tvofime uspotfadané

Sestice ze Sesti prvki, pficemz se zde jednotlivé prvky mohou opakovat. Obecné,
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vypocet pro variace s opakovanim, kdy tvoiime uspoiadané k-tice z n prvkua
vypada takto: V'(n, k) = n*, tedy, pro na§ piipad V'(6,6) = 6°, protoze po
kazdém hodu kostkou mame stale 6 moznosti, které ndm na kostce mohou padnout.

Pravdépodobnost, Ze pii Sesti hodech kostkou hodime vSech 6 Cisel na
kostce, je pomérné mala, budeme tedy nejspiSe potiebovat 7 nebo vice hodi.
Zajimat nds bude zejména to, kolik hodl s nejvétsi pravdépodobnosti budeme
potiebovat, coz spo¢itame pomoci vzorce pro modus diskrétni nahodné veliciny.
Vyjdeme zde z definice pievzaté z [1], pfiCemz se zde zaméfime pouze na Cast
definice pro diskrétni ndhodnou veli¢inu, kterd ndm v tomto ptipad¢ predstavuje
pocet hodi, které budeme potiebovat, tedy realizacemi této ndhodné veliiny

mohou byt pouze cela ¢isla vétsi nebo rovna Cislu 6.

Definice 1.1: Modus diskrétni nahodné veliciny je takova hodnota X, ktera pro

v§echny hodnoty x; nahodné veliciny X spliuje podminku

P[X = 2] = P[X = x;]

1.2 Vypocet stiedni hodnoty

Nyni jsme tedy schopni urcit nejpravdépodobnéjsi pocet hodl, zajimat nés
ale také bude stfedni hodnota poctu hodu, ktera nam predstavuje jakysi ,,stied* celé

skupiny téchto udaji, kolem kterého ndm vSechny hodnoty kolisaji.

Stiedni hodnotu diskrétni nahodné veli¢iny definujeme v souladu se skripty
[2] takto:
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Definice 1.2: Necht' X je diskrétni nahodna veli¢ina s rozdélenim {Xn}, {pn}.

Je-li
D lalpn = D IxalP(X = x) < o,

n n

zxnpn ZEXnP(XZXn):
n n

stiedni hodnotou E (X) nahodné veliciny X. Pokud neni uvedena podminka
splnéna, fekneme, ze ndhodna veli¢ina X nema stfedni hodnotu.

nazveme soucet fady

Nas vypocet tedy bude vypadat nasledovné:

o)

. _, P® (6P PO,
Z X - P(X = X) =6 Vl(6'6) +7 <2 . V’(7'6) V'(6,6)> *

xX=6

Je potieba si ujasnit, jak jsme se k vypoctiim pravdépodobnosti jednotlivych
realizaci ndhodné veli¢iny dostali.

Prvni s€itanec ze vzorce jsme si jiz vysvétlili vySe a miZeme tedy piejit ke
sCitanci druhému. OvSem urcit pravdépodobnost, Zze pro hozeni vSech 6 cisel
z pravdépodobnosti P(X < 7) a od ni pak ode¢teme pravdépodobnost P(X = 6).
Nejdrive si tedy vysvétlime, jak dospéjeme ke vzorci pro pravdépodobnost
P(X <7).

Budeme vytvaret fadu 7 ¢islic od 1 do 6, kde se jedna Cislice objevi dvakrat.
L ze to provést nasledujicim zptisobem: Rada &islic od 1 do 6 1ze napsat 6! zpiisoby.
Do této fady budeme vkladat sedmou Ccislici, kterou mizeme vlozit jednak do
mezer mezi ¢islice anebo pred, piip. za fadu téchto 6 Cislic. Mame tedy celkem 7
zpuisobll, kde se mlize nachézet 7. Cislice. Zaroven vSak mizeme vkladat do fady
libovolné ¢islo od 1 do 6, proto je potieba pocet jesté vyndsobit Sesti. Jelikoz se
nam vSak budou v této fad¢ dve Cislice opakovat, je potieba celkovy soucin podélit

dvéma.
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Vzorec potom vypada takto: Lm,
2:V°(7,6)
pticemz P (7) je permutace bez opakovani
V'(7,6) variace s opakovanim, kdy tvoiime uspoiadané sedmice z 6 &isel.
Obrazek 1 popisuje postup vcelku srozumitelné a nemél by tedy byt

problém mu zcela porozumét.

Mame 7 zptsobl, kam vloZit 7. ¢islo mezi ¢isla 1az 6.

17273%47576

Poéet viech moznosti = V'(7,6)

: L

Pocet priznivych moZnosti = ===

T

V radé sedmi ¢isel, kde musi byt obsazena ¢isla 1 az 6,

-

se nam vzdy bude 1 éislo vyskytovat dvakrat, proto je

treba celkovy pocet nakonec jesté vydélit dvéma

6 ¢isel, které mizeme viozitdofady 123456

Pocet viech uspofadani (permutaci) fady 123456

Obrazek 1: Postup vypoctu, ze nam na kostce padne 6 ¢isel nejvyse po 7 hodech

12



Od naSeho vypoctu ted jeSt€ nesmime zapomenout odecist
pravdépodobnost P(X = 6), protoZze do vzorce pro stfedni hodnotu potiebujeme
dosadit pravdépodobnost P(X = 7).

Tato pravdépodobnost P(X = 7) by §la spog¢itat i rovnou a to zpisobem,
ktery je také dale graficky znazornén na Obrazku 2.

Méme v podstaté¢ 7 pozic, kdy na kazdé pozici je Cislo, které padlo na
kostce. Posledni pozici si vyhradime pro jedno Cislo, které se jako jediné v fadé
ptedchozich 6 Cislic vyskytovat nebude, protoze by to znamenalo ukonéeni hazeni
kostkou po Sesti hodech. Pro nas ptipad to tedy znamena, ze budeme tvofit fadu
Sesti Cisel tvofenou péti Cisly, kdy se v fad€ bude jedno Cislo opakovat dvakrat.

Pocet takovych tad uréime jako permutaci P (6), kterou vydélime dvéma,
protoze se v fadé jedno ¢islo vyskytuje dvakrat a znamenalo by to tedy vyskyt vzdy
dvou zcela totoznych fad v celkovém poctu. Tento zlomek poté vynasobime péti,
nebot’ mame 5 moZnosti Cisel, které se zde bude vyskytovat 2krat a nasledné jeste
Sesti kvili ¢islu na posledni, tedy sedmé pozici, kterym je jedno ze 6 ¢isel kostky.

Nas ale zajimé pravdépodobnost, proto soucin vydélime poctem vSech moznosti,
6-5-P(6)

které mohou nastat, tedy V'(7,6) = 67. Vypocet tedy bude vypadat takto: V8"

Zde =e bude nachazet

Tato Sestice bude tvofena posledni éislo, které musi

peti éisly, Seste ¢islona na kostce padnout, aby na
kostce musi padnout az ni jiz padla viechna &isla.
uplné v poslednim hodu. Miize to byt libovolné ¢islo

\ od 1 do 6, ktere jesté nepadlo.

Obrazek 2: Postup vypoctu, Ze na kostce padne 6 Cisel po 7 hodech
13



Miizeme jesté ovétit, ze vysledek vyjde stejné jako vypoctem pies rozdil,

ktery jsme provadéli predtim.

6-P(7) P(6) 6:70 6! 71—2-6! 5-6!
2-V'(7,6) V'(66) 2-67 65  2:66  2-65

Porovname s poslednim nasim vypoctem:

6:5-P(6) 656! 56!
2-V'(7,6) 2-67 2-6°

Vzhledem Ktomu, Ze ma vzorec pro stiedni hodnotu uvedeny vyse
nekone¢né¢ mnoho sc¢itancil, ur€ime si sttedni hodnotu poctu pokust k hozeni 6
ruznych cisel, tj. E(Xg), pomoci pomocnych stfednich hodnot E (X;) az E(Xs) a

stitednich hodnot poc¢tu pokust nutnych k 1. uspé€snému pokusu.

Napt. sttedni hodnotu poctu pokusii k hozeni dvou riiznych ¢isel spocitdme takto:

E(X) = E(X) +E(Xs) =1+ (145 ) = = =22

kde E(Xs) je stfedni hodnota poctu pokusi nutnych k prvnimu uspéchu, kdy
6

pravdépodobnost netispéchu je rovna %.

Vyjdeme ze stfedni hodnoty nahodné veliCiny, kterd bude pfedstavovat
pocet netspéchi piredchazejicich prvnimu uspéchu, ktera ma geometrické
rozdéleni, tedy jeji vypocet bude vypadat ndsledovné:

1-p

= — =

ol uion] =
Il
ul | =
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ProtoZe ale chceme stfedni hodnotu poc¢tu pokusti nutnych k prvnimu tspéchu,
musime jeste pricist jednicku, ktera predstavuje praveé ten prvni uspéch.

stiedni pocet pokust nutnych k 1. ispéchu = stredni poCet neuspéchii pred 1.uspéchem + 1

Postupné se tedy miizeme dopocitat az k E (X,):

37

= 3,7
10

E(Xs) = EQX) + EX=2+(1+1) =
E(Xy) = E(X;) + E(X3)=37+ (1 +1) = 57
E(Xs) = E(X) + E(X2)=57+ (2 +1) = 87

E(Xs) = E(Xs) +E(X1)=87+ (5+1) = 14,7

Stredni pocet pokust, které potfebujeme k hozeni vsech 6 Cisel na kostce je 14,7.

Také nas ale budou zajimat pravdépodobnosti, Ze do ur¢itého poctu hodl
uz na kostce padla vSechna ¢isla. Jsou to tedy ty pravdépodobnosti, které bychom
pouzili ve vypoctu pro sttedni hodnotu uvedeného vyse. Nicméné, jak uz jsme
zjistili, vypocet nebyl snadny ani pro 7 hodi, natoz tak pro vice, proto je budeme
pocitat jinym zplsobem a to pies matice pravdépodobnosti pfechodu, diky nimz
potom také budeme schopni z jednoho z grafu si ovéfit nami jiz spoctenou stiedni
hodnotu E (Xg).

Stav hry popiSeme Cislem, které¢ vyjadiuje, kolik uz padlo riznych cisel na
kostce, tj. 0, 1,2, 3, 4, 5 nebo 6, coz budou predstavovat jednotlivé fadky a sloupce
matice, tzn., Ze se bude jednat o Ctvercovou matici typu 7x7, ktera bude tvofena
pravdépodobnostmi pifechodu z néjakého stavu m do stavll stejnych nebo
nékterych nasledujicich.

Vyuzijeme tedy zde matice pravdépodobnosti piechodu po 1 az n hodech
a nasim cilem bude zjistit n, které bude ptredstavovat pocet hodl kostkou, kdy

pravdépodobnost, kdy se dostaneme ze stavu 0 do stavu 6 bude alespon 0,9.
15



1.3 Matice pravdépodobnosti prechodu

Na obrazku 2 mame matici pravdépodobnosti ptechodu po 1 hodu kostkou.
Prazdna policka v tabulce (matici) pfedstavuji nulové hodnoty a v tomto piipadé
jsou nenulové hodnoty soustfedény pouze na a vedle hlavni diagonaly, jelikoz se
po jednom hodu kostkou nemiizeme dostat ze stavu m do jiného stavu nez je ten
samy nebo stav po ném nasledujici, tj. m+1.

Napf. pfechod ze stavu 2 do stavu 2 znazoriuje situaci, kdy jsme jiz hodili
na kostce 2 ¢isla a opét hodime nékteré ze dvou jiz hozenych. Takovou

pravdépodobnost lehce ur¢ime — hodili jsme jiz 2 cCisla a zbyva hodit 4.
Pravdépodobnost, Ze hodime opét jedno ze 2 Cisel je rovnaz = % . Logicky potom
bude platit, Ze pro prechod ze stavu 2 do stavu 3 bude pravdépodobnost rovna 1 —
i = g . Pravdépodobnosti ptechodu ze stavu 0 do stavu 1 a také ze stavu 6 do stavu

6 jsou rovny jedné, nebot’ pokud jsme jesté nehodili zadné ¢islo a hodime jednou
kostkou je jasné, Ze n¢jakeé Cislo padne a podobné, pokud jsme jiz hodili na kostce
vSechna ¢isla a hodime opét kostkou, nemize jiz padnout zadné nové ¢islo, protoze

kostka jich vice nema.

N | =

N N[O Lt

o WoN| B

N DOV W

ol vion] N
[N

=

Tabulka 1: Matice pravdépodobnosti piechodu po 1 hodu
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Pravdépodobnosti pfechodu pfitom mizeme definovat podle [3] takto:

Definice 1.3 Je-li m libovolné celé nezaporné ¢islo, nazyvame podminénou

pravdépodobnost pi(]'.l) =PXppyn =Jjl X =10),0,j €S,

pravdepodobnosti prechodu Markovova retézce ze stavu i do stavu j za n krokit

(tzv. pravdépodobnost ptechodu n-té¢ho fadu).

Pro libovolné ptirozené ¢islo n a libovolna i, j € S plati vztahy

0<p® <1, Sjespy) = 1.

V definici jsme se setkali s pojmem Markoviv fetézec, ktery v podstaté
popisuje jakysi bezpamét'ovy systém, tzn., ze pravdépodobnosti pfechodu v matici
nezavisi na predchozich stavech, pouze na stavu soucasném.

Podle [3] mizeme Markoviv fetézec definovat takto:

Definice 1.4: Rekneme, Ze posloupnost diskrétnich ndhodnych veli¢in
{X,,,n € Ny}, které nabyvaji hodnot v mnoZziné S, tvoti Markoviv fetézec s
diskrétnim Casem, jestlize plati
P(Xny1 =JjlXn =1, Xn g = ln_g, o, X1 = g, X = i) = P(Xpyy = jlXn =1),
pro kazdé n € {0,1, ...} akazdé iy, iy, ... in_q,i,j €S  pro které

P(Xy =i, Xp 1 =in 1,0, X1 = i1, Xo = ig) >0

Bylo by ovSem velmi zdlouhavé pocitat kazdou matici pravdépodobnosti
piechodu zvlast a proto zde vyuzijeme Chapman - Kolmogorovych rovnosti, které
umoziuji pomoci matice na obrazku 2 vySe spocitat prvky matice

pravdépodobnosti ptechodu po 2, 3, az n hodech. Opét, véta je pievzata z [3]:
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Véta 1.1: Pro libovolna nezdporna celé ¢isla n, k a libovolné i,j € S plati

p Y = Z p

TEeS

pij =ZP

TES

n)
ir Prj

) (k)
ir pr j

vSechna ¢isla po 1, 2 az 72 hodech kostkou. Je jasné, Ze pro 1 az 5 hodi bude
pravdépodobnost rovna nule, nebot’ na kostce nemlize padnout 6 Cisel pfi méné
nez 6 hodech. Od 23 hodt ptitom pravdépodobnost prekrocila 0,9 a je tedy velmi

pravdépodobné, ze uz na kostce padnou vSechna ¢isla. Samoziejmé by tabulka

V tabulce 2 jsou zaznamenany pravdépodobnosti, ze na kostce padnou

mohla pokrac¢ovat donekonec¢na, nebot’ nikdy nebudeme mit 100% jistotu.

1 0] 19 0,818923077| 37 0,992950421| 55 0,999735042
2 0] 20 0,847987541| 38 0,994124588| 56 0,999779201
3 0] 21 0,872577485| 39 0,995103314| 57 0,999816
4 0] 22 0,893316534]| 40 0,99591909| 58 0,999846667
5 0] 23 0,910764558| 41 0,996599015| 59 0,999872222
b 0,015432099| 24 0,925415165| 42 0,997165695| 60 0,999893518
7 0,054012346| 25 0,93769786| 43 0,997637979| 61 0,999911265
8 0,114026063| 26 0,947982743| 44 0,998031582| 62 0,999926054
9 0,185904321| 27 0,956586382| 45 0,998359607| 63 0,999938379
10 0,271812128| 28 0,963778032| 46 0,998632976| 64 0,999948649
11 0,356206419| 29 0,969785717| 47 0,9988607594| 65 0,999957207
12 0,437815681| 30 0,974801886| 48 0,999050648| 66 0,999964339
13 0,513858194| 31 0,97898854| 49 0,999208865| 67 0,999970283
14 0,582845349| 32 0,982481762| 50 0,999340715| 68 0,999975236
15 0,644212739| 33 0,985395675| 51 0,999450592| 69 0,999979363
16 0,698004398| 34 0,987825867| 52 0,999542157| 70 0,999982803
17 0,744632452| 35 0,989852314| 53 0,999618462| 71 0,999985669
18 0,784707116| 36 0,991541878| 54 0,999682051| 72 0,999988057

Tabulka 2: Pravdépodobnosti, Ze na kostce padnou vsechna ¢isla nejvyse pii
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Poznamka 1.1: Je dulezité si uvédomit, Ze se jedna o kumulované soucty,
tedy pro jiz zminénych 23hodut, kdy pravdépodobnost piesahla 0,9 je uvedena
pravdépodobnost pravdépodobnosti toho, Ze maximaln¢ pii 23 hodech padne
vSech 6 Cisel. Pravdépodobnost jen pro 23 hodii bychom spocitali jako rozdil

pravdépodobnosti pro maximalné 23 a maximalné 22 hodd.

0| 7,59753E-18| 1,59332E-10( 2,38355E-06| 0,00132942| 0,0879504| 0,910765
0| 1,26626E-18| 5,31106E-11| 1,19188E-06| 0,000887472( 0,073696( 0,925415
0 0| 1,06221E-11| 4,76795E-07| 0,000533198| 0,059312| 0,940154
0 0 0| 1,19209E-07( 0,000266957| 0,044751| 0,954982
0 0 0 0| 8,91048E-05( 0,030012| 0,969899
0 0 0 0 G| 0,015095| 0,984905
0 0 0 0 0 0 1

Tabulka 3: Matice pravdépodobnosti ptechodu po 23 hodech kostkou

V Tabulce 3 vidime wukazku jedné zmatic, konkrétné¢ matici
pravdépodobnosti pfechodu po 23 hodech kostkou, u které byla piekrocena

pravdépodobnost 0,9.

Nyni se vratime k Tabulce 2 a jeji jednotlivé pravdépodobnosti jsou
vykresleny v nasledujicim spojnicovém grafu. Je jasné, ze funkce musi byt
rostouci a bude konvergovat k 1, kterou neptekroCi, tedy pfimka y=1 bude
asymptotou této funkce.

Graf na obrazku je spojnicovy, nejedna se vSak o spojitou funkci, nybrz o
izolované body prolozené¢ kiivkou. Uvazovand ndhodnd velicina je tedy

diskrétniho typu.
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1 3 5 7 5 11 13 15 17 18 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

Obrazek 4: Spojnicovy graf znazornujici pravdépodobnosti, Ze na kostce
padnou vSechna ¢isla maximalné po n hodech

V nasledujicim grafu mame vykresleny hodnoty pro souciny jednotlivych
realizaci nadhodné veli¢iny a ptislusnych pravdépodobnosti, s nimiz k nim dojde.
Jedna se tedy o jednotlivé sCitance ve vzorci pro stiedni hodnotu a z grafu lze
vycist, jaky vliv budou mit na stfedni hodnotu. Svého maxima funkce nabyva
kolem cisla 13 a od tohoto ¢isla hodnoty klesaji. Pfinos pro celkovy soucet je
ovSem zatim pomérné velky, ale jak lze vidét z grafu, u ¢isla 40 uz je hodnota
rovna témc¢t nule a dal§i hodnoty uZz nebudou mit téméf zadny piinos pro sttedni

hodnotu, coz si také miZzeme vSimnout potom na grafu stfedni hodnoty

vykresleném niZe.
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Obrazek 5: Graf zndzornujici jednotlivé s¢itance stfedni hodnoty

Z dal§iho grafu jsme schopni vycist, kolem které hodnoty se koncentruji
realizace nasi nahodné veliCiny, tedy jaka je stitedni hodnota této nahodné veliciny.
V podstaté by nam stacilo tvofit kumulované soulty ziskavané z ptedchoziho
grafu (Obrazek 5). Hodnoty v grafu (Obrazek 6) jsou zamérné az po hodnotu 73,
abychom vidéli, Ze skute¢né nam bude stfedni hodnota konvergovat k néjaké
hodnoté, konkrétné k 14,7, coz jsme mj. spocitali uz vyse pomoci stfedniho poc¢tu
pokust nutnych k 1. aspéchu. Funkce y=14,7 je tedy asymptotou této funkce
sttedni hodnoty.

1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 25 31 33 35 37 239 41 42 45 47 45 51 53 55 57 59 61 63 65 67 65 71 73

Obrazek 6 : Graf ¢asteénych souctl pfi vypoctu sttedni hodnoty
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Dospéli jsme tedy k zavéru, Ze abychom ptekrocili pravdépodobnost 0,9,
budeme muset hazet kostkou alespon 23krat, pficemz stiedni hodnota poctu hodd,
které budeme nejspiSe potiebovat je rovna 14,7. Budeme tedy nejpravdépodobnéji

hazet kostkou 10 - 20krat, aby nam na kostce padlo vSech 6 Cisel.
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2 Pexeso

Dostavame se k druhému problému, ktery se bude tykat hry pexesa. Ackoli
se pexeso vétSinou hraje s 32 pary, my budeme mit pary jen 4 kvili sloZitosti
daného problému a takeé kviili omezenému rozsahu této prace. Hru budou hrat 2
hraci a budeme piedpokladat, Ze oba si budou pamatovat jiz otoCené karticky a
nebudou je zamérné otacet znovu, pokud k nim nenaleznou parovou karti¢ku, tzn.,
nebudou nijak taktizovat. Budeme chtit zjistit, zda se vyplati zacinat ve hie nebo

hrat az jako druhy.

2.1 Znaceni

Pro uplné pochopenti textu a také nasledujicich tabulek bude jesté potieba si

vysvétlit veskeré znaceni:

e Hru zacina prvni hra¢, ktery otoci kartiCku 1A a k ni bud’ 1B nebo 2A.
Karticka 1A je uplné prvni karticka, kterd byla pfi hie otoCena — tzn.,
zacatek hry rozhodne o tom, ktera karticka bude takto oznacena. Odtud
vyvstavaji 2 hlavni situace hry a to hra, ktera za€ind otocenim paroveé
dvojice 1A1B a hra, kdy 1. hra¢ oto¢i neparovou dvojici 1A2A.

e Pokud hra¢ ¢. 1 kni oto¢i parovou karticku, ozna¢ime tuto karticku 1B.
Pokud se vSak rozhodne pro jinou z ostatnich karti¢ek, oznacime ji 2A.
Karticka z 2. otoceného paru v poradi 2B vzdy nasleduje az za 2A kvili
rozliSeni kartiCek v paru, tzn., nemiZzeme nikdy otocit karticku 2B, aniz
bychom pied ni otocili 2A a stejné tak nemiizeme otocit napt. karticku 3A,

aniZ by jejimu otoceni predchazelo otoceni karticek z 1. a 2. paru.

Déle nasleduje barevna tabulka jednotlivych moznosti, které mohou pii hie
nastat. Jednotlivé barvy znazoriiuji, ktery hra¢ je momentalné na tahu. Hra¢ ¢. 1 —
- tedy ten, ktery zacinal, je oznacen zlutou barvou, hra¢ ¢. 2 oranzovou. Na konci
jednotlivych fadkt je potom spocitana pravdépodobnost, s jakou dojde prave k této

moznosti hry, kterd je také zvyraznéna barvou hrace, ktery by pfii této konkrétni
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situaci hru vyhral.

V nékterych ptipadech neni poli¢ko tabulky zabarveno ani jednou barvou -
v takovém piipad¢ se jednalo o remizu 2:2. Celkové pravdépodobnosti vitézstvi
jednotlivych hract potom spocitdme jako soucty jednotlivych poli¢ek zabarvenych
Zlutou, resp. oranzovou barvou.

Dvojice, které jsou v tabulce zvyraznény tuénym pismem, znaéi parovou
dvojici. V tabulce nejsou zapsany Upln¢ vSechny moznosti kvuli snaze
0 zjednoduseni tabulek a vypoctl. ZjednoduSeni se tyka tieba piipadl, kdy hrac,
ktery hru dohral, bral za sebou vice part. V takovych ptipadech je v tabulce zapsan
jen jeden zastupce vSech riznych poradi, v jakych karticky hrac¢ za sebou mohl
brat.

Hru méame rozdé€lenou na 2 hlavni situace, které se odviji od toho, jestli
1.hr&¢ otocil parovou anebo neparovou dvojici. Ke kazdé z téchto dvou situaci
budeme mit 2 tabulky. V prvni tabulce jsou zapsany moznosti hry, v tabulce druhé
potom pravdépodobnosti, skterymi tyto jednotlivé moznosti nastanou.
Pravdépodobnost jedné z moznosti hry, tedy celého fadku tabulky spoc¢itame jako
soucin jednotlivych pravdépodobnosti.

Ne vSechny tadky tabulky zacinaji od zacatku, do té doby se fidime fadky
predchozimi. Na ptislusném fadku se podivame, kterym sloupctim nalezi prazdna
policka a fidime se tou hodnotou, ktera je vzdy v daném sloupci uvedena jako

posledni pfed fadkem, na ktery se divame.

2.2 Situace 1

Jako prvni se podivame na tabulku pro hru, kterd zacina otocenim parové
dvojice. Jak vidime v 1. fadku Tabulky 4, nejdiive uvazujeme moznost, kdy hrac ¢.
1 bere vSechny 4 pary.

V Tabulce 5 na 1. tfadku nalezneme pravdépodobnosti otoceni téchto
parovych dvojic, za tabulkou poté na ptisluSném tadku pravdépodobnost celé této

situace. Pravdépodobnost je zabarvena zluté a znamena tedy vyhru pro hrace ¢. 1.
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Dalsi moznosti pribéhu hry potom vidime na dalSich fadcich a napt. pro

situaci na 2. fadku, ktera zacina v tabulce az 3. sloupcem se fidime hodnotami 1. a

2. sloupce z 1. fadku. Pravdépodobnosti pro parové dvojice D2D1 a C2C1 jsou zde

rovny 1, nebereme tu tedy v potaz poradi, v jakém byly za sebou oto¢eny. Nékde

ovSem pofadi v potaz vzit musime, proto tabulka nelze zjednodusit uplné.

ZjednoduSujeme jen ty fadky, ve kterych jsme pak schopni dopocitat ptislusné

pravdépodobnosti — jedna se vétSinou o pary otocené za sebou na konci hry, kdy

uz neni riziko, Ze bude otocena neparova dvojice.

AlA2 B1B2 c1c2 D1D2
Cim1 D2D1 c2C1
B1C1 B2B1 C2C1 D2D1
D1C2 C1C2 D2D1
C2C1 B2B1 D1D2
D1B2 D2D1 B1B2
D1B2 B1B2 c2C1 D2D1
D1C2 C1c2 B2B1 D2D1
D1D2 B2B1 C2C1

Tabulka 4: Moznosti oto¢eni dvojic pexesa pfi hie zacinajici otoCenim parové

dvojice
0,142857143 0,2 0,333333333 1 0,009524
0,666666667 1 1 0,019043
0,8 0,25 |0,666666667 1 0,019048
0,333333333 1 1 0,009524
0,25 |0,666666667 1 0,019048
0,333333333 1 1 0,009524
0,166666667 1 1 1 0,019048
0,166666667 1 1 1 0,019043
0,166666667 1 1 0,019048
¥ = 0,142857

Tabulka 5 : Pravdépodobnosti pii oto¢eni dvojic pexesa pii hie zadinajici

otoCenim parové dvojice
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Tato situace nastane s pravdépodobnosti asi 0,1428, pricemz hra¢ ¢. 1 ma
zde vyhodu, nebot’ pravdépodobnost jeho vyhry je rovna 0,0667, pravdépodobnost
druhého hrace jen 0,0571, remiza zde nastane s pravdépodobnosti 0,019.

Nyni se podivame na druhou situaci hry, nebot’ je zfejmé, ze jeji vysledky

budou mit zifejmé vétsi podil na celkovém verdiktu.

2.3 Situace 2

Druha situace je takova, ze hra¢, ktery zacina, neotoci parovou dvojici a ke
hie se tedy dostava druhy hra¢. Cely pribéh hry mame opét zaznamenan
v tabulkach. Stejn¢ jako u pfedchozi situace zde mame dvé tabulky, jedna je pro
moznosti hry a druhda pro jejich pravdépodobnosti, v poslednim sloupci
pravdépodobnostni tabulky poté opét celkové pravdépodobnosti jednotlivych
zpusobl, kterymi hra¢i mohou hru odehrat, které pocitame jako souliny
jednotlivych pravdépodobnosti na ptislusném radku.

Miizeme si povSimnout, Ze se hodnoty téchto celkovych pravdépodobnosti
znacné liSi. Zatimco nékteré situace nastanou sotva s pravdépodobnosti jednoho
procenta a pomérn¢ Casto také s pravdépodobnosti 2%, mizeme si v poslednim
fddku  pravdépodobnostni  tabulky vSimnout situace, kterd nastane
s pravdépodobnosti téméi 23%, tedy, nastane praimérné V jednom ze 4 piipadi.
Jedna se konkrétné o situaci, kdy hra¢ ¢. 2 poté, co hra¢ ¢. 1 nenalezl parovou
dvojici, oto¢i opét n¢kterou z neparovych dvojic. Hrac €. 1 poté uz bere vSechny
pary a stava se tak vitézem.

Za tabulkou pravdépodobnosti potom dole vidime celkovou
pravdépodobnost, ze nastane tato moznost hry, ktera je rovna zhruba 0,857.
Jednotlivé pravdépodobnosti vyhry hra¢i pii hie, ktera zacina otoenim neparoveé
dvojice, jsou rovny 0,533 pro 1. hrace a 0,229 pro 2. hrace, remiza nastane

s pravdépodobnosti 0,095. Tedy i v tomto piipadé¢ méa vyhodu 1. hrac.
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AlB1 A2A1 B2B1 C1c2 D1D2
CiDi C2c1 DzD1
C182 B1B2 s | D1D2
Dic2 D2D1 C1Cc2
C1c2 B2B1 D1D2
DiB2 B2B1 DzDl
ciDml B2B81 D2D1 s |
B2B1 AZA1 C1Cc2 D1D2
CiDl s | D2D1
ClAZ AlAZ C2c1 DiD2
D1C2 D2D1 C1c2
C1Cc2 D1D2 AlAZ
D1Aa2 D2D1 AlAZ
Cibl AZ2Al C2c1 DzD1
ClAz AlAZ B2B81 Dic2 D2D1 C1c2
C2C1 D1D2
. | B2B1 D1D2
D182 BiB2 DiD2
D182 B1B2 c2C1 DZD1
D1c2 C1Cc2 B2B1 D2D1
DiD2 B2B1 C2C1
CiBz Bi1B2 C2c1 AZAl DiD2
D1AZ AlAZ D1D2
AZAl C2C1 D1D2
D1c2 C1c2 D1D2
DiD2 AZAl C2C1
Dicz C1Cc2 AZAL1 DZD1
D14z C1Cc2 AlAZ D2D1
Cicz B2B1 DiD2 A2Al
Ol1Az AlAZ B2B1 DzD1
D182 B1B2 AlAZ D2D1
CiD AZ2Al B2B81 D2D1 s |

Tabulka 6: Moznosti otoceni dvojic pexesa pfi hie zacinajici otocenim

neparove dvojice
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0,85714 | 0,16667 | 0,2 | 0,33333 1 0,00952
0,66667 1 1 0,01505

0,2 1 0,66667 1 0,01905

0,33333 1 1 0,00952

0,2 | 0,66667 1 0,01905
0,33333 1 1 0,00952

0,4 1 1 1 0,05714

0,16667 | 0,2 |0,33333 1 0,00952
0,66667 1 1 0,01905

0,2 1 0,66667 1 0,01505

0,33333 1 1 0,00952

0,2 | 0,66667 1 0,01905
0,33333 1 1 0,00952

0,4 1 1 1 0,05714

0,13333 1 0,25 |0,33333 1 1 0,00952
0,66667 1 0,01905

0,25 | 0,66667 1 0,01905

0,33333 1 1 0,00952

0,16667 1 1 1 0,01905

D,16667 1 1 1 0,01905

D,16667 1 1 0,01905

0,13333 1 0,25 | 0,66667 1 0,01505
0,33333 1 1 0,00952

0,25 | 0,66667 1 0,01905

0,33333 1 1 0,00952

0,16667 1 1 0,01505

0,16667 1 1 1 0,01905

0,16667 1 1 1 0,01905

0,13333 | 0,66667 1 1 0,07619
0,16667 1 1 1 0,01505
0,16667 1 1 1 0,01905
0,26667 1 1 1 1 0,22857
T= 085714

Tabulka 4: Pravdépodobnosti otoceni dvojic pexesa pii hie zacinajici otocenim

neparove dvojice

Celkova pravdépodobnost vyhry zacinajiciho hrace v pexesu je rovna 0,6,
zatimco hrace druhého jen 0,286. Pravdépodobnost, Ze hra¢i budou mit stejné
skore je rovna 0,114. Podafilo se nam tedy zjistit, ze je vice nez 2krat
pravdépodobnéjsi, Ze vyhraje pexeso hrac, ktery zacinal, pokud budou hraci hrat

se 4 pary pexesa.
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2.4 Situace 3 — Hra s péti pary

Kwvtli rozsahu prace a také obtiznosti tohoto problému jsme se sice rozhodli
pro pexeso se 4 pary, nicméné se miizeme strucné podivat i na verzi s 5 pary, ktera
je sice zna¢né komplikovanéjsi, nicméné, 1ze se postupem ¢asu dostat do situaci

nam jiz znamych pfi hie se 4 pary.

1 % 3 a 5
1|A1A2

2|A1B1  |A2A1(B2B1)|B2B1{A2A1)

3 B2C1{A2C1) [B2B1(A2A1)

4 C1D1 E1D2

5 C2D2

6 c2c1

7 E1E2

8 c1c2

;] A2C1 A1A2
10 C1D1 c2c1 E1B2
11 D2D1 E1C2
12 E1E2
13 c1c2

PopiSeme si jednotlivé fadky tabulky (situace ve hie):
1.) Pokud 1. hra¢ odhali par ihned, dostaneme se do jiz popsané situace s osmi
kartickami pexesa. Tedy celd hra bude vypadat Gpln¢ totozné jako se tyimi pary,

pouze V piipadé€, kdy pro 4 pary nastala remiza, vyhraje hrac ¢. 1 v poméru 3:2.

Nyni se dostdvame k situacim, kdy na zacatku hry neni oto¢ena parova

dvojice a ke hie se ihned dostava hrac ¢. 2:

2.) Hrac¢ ¢. 2 najde parovou karticku k nékteré z dfive otocenych. Otoci tedy par
Al1A2 nebo B1B2. Dostavame se do situace 4 pary, 1 znama karticka, kterou ve
hie se 4 pary sice nezname, ale postupem Casu se dostaneme do nékteré jiz znamé
situace. Konkrétn¢ v této situaci se hraci podafi najit i dalsi par, zstanou nam 3
pary, 0 znamych, coz je pro nés jiZ znama situace ze hry se 4 pary.

29



3.) Hra zacina stejné jako piipad ¢. 2, nicméné hrac ¢. 2 najde pouze 1 par a pfi
druhém otaceni karticek oto¢i neparovou dvojici, pficemz od jedné kartiCky uz
byla otocena jeji parova. Hrac €. 1 ji tedy otoCi- dostdvame se do situace 3 pary,
1 znama karticka, kterou jiz v modelu 4pary zname - je to situace, kdy hra zacina

otoCenim neparové dvojice A1B1 a dale nasleduje otoceni A2A1, popt. B2B1.

4.) V tomto piipad¢ hrac ¢. 2 sice také oto¢i neparovou dvojici, nicméné k zadné
Z karticek nemuze hra¢ €. 1 s jistotou najit parovou. Hra¢ €. 1 oto¢i E1D2. Ted uz

zname od kazdé z paru alespon 1 karti¢ku, takZze hrac €. 2 bere vSech 5 part.

5.) Stejny zacatek hry, pribéh jako u fadku 4, ale jakmile se opét dostane ke hie
hra¢ €. 1, oto¢i neparovou dvojici, kde k obéma kartickdm jsme jiz parovou
predtim otocili. Hra¢ ¢. 2 tedy bere 2 pary C1C2 a D1D2 a dostavame se do jiz

zname situace 3 pary, 1 znama.

6.) Opét vyjdeme ztadku 4, nicméné hra€ ¢. 1 otoCi parovou dvojici C1C2,

dostavame se tedy do situace 2 pary, 1 znama, kterou zndme ze hry se 4 pary také.

7.) Pribéh hry vypada stejné jako u 6. fadku tabulky, nicméné hrac¢ ¢. 1 otoci
parovou dvojici, ze které predtim nebyla otocena ani jedna karticka. Dostavame se
tedy do situace 2 pary, 2 znamé, kdy na tahu je stale hrac €. 1 a je jasné, Ze uz bere

i pary C1C2 a D1D2.

8.) Situace podobna jako u 2, hra¢ ¢. 2 ovS§em oto¢i parovou dvojici, ze které jesté
ani jedna karticka ptedtim nebyla otocena, situace tedy bude 3 pary, 2 znamé,

kterou uz ale také zname ze hry se 4 pary.

9.) V tadku 9 tabulky vidime, ze kdyz se hrac¢ ¢. 1 dostane ke hie podruhé, vi, kde
najde parovou dvojici A1A2, otoCeny byly také karticky B1,C1, tedy situace bude
4 pary, 2 znamé, kterou zcela jist¢ zndme ze hry se 4 pary a ta nastane hned po

prvnim tahu 1. hrace, ktery neotoci parovou dvojici.
10-12.) Radky 10, 11, 12 nastifiuji situace, které za¢inaji otoGenim 2 neparovych
dvojic, pficemz kazda z nich je z jiného paru. Situaci 5 paru, 4 znamé ze hry se
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Ctyfmi pary zajisté znat nemizeme, po otoceni dvojice C2C1 na fadku 10 a 11 se
dostaneme do situace 4 pary, 3 znamé a po oto¢eni dvojice E1B2 uz hra¢ ¢. 2 bere

vse.

13.) Posledni situace je takova, ze hrac ¢. 1 oto¢i neparovou dvojici A1A2 a druhy
hra¢ sice parovou, ale neni to ani dvojice A1A2, kdy hra¢ ¢. 1 jiz otocil v 1. tahu
Al a ani dvojice B1B2, ale dvojice C1C2. Dostaneme se do situace 4 pary, 2
znamé, kterou zname ze samého zacatku hry se 4 pary, kdy hra¢ ¢. 1 oto¢i dvojici

Al1B1.

U téchto 13 zacatkii hry si mliZzeme spocitat, stejné jako u hry se 4 pary,
pravdépodobnosti jednotlivych situaci a pokud bychom chtéli ziskat
pravdépodobnosti pro hru s péti pary, je tieba tyto pravdépodobnosti prondsobit

pravdépodobnostmi ze hry se 4 pary, které na né¢ navazuji.
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3 Synchronizace robotii

V této kapitole se budeme zabyvat synchronizaci robotii. UkdZeme si, jakym
zpusobem se roboti budou synchronizovat, do jakych stavii se mohou ¢asy roboti
dostat, a pokusime se dojit k zavéru, jak dlouho jim synchronizace bude primérné

trvat. Vyuzijeme zde opét matic pravdépodobnosti piechodu.
3.1 Zadani problému

Madéme 5 robotl s Casy 1, 2, ..., 5, tedy kazdy robot m4 na zacatku jiny cas.
Roboti se postupné po dvou synchronizuji. Nasim ukolem bude zjistit, za jak
dlouho dojde k synchronizaci robotil, to znamena, kdy budou mit vSichni roboti

stejny cas.
3.2 Znaceni

Stav systému bude zde ptedstavovat usporadana pétice, kdy se na i-t¢ pozici
bude nachazet x robotl s ¢asem I. Vychazet tedy budeme ze stavu 11111, coz
symbolizuje stav po¢atecni, kdy ma kazdy robot jiny ¢as a budeme se snazit dostat
do stavu 00005, popt. do stavu 50000, 05000, 00500, 00050, ale tyto stavy
povazujeme za ekvivalentni. V kazdé skupiné ekvivalentnich stavli budeme mit
jednoho zastupce a bude to ten stav, ktery bychom dostali Giplné jako prvni pti
lexikografickém usporadani (uspofadani ,,podle abecedy*). Navic, pokud jsou
pted, piip. za Cislem né&jaké nuly, nepiSeme je. Tedy, misto stavu 00005 budeme

psat 5, misto 02030 pouze 203 apod.
3.3 Zpusob prumérovani ¢asu roboti

Synchronizace robott probiha nasledujicim zptisobem - vybereme nahodné
dva roboty a spocitame jejich ¢asovy prumér, jednotlivé ¢asy poté zaokrouhlime
Vv piipadé€ potieby smérem nahoru. Primérovani €asl robotl si vysvétlime pomoci
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kruznice a ukaZzeme na nasledujicich prikladech a obrazcich.
Casy pramérujeme vzdy po kratsim oblouku kruznice. Jak vidime na ob-
razku 7, ma dojit k synchronizaci roboti s ¢asy 5 a 2. Krat$i oblouk kruznice

prochazi bodem 1, nikoli body 3 a 4, proto se ¢asy téchto robotl priméruji na 1.

1

FZARN

Ji=

Obrazek 7: Zplsob primérovani ¢asi robotl po krat§im oblouku kruznice

Ukazeme si tento zptisob pfimo na ptikladu. Vezmeme si napft. stav 1211
a podtrzené roboty na Obrazku 8 budu chtit synchronizovat. Roboty si mizeme
umistit na jakousi pomyslnou kruznici a synchronizovat tedy budeme po kratSim
oblouku této kruznice. Mezi roboty s ¢asem 2 a 5 je na kruznici robot s ¢asem 1.
Robot s takovym Casem se v nasem stavu 1211 nenachazi, nebot’ stav 1211 si
mizeme napsat také jako 01211. Pokud se ¢asy obou robotd synchronizuji na ¢as

1, pfechazime do stavu 20210 (2021).

N
01211 — 20210 —» 2021
o S

Obrazek 8: Zplisob primérovani ¢asi robotd po krat§im oblouku kruznice

Druhy ptipad primérovani je pro ¢asy robotl m a m+1, tedy plati pro
synchronizaci robotl se sousednimi ¢asy. Takové primérovani probihd po sméru
hodinovych ruc¢i¢ek. Robot s niz§im ¢asem bude mit po synchronizaci stejny ¢as

jako robot s vyssim ¢asem, kterému jeho ¢as zlistane. V piipad¢ roboti s Casy 5 a 1
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to plati naopak, nebot’ robot s Casem 5 ma sice vyssi Cas, ale synchronizovat se

bude po sméru hodinovych rucicek, tedy na 1.

Obrazek 9 : Synchronizace robotl se sousednimi ¢asy

Na konkrétnim ptipadu by situace vypadala napft. takto: Vezmeme si napf.
stav 1211 a samotnou synchronizaci robota s ¢asem 2 a robota s ¢asem 3 vidime

na Obrazku 10. 7
01211 — 00311 —311

Obrazek 10: Zpisob prumérovani ¢ast robotll se sousednimi ¢asy

Nyni si ukaZzeme na jednom ze stavii, do jakych stavli se mizeme po
synchronizaci 2 libovolnych robotli dostat a také, sjakou pravdépodobnosti.
Vybereme si napi. stav 2111, coz bude nas stav vychozi. Z tohoto stavu, jak
uvidime na nasledujicim obrazku, vede 7 Sipek, tedy 7 zptsobi, jak se mohou
roboti synchronizovat. MlZeme si v§imnout, Ze nékteré stavy, do kterych se ze
stavu 2111 roboti dostanou, se opakuji vicekrat. Celkove se tedy mohou dostat do
péti riznych stavil, pfi¢emz do nich pocitdme 1 samotny Stav 2111. Celkovy pocet
moznosti, jak se roboti mohou synchronizovat je roven (g’) = 10, nebot’ vzdy
vybirdme z péti robotl 2, ktefi se synchronizuji, pfi¢emz ndm nezalezi na tom,
kterého zrobotii vybereme zde jako prvniho. Vyuzili jsme tedy vzorec pro

kombinace bez opakovani, pomoci n€hoz budeme schopni spocitat také
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pravdépodobnosti pfechodu do jednotlivych stavii. Vybereme si nyni napt. stav
1211, ktery vznikl ze stavu 2111 synchronizaci robotll s ¢asem 2 a 3. VSimnéme
si, Zze roboty s ¢asem 2 mame ve stavu 2111 dva, proto jsou 2 moZznosti, jak tuto
synchronizaci provést- S prvnim, resp. druhym robotem s ¢asem 2 a robotem

s casem 3. Jak uz jsme si uvedli vyse, je celkem 10 moznosti, jak utvofit dvojice

" . . . . 2
Z péti robott, tudiz pravdépodobnost takovéto situace bude rovna o

02111
- 2
» 01211 1211 -+ P10
- 2
> 01301 1013 - P=1g
_ 2
» 21110 2111 - P=15
1
» 02021 2021 P=15
i 1
» 02030 203 T
> 02102 [——|2021 pzﬁ
» 02111 21y o ot
10

Obrazek 11: Jedna ze synchronizaci robotl vychazejicich ze stavu 2111

3.4 Prubéh synchronizace

Na Obrazku 12 uz vidime cely proces synchronizace robotli od po¢atecniho
stavu 11111 az po kone¢ny 5. Synchronizace nevypada jednoduSe ani pro pét
robotll. Stavy jsou rizné vzajemné propojeny a V obrazku je mj. 1 nékolik cykld,
tzn., po nékolika stavech se mizeme vratit do stavu, v kterém uz jsme byli.

V obrazku pro lepsi prehlednost nejsou zakresleny smycky, které by piedstavovaly
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Vv podstaté piechod z jednoho stavu do stavu toho samého a nasli bychom je kromé
stavu 11111 u vSech stavi, kde jsou vZdy minimalné 2 roboti se stejnym casem.
Pravé smycky a cykly v grafu zpusobuji to, ze k synchronizaci nemusi dojit

prakticky nikdy, nebot’ se stale miizeme ,,motat v jednom kruhu®.

.
2111

Obrazek 12: Proces synchronizace robotd od stavu 11111 po stav 5

Na dalsi strané, v Tabulce 9, vidime matici pravdépodobnosti pfechodu pro
synchronizaci robotl po 1 kroku. Bylo tfeba si spocitat veskeré pravdépodobnosti
stavil, do kterych se po jednom kroku z libovolného stavu miZeme dostat.

Pro dals$i matice pravdépodobnosti prechodu opét vyuzijeme Chapman-
Kolmogorovych rovnosti, kterych jsme vyuzili i u hodu kostkou. Budeme
V podstaté umocinovat matici a ziskavat tak matice pravdépodobnosti piechodu po
vice krocich. Napt.,, ze stavu 11111 se do stavu 2111 dostaneme
s pravdépodobnosti 0,5 a do stavu 203 ze stavu 2111 s pravdépodobnosti 0,1,
celkové se tedy po 2 krocich ze stavu 11111 do stavu 203 dostaneme

s pravdépodobnosti 0,5 - 0,1 = 0,05.
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Z obrazku 12 vidime, Ze nejdiive se roboti synchronizuji po péti krocich a
to je situace 11111 - 2111 - 203 - 122 ->131->5 , pfes matici
pravdépodobnosti piechodu (5. mocninu matice z Tabulky 9) potom zjistime, Ze
pravdépodobnost takové situace je rovna asi 0,0048. Tato pravdépodobnost se tyka
této konkrétni cesty, nebot’ neni jina, kterou bychom se dostali po 5 krocich
Z pocatecniho stavu do stavu konecného.

Takova pravdépodobnost je celkem malé a budou nas, stejné jako u kostky,
zajimat 1 dal$i pravdépodobnosti, ptip. kdy dojde k ptekroceni pravdépodobnosti
0,9.

3.5 Tabulky a grafy

V Tabulce 10 a kni pfislusicimu grafu, Obrazku 13, uz vidime, Ze po

nejvyse 19 krocich uz bude pravdépodobnost pies 0,9 a to konkrétné asi 0,9083.

1 11| 0,323250688 21| 0,95220308 31| 0,99901928
2 12 0,44066732 22 0,96601447 32| 0,99936149
3 13| 0,54352025 23| 0,97629998 33| 0,99958635
4 14| 0,63563187 24| 0,98359051 34| 0,99973323
3 0,0048 15| 0,71462563 25| 0,9887538 35| 0,999852366
B
7
8
9

=R i=Ni=Ni=

0,01272 16| 0,73022873 26| 0,99236478 36| 0,99989037
0,031264 17| 0,83338074 27| 0,99486104 37| 0,99992009
0,0710576 18| 0,8754359 28| 0,99650849 38| 0,99995556
0,12760288 19| 0,90828567 29| 0,99772516 39| 0,99997183
10| 0,22785306 20| 0,93335588 30| 0,99850186 40| 0,99998219

Tabulka 10: Pravdépodobnosti, ze k synchronizaci dojde nejvyse po n krocich
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Obrazek 13: Graf k Tabulce 10, vykreslujici pravdépodobnosti ptechodu po
nejvyse n krocich

V nasledujicim grafu a tabulce vidime jednotlivé scitance ze stfedni
hodnoty jako u hodu kostkou. I graf vypada velmi podobné, svého maxima
dosahuje také ve 13, nicméné 1i$i se samoziejmé jednotlivé hodnoty. Vidime, ze

A4

zhruba od ¢isla 30 uz s¢itance nemaji témét zadny piinos pro stiedni hodnotu.

1l 11 1,151125994 21| 0,395791248 31| 0,016039906
2 12| 1,297925274 22 0,30671572 32| 0,010950747
3 13| 1,337088103 23| 0,233571418 33| 0,007420385
4 14| 1,289562631 24| 0,174972674 34| 0,004993953
5 0,024 15( 1,184906433 25| 0,129082169 35| 0,003340133
B
7
8
9

=Ni=Ni=Ni=]

004752 16| 1,049649538 26| 0,0938585443 36| 0,002221383
0,129808 17| 0,903244181 27 0,0673991 37| 0,001469733
0,3183488 18| 0,758432838 28( 0,047808709 38| 0,000967835

0,59890752 19| 0,623005701 29| 0,033543393 39| 0,000634578
10) 0,90256184 20| 0,501404158 30| 0,023301042 40| 0,000414424

Tabulka 11: Jednotlivé s¢itance ze stfedni hodnoty, jenz nam vyjadiuji pfinos pro
stfedni hodnotu
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Obrazek 14: Graf k Tabulce 11 pro jednotlivé s¢itance stfedni hodnoty

Posledni tabulka a graf jsou uz pro stfedni hodnotu a jednotlivé hodnoty
Vv tabulce dostaneme jako kumulované soucty z piedchozi tabulky vzdy po tu

hodnotu, kterou pocitame.

1 11| 3,172272154 21| 12,51328226 31| 13,63960183
2 12| 4, 470197428 22| 12 81999798 32| 13,65055258
3 13| 5,807285531 23| 13,05356594 33| 13,65797296
4 14| 7,096848162 24| 13,22854207 34| 13,66296692
5 0,024 15| 5,281754595 25| 13,35762424 35| 13,66630705
6
7
8
9

=Ri=Ai=Ri=

0,07152 16| 9,3321404133 26| 1345150968 36| 13,66852843
0,201323 17| 10,23464531 27| 13,51890878 37| 13,66999817
0,5196768 18| 10,99308115 28| 13,56671749 38| 13670966

1,11858432 19| 11,61608685 29| 13,60026089 39| 13,67160058
10| 2,02114616 200 12,11749101 30| 12,62356193 40 13,672015

Tabulka 12: Casteéné soudty pii vypoétu stiedni hodnoty
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V tabulce 1 grafu vidime, ze stiedni hodnota bude zhruba 13,7, funkce

y = 13,7 bude tedy jednou z horizontalnich asymptot.

12 -~
/-
10 f
;?E'
y
8

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 3% 37 39

Obrazek 15: Graf castecnych soucti pii vypoctu stiedni hodnoty

Dospéli jsme tedy kzavéru, ze roboti budou mit stejny cas
s pravdépodobnosti vyssi nez 0,9 uz po devatenacti krocich, ptfitom stfedni
hodnota poctu krok potiebnych k synchronizaci je asi 13,7. Da se tedy o¢ekavat,

ze probéhne mén¢ nez 20 krokd synchronizace.

41



Z.aver

V moji praci jsem se snazila popsat a navrhnout feseni tii problémt, které
se zprvu jevily jako celkem jednoduché, nicméné Casem se ukazalo, Ze to neni
uplné tak pravda.

Pies nezdarné zacatky spojené s ne zrovna vhodnym znaCenim Se mi
nakonec podafilo najit cestu, jak pripady zjednodusit a zodpoveédét si na vsechny
otazky, které mé zajimaly.

Hlavnim problémem, kterym jsem se v mé praci zabyvala, byla
synchronizace robotli. Nicméné¢, tento problém byl hodné narocny a proto mu
pfedchazi jesté dalsi dva, které jsou jakousi ,,pfipravou na néj, nebot’ se fesi
podobnym zpiisobem.

Nejdfive jsem se zaobirala problémem, tykajicim se hodu kostkou, kdy m¢é
zajimalo, kolik hodd budu nejspiSe potiebovat, nez v sérii hodu kostkou
zaznamenam vSech Sest Cisel. Stanovila jsem si pravdépodobnost rovnu 0,9 a
zkoumala, kolik minimaln¢ hodti bude potieba, aby bylo této pravdépodobnosti
dosazeno nebo aby byla prekrocena. Zjistila jsem, ze pravdépodobnost vétsi nez
0,9 bude aZ pro 23 a vice hodli, coz m¢ celkem ptekvapilo, jelikoz bych sama
nejspiSe tipovala méné.

Druhou problematikou, ktera m¢ zajimala, bylo pexeso. Obvykle se pexeso
hraje s 32 pary, coz bylo ale pro m¢ a moje zkoumani problémt a relaci mezi nimi
prakticky nemoZzné a proto jsem nakonec zvolila pary jen Ctyfi. I tak to nebylo
snadné, protoze jsem v mych tabulkdch rozepisovala vSechny moznosti, které
mohou nastat. Nakonec jsem jesté nastinila situaci pro 5 part, kdy napf., pokud se
podafi otocit ihned parovou dvojici, se dostavdme do situace se 4 pary.
robotli. Zacatky byly velmi komplikované a bylo potfeba vymyslet vhodné znaceni
a popis jednotlivych synchronizaci. Také bylo tfeba situaci zjednodusit jen na 5
robotli a i tak, jak 1ze potom vidét z obrazku, neni situace viibec jednoducha. Mame
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dohromady 26 stavu, ve kterych se roboti mohou nachazet, véetné stavu vychoziho
11111 a z jednoho stavu se Ize vétsinou do vice stavu, proto ani obrazek, tykajici
se procesu synchronizace, neni zcela pichledny.

Mezi jednotlivymi piipady jsem se také snaZila najit urcité vztahy. V praci
jsem vyuzila nejen vzorcu z kombinatoriky a pravdépodobnosti, ale také
Markovovych fetézcl a matic pravdépodobnosti piechodu.

Prace prohloubila mé znalosti a to zejména pravé Vv oblasti Markovovych
fetézcl, se kterymi jsem sice V rdmci predmétu Pravdépodobnost a matematicka
statistika 4 byla seznamena jiz dfive, nicméné jsem rada, ze jsem si mohla

vyzkouset s nimi pracovat.
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