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Uvod

Témou mojej bakalarskej prace je Urcity integrdl funkcie jednej premennej
a jeho aplikdcia. Budem sa teda snazit vysvetlif ¢o je urcity integral funkcie
jednej premennej a hladat jeho mozné aplikicie. Predpokladom k pochopeniu st

znalosti diferencialneho a integralneho poctu funkcie jednej premenne;j.

Prica je rozdelend na 5 kapitol. V prvej kapitole sa budeme venovat pojmu
urcity Riemmanov integral. Na jednoduchom priklade si ukdzeme jeho matema-
tické odvodenie a nasledne si pojem urcity Riemmanov integral spravne matema-
ticky nadefinujeme. V tejto kapitole si uvedieme aj konkrétne priklady aplikécie

urcitého integralu na vypocet obsahu rozne zadanej rovinnej plochy.

V druhej kapitole sa budeme venovat odvodeniu vseobecného vzorca pre
vypocet objemu telesa vzniknutého rotaciou rovinnej plochy okolo osi x a naslednej
aj okolo osi y. V zavere druhej kapitoly si uvedieme aj postup vypocétu objemu
rotac¢neho telesa, ked os rotdcie posunieme. Ku niektorym zmienenym aplikdcidm

urcitého integralu si uvedieme aj konkrétny priklad a jeho riesenie s obrazkom.

V tretej kapitole sa budeme venovat odvodeniu vzorca pre vypocet dIZky
krivky v rovine, ktord bude zadand ako cast grafu funkcie. Tento vzorec si od-
vodime na jednoduchom priklade a nasledne si ukazeme, ako vyuzit uréity integral

na vypocet diiky krivky v rovine.

V stvrtej kapitole skombinujeme znalosti z predchadzajicich dvoch kapitol
a ukdZeme si postupné odvodenie vzorca pre vypocet plosného obsahu plésta

rotacného telesa. Nasledne si uvedieme konkrétny priklad.



Na zaver prace, v piatej kapitole, si motivacne uvedieme zopar moznych

aplikacii urcitého Riemmanovho integralu v praxi.

Niektoré obrazky pouzité v préaci si ziskané pomocou volne dostupného in-
ternetového softwéru na stranke www.wolframalpha.com, ostatné su vygenero-
vané a upravené pomocou matematického softwéru Matlab. V poznamkach si za
niektorymi prikladmi uvedieme aj ako zadat prikaz do softvéru wolframalpha a

zaujemci o problematiku si mozu sami vykreslit a dopoéitat vlastné priklady.



Kapitola 1

Riemmanov urcity integral a
vypocet obsahu rovinnej plochy

Ako vypoéitat plosny obsah jednoduchych geometrickych titvarov ako napri-
klad stvorca, obdlznika ¢ lichobeznika, vieme uz zo strednej skoly. Co by sa
vSak stalo, keby sme chceli vypocitat obsah zloZitejsej plochy vymedzenej grafom
funkcie obmedzenej na uréitom intervale? Na tiito otdzku ndm d4 odpoved urcity
Riemmanov integral.

Konstrukciu Riemmanovho integralu si najskor ukdzeme na nasledujicom
jednoduchom priklade. Predpokladajme, ze méame realnu nezdporni obmedzeni
funkciu f(x) definovani na uzatvorenom intervale (a;b). Budeme teda hladat
obsah plochy ohrani¢enej zhora grafom funkcie na intervale (a; b), zdola osou x a
kolmicami ku osi x v hrani¢nych bodoch intervalu (a;b), teda priamkami = = a a
x = b. Prikladom takejto funkcie moze byt funkcia f(z) = 2? na intervale (0;4).

Pod'me sa teda pozrief, ako moézeme obsah takejto plochy vypoécitat.

Priklad 1 Vypocitajme si obsah plochy ohrani¢enej zhora grafom funkcie f(x) =

22 na intervale (0;4), zdola osou x a priamkami r =0 a x = 4.

Myslienka 1 Vypocitat obsah plochy ohranic¢enej grafom funkcie este nevieme.
Moézeme si vSak plochu rozlozit na ¢asti, ktorych obsahy uz vieme vypoécitat, a
nésledne ich obsahy séitat. Plochu sa pokisime ¢o najlepsie pokryt neprekryvaji-
cimi sa obdlznikmi. Stcet obsahov vsetkych takychto obdlznikov potom bude

priblizne rovny obsahu skiimanej plochy.
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Zadanui plochu moézeme pokryt napriklad nasledujicim spéosobom: najskor
si rozdelime interval napriklad na 4 rovnako siroké subintervaly: (0;1); (1;2);
(2;3) a (3;4). Sirku kazdého i-tého subintervalu (z;_;2;) oznacime vieobecne
ako Ax; = x; — x;_1;1 = 1,2,3,4, v tomto pripade bude rovna jednej jednotke.
Kazdé x;,7 = 0,1, 2, 3,4 predstavuje vzdy hrani¢ny bod subintervalu, tj. z¢o = 0,
1 = 1,...,24 = 4. Z kazdého subintervalu vyberieme lubovolny bod & €
(i 1;7;) a nadjdeme k nemu funként hodnotu f(&;), ktord bude predstavovat
vzdy vysku obdlznika konstruovaného nad danym subintervalom (x; 1;x;). Gra-
fické znézornenie takto skonstruovanych obdlznikov mame vykreslené na nasle-

dujicom obrazku 1.1.
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Obrézek 1.1: Pozadovana plocha pod grafom funkcie f(z) = x? vykreslenym
modrou farbou pokryté obdlZznikmi podla postupu z prikladu 1.

Na obrazku 1.1 skuto¢ne vidime, Ze z kazdého subintervalu (z;_1;x;) sme
vybrali bod §; € (z;_1; x;) a skonstruovali sme obdlznik s vyskou rovnou hodnote
f(&) asirkou rovnou vzdy hodnote Ax;. Ako uz bolo spomenuté, body &; mozeme
volit Tubovolne, §tvorica ¢éfsel &, &, &3, &4 na obrazku 1.1 bola vybrand ndhodne.

Pod'me sa pozriet na pripad, kedy za kazdé &;,i = 1, ..., 4 dosadime napriklad
spodné medze subintervalov a dopoé¢itame im prislusné funkéné hodnoty f(&;).
Stcet obsahov takto skonstruovanych obdiznikov si oznacime o1(Dy4). Hodnotu

o1(Dy4) vypocitame nasledovne:

o1(Dg) = (1- f(0)) + (1-f(1)) +(1-f2)+(A-f3) =0+1+4+9=14

10



Poznamka 1 Nezabudajme na to, ze vysledok sme dostali v plosnych jednotkach
(jednotky Stvorcové). To plati aj v nasledujucich prikladoch vypoctu plochy. V
praxi sa uvadzaji jednotky k vysledku az ked zo zadania vieme, o aké jednotky

sa jedna.

Co by sa vsak stalo keby sme za &; zvolili iné body zo subintervalov? Skdsme si
rovnakym postupom vypoéitat sticet obsahov obdiZnikov, no tento krat za kazdé
&; dosadime vzdy horné medze subintervalov a dopocitame im prislusné funkéné
hodnoty f(&;). Takyto sicet si ozna¢me oy(Dy):
02(Da) = (1- f(1)) + (1- f(2) + (L- fB3) + (L- f(4) =1+4+9+16 =30

Dvomi roznymi volbami bodov &, = 1,...,4 sme dostali dva velmi rozdielne
vysledky obsahov. Musime si vSak uvedomit, ze oba stucty oy(Dy) aj oo(Dy) st
aproximdciou obsahu plochy, ktorej skutoény obsah nés zaujima. Snazime sa ¢o
najviac priblizif tejto skutocénej hodnote obsahu plochy zadanej v priklade 1.
Pozrime sa preto, ¢o by sa stalo keby sme pociatoény interval (0;4) rozdelili ten-
tokrat napriklad na 8 rovnako sirokych subintervalov (sirka kazdého subintervalu
bude Ax; = %) a tym zjemnili delenie povodného intervalu. Nésledne si rovnakym
sposobom, ako pri predchadzajicom deleni, spocitame stucty oq(Dg) a oo(Dsg). Pre
sticet o;(Dg) budeme pre ndzornost opit volif za body & spodné hranice subin-
tervalov a v pre sucet o2(Dg) budeme za &; volit deliace body predstavujice horné

hranice subintervalov. Takéto stcty si opat vycislime a dostaneme hodnoty:

o1(Ds)
o9(Ds)

(040,254+1+2,25+446,25+9+12,25) = 17,5
(0,25 +1+2,25+4+6,25+9+ 12,25 + 16) = 25,5

N= D=

Rozdiel hodnot siactov o1(Ds) a oa(Dg) pri jemnejsom deleni na 8 subinterva-
lov je mensi ako rozdiel hodnét suctov o1(Dy) a o2(Dy) pri deleni na 4 subinter-
valy. MoZeme tak predpokladat, ze ak by sa sirka nami zvolengjch rovnako Sirokijch
deliacich intervalov o Sirke Ax; zmensovala, sucet obsahov takto skonstruovanych
obdiznikov sa bude blizit pozadovanému skutoénému obsahu nami skiimanej plo-

chy, ktori sme neprekryvajicimi sa obdlZnikmi pokryli. Na nasledujicich dvoch

11



obrazkoch 1.2 a 1.3 st znazornené odeZniky, ktorych postup konstrukcie sme si

uz popisali v myslienke z prikladu 1.
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Obrézek 1.2: Stcty o1(Dy) a oo(Dy4) obsahov obdiznikov pokryvajicich plochu
pod grafom funkcie f(z) = ? pri delenf na 4 subintervaly.
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Obrézek 1.3: Stcty o1(Ds) a o2(Ds) obsahov obdlznikov pokryvajicich plochu
pod grafom funkcie f(z) = 2 pri delenf na 8 subintervalov.

Na obrazkoch 1.2 a 1.3 vidime sucty oy(D,) a sucty o2(D,), n € {4,8}
obdl#nikov s vyskou rovnou funkénej hodnote f(§;), pricom za &; volime v pripade
suctu o1(D,,) vzdy dolné medze subintervalov (vysrafovany ciernou farbou) v
pripade suctu o2(D,,) vzdy horné medze subintervalov (vysrafovany ¢ervenou far-
bou). Graf zadanej funkcie f(z) = z? z hora vymedzujtici nami skiimantd plochu
je na obidvoch obrazkoch znizorneny modrou farbou. Na prvy pohlad vidime, Ze
pri jemnejSom deleni, tj. na 8 subintervalov, obdiZniky naozaj lepsie pokryvaju

pozadovany obsah plochy.
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Pod'me si pomocou tejto ivahy odvodit uréity Riemmanov intgral. Najskor
si uvedieme niekolko najdolezitejsich definicii a viet k zavedeniu urcitého Riem-
manovho intergalu a nésledne si pomocou nich dopocitame rozpracovany priklad

1.

Definicia 1 [1] [5] Delenim uzatvoreného intervalu (a;b) nazyvame akikolvek
koneéni mnozinu bodov D,, = {zg, x1, ..., x,} leziacich v intervale (a;b) taku, ze
a=x9 < < .. <<Typ_1<ux,=>0 Body xg,21,...,x, sa nazyvaju deliace body
intervalu (a;b); interval (z;_1;x;) sa nazyva i-ty deliaci interval a ¢islo Ax; =

r; — Ti_1,t = 1,...,n sa nazyva Sirka i-teho deliaceho intervalu. Plati
n
E Az; = b—a.
i=1

Najvicsie z ¢isel Axq, Axs, ..., Ax, nazveme normou delenia D,, a oznacime y(D,,).

Definicia 2 [1][6] Nech f je redlna funkcia obmedzena na intervale (a;b) a nech

M = (&,6,...,&,) je takd n-tica redlnych ¢islel, ze

51 € <£E0,IL'1>,€2 € <ZL‘1,.T2>, 7€n € <$n—1>$n>~

Potom cislo
0 (D, f,€M) = F(E) Ay + [(&2)Axs + -+ + f(£) Az, = Z f(&) A,

nazyvame Riemmanovym integralnym sictom funkcie f prislusnym deleniu D,,

intervalu (a;b) a danej volbe n-tice cisel €™ = (&1,&,,...,&,).

Poznamka 2 [I] Ak pre kazné prirodzené ¢islo n je dané jedno delenie D,, in-
tervalu (a;b), hovorime o postupnosti {D,,}°2, deleni intervalu {a;b). Takuto
postupnost {D, }°2, deleni intervalu (a;b) nazyvame normdlna alebo o nej ho-
vorime, Ze sa zjemnuje, ak

lim v(D,) = 0. (1.1)

n—oo
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Prikladom normélnej postupnosti delenia intervalu (a;b) je postupnost, v kto-
rej za n-té delenie D,, vezmeme delenie intervalu (a;b) na n rovnako sirokych

deliacich intervalov. Potom

_b—a

Y(Dn) n

a teda zrejme plati vztah 1.1.

Definicia 3 [1][5][6] Nech {D,,}5%, je normdlna postupnost deleni intervalu {a;b)
a nech o(D,, f,£™) je Riemmanov integrdlny sicet funkcie f prislusny deleniu
D,, intervalu {(a;b) pri danej volbe n-tice ¢isel (™ = (&,&, ..., &,). Hovorime,
ze redlne cislo A je wrcitym Riemmanovym integrdalom funkcie f na intervale
{a;b), ak pre kazdi normalnu postupnost deleni {D,,} a kazdi postupnost {£(}
existuje vlastna limita

lim o(D,, f,é™)=A

/a ’ f(z)da.

Ak existuje Riemmanov integrél funkcie f na intervale (a;b) tak hovorime, ze

a znacime ju

funkcia f je Riemmanouvsky integrovatelnd na (a;b). Tento fakt znacime skrétene

f € R({a;0)).

Definicia 4 [7] Cislo a v uréitom integréle nazyvame dolnd medza, ¢islo b hornd

medza a {(a;b) integracny obor.

Poznamka 3 Oznacenie integralu znakom [ ndpadne pripomina pismeno S,
teda pociatocné pismeno slova sucet (angl. sum). Z definicie 3 je jasné, ze urcity
Riemmanov integral je skutoc¢ne suc¢tom obsahov nekonecne uzkych obdlznikov

skonstruovanych podla postupu opisaného vyssie.
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1.1. Vypocet obsahu rovinnej plochy

Uz sme si ukazali hlavni myslienku vzniku urc¢itého integralu. Teraz sa po-
zrieme na to, ako mozeme tito znalost aplikovat pri vypoéte obsahu plochy.
Predpokladdme povedomie ¢itatela o zéakladnych pravidlach vypoétu urcitého aj
neurcitého integralu. Najdoleztejsie definicie a vzorce, ktoré nds budu sprevadzat

celou pracou, si vypiseme.

Veta 1 [5] (Newton-Leibnizov vzorec) Nech f € R((a;b)) a nech existuje pri-

mitivna funkcia F' k funkcii f na (a;b). Potom plati:

/ f(x)dx = F(b) — F(a). (1.2)

Poznamka 4 [5] Rozdiel F'(b) — F'(a) zapisujeme v tvare

[F ()]G (1.3)

a

Veta 2 [0] Ak je f Riemmanovsky integrovatelnd na (a;b), potom aj funkcia |f]|

je Riemmanovsky integrovatelna na (a;b) a plati
b b
[ swisl < [ 15

Definicia 5 [I] Integral fab f(x)dz pre a > b je definovany vztahom

/abf(a:)dx =— /baf(x)dx (1.4)

a integral [* f(z)dx je definovany vzfahom

/a f(z)dx = 0. (1.5)

15



Veta 3 [1] (Substituénd metéda) Nech mé funkcia ¢ = p(z) spojiti derivaciu na

(a;b) anech f je spojitd na obore hodnot H,, funkcie . Potom

w(b)
/ Fo(@)) - ¢ (z)dx = / f(t)dt. (1.6)

Poznamka 5 Pravidla pre pocitanie urcitého integralu (stucet, rozdiel, sic¢in, po-
diel a vSetky integracné vzorce) st rovnaké ako pravidld pre pocitanie neurcitého

integralu.

Riesenie 1 Podme si dopoécitat priklad 1: naSou tlohou bolo vypoéitat obsah
plochy ohrani¢enej osou x, grafom funkcie f(z) = 2 a priamkami z = 0 a x = 4.
Na vypocet takéhoto obsahu vyuzijeme znalost ur¢itého Riemmanovho integralu

a vetu 1:
4

374 3 3
£0*] 64
/xm 3], 13 3]7 3
0

Dostali sme vysledok %, ktory zodpoveda hodnote obsahu plochy opisanej zada-

nou funkciou f(z) = x?, osou x a priamkami r =0 a = = 4.

Uz sme si ukézali, ako vypocitat obsah plochy zhora ohranicenej grafom
nezapornej funkcie na intervale (a;b), zdola osou x a priamkami z = aax = b
pomocou uréitého Riemmanovho integrdlu. V praxi sa vSak moézeme stretnuf
napriklad aj s pripadom, v ktorom sa bude pozadovand plocha nachddzat medzi
dvomi grafmi dvoch réznych nezapornych funkcii na intervale (a;b) a nasou
tlohou teda bude vypocitat obsah nimi vymedzenej plochy. Podme si vzorec

pre vypocet obsahu takejto plochy znovu odvodit na priklade.

Priklad 2 Vypocitajte obsah plochy vymedzenej funkciami f(z) = 24+(—4 + )
a h(x) =10 — (—4 4 z)* a priamkami =2 a z = 7.

16



Myslienka 2 Na priklade 1 sme si ukazali vyuzitie Riemmanovho integralu na
vypocet obsahu plochy medzi grafom nezdpornej funkcie a osou x. Graf funkcie
nam vtedy ohranicoval plochu zhora, teda sme pocitali obsah plochy pod grafom
nezapornej funkcie, pricom plocha bola ohrani¢end zdola osou x. Tentokrat sa
nam situdcia skomplikovala a plochu, ktorej obsah chceme vypocitat, méame zdola
ohranicent grafom dalsej funkcie, namiesto osi x. Podme sa najskor pozriet na

grafické znazornenie takejto plochy na obrazok 1.4.

12
i {

10 }

Obrazek 1.4: Grafické zobrazenie plochy zo zadania prikladu 2, ktorej obsah
chceme vypocitat.

Na obrazku 1.4 vidime vyobrazeny graf funkcie f(z) = 2 + ( —4)° mod-
rou farbou a graf funkcie h(z) = 10 — (x —4)* vyobrazeny fialovou farbou.
Vysrafované plochy pod grafmi tychto funkcii na zadanom intervale (2; 7) farebne
koresponduju s prislusnymi grafmi funkcii, ktoré ich zhora ohranic¢uji. Zelelou
farbou je zvyraznend nami pozadovand plocha, ktorej obsah chceme zistit. Ten
vypocitame ako rozdiel plochy pod grafom funkcie, ktora nam plochu ohranicuje

zhora a plochy pod grafom funkcie, ktora nam plochu ohranicuje zdola.
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Interval, na ktorom plochu pocitame, si ale najskor rozdelime na dve casti.
Deliacim bodom bude bod x = 6, pretoze sa v nom grafy funkcii pretli a teda
na intervale (2;6) je graf fialovej funkcie h(x) vyssie a graf modrej funkcie f(x)
nizsie v zmysle funkénych hodnét. Na intervale (6;7) je situdcia opacna.

Na intervale (2; 6) si teda vypocitame obsah plochy vymedzeny grafom funkcie
h(x) a osou x, od ktorého nasledne odpocitame obsah plochy vymedzenej grafom
funkcie f(z) a osou x. Na intervale (6;7) budeme postupovat podobne, ale od
obsahu plochy pod grafom funkcie f(z) odpoé¢itame obsah plochy pod grafom
funkcie h(x).

VyuZijeme vlastnost integralu, ktord plati aj pri vypocte neurcitého integralu
a hovori nam, ze rozdiel dvoch intergalov je rovny integralu z rozdielu dvoch

funkeif:

/bh(x)dx— /bf(x)dx = /bh(x) — f(z)da.

Nakoniec oba obsahy s¢itame, tj. pozadovany obsah S spoc¢itame ako

S = /Gh(w)dx—/Gf(a:)da: + ]f(:v)dx—/?h(x)dx

Thito rovnicu mozeme zjednodusit na tvar

6

S = /h(x) . f(x)da:Jr/?f(a:) — h(z)dz.

2

Riesenie 2 Priklad 2 by sme samozrejme mohli vypocitat aj s ceruzkou na pa-
pieri, no vyuzijeme volne dostupny softvér wolframalpha, do ktorého si zaddme
prikaz area between curves. Po spusteni prikazu si jednoducho do prednasta-
venych policok v softvéri zadame predpisy funkcii a interval zo zadania prikladu.
Vizualizaciu rozhrania softvéru wolframalpha pre vypocet obsahu plochy medzi

grafmi dvoch funkcii zobrazuje obrazok 1.5.
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3% WolframAlpha

area between curves 8

B Ea # WebApps = Examples 3@ Random

Assuming "area between curves” refers to a computation | Use as a gen topic or referrng t e app instead

B curve 1: (x-4)"2 + 2
B curve 2 -(x-4)*2 + 10
m variable: X

u lower limit: |2

u upper limit: |7

2+ (—4+x)°
area between domain 2=x=7
10 — (-4 + x)?

f[s— 2(-4+x)7)dx+ f[—s +2(-4+x)?*)dx =26
2 6

Obrazek 1.5: [9] Vizualizécia zadania prikladu 2 v softvéri wolframalpha.

Softvér nam odpovedd nasledovné:

/ (10— (z—4)%) — 2+ (z — 4)?)) dx—l—/ (24 (z —4)*) — (10 — (z — 4)*)) dz = 26.

Cislo 26 nam kvantifikuje plochu medzi grafmi dvoch funkeif f(z) = 2+ (z — 4)2
a h(z) = 10 — (x — 4)® na intervale (2;7). O ploche na obrézku 1.4 vyznacenej
zelenou farbou vieme teda povedat, Ze hodnota jej obsahu je rovné 26 jednotkdm

Stvorcovym a ze m4 tvar ryby :).
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Na priklade 1 sme si ukézali, ako vypocitat obsah plochy pod grafom funkcie.
Na dalsom priklade 2 sme si ukézali, ako vypocitat obsah plochy vymedzenej
dvomi grafmi dvoch roznych funkcii. V obidvoch pripadoch sme mali zadané také
funkcie, ktoré boli na celom intervale, cez ktory sme integrovali nezaporné. Tento
predpoklad vSak v praxi ¢asto neplati. Podme sa pozriet na d'alsi priklad éislo
3, na ktorom si ukdZeme ako postupovat pri vypocet obsahu plochy, ked bude

zadand plocha (aspor z ¢asti) lezat pod osou x.

Priklad 3 Vypocitajme si obsah plochy vymedzeny grafom funkcie f(z) = sin(x)

a osou x na intervale (0;27).

Myslienka 3 Podobne ako v priklade 1 je plocha ohranicend grafom funkcie
a osou X. Pre ndzornost si skiisme vypocitat obsah zadanej plochy rovnakym

sposobom:
/0 7Tsin(aj)dm = [~ cos(z)]5" = — cos(27) — (—cos(0)) = =1+ 1 = 0.

Takymto postupom sme dostali vysledok rovny nule. Tento vysledok samozrejme
nie je spravny, nakolko plocha medzi grafom funkcie f(z) = sin(z) a osou x v

medziach (0; 27) nie je nulovd. Podme sa pozriet, kde nastala chyba.

Obrézek 1.6: Funkcia f(x) = sin(x);z € (0;27)
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Na obrazku 1.6 je farebne znazornend plocha vymedzena grafom funkcie f(z) =
sin(z) a osou x, ktorej obsah chceme pomocou ur¢itého Riemmanovho integrélu
zistit. Uz na prvy pohlad je jasné, Ze plocha vyznacend zelenou farbou na in-
tervale (0; ) ma rovnaky plosny obsah ako plocha vyznacena fialovou farbou na
intervale (m;2m).

Plocha vyznacena fialovou farbou sa ale nachadza pod osou x . Ak je teda funk-
cia na aspon casti integracného intervalu zaporna, musime si integracny interval
rozdelit na viac intervalov v bodoch, kde graf funkcie pretina os x, a integrovat
po castiach. Vyuzijeme pri tom poznatok z predchadzajiceho prikladu, v kto-
rom sme si ukazali, ze obsah plochy ohrani¢enej dvomi grafmi funkcii je mozné
vypocitat ako rozdiel dvoch ploch pod dvomi grafmi funkeii, tj. ako integral z
rozdielu dvoch funkecii.

Na intervale (0; 7) ndm plochu zhora ohranicuje graf funkcie zo zadania f(x) =
sinz a zdola priamka y = 0 a na intervale (m;27) ndm plochu zhora ohracuje
priamka y = 0 a zdola graf funkcie f(z) = sinz. Podme si priklad 3 sprdvne

dopocitat.

RieSenie 3 Integracny interval (0;27) zo zadania sme si rozdelili v bode z = 7
na dva podintervaly (0; 7) a (m; 27). Budeme teda pocitat dva integraly, ktorych

vysledné hodnoty na zaver sc¢itame:

/O7r (sin(z) — 0)dz = [—cos(x) — 0]f = —cos(m) — (—cos(0)) =14+1=2

/ ' (0 —sin(z)) do = [0 + cos(z)]>™ = cos(2m) — (cos(m)) =1+ 1 = 2.

Nakoniec teda uz len s¢itame hodnoty vysledkov, ktoré sme dostali postupnym
integrovanim vyssie, a dostaneme obsah plochy medzi grafom funkcie f(x) =
sin(z) a osou x: S =2+ 2 =4.

Ked sme funkciu na zaciatku integrovali, bez premyslenia si tvaru jej grafu,
na celom intervale (0; 27), hodnoty pléch nad a pod osou x sa od seba navzajom
odéitali. Preto je potrebné si vidy dopredu rozmysliet, aky tvar mé graf integro-

vanej funkcie na zadanom intervale.
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1.1.1. Vypocet obsahu kruhu

So vzorcom pre vypocet obsahu rovinného kruhu sa uz urcite stretol kazdy z
nas na zakladnej skole. Podme si skusit tento zndmy vzorec odvodif pomocou
znalosti urcitého Riemmanovho integralu za pouzitia znamej rovnice kruhu o

polomeri 7 so stredom v bode [xg; yo].

Priklad 4 Odvodme si vieobecny vzorec pre vypocet plosného obsahu kruhu s

polomerom r pomocou urcitého integralu jednej premenne;.

Myslienka 4 Na priklade 3 sme si ukazali, Ze niekedy je potrebné si tvar inte-
grovanej funkcie dopredu premysliet, aby sme sa vyhli nezmyselnym vysledkom.

Vieme, 7Ze rovnica kruznice so stredom v bode [xg, yo] mé tvar

r? = (z —z0)” + (y — v0)*,

kde r predstavuje polomer kruZnice, x a y st premenné. Chceme vSak pocitat
iba obsah kruhu, teda nam nezalezi na polohe kruhu, v rovine si ho mézme na-
kreslit kamkolvek a obsah bude rovnaky. Hodnota plosného obsahu vsak bude
logicky zavisiet na hodnote polomeru r. To znamend, %e moZme pracovat s naj-
jednoduchsou variantou, a to s kruhom, ktory méa stred v pociatku suradnicovej
ststavy, tj. 2o = 0 aj yo = 0. Podme sa pozriet na obrazok 1.7 a nésledne si

urcéime stratégiu odvodenia vzorca pre vypocet plosného obsahu kruhu.

il
AL |\
L |v/

Obrézek 1.7: Graf kruznice zadanej rovnicou r? = x? + 32
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Na prvy pohlad je jasné, ze celkové pozadovand plocha je rovnhomerne rozde-
lend dovsetkych 4 kvadrantov, teda ndm bude stacit vypocitat obsah v jednom
z nich a nésledne ho vynésobit &fslom 4, pripadne ako uvidime o chvilu, bude
stacit rozdelenie na dve ¢asti. V rovnici r? = 2 4+ y? mame dve premenné x a y a
preto si v prvom rade zo spomenutej rovnice kruznice vyjadrime jednu premenni

(napriklad y), aby sme mohli ndsledne pouzit urcity integrdl jednej premennej:

y? =12 — 22

Po odmocneni obidvoch stran rovnice dostaneme
lyl = Vo7 — 2.

V praxi to zamen4, ze ak si z rovnice kruznice vyjadrime premennt y, tak funkcia
zévislej premennej y na nezévislej premennej z v tvare y = v/r2 — 22 nam vykresl{
horni polkruznicu, tj. ¢ast kruznice ohranicujiicej pozadovant plochu leZiacu
v I. a II. kvadrante. Funkcia y = —v/72 — 22 ndm vykresli spodni ¢ast grafu
kruznice leziacu v III. a IV. kvadrante. Tieto dve casti si zrkadlovo rovnaké po
osi x. Nezabudajme pri tom, Ze polomer r je konstanta, s ktorou tak pri vypocte

urcitého integralu aj musime zaobchddzat.

Riesenie 4 Teraz uz len jednoducho spoc¢itame urcity intergdl z vyssie vyjadrene;j
funkcie f(x) = /72 — 22 , ktorej graf ndm spolu s osou x ohranicuje pozadovant
plochu v I. a II. kvadrante. Vysledok nésledne vyndsobime ¢islom 2 (obsah plochy
kruhu v III. a IV. kvadrante ma rovnaki hodnotu). Za medze urcitého integrélu
volime body, v ktorych mé funkcia f(z) = v/r2 — 22 nulové funkéné hodnoty. Z
obrazku je jasné, ze tieto body st a = —r je dolnd medza a b = r je horna medza

urcitého integralu. Pocitame priklad:
/ Vr? — a?dz.

Nezabtidajme na fakt, Ze ¢islo 7 je v tejto rovnici konstanta a integrujeme podla

premennej x. Takto skonstruovany integral by sme samozrejme vedeli vypoécitat aj
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rucne, ale aby sme sa naucili pouzivat softvér, tak si ho zaddme do softvéru wolfra-
malpha prikazom integrate (r"2-x"2)"(1/2) dx from -r to r. Po zadani

tohto prikazu nam softvér odpoveda nasledovné:

2

/ V12— 22dx = %

Nakoniec uz len zdvojnasobime tito hodnotu a tak dostaneme vSeobecne znamy

vzorec pre vypocet plosného obsahu kruhu v tvare:

S = 7r?. (1.7)

Pozniamka 6 Ak si chceme vypocitat vliastné uréité integrély funkcie jednej pre-
mennej f(z) v medziach od a do b pomocou softwéru wolframalpha, tak si pre-
mysleny tvar integralu zaddme na stranke www.wolframalpha.com nasledujicim

sposobom: integrate f(x) from a to b.

Uz vieme, ¢o je Riemmanov integral, ako vznikol aj ako sa pocita. Existuja
vak rozne sposoby ako definovat Riemmanov integrdl, my sme si ho defino-
vali pomocou limity. Jednym z vyznamnych sposobov definovania je aj definicia
pomocou hornych a dolnych riemmanovych sictov, jej presné znenie mozeme
najst napriklad v publikdcii ”Zéklady matematické analyzy a jejich aplikace v
ekonomii” [5]. Zvolila som definiciu pomocou limitne sa k nule bliziacim dizkam
subitnervalov, ktord ndm poslizi v nasledujicich kapitoldch na ukazku d'alsich
sposobov aplikacie urcitého integralu. Vyuzijeme tiez uz odvodent rovnicu pre
vypotet obsahu kruhu (1.7) z prikladu 4 na d’alsie odvodenie vzorcov v nasle-

dujtcej kapitole.
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Kapitola 2

Vypocet objemu rotacnych telies

V predzadzajicej kapitole sme si po zavedeni urc¢itého Riemmanovho integralu
ukazali aj jednu z jeho moznych aplikacii, ktorou bol vypocet plosného obsahu.
V tejto casti sa budeme venovat jeho vyuzitiu k vypoctu objemu telesa vznik-
nutého rotaciou vyssie zmienenej plochy okolo predom zadanej osi, takzvaného
rotacného telesa (angl. solid of revolution). Podobne ako v predchadzajicej ka-
pitole, aj tentokrat si pozadované 3-dimenziondlne teleso rozlozime na jedno-
duchsie ¢asti, ktorych objemy budeme vedief vypoéitat jednoduchymi vzorcami.
Vysledny skutoény objem celého telesa ziskame stuctom objemov jednotlivych
utvarov, ktorych hriibka sa bude limitne blizit k nule, rovnako ako sa blizila
Sfrka obdlznikov pri vypocte plosného obsahu. Princip teda vychadza z definicie
Riemmanovho integrdlu (definicia 3). Najskor si ukdzeme, ako vypocitat objem
rotacného telesa pomocou metdédy diskov a budeme pokracovat rotdciou plochy

pomocou metédy valéekov. Na zdver kapitoly budeme os rotécie posivat.

Vysledné vzorce pre vypocty objemov rotacnych telies si odvodime za po-
moci uz znamych vzorcov, ktoré vhodne skombinujeme. V kazdej podkapitole
si vypocitame ukéazkovy priklad. Na vypocet aj vykreslenie obrazkov pouzijeme
volne dostupny softvér wolframalpha. Niektoré obrazky st vykreslené v programe

matlab.

Poznamka 7 Znovu nezabudajme na fakt, ze vysledky vsetkych prikladov, na-

kolko je tato kapitola venovand vypoctu objemu rotacnych telies, budid vidy v
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jednotkach kubickych. V prikladoch to uz nebude osobitne zdoraznené, ked'ze v
praxi by sme jednotky za vysledni hodnotu vyjadrenu ¢iselne pisali az vtedy,

ked’ bude zo zadania jasné, o aké jednotky sa jedna.

2.1. Metdéda diskov

Ako prvi metédu na vypocet objemu rotacného telesa si ukazeme metodu
diskov. Najskor si odvodime vzorec pre vypocet objemu rotacného telesa vznik-
nutého rotaciou rovinnej plochy okolo osi x. Pomocou odvodeného vzorca si
spocitame priklad a nésledne si ukdzeme, ze vhodnymi algebraickymi tipravami
vieme upravit odvodeny vzorec na vzorec vypoétu objemu rotaéného telesa vznik-
nutého rotaciou rovinnej plochy medzi grafom funkcie f(z) a osou y, okolo osi y.
Na zaver tejto kapitoly si ukdzeme vypocet objemu rotacného telesa vzniknutého
rotaciou rovinnej plochy vymedzenej grafmi dvoch funkcii pomocou metédy dis-
kov a ukazeme si aj postup vypoctu objemu takého rotacného telesa na ukazkovom

priklade.

2.1.1. Rotacia plochy okolo osi x

Vypocitajme si objem rotacného telesa vzniknutého rotaciou rovinnej plo-
chy, ktora je zhora vymedzena grafom nezapornej funkcie f(z), zdola osou x a
priamkami x = a a x = b, okolo osi x.

Podobne ako v prvej kapitole, rozdelime si pociatocny interval (a;b) na n
subintervalov o sirke Axz;,7 = 1, ...,n podla delenia z definicie 1. Nad kazdym su-
bintervalom si skonstruujeme rovinny obdlznik s vyskou f(&),& € (zi_1; i), i =
1,2,...,n. Kazdy obdiznik budeme rotovaf okolo osi x. Ziskame tak disk o polo-
mere f(&;) a hribke Az;. Objem takéhoto disku spoc¢itame podla zndmeho vzorca
pre vypocet objemu valca, teda ako obsah podstavy (obsah kruhu) vyndsobeny
vyskou valce (hribkou disku).

Plosny obsah obdlzniku S; = f (&)A(x;) prendsobime rovnicou 1.7 pre vypocet
obsahu kruhu v tvare S = mr?, pricom za polomer r dosadime vysku obdfinika,

teda hodnotu f(&;). Tym ndm vznikne priestorovy ttvar nazyvany disk. Objem
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jedného disku ziskame dosadenim konkrétnych hodnot do funkcie

gi(fi) = sz(fi)Ai%i =1,...,n

Grafické zndzornenie takéhoto disku vidime na obrazku 2.1.

40

20

-20

3 3.5

Obréazek 2.1: Konstrukcia disku nad ¢-tym deliacim intervalom.

Na obrazku 2.1 vidime graficky znazorneny disk, ktorého konstrukciu sme si

popisali vyssie. Jeho sirka Ax; je vyznacend ¢ervenou farbou a polomer f(&;)

zelenou farbou. Modrou farbou je vyznaceny graf nezapornej funkcie f(x).

V dalsom kroku budeme zjemiiovat delenie intervalu (a;b), tzn. priddvat de-

liace body a zmengovat sirky diskov tak, Ze sa limitne budu blizit k nule. Zarovei

s¢itame objemy vSetkych zuzujucich sa diskov, ktorych bude stale viac:

V= ggoz;gi(&)

Pripomernime si tvar funkcie g;(&;) = 7 f%(&)Awx;, i = 1, ..., n. Limitu nekonecného

stctu v podobnom tvare sme uz videli v definicii 3 a nazvali sme ju urcity Riem-

manov intergdl. Limitu moézeme teda podla definicie 3 prepisat do tvaru

V= /b 7 (f(x))dz.
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Priklad 5 Aky objem mé vdza, ktorej vmitro vieme popisat rotaciou plochy

7

medzi grafom funkcie f(x) = 2 + cosz a osou x na intervale (m; 57)?

Riesenie 5 Ked'ze uz pozndme vzorec pre vypocet objemu rotacného telesa (2.1),
jednoducho si don predpis funkcie zo zadania dosadime. Nésledne pre vypocet

pouzijeme volne dostupny softvér wolframalpha a dostaneme vysledok:

/

£ -2

7
57’(‘

4
(24 cosz)’dr =7 (—4 + %) :

B sy gy — axis of revolution

[&] =
x

10 ' = COSX]+ 2

Obrazek 2.2: [9] Grafické zndzornenie tvaru rotacného telesa popisaného funkciou
f(z) =2+ cosz na intervale (r; Z7) z prikladu 5.

Poznamka 8 V pripade zaujmu o vypocet vlastnych prikladov pomocou softvéru
wolframalpha si zadanie prikladu zaddme bud explicitne pomocou vzorca (2.1) a
prikazu integrate takto: integrate pi f(x)"2 from a to b, alebo priamo po-

mocou prikazu na vypocet objemu rotacného telesa takto: volume rotate f(x)
from a to b around x.

2.1.2. Rotacia plochy okolo osi y

Uz sme si ukdzali, ako pomocou metédy diskov vypocitat objem rotaéného

telesa vzniknutého rotéciou rovinnej plochy, ohranicenej grafom funkcie f(x) a
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osou x, okolo osi x. Pomocou metédy diskov vieme rovnako rotovat aj rovinni
plochu, ohrani¢ent grafom funkcie f(x), osou y a priamkami y = f(a) ay = f(b),
okolo osi y.

Nutnou podmienkou je, ze funkcia f(x) je na intervale (a;b) prosta. Nésledne
z funkcie f(z) = y vyjadrime premennu x a dostaneme novu funkciu g(y) =
x. Teraz uz moézeme rotovat rovinni plochu ohrani¢eni grafom funkcie g(y),
osou y a dvomi priamkami y = f(a) a y = f(b), okolo osi y. Vyuzijeme pri
tom uz odvodeny vzorec (2.1), kde namiesto predpisu funkcie f(x) dosadime
predpis jej inverznej funkcie, teda vyssie zmienenej funkcie ¢g(y) a za intergacné
medze budeme volit hodnotu f(a) ako dolnti medzu a hodnotu f(b) ako horni
medzu. KedZe budeme intergovat funkciu premennej y, nekonecne tizku sirku
disku oznac¢enu dx zmenime na nekonecne tzku sirku disku oznacent dy. Vzorec

ma tvar:

f(b)
V= / r(9(y))*dy. (2.2)

f(a)

2.1.3. Rotacia plochy ohranicenej dvomi grafmi funkcii

V predchadzajicej kapitole sme si ukézali, ako vypoéitat obsah plochy ohrani-
¢enej dvomi grafmi dvoch roznych funkcii. V nasledujticich riadkoch si ukazeme,
ako skonstruovat rotaéné teleso vzniknuté z rotécie takejto plochy a odvodime si
vzorec pre vypocet jeho objemu. Ukazeme si postupne rotaciu plochy okolo osi
x a nasledne okolo osi y. Predpokladdme, Ze plocha, ktorti budeme rotovat, na

celom intervale (a;b) nepretne os rotécie.

Rotacia okolo osi x

Vyuzijeme vzorec pre vypocet obsahu plochy ohrani¢enej dvomi grafmi dvoch

funkcii f(x) a h(z) na intervale (a;b), v tvare S = f; (f(x) — h(x))dz. Tvar
tohto vzorca sme si odvodili v prvej kapitole. Predpokladali sme nezdpornost
oboch funkcif na celom intervale (a;b). Za f(z) sme zvolili tu funkciu, pre ktori
na celom intervale (a;b) plati f(z) > h(x). Oba grafy oboch funkcif sa na celom

intervale (a;b) nachadzaji nad osou x. Nésledne sme si vypocitali obsahy ploch
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ohranic¢enych zhora grafmi funkcii a zdola osou x a tie sme od seba odéitali.
Pri vypocte objemu rotaéného telesa budeme postupovat rovnakym sposobom.

Vypocitame si teda objemy dvoch rota¢nych telies pomocou uz zndmeho vzorca

(2.1) v tvare V = fab 7(f(z))*dz, ktoré od seba navzdjom odpocitame:

b

V- /W(f(x))2dx— /bw(h(x))de.

a

Vyuzijeme vlastnost intergalu, ze rozdiel integralov funkcif je rovny integralu
z rozdielu funkcii. Vseobecny vzorec prevzaty zo zdroja [2] pre vypocet objemu
rotacného telesa skonstruovaného rotaciou rovinnej plochy vymedzenej dvomi

grafmi dvoch funkeii f(x) a h(z) a priamkami z = a a z = b okolo osi x mé tvar:

b

V=r [(Fa) - R (@)is (23)

a

Priklad 6 Vypocitajme si objem V rotaéného telesa vzniknutého rotaciou ro-
vinnej plochy okolo osi x, ktord je ohranicend grafmi dvoch funkcii f(z) = x a

h(z) = z?, na intervale (0;1).

RieSenie 6 Zadanie prikladu si dosadime do odvodeného vzorca 2.3 pre vypocet

objemu rotacného telesa okolo osi x:

Priklad by sme samozrejme vedeli dopoéitat ruéne, pomodzeme si vak volne do-

stupnym softvérom wolframalpha. Zadame si vyssSie zmieneny integral a dosta-
neme vysledok V' = % Softvér nam zaroven ukazal grafické znazornenie takéhoto
telesa, ktoré mozeme vidiet na obrazku 2.3.

Na obrdzku 2.3 moézeme vidiet grafy funkci{ f(z) = x fialovou farbou a h(z) =

2?2 modrou farbou. Rotédciou rovinnej plochy medzi nimi okolo osi x vzniklo teleso,

27

na obrazku 2.3 zltou farbou, s objemom V' = <F.
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Obrazek 2.3: [9] Rotdcia plochy medzi grafmi funkcii f(z) = x a h(x) = 22 okolo
osi x v medziach (0; 1)

Rotacia okolo osi y

Majme d'alej rovinni plochu ohrani¢eni dvomi grafmi dvoch funkcii f(x) a
h(x), pricom plati f(a) = h(a) a f(b) = h(b), tj. grafy oboch funkcii sa v kon-
covych bodoch intervalu (a; b) pretni. Predpokladdme tiez, ze celd takato plocha
sa nachadza v prvom kvadrante suradnicovej sustavy. Vypocet objemu rotacného
telesa vzniknutého rotaciou plochy medzi grafmi funkcii f(x) a h(z) okolo osi y ma
analogicky postup ako v pripade rotacie okolo osi x. Predpokladame, Ze zadané
funkcie st na celom intervale (a; b) prosté. Funkcie, ktorych nezavislou premennou
je premennd x, si nasledne prevedieme na také funkcie, aby nezavislou premen-
nou bola premennda y. Potom uz len dosadime rozdiel kvadratov vonkajsieho a
vnutorného polomeru rota¢ného telesa prednasobeny konstantou 7 do urcitého

integrdlu s medzami f(a) a f(b) a dostaneme vzorec:

f(b)
V—n / (A () — (F () 2)dy, (2.4)
f

kde f~1(y) = x je inverzna funkcia k funkcii f(z), h~'(y) = z je inverznd funkcia

k funkcii h(x).
31



2.2. Metdda valéekov

V predchadzajicej casti sme na vypocet objemu rotacného telesa vyuzili
metodu diskov. Rovinni plochu sme mali ohraniceni grafom funkcie a osou, okolo
ktorej sme chceli plochu rotovat. Ak by sme vsak chceli rotovat napriklad rovinni
plochu ohrani¢ent grafom funkcie f(x) a osou x okolo osi y, metéda diskov by ndm
vypocet komplikovala. Preto si ukdzeme ini metodu vypoctu, metédu valéekov,
ktora je principialne podobna metode diskov.

Pod'me si odvodit vzorec pre vypocet objemu rotaéného telesa vzniknutého
rotaciou rovinnej plochy, ktora je zhora vymedzend grafom nezapornej funkcie
f(z), zdola osou x a priamkami x = a a z = b, okolo osi y.

Podobne ako v predchadzajicich pripadoch, aj tentokrat si najskor rozdelime
pociatoény interval {a;b) podla definicie 1 na n subintervalov, ktorych §rka bude
Az; = x; — x_q,i = 1,...,n. Majme tiez n-ticu €™ = (£,&,...,&,), kde
& € (w1, x;).

Budeme vytvéarat n valéekov o polomere x; s vyskou f(&),7 = 1,2,...,n
a n valéekov o polomere x; 1 s vyskou f(&),7 = 1,2,...,n. Obsahy podstav
valcov vypoc¢itame pomocou uz odvodeného vzorca pre vypocet obsahu kruhu
(1.7) v tvare S = 7r?, pricom za polomer r budeme volit deliace body. Ako
vysku valcov budeme volit jednu hodnotu prislichajicu i-tému subintervalu, a to
f(&), napriklad budeme volit vzdy hodnotu v koncovom bode i-tého subintervalu
& = x;. Objemy valcov skonstruovanych v koncovom bode i-tého subintervalu

budeme poéitat pomocou zndmeho vzorca

in,& = W(.TZ)Qf(&),Z = 17 ceey Ny

a objemy valcov skonstruovanych v poc¢iatocnom bode i-tého subintervalu budeme

pocitat podobne, zmen{ sa iba polomer:

vxi—l,{i = 71'(;62-,1)2‘]"(&-)7@' = 1, o, n.

Oznacme AV, elementarny objem dutého valca (na obr. 2.4 zelenou farbou)
prislichajuci i-tému subintervalu, vzniknuty z rozdielu objemov V¢, a Vi, | ¢,

v tvare:

AV, = nz2 f(&) —ma? f(&),i=1,...,n.
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Obrézek 2.4: Elementarny objem dutého valca AV; = w2 f(&) — ma?_ f(&) vy-
znaceny zelenou farbou, ktory vznikol rozdielom objemov valéeka s vonkajsim
polomerom x; a valéeka s polomerom x;_; (Cervenou farbou), pricom oba maji

vysku f(&), & = .

~ . ) ~ . 7 ’ ~ 7’ .
Dalej budeme upravovat uz zmieneny vzorec pre vypocet elementarneho objemu

dutého valca. Mozeme vytknit spolocny clen 7 f(&;)

AV =nf(&)(xf —2? ,),i=1,...,n,
a nasledne rozndsobime zatvorku podla vzorca a? — b? = (a — b) - (a + b)
AV; = Wf(gz)(l’z — xi—l)(l‘i + xi—i—l);i = 1, e, n.
7 definicie 1 vieme, ze plati z; — x;_; = Aux;, takze plati
A‘/z = Wf(gz)(l‘z -+ l‘i_l)AZEi,i = 1, oy n.
Dostali sme vzorec pre vypoéet objemu jedného i-tého dutého valca. Dalej séitame
vietky objemy vsetkych n dutych valcov na celom intervale (a;b). Zaroven bu-

deme limitne zjemiiovat delenie intervalu (a;b) tak, ze pocet deliacich bodov

podla delenia z vety 1 bude narastat do nekoneéna
V= lim > (&) (@i + mim) A,
i=1

Na zaciatku sme si zvolili, ze x; = ;. Zjemnovanim delenia intervalu (a; b) sa ndm
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sirka deliaceho intervalu Ax;,7 = 1,...,n blizi nule, z ¢oho plynie, ze z;_1 = x;
a teda ze plati z;_; = &. Vyraz (z; + r;_1) mozeme teda prepisat do tvaru 2¢; a

plati

V= lim Zﬂf(fi)%iﬁxi-
=1

Limita v tejto rovnici ndm uz napadne pripomina limitu z definicie 3. Vyuzijeme
teda znalost urcitého Riemmanovho integrdu a dostdvame vysledny vzorec pre
vypocet objemu rotacného telesa vzniknutého rotaciou rovinnej plochy, medzi

grafom funkcie f(z), osou x a priamkami x = a a x = b, okolo osi y, v tvare:

V= 27r/xf(sc)d$ (2.5)

Myslienku pre matematické odvodenie vzorca (2.5) som prevzala zo zdroja [2].

Priklad 7 Pomocou odvodeného vzorca (2.5) si vypoéitajme objem rotacného
telesa vzniknutého rotéciou rovinnej plochy, vymedzenej grafom funkcie f(z) =
(r —4)*(x — 1), osou x a priamkami z = 1 a z = 4, okolo osi y.
RieSenie 7 Zadany vyssie zmieneny predpis funkcie si dosadime do uz odvo-
deného vzorca (2.5), tj. poc¢itame integral
4
V= 27r/x(:v —4)*(x — 1)dz.

1

Opéat vyuzijeme volne dostupny softvér wolframalpha, do ktorého si zaddme
prikaz integrate 2pi x (x-4)"2(x-1) from 1 to 4 a dostaneme vyslednu

pozadovanu hodnotu objemu rotacného telesa

297
V= 1—07T.

Prikazom rotate (x-4)°2(x-1) from 1 to 4 around y nam softvér wolfra-

malpha navyse vykresli tvar takto vniknutého rotaé¢ného telesa, mozeme ho vidiet

na obrazku 2.5.
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Obrazek 2.5: [9] Rotaéné teleso vzniknuté rotéciou plochy medzi grafom funkcie
f(z) = (z—4)*(x — 1) modrou farbou, osou x fialovou farbou, okolo osi y zelenou
farbou.

Poznamka 9 V pripade zaujmu o vypocet objemu vlastnych rotacnych telies,
ktorych konstrukciu sme si uz opisali vyssie, pomocou softwéru wolframalpha, si
priklad zaddme bud’ explicitne pomocou vzorca (2.5), alebo nasledujiicim prikazom:

volume rotate f(x) from a to b around y.

Podobne ako v pripade metédy diskov, aj tentokrat vieme vypocitat objem
rotacného telesa vzniknutého rotaciou plochy okolo osi y ohrani¢enej dvomi gra-
fmi dvoch funkcii f(z) a h(zx), pricom plati f(z) > h(z) na celom intervale (a;b),
pomocou metoédy valéekov. Predpokladom je, Ze sa celd nasa rovinnd plocha,

ktori chceme okolo osi y rotovat, nachadza v prvom kvadrante.

Budeme postupovat podobne ako v predchddzajicich pripadoch, v ktorych
sme pracovali s plochou ohrani¢enou dvomi grafmi dvoch funkcii. Najskor si
vypocitame objem rotacného telesa, vzniknutého rotaciou plochy ohranicenej
zhora grafom funkcie f(x), zdola osou x a priamkami z = a a © = b, okolo
osi y. Nasledne od hodnoty objemu takéhoto telesa odpocitame hodnotu objemu
rotacného telesa, ktoré vzniklo rotaciou plochy, ohranic¢enej zhora grafom funkcie
h(x), zdola osou x a priamkami x = a a x = b, okolo osi y. Tak dostaneme objem
nami pozadovaného rotacného telesa. Grafické vyobrazenie takto skonstruovaného

telesa mozeme vidief na obrazku 2.6.
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Odvodenie vzorca pre vypocet takéhoto rotacného telesa je principialne rov-
naké ako v predchadzajicej podkapitole. Jeho tvar som prevzala z publikdcie [7]

a vyzera nasledovne:

V= 2 / 2(f(z) — h(z))dz. (2.6)

Obrazek 2.6: [9] Vysledné rotacné teleso vzniknuté rotaciou plochy medzi grafmi
funkcif f(z) = —(x — 4)? + 8 fialovou farbou a h(z) = (x — 4)® modrou farbou,
okolo osi y zelenou farbou.

Pre vypocet objemu rotacného telesa vzniknutého rotaciou plochy ohranicenej
prostou funkciou ¢(y), osou y a priamkami y = a a y = b, okolo osi x po-
mocou metddy valéekov, si vzorec (2.5) algebraickymi ipravami prevedieme na

pozadovany tvar, podobne ako sme si ukazali v sekcii o metdde diskov.

2.3. Posun osi rotacie

V predchadzajtcich ¢astiach sme si ukdzali, ako vypocitat objem rotacného
telesa, ktoré vzniklo rotaciou rovinnej plochy okolo osi x alebo okolo osi y. Za
rotaéni os vSak mozeme volif aj ind priamku. V tejto casti si ukdzeme, ako
sa ndm zmenia uz odvodené vzorce pre vypocet objemov rotacnych telies, ked
rotacni os posunieme tak, aby bola rovnobezna s povodnou. Zmienime si aj
vzorec pre pripad, v ktorom posunuta os rotacie nebude rovnobezna ani s osou x
ani s osou y, ale bude naklonena. Vzorec pre posledny pripad si vSsak nebudeme

odvodzovat, ukdZeme si iba jeho findlny tvar.
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2.3.1. Posun rotac¢nej osi v metdde diskov

Vzorec pre vypocet objemu rotacného telesa pomocou metddy diskov nam
umoziuje vypocitat objem takého rotacéného telesa, ktoré vzniklo rotdciou ro-
vinnej plochy vymedzenej grafom funkcie a tou istou osou, okolo ktorej plochu

rotujeme.

Pripomenme si tvar vzorca na vypocet objemu rota¢ného telesa rotujiceho

okolo osi x, ktory sme si odvodili v predchadzajicej casti tejto kapitoly:

b

V= / (f(x))2dz.

a

Podme sa poziet, ako sa ndm zmeni vyssie zmieneny vzorec, ked os rotécie x
posunieme smerom hore alebo dole o realne ¢islo . Rotaéna os teraz bude priamka
popisand rovnicou y = t. Predpis funkcie, ktorej graf zhora ohranic¢uje plochu, sa
nezmeni. Vzninkne ndm nova plocha, ktora bude medzi grafom povodnej funkcie
f(z) a priamkou y = t.

Vratme sa k postupu konstrukcie diskov, ktoré sme vyuzili pre odvodenie
vyssie zmieneného vzorca. Objem kazdého i-tého disku, 7 = 1, ..., n, sme vypocitali
ako sué¢in obsahu kruhu o polomere r = f(&;) a nekonecne tzkej sirky deliaceho
intervalu Az;. Takto zvoleny polomer diskov ndm udava vzdialenost grafu funk-
cie, tj. vonkajSej steny rota¢ného telesa, od osi rotacie. Ak chceme os rotacie
posunit smerom hore do kladnych hodndt a zadand funkcia, ktorej graf ndm
ohrani¢uje rotacni plochu je na celom intervale (a;b) nezapornd, sta¢i polomer
diskov zmensit o hodnotu posunu rotacnej osi. Takyto polomer teda bude v tvare
r = |f(x) — t|. Vzorec pre vypocet objemu rotacného telesa s posunutou osou

rotacie x smerom hore bude v tvare
b
Vz/ﬂﬂ@—ﬁm. (2.7)
a

V pripade posunutia povodnej osi rotacie y = 0 smerom dole o hotnotu ¢, teda

do zapornych hodndt, sa ndm obsah rotovanej rovinnej plochy zvacsi o hodnotu
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posunu prendsobent Sirkou intervalu (a;b). Znamend to teda, ze vo vzorci sa
hodnota t k predpisu funkcie pri¢ita, teda polomer rotacného telesa sa zvacsi.
Rovnakym postupom by sme odvodili aj vzorec pre vypocet objemu telesa
vzniknutého rotaciou plochy medzi grafom funkcie g(y), osou y a priamkami y = a
a y = b ked by sme os rotdcie y postivali smerom doprava alebo dolava, pri¢om
predpis funkcie zostane nezmeneny. Opéit len upravime radius rotaéného telesa v
povodnom vzorci do pozadovaného tvaru a dopocitame objem novovzniknutého

rotacéného telesa.

V pripade, ze by ndm nova rota¢na os y = ¢ pretla graf funkcie f(z) ohranic¢ujici
rotacnu plochu, tj. f(z) = t, jednoducho si plochu rozdelime na dve ¢asti. Prva
cast bude t4 cast plochy, ktord sa nachddza nad rotacnou osou, zyysok plochy
bude tvorit druhud éast. Kazdid z nich nechdme rotovat okolo priamky y = t.
Budeme teda pocitat dva objemy rotacénych telies, ktoré nasledne séitame. Tato
situdcia nam nastane v nasledujicom priklade 8, v ktorom mame aj graficky

znazornené takto vzniknuté rotacné teleso.

Priklad 8 Vypocitajme si objem rotacného telesa vzniknutého rotéciou rovinne;j
plochy vymedzenej grafom funkcie f(z) = x + sinz, priamkami z = 0, z = 27 a

rota¢nou osou, ktorid popisuje graf priamky zadanej funkciou y = 2.

Na obrazku 2.7 mozeme vidiet grafické zndzornenie plochy zo zadania prikladu

8, ktori ndsledne nechame rotovat okolo posunutej osi y = 2.

f(x)=x+sin(x)

0

: 1 | | | | 1
4 0 1 2 3 4 5 6 21 7 8

Obrazek 2.7: Rovinna plocha medzi grafom funkcie f(x) = x + sinaz modrou
farbou a osou rotécie y = 2 ¢ervenou farbou, na intervale (0; 27).
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Na obrazku 2.7 vidime, Ze ndm nova rotacnad os pretla graf zadanej funk-
cie. Budeme teda rotovat dve plochy, jednu ohrani¢eni zdola grafom funkcie
f(z) = z + sinz, zhora osou y = 2 a z lava priamkou # = 0, a druht plo-
chu ohranic¢ent zhora grafom zadanej funkcie f(z), zdola osou y = 2 a z prava
priamkou x = 27, okolo osi y = 2. Dosadenim zadaného predpisu funkcie a po-
sunu rotacnej osi do vzorca (2.7) vSak mozeme vypocitat objem celého takto

skonstruovaného telesa a nemusime ho delit.

RieSenie 8 Priklad zadany vyssie by sme samozrejme vedeli vypocitat rucne
pomocou vzorca (2.7). Pouzijeme vsak volne dostupny softvér wolframalpha, do
ktorého si zadame: volume rotate x+sinx around y=2 from O to 2pi. Softvér

nam odpovedd, ze objem takéhoto telesa je rovny hodnote
L,
V= 37 (15 + 8(w — 3)m).

Grafické zndzornenie takto vzniknutého rota¢ného telesa mozeme vidiet na obrazku
2.8.

— axis of revolution

Obrazek 2.8: [9] Rotacné teleso vzniknuté rotaciou dvoch ploch medzi grafom

funkcie f(z) = = + sinz modrou farbou a osou rotacie y = 2 zelenou farbou,
okolo ktorej plochy nechdvame rotovat.
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Poznamka 10 V pripade zaujmu o vypocet vlastnych prikladov na vypocet ob-
jemu rotacného telesa napriklad okolo osi x rovnobezne posunutej o hodnotu t po-

mocou softwéru wolframalpha si priklad zadame takto: rotate f(x) from a to
b around y=t.

2.3.2. Posun rotac¢nej osi v metdéde valécekov

Princip posunutia rotacnej osi v metéde valcekov je podobny, ako sme si uz
ukdzali pri posune rota¢nej osi v metéde diskov. Opit budeme rotacni os posivat
rovnobezne s povodnou osou rotacie. Rovinna plocha, ktort chceme rotovat sa
nam nezmeni za predpokladu, ze hodnota posunu ¢t ¢ (a;b). Zmeni sa nam iba
polomer rotacie. V pripade, Ze sa cela nasa plocha nachadza v prvom alebo stvtom
kvadrante a posunieme povodnt rota¢ni os y smerom do prava, polomer sa nam o
hodnotu posunu zmensi. Ttto situdciu mame znazornentd na obrazku 2.9. Ak pre
rovnaki rovinnd plochu posunieme rotaéni os smerom do lava, polomer rotécie

sa nam o tuto hodnotu zvacsi.

25
20~ .
151 n
10 m
0 | | ] |

15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Obréazek 2.9: Rotaciou modrej vysrafovanej plochy okolo osi y (¢iernou farbou),
tj. priamkou x = 0, ndm vznikne rotacné teleso s polomerom vyznacenym ¢iernou
sipkou popisané v predchadzajicej casti kapitoly. Rotaciou tej istej plochy okolo
posunutej rotacnej osi « = 5 (¢ervenou farbou) nam vznikne nové rotacné teleso
s polomerom vyznacenym cervenou Sipkou.
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Na obrazku 2.9 vidime, ze po posunuti rotacnej osi sa nam plocha nijak ne-
zmenila, zmeni sa iba polomer takto vzniknutého rotacného telesa, ktorého objem
chceme zistit. UkdZeme si odvodenie vzorca pre vypocet objemu uz zmieneného

rotacného telesa.
Pripomenme si tvar uz odvodeného vzorca pre vypocet objemu rotac¢ného

telesa vzniknutého rotdciou rovinnej plochy vymedzenej grafom funkcie f(x),

osou X a priamkami x = a a x = b okolo osi y:

b

V= QW/xf(x)dm.

a

Pre rovnobezny posun povodnej rotacnej osi o hodnotu ¢ si musime najskor uve-
domit, ktora ¢ast v povodnom vzorci ndm urcéuje vzdialenost okraja rota¢ného
telesa od osi rotdcie, teda uz zmieneny polomer rotacného telesa. Vratme sa k
obrazku 2.4, ktory nam popisuje postup konstrukcie valéekov s polomerom ;.
Znamena to teda, ze vo vysSie zmienenom vzorci musime od takéhoto polomeru
odéitat hodnotu ¢, o ktorii posunieme os rotdcie do prava. Vysledny vzorec pre
vypocet objemu rotacného telesa vzniknutého metédou valéekov okolo priamky

x=1,t € (0;a) ma tvar

b

V=2n [ (o) fla)dr (2.8)

a

Pri posune osi rotacie do zapornych hodnot sa nam vo vzorci pre vypocet objemu
rotacného telesa vzniknutého metédou valéekov okolo priamky x = ¢, ¢ € (—o0;0)

hodnota [t| k povodnému polomeru pricita.

2.3.3. Naklonena os rotacie

V predchadzajicich dvoch pripadoch posunu rotacénej osi sme si ukazali, ako
sa nam zmenia povodné vzorce pri posune rotacnej osi rovnobezne s povodnou
osou rotdcie, ked nezmenime predpis povodnej funkcie, ktorej graf predstavuje
jednu z hranic rotujicej rovinnej plochy. Tentokrat si os rotacie naklonime a

moZeme ju popisat rovnicou priamky v tvare

y=kx+q.
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Rovinntu plochu znazornent na obrazku 2.10, ktori budeme okolo novej naklo-
nenenj osi rotovat, ndm bude ohranicovat graf funkcie f(z), novd os rotécie
y = kx + q, ktorej graf lezi cely pod grafom funkcie f(z) na intervale (a;b),
a dve kolmice k tejto osi, prechddzajicimi bodmi [a; f(a)], resp. [b; f(b)].

7 T

°r f(x)

2 0o a 2 4 b s 8 10

Obrazek 2.10: Farebné znazornenie hran plochy, ktora je ohrani¢ena grafom funk-
cie f(z) (Gervenou farbou), priamkou y = kx + ¢ (modrou farbou), a dvomi
kolmicami k tejto priamke prechddzajiucimi bodmi [a; f(a)] a [b; f(b)] (zelenou
farbou).

Plochu vykresleni na obrazku 2.10 budeme rotovat okolo osi y = kz + ¢ opat

metddou diskov. Vzorec pre vypocet objemu takto vzniknutého rotacného telesa

ma tvar:
b
Vet /(f(x) —kx —q)* (1 + kf'(2)) da. (2.9)
2+ 1)7 S
Odvodenie tohto vzorca mdme detailne popisané v zdroji [10], odkial som prevzala

aj jeho vysledny tvar.

Priklad 9 Vypocitajme si objem rota¢ného telesa vzniknutého rotéciou rovinnej
plochy ohranicenej grafom funkcie f(x) = = + cosz, grafom priamky y = = — 3
a dvomi kolmicami k priamke v bodoch [0; f(0)] a [27; f(27)], rotujicej okolo

zmienenej priamky:.
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RieSenie 9 Zadany priklad si vypoc¢itame pomocou volne dostupného softvéru
wolframalpha tak, Ze si do softvéru zaddame bud konkrétny urcity integral, alebo
pomocou prikazu rotate f(x) around y from a to b. Softvér ndm odpoveda

nasledovné:
- 1972

7

Vysledny tvar tohto rotaéného telesa mozeme vidiet na obrazku 2.11.

V

-2
;z == axis of revolution
2

10 =_— X+ CO05(X)

Obrazek 2.11: [9] Vysledny tvar rotacného telesa zadaného v priklade 9.
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Kapitola 3
Vypocet dizky rovinnej krivky

V tejto kapitole si ukdzeme, ako aplikovat urc¢ity Riemmanov integral na

vypocet diZky krivky v rovine, ktord je castou grafu funkcie f(x) na intervale

(a;b). Vzorce, ktoré si postupne odvodime, maji svoje uplatnenie v mnohych

odboroch. Napriklad vo fyzike si mozeme krivku, ktorej dizka by nés zaujimala,
predstavit ako trajektériu pohybujiceho sa bodu. Inak povedané ako mnozinu
vSetkych poloh, ktoré bod pocas svojho pohybu v case zaujal a zaujima nas, aku
vzdialenost za dany cas presiel. K odvodeniu vzorca pre vypocet diiky krivky
v rovine pouzijeme znamu Pytagorovu vetu. Zmienené odvodenie si ukazeme na

postupe vypoctu konkrétneho prikladu.

Priklad 10 Vypoditajme si dizku I krivky, ktord je castou grafu funkcie f(z) =
Vv/x na intervale (1;4).

Myslienka 10 Z predchadzajuicich kapitol uz vieme, ze suicet nekonecne tzkych
casti, na ktoré sme si na zaciatku rozdelili plochu ¢ priestor, mozeme pisat

ako urcity Riemmanov integral. V pripade vypoctu obsahu plochy sme zuzovali

obdfiniky a pri vypocte objemu telesa vzniknutého rotaciou rovinnej plochy sme
si teleso rozdelili napriklad na disky so sirkou bliziacou sa k nule. Pri vypocte
dfzky krivky budeme postupovat podobne.

Najskor si rozdelime zadany interval podla definicie 1 na 3 subintervaly a
najdeme funkéné hodnoty vo vsetkych deliacich bodoch. Kazdd dvojicu bodov
(i1, f(xio1)] & [2s, fx:)], i = 1,2, 3 spojime tiseckou, ktorej dizku Al; spoéitame

pomocou Pytagorovej vety. Tato ivaha je zobrazena na obrazku 3.1.
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Obréazek 3.1: Vypocet dizky krivky zadanej funkciou f(z) = /z pre z € (1;4)

Z obrazku 3.1 je jasné, ze graf funkcie budeme aproximovat tseckami vy-
znaCenymi Ciernou farbou, ktoré si oznacime Al;,7 = 1,2,3. Pomocou Pyta-
gorovej vety vypocitame kazdi hodnotu Al; nasledujicim sposobom: (Al;)? =
(Az;)? + (Ay;)?, kde Az; vyjadruje sirku deliacich intervalov podla definicie 1
a Ay, = f(x;—1) — f(x;). Zmena sirky Ay; je zavisld na zmene sirky deliaceho
intervalu Aux;.

Pre ndzornost si ukdZeme postup vypoctu deky usecky Al z obrazku 3.1,

ktord nam spaja body [1;v/1] a [2;v2]: Al; = \/(2 — 12+ (V2= V1)2, kde

vyraz v/2 — v/1 predstavuje hodnotu Ay, pri zvolenej hodnote Az = 2 — 1.
Obdobne si vypocitame aj dlzku tsecky Aly od bodu [2;v/2] po bod [3; V3] a

tiez dizku usecky Als od bodu [3; /3] po bod [4; v/4]. Sticet vyslednych hodnot

tychto troch tuseciek Al;,7 = 1,2, 3, je priblizne rovny hodnote 3,46 jednotiek.

Ukézali sme si, ako vypoéitaf pribliznd dizku krivky, ktord je éastou grafu
funkcie f(z) na intervale (a;b). Povodny interval (a;b) sme si rozdelili na 3

subintervaly a krivku sme aproximovali grafom po ¢astiach linearnou funkciou.
Vypocitané priblizné dfiky z kazdého subintervalu sme na zaver séitali. Podme sa

pozriet, ako vypocitat pozadovani skutocéni dizku krivky. Ako uz aj v predchadza-
jticich kapitoldch, najskor budeme zjemiiovat delenie povodného intervalu na ne-

konecne tzke subintervaly. Nasledne si ukdzeme, ako v problematike vypoctu

diiky krivky aplikovat uz zndmy urcity Riemmanov integral.
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3.1. Vzorec pre vypocet diiky krivky v rovine

S pouzitim uz ziskanych znalosti Riemmanovho integralu z definicie 3 si od-
vodime vSeobecny vzorec pre vypocet dl/zvk:y krivky zadanej funkciou na predom
urcenom intervale (a;b). Tak, ako v predchddzajicich kapitoldch, aj tentokrat
budeme postupovat zjemiiovanim delenia intervalu (a;b) az na infinitezimalnu
dizku Az;,i = 1,...,n. Zmensovanim tsecky Ax; pochopitelne zmensujeme aj
usecky Ay; a Al;, pretoze diZky tychto useciek su zavislé na Az;. Spolu tvoria
pravouhly trojuholnik a teda majui po dvoch spolo¢né hrani¢né body, viz obrazok

3.1

V nasledujicej ivahe nadviazeme na myslienku z prikladu 10 a zovSeobecnime

ju. Pre kazdu usecku Al;,i = 1,...,n plati:

All = \/(AZL‘Z)z + (Ayz)z,’L = 1, ., n

Suctom vsetkych useciek Al;, ¢ = 1,...,n a naslednymi dpravami sa budeme pri-

blizovat pozadovanej dizke 1 krivky, teda moZeme pisat

Z Al; = Z V(Az)? + (Ay)?,

¢len (Ax;)? vytkneme pred zétvorku

EZ:NZ’ = zn: (Az;)? (1 + (2;’)2>

=1

a nasledne ¢len (Ax;)? odmocnime a vytkneme pred odmocninu

n n / AZ 2

Kedze interval (a;b) sme si na zaciatku rozdelili na n subintervalov sirky Az; =

i — i1 a Ay; = f(x;) — f(zi_1),i=1,...,n, mozeme pisat
- - f(l’z) - f(xi1)>2
; ;( 1)\/ Ty — Ti—1
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Pokra¢ujeme zjemnovanim delenia intervalu (a; b) tak, ze pridavame deliace body.

S narastajucim poctom deliacich bodov sa zvysSuje pocet deliacich intervalov a ich
dizka sa zmensuje. Ak sa budeme s poctom deliacich intervalov blizit nekone¢nu,
bude se ich dizka blizif nule a nami vypocitana priblizna dizka krivky sa bude

priblizovat tej skutocnej. Tj.

l= nh—{ilo Z(l'z - l'il)\/l + (f(xz : i(«iz—l)) .

Podme si teraz limitu trochu upravit. VyuZijeme vztah pre vypocet derivdcie

funkcie f v bode xo: f'(z9) = lim,_,, -f(xiiiﬁ“)

. Potom

l= nhg)lozn: Axi\/l + (f (2i21))°
i=1

Limita v takomto tvare ndm ndadne pripomina limitu z definicie 3. Vzhladom
na limitne sa k nule zmensujicu sirku subintervalov Axz; plati z; = z;_1 = &.

Mozeme teda vyuzit definiciu 3 Riemmanovho integralu a dostdvame vysledny

vzorec pre vypocet dl/zvky [ rovinnej krivky na intervale (a;b) v tvare:

b
| = / V1+ (f/(@)de. (3.1)

a

Pri vipocte pomocou tohto vzorca vsak musime vzdy daf pozor na to, ¢ je zadand
funkcia na zadanom intervale diferencovatelns, teda ¢i m4 na zadanom intervale

derivaciu v kazdom bode.

Myslienku pre matematické odvodenie vzorca 3.1 ako aj jeho vysledny tvar som

prevzala zo zdroja [2].

RieSenie 10 Pod'me si dopocitat priklad 10 pomocou vzorca 3.1, pricom vieme,

7e derivacia funkcie f(z) = /r md tvar f'(z) = ﬁ;:

4 1 2
l:/ 1+(—) dr ~ 3,17
1 \/ 2\/x
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jednotiek. Vysledok je zaokrihleny, pre nase ucely vsak dostatoény. Bol vypocitany
pomocou volne dostupného softvéru wolframalpha, nakolko pocitat ho ruéne na

papieri by bolo zbytocne zlozité.

Poznamka 11 V pripade zdujmu o vypocet vlastnych prikladov na tito pro-
blematiku pomocou softwéru wolframalpha si prikaz na vypocet dizky krivky
v rovine zadanej funkciou f(x) na intervale (a;b) zaddme takto: arc length

f(x) from a to b.

3.1.1. Vypocet diZky rovinnej kruznice

Vypocitajme si nasledujuci priklad na odvodenie vSeobecne znameho vzorca

diiky kruznice. Vzorec na vypocet diiky kruznice v rovine vyuzijeme v nasle-

dujicej kapitole. Toto odvodenie som prevzala zo zdroja [2].

Priklad 11 S vyuzitim urcitého integralu jednej premennej si odvod'me veobecny

vzorec pre vypocet obvodu kruznice.

Myslienka 11 Najskor si odvodime vSeobecny vzorec pre vypocet diZky obluka
[; leziaceho v prvom kvadrante, ktory je ¢astou grafu kruznice danej rovnicou
2% +y? = r2, kde r znaci polomer kruznice.

Pre obidve premenné z aj y plati, Ze si v tomto kvadrante nezdporné. Vd'aka
tomuto faktu si mozeme z rovnice kruznice vyjadrit premennii y. Obdrzime tak
predpis funkcie jednej premennej f(z) = V2 — 22, pricom v L. kvadrante plati

z € (0;r). Po zderivovani tejto funkcie podla premennej z dostaneme: f'(x) =

—X

r. Tito derivaciu dosadime do vzorca 3.1 pre vypocet dfiky krivky:

(r2—a?)}
l / 14 < 7 )2d
= e —— xZ.
1 ) \ /7"2 _ .172

Dostali sme nevlastny intergal vo vlastnom bode r, nakolko v tomto bode, ktory

—X

je hornou integracnou medzou, neexistuje nasa derivacia f'(z) = ——=%=. Ako
V(r2—a?)

vSak uvidime vzapati, vhodnymi tupravami problémového zlomku vieme tento
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problém vyriesit. Stac¢i ndm, aby sme sa do bodu r blizili iba limitne. Dizka krivky
v jednom bode je totiz rovna nule, teda pripocitanim jej hodnoty k vysledne;j dizke

krivky sa ni¢ nezmeni. Po umocneni zatvorky pod odmocninou dostavame

33'2
ll:/ﬂl"i_,,a_xzdm'
0

V d’alsom kroku rozndsobime vyraz pod odmocninou do tvaru
T
r? — a2 4 22
= —a 2 4%
r?—ux
0

vyraz x? — x? v Gitateli sa ndm vynuluje. Nasledne spod odmocniny vytkneme

¢len 72, odmocnime ho a vytkneme pred integral (r nie je premennd, rovnako ako

v priklade 4 s nim budeme pracovat ako s konstantou)

[
11:7'/ mdl’
0

7 vyrazu v menovateli vytkneme élen r? a odmocnime ho

r

llzr/;das.
1= (2)

0

Pokrac¢ujeme substituénou metédou (podla vety 3): t = Z,dt = Ldx a zmenime

T or

medzepret:sz—Hﬁz%anx:r%tzlez

1
llzr/;dt.
)T (1—1¢2)

Vyraz . sa nam skrati na jednotku. Nédsledne uz vidime znamy integracny vzorec
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1l ﬁdt = arcsin(t) + ¢,c € R. Upravou a vyuzitim Newton-Leibnizovej vety 1
dostaneme:

lL=1r- [arcsin(t)]é = r - [arcsin(1) — arcsin(0)] = Wg.

Dostali sme vzorec pre vypocet dIZky jednej stvrtiny kruznice. Podme si teda

dopoéitat vysledny vzorec pre vypocet obvodu kruznice.

Riesenie 11 Aby sme dostali dizku celej kruznice, jednoducho vynésobime dizku

obliika v prvom kvadrante /; = 75 poctom kvadrantov. Pre vypocet obvodu celej

kruznice dostdavame vSeobecne znamy vzorec

[ = 27r. (3.2)

Poznamka 12 Keby sme si kruznicu z prikladu 4, ktorej dizku sme cheeli spocitaf

pomocou ur¢itého Riemmanovho integralu, rozdelili na napriklad 8 ¢asti a pocitali
by sme dizku kruznice na intervale (0; 7“‘/75), vyhli by sme sa problému s neur¢itym

integralom.
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Kapitola 4

Vypocet ploSného obsahu
rotacnej plochy

V predchéadzajucich kapitolach sme si zaviedli pojem ur¢ity Riemmanov in-
tegrél a ukdzali sme si, ako vypocitat objem telesa vzniknutého rotdciou rovinnej
plochy okolo zadanej osi. Tiez sme si ukazali, ako vypocitat dizku krivky v rovine,
ktora je castou grafu funkcie f(z). Znalosti z predchddzajicich kapitol spojime a
ukdzeme si d’alsiu moznost aplikdcie uréitého Riemmanovho integralu. V tejto ka-
pitole sa budeme zaoberat vypoctom plognéno obsahu rota¢nej plochy (angl. sur-
face of revolution) vzniknutého rotéciou krivky, ktord je castou grafu funkcie f(z)
na intervale (a;b), okolo urcitej osi. Vzorec pre vypocet plosného obsahu rotacnej

plochy si odvodime pomocou vzorcov, ktoré uz pozname z predchadzajicich ka-

pitol. Nésledne si na ukazku vypocitame konkrétny priklad.

Odvod'me si véeobecny vzorec pre vypocet obsahu plochy S vzniknutej rotdciou
krivky, ktord je castou grafu funkcie f(z), okolo osi x, na intervale {(a; ).

Budeme postupovat podobne ako v pripade metédy diskov pri vypocte ob-
jemu rotaéného telesa, no tentokrat nds bude zaujimat iba rota¢nd plocha, ktord
obklopuje rotacné teleso. Pritom vyuzijeme zname alebo v predchédzajuicich ka-
pitolach odvodené vzorce.

Majme krivku, ktord je castou grafu nezdpornej spojitej funkcie f(x) na in-
tervale (a;b). Predpokladdme, ze funkcia f(x) ma na intervale (a;b) spojitu de-
rivaciu. Rotaciou tejto krivky okolo osi x ndm vznikne rotacnéa plocha, ktorej
plosny obsah chceme vypocitat. Rozdelme si najskor interval (a;b) podla dele-

nia z definicie 1 na n subintervalov. V kazdom deliacom bode z;,i = 0,1,...,n
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ndjdeme jemu prislusni funkéni hodnotu f(x;),s = 0,1,...,n. Nésledne kazdu
dvojicu bodov [z;_1; f(x;-1)] a [z; f(x;)] spojime tseckou dlzky Al;,i=1,...,n.
Na obrazku 3.1 z predchadzajicej kapitoly mame graficky znazornenu takito
tisecku. Rotdcia jednej takejto tisecky okolo osi x nam opiSe plast zrezaného

kuzela, ktorého plogny obsah vieme vypocitat pomocou znameho vzorca

Z predchadzajicej kapitoly uz vieme, ze rovnica pre vypocet Al; mé tvar

Al = v/ (Az;)? + (Ay;)2.

Plogny obsah i-teho rezaného kuzela vypocitame pomocou rovnice

Priblizny obsah plochy rota¢ného telesa vypocitame ako sticet obsahov plastov
vetkych zrezanych kuzelov. Ak budeme delenie intervalu zjemiiovat, sirka Ax;
sa bude blizit nule a vd'aka spojitosti funkcie bude pre kazdd n-ticu bodov &, =
1,...,n platit, ze f(z;_1) = f(&) = f(z;). Ked posleme pocet deliacich bodov

do nekonecna, tj. ked spocitame limitu
S = lim QWZf(fi)\/ 1+ (f(&))* A,
n—o0 I

potom hodnota tejto limity bude predstavovat skutoény obsah nami skiimanej
rotac¢nej plochy. Tvar limity ndm opéf pripomina limitu v definicii uré¢itého Ri-

emmanovho integrilu 3, teda mozeme pisat, Ze

5= QW/f(x)\/l +(F(2)) . (A1)

Myslienku pre matematické odvodenie vzorca (4.1), ako aj jeho vysledny tvar,

som prevzala zo zdroja [2].
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Priklad 12 Vypocitajme si, kolko farby potrebujeme na natretie malej vazy z
vonkajsej strany, ktorej tvar mozeme popisat rotéciou krivky, ktorad je castou
grafu funkcie f(x) = sinz + 1,5, okolo osi x, na intervale (0; 27), pricom 1 dielik
na osi x zodpoveda dizke 1 cm. Na 1 cm? potrebujeme 0, 2 ml farby. Spodok vazy

budeme natierat 2 krat.

Riesenie 12 Krivku, ktorda nam rotaciou okolo osi x vytvori vonkajsi povrch
pozadovanej vazy, si aj so zadanymi medzami na osi rotacie, dosadime do uz
zndmej rovnice (4.1) pre vypocet obsahu rotacnej plochy. Nesmieme zabudnit
priratat podstavu vézy, ktorid budeme natieraf 2 krat. Na vypocet obsahu pod-
stavy pouzijeme vzorec (1.7) pre vypocet obsahu kruhu, pricom jej polomer je

rovny hodnote r = sin(0) + 1, 5. Budeme teda pocitat priklad

2w
S = 27r/ (sinz +1,5)4/1 4 (cosz)’dz + 2 (7 (sin(0) + 1, 5)2) .
0

Na obrazku 4.1 mozeme vidiet zndzornent vazu zo zadania prikladu 12, aby sme

si vedeli predstavit plochu, ktorej obsah chceme zistit.

e g = axis of revolution

S
&3 = cinixi+ 1.5

Obrézek 4.1: [J] Vaza vzniknuté rotaciou krivky, ktord je ¢asfou grafu funkcie
f(z) =sinx + 1,5, okolo osi x, na intervale (0; 27).

53



Premyslent rovnicu si opat zaddme do softvéru wolframalpha prikazom
(integrate 2pi(sinx+1.5) (sqrt(1+cos™2x)) from O to 2pi)+2pi(sin0+1.5)"2
a ihned dostaneme vyslednd hodnotu S = 86,1462 cm?. Obsah plochy, ktord
chceme natierat, uz len jednoducho prendsobime vydatnostou farby a dostaneme

mnozstvo farby Vi, ktoré na natretie vazicky potrebujeme:
Ve =S5-0,2 ml= 86.1462 cm? - 0,2 ml= 17,23 ml.

Na natretie vonkajsej steny vazicky a dva krat jej podstavy, pricom tvar vazicky
je opisany rotdciou casti grafu funkcie f(z) = sinz + 1,5 na intervale (0;2m)
okolo osi x, budeme pri vydatnosti farby 0,2 ml/cm? potrebovat priblizne 18ml

takejto farby.

Poznamka 13 V pripade zaujmu o vypocet vlastnych prikladov na vypocet ob-
sahu rotacnej plochy pomocou softwéru wolframalpha si predpis funkcie v med-

ziach (a;b) zaddme pomocou prikazu: surface area f(x) from a to b.
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Kapitola 5

Vyuzitie v praxi

Ako vypocitat Riemmanov integrdl sme sa uz naucili a ukézali sme si aj
niektoré jeho mozné aplikdcie. Kde vsak najst uplatnenie jeho aplikécii v praxi?
Uvedieme si niekolko publikdcii, kde si uvedené priklady z praxe. Kazdy si tak
moze v pripade zdujmu vyhladat ¢o ho najviac zaujme, vietky uvedené publikacie

st dostupné v kniznici na prirodovedeckej fakulte UPOL.

S urcitym integralom sa stretavame v ekonomii napriklad pri vypocte pre-
bytku spotrebitela ¢ prebytku vyrobcu, ktoré pocitame urcitym integralom z
krivky dopytu a krivky ponuky. Tiez mozeme vypocitat tvorbu kapitdlu a toky
investicii, ¢i integraciou Lorenzovej krivky zistit Giniho koeficient pre meranie
miery nerovnosti v dochodkoch v spolocnosti, ako aj celkové néaklady. Viac o
tejto problematike sa mozeme dozvediet zo zdroja [5].

Urcity integral mé svoje uplatnenie aj vo fyzike, kde riesi problematiku ako
napriklad vypocet prace vykonanej spotrebicom so striedavym priudom, vypocet
velkosti magnetickej indukcie, vypocet prejdetej drahy za ¢as pri zndmej rychlosti,
vypocet faziska tyce, momentu zotrvacnosti aj identity v kvantovej tedrii pola.
Priklady na precvicenie s vysledkami je mozné dohladat v zdrojoch [7], [3] a [3].

V neposlednom rade mé spravne pochopenie a schopnost poéitat uréity in-
tegral velky vyznam aj v Statistike. V tejto oblasti ndm urcity integral slizi
napriklad k vypoctu strednej hodnoty a rozptylu spojitej ndhodnej veliciny. Tak-
tiez napriklad k vypoctu pravdepodobnosti realizacie nejakého javu spojitej nahod-
nej veliciny zadanej hustotou. Publikdciu k tejto problematike je mozné néjst
napriklad v kniznici na Prirodovedeckej fakulte Univerzity Palackého v Olomouci,

pod nazvom ” Zaklady poc¢tu pravdépodobnosti a metod matematické statistiky”.
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Zaver

Cielom mojej bakaldrskej prace bolo oboznamit ¢itatela s pojmom urcity Ri-
emmanov integral a jeho moznymi aplikdciami, a zdrovenn motivovat k prehibeniu

znalosti o danej téme, nakolko je to podla mna dolezity aspekt matematiky.

V prvej kapitole sme si zaviedli urcity Riemmanov integral a ukazali sme si
jeho aplikdciu pri vypocte obsahu rovinnej plochy. V d'alsich troch kapitoldch sme
si ukdzali d'alsie jeho mo7né aplikécie, odvodili sme si vzorec pre vypocet objemu
a plosného obsahu telies vzniknutych rotaciou okolo osi x aj okolo osi y, neskor

sme osi rotacie aj posunuli rovnobezne s povodnou osou. Ukézali sme si tiez ako

pomocou uréitého integralu vypocitat dizku krivky v rovine.

V poslednej kapitole sme sa pozreli na mozné vyuzitia urcitého integralu a
jeho aplikdcii v praxi. T4to kapitola by mala slizit ako motivécia k pochopeniu
vyznamu a dolezitosti tejto témy. Ku kazdej spomenutej oblasti st spomenuté aj

. . ~ 7’ = Vi ’ ’ . . . 7 .,
zdroje, kde je mozné najst v pripade zdujmu viac informacii.

Tuto tému bakalarskej prace som si vybrala preto, ze ma na prednaskach z
predmetu KMA /M2N zaujala téma uréitého integrdlu a chcela som preskimat
jeho aplikdcie a moznosti vyuzitia. V zdvere mozem konstatovat, Ze v priebehu

pisania som si prehlbila znalosti o ur¢itom integréle a tiez znalosti prace s mate-

matickym softwérom wolframalpha.
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