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Abstrakt

V této bakalaiské praci je feSen modelovy problém simulace proudéni tekutin za pomo-
ci systému TKSL. V préci jsou popsané rovnice definujici proudéni tekutin, jejich prevod
do tvaru vhodného pro feseni, jejich vypocet pomoci zakladnich schém metody koneénych
diferenci v systému TKSL a porovnani tohoto feseni s feSenim pomoci explicitni MacCor-
mackovy metody.

Abstract

In this bachelor’s thesis a model problem of a fluid flow simulation is solved using TKSL
system. The thesis describes the equations defining the fluid flow, their transformation
into the form suitable for solution, their calculation using the basic schemes of finite dif-
ference method in TKSL system and comparation of this solution with one using explicit
MacCormack method.
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Kapitola 1

Uvod

Pre stcasnt vedu a techniku je velmi dolezité, ¢i uz z hladiska ekonomického, ekologického,
alebo bezpecnostného, simulovat rozne systémy a deje za pouzitia vypocétovej techniky.
Dynamika tekutin je neoddelitelnou sucastou mnohych z tjchto systémov, ktoré maja pestré
vyuzitie ¢i uz v priemysle alebo v kazdodennom pouziti.

Pruadenie tekutin popisuju integralne alebo parcidlne diferencialne rovnice, ktorych ana-
lytické riesenie je zlozité a mozné len pri jednoduchych pripadoch. Preto bolo vyvinutych
mnoZstvo numerickych postupov riesenia pridenia tekutin, od najzékladnejSich az po velmi
sofistikované, avSak eSte mnoho problémov zostéva tazko riesitelnych (napr. turbulentné
prudenia).

Tato praca sa zaobera riesenim jednoduchého modelu popisujiceho pridenie tekutiny
pomocou systému TKSL. Fyzikdlna podstata tekutin a rovnice popisujtce ich pradenie
sa popisané v 2. kapitole. Matematickd podstata parcidlnych diferencidlnych rovnic je
popisand v 3. kapitole, pricom je kladeny doraz na suvislost s pradenim tekutin. Metédy
numerického rieSenia rovnic st nacrtnuté v 4. kapitole, pricom konkrétnejsie sa venujem
metdde koneénych diferencii, ktord je pre pouzitie v systéme TKSL najintuitivnejsia. 5.
kapitola je venovana rieSenému modelu, konkrétne jeho popisu, spésobom riesenia v TKSL
a porovnanim s rieSenim pomocou MacCormackovej metddy.



Kapitola 2

Fyzikalna definicia prudenia
tekutin

2.1 Tekutina

Je to sihrnné oznacenie pre kvapaliny a plyny a je definovana ako hmotnéa ststava, ktora za
stavu termodynamickej rovnovahy nie je schopné vzdorovat doty¢nicovym napétiam vacsim
nez hraniéna hodnota, tzv. pociatoénym napétiam odpovedajicim hranici tecenia. [3]

Daélezité vlastnosti tekutin zohravajice ulohu pri volbe sposobu vypocétu v CFD (defi-
nicia je uvedend v sekcii 2.3):

e viskozita - vnutorny odpor tekutiny proti Smykovej deformacii

e stlacitelnost (kompresibilita) - schopnost latok zmensovat svoj objem pri zvySeni von-
kajsieho tlaku

Zakladnym rozdielom medzi kavapalinami a plynmi je vtom, ze kvapaliny sa povazuju
za nestlacitelné, ¢ize zmeny tlaku nemaji na ich hustotu vyznamny vplyv, kdezto plyny st
naopak stlacifelné - hustota a tlak st vzajomne previazané. [0]

2.2 Prudenie tekutin

Prudenie tekutiny je pohyb tekutiny v jednom smere. Pridenie tekutin delime podla viace-
rych kritérii, pre schému vypoctu je dolezité delenie podla zavislosti na ¢ase, kedy prudenie
delime na:

e stacionarne - pole vektoru rychlosti nezavisi na case (velkost a smer rychlosti su v
kazdom bode tekutiny konstantné)

e nestacionarne - rychlostné pole zavisi na Case
Prudenie viskéznej tekutiny dalej moze byt [6]:

e laminédrne - pri lamindrnom prudeni sa c¢astice tekutiny pohybuji po hladkjch, na-
vzéjom subeznjch drahach, a to vo vrstvach, ktoré po sebe plynule klzu, pricom
nedochddza k fluktudciam rychlosti (nepravidelnym zmendm okamzitych bodovych
rychlosti ¢o do velkosti i smeru)



e turbulentné - pri turbulentnom prudeni sa rychlost tekutiny, tlak ai. nepravidelne
menia, takZze pohyb ma ndhodny, stochasticky charakter - preto sa tazko simuluje.
Turbulenciou sa zvid¢Suje vnatorné trenie, diftizia a vodivost tepla.

2.3 Rovnice popisujicie prudenie tekutiny

Tekuté latky sa skladaji z molektl a atémov, ktoré st diskrétnymi objektami, avsak pri
makroskopickom pohlade sa tekutiny chovaja ako spojité prostredia. Pri vypoctoch sa
predpokladd pohlad makroskopicky, ¢ize pohlad nazerajuci na tekutinu ako na kontinuum.
Toto kontinuum je reprezentované ako kontrolny objem, i ked sa hovori o nekone¢ne malych
kontrolnych objemoch.

Rovnice pre prudenie tekutin sa odvodzuji pre model kontrolného objemu, pricom po-
stupy odvodenia vznikaji kombinaciou vlastnosti modelového kontrolného objemu [2]:

e podla velkosti:

— konecny - ma kone¢né nenulové rozmery, odvodené rovnice sa nazyvaju integrdlne

— infinitezimalny - jeho velkost je vysledkom limitného prechodu (zmensovania)
kone¢nych kontrolnych objemov, odvodené rovnice sa nazyvaja parcidlne dife-
rencidlne

e podla pohyblivosti:

— nepohyblivy - steny st pevne definované a tekutina nimi preteka, odvodené rov-
nice st v konzervativnej forme (Eulerovsky pristup)

— pohyblivy - je unasany pradiacou tekutinou a jeho tvar sa deformuje tak, aby
stale obsahoval tie isté Castice, odvodené rovnice st v nekonzervativnej forme
(Lagrangeovsky pristup)

Rézne formy rovnic st na seba navzajom preveditelné, aj tak vSak nie st z matematického
hladiska ani z hladiska numerickych vypoctov plne ekvivalentné. Matematicky sa lisia v
sile poziadavkov kladenych na nezavislé premenné a ukazuje sa, ze rozne formy riadiacich
rovnic st rozne vhodné pre numerické riesenie tloh s pridenim tekutin. [2]

Vsetky fyzikalne aspekty prudiacich tekutin sa riadia tromi zakladnymi zakonmi: zéko-
nom zachovania hmotnosti, druhym Newtonovym zakonom a zdkonom zachovania energie.
Vyjadrenie tychto zdkonov sa d4 obecne previest pomocou integralnych alebo parcidlnych
diferencidlnych rovnic.

Poéitatova dynamika tekutin (po angl. Computational fluid dynamics - CFD) je
potom ”umenie toho, ako nahradit integraly alebo parcialne derivacie v riadiacich rovniciach
diskretizovanymi algebraickymi formami, ktoré st nasledne vyriesené s cielom najst hodnoty
vlastnosti pradovych poli v diskrétnych bodoch” [2].

2.3.1 Rovnica kontinuity

Rovnica kontinuity vychadza zo zdkona zachovania hmotnosti, aplikovaného na prudiacu
tekutinu.



Rovnica odvodena pre nepohyblivy (konzervativna forma) infinitezimalny kontrolny ob-
jem je dané:

op
g—i-v-(pv) =0 (2.1)

kde p je hustota tekutiny a v je vektor zloZiek rychlosti (u pre osu x, v pre y a w pre z).

.. , , . . (5 5 &
Zapis je skrateny pomocou operatoru "nabla”: V = <%7 55 E)'

2.3.2 Rovnica prenosu hybnosti

Vychadza z druhého Newtonovho zdkonu a vyjadruje rovnovéhu sil v tekutine.

Na kontrolny objem mozu posobit 2 druhy sil - objemové a povrchové. Medzi objemové
patri gravitacia, magnetické sily, zotrvacné sily, elektrostatické sily a podobne. Povrchové
sily maja pévod v tlaku a normalovych a Smykovych napétiach. Normalové a Smykové

normalové napétia niekedy zanedbavaju a miesto toho sa ako normalové napitie uvazuje
tlak. Pre jednoznac¢né odlisnie vSetkych druhov sil je tu vSak tlak uvazovany ako samostatna
veli¢ina. [2]

Konzervativna forma rovnice prenosu hybnosti je zapisana nasledovne:

0p | OTee | OTys | 0Ty

+ V- (puv) = &C—F 5 + 5y + 5, +pfx

0p 0Ty  OTyy = 0Tz

pv)
. = _= 2.2

0p 0Ty, 0Ty,  OTs

st TV ) = Ty T TP

kde p je tlak, 7;; predstavuje napétie na rovine kolmé k osi ¢ v smere osi j a f predstavuje
objemové sily.

Viskozita

Nezname 7;; maji povod vo viskozite. Pre izotropné tekutiny plati 7., = 7yz, 722 =
TazyTyzs = Tay. Dalej pre newtonovské tekutiny (tj. takd, v ktorej je rychlost deforméa-
cie a napitia priamo timernd) existuju vztahy

1) 1) 0
rm:Av.erm%, Tyy:/\V-v+2u£, Tm;:)\v-v—i-Q/,L%,

(Y (e s (s e
Toy = B\ 5z Sy VTer =R\ Gy T s ) T Tk dy 0z

pricom p je molekuldrna (dynamicka viskozita) a A je druhy koeficient viskozity. Obe st

.....
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2.3.3 Rovnica prenosu energie

Reprezentuje zakon zachovania energie (prvy termodynamicky zakon), ktory vravi, ze cel-
kové energia sa v uzavretej sustave zachova.
Rovnica prenosu energie (2.3) sa skladd z tepla privedeného do elementu tekutiny
a z prace konanej na elemente tekutiny. Zapis v konzervativnom tvare vyzera nasledovne:
dpe
St + Vpev = =V - (kVT) + pr — pVv
o(ur, o(ur, o(ur, o(vT, o(vT,
) | Bume) | Sur) | 8(om) | S(oryy)
oz oy oz ox oy
+5(szy) N (wTyyz) n d(wty) N d(wrsz)
0z ox oy 0z

(2.3)

+v-fp

Kde e je vnutornd energia pre element tekutiny, k je tepelna vodivost tekutiny, T je teplota,
r je hustota tepelného toku, 7;; st povrchové sily a f je hustota objemovych sil.

2.3.4 Navier-Stokesova sustava rovnic

Sustava rovnic kontinuity (2.1), prenosu hybnosti (2.2) a prenosu energie (2.3) ma nekonecne
vela rieseni (5 rovnic a 7 neznamych). Preto je potrebné doplnit dalsie dve rovnice definujtce
vzfahy medzi premennymi, napr. stavovi rovnicu pre idedlny plyn:

p = pRT/M;

kde R je plynova konStanta a M, je moldrna hmotnost prislusného plynu, a tiez vztah
vnutornej energie, teploty a tlaku e = e(p, T):

&’:cpT—g

kde ¢, je merné teplo pri konstantnom tlaku. V $pecidlnych pripadoch (hlavne pri nestlaci-
telnych tekutindch) moze mat vztah vnitornej energie a tlaku tvar e = ¢y'T, kde ¢y merné
teplo pri konstantnom objeme.

Rovnice je vSak potrebné uviest v jednotnej forme. Pre pocitacové vypocty je najvhod-
nejsia konzervativna forma, pretoze divergencia posobi na tok prislusnej veli¢iny, pri¢om pri
nekonzervativnej forme posobi divergencia na primitivne veli¢iny (zlozky rychlosti a ener-
gie). Tento rozdiel je badatelny hlavne pri velkych gradientoch premennych (napr. pri
razovych vinach). [2]

Zapis Navier-Stokesovej stistavy rovnic v konzervativnom tvare je uvedeny v rovnici
(2.4). U st konzervativne zavislé premenné, F; st premenné konvektivneho toku, G; st
premenné diftzneho toku a B s zdrojové ¢leny. Ak zanedbame premenné diftizneho toku
Gy, systém rovnic sa zjednodusi na Eulerov systém rovnic.

SU  6F;  6G;i

— =B 2.4
5t " om | om 24)
pricom
p PU; 0
U= | pv; | Fi=| pvivj+pdi; |,Gi= —Tij ;
pE pEv; + pu; —Tijv; + ¢



0
B= ,OF]'
pr + pFjv;

kde 9;; znac¢i Kroneckerovu deltu s hodnotou d;; = 1 pre ¢ = j a 6;; = 0 pre i # j. E
predstavuje celkovii energiu dani vztahom

1
EF=e+ ivjvj

ktord m4 s tlakom a teplotou nasledujice vztahy:

1 1

p=(k—1)p (E - ;vjvj> (2.5)

kde k je Poissonova konstanta.

2.4 Machovo ¢islo

Machovo ¢&islo je urcéené vztahom

2 zotrvacné sily  pu?l? w2 u?
= — = =R N —
tlakové sily pa? 12 a?

K

kde [ je charakteristicky rozmer, u je rychlost tekutiny a a je rychlost zvuku. Pri odvodeni sa
vsak vylucila Poissonova konstanta k, ¢o treba mat na zreteli pri posudzovani podobnosti.
[6]

Vyznam Machovho ¢isla spoéiva v urceni stlacitelnosti tekutiny - v nestlacitelnych te-
kutindch je Machovo ¢islo velmi malé. Tiez sa podla neho deli prudenie na podzvukové
(M < 1), zvukové (M = 1) a nadzvukové (M > 1). Toto delenie vSak nie je rovnaké. Na-
priklad pridenie vzduchu je mozné povazovat za stlacitelné a neviskézne, ak (0.3 < M < 5).
Tento rozsah sa dalej rozdeluje na (0.3 < M < 0.8), kedy je pradenie zvuku podzvukové,
pre (0.8 < M < 1.2) je prudenie vzduchu zvukové a pre (1.2 < M < 5) nadzvukové. Pre
velkosti M > 5 sa prudenie stava hypersonickeé.



Kapitola 3

Matematické vlastnosti parcialnych
diferencialnych rovnic

.....

neznamych (3.1). Koeficienty A az G mozu byt konstanty - rovnica je linedrna - alebo
funkcie, kedy je rovnica nelinearna.

5 f 6% f 5% f of of
A—L 4+ B 4+ C-—~ + D= +E-L+F = 1
5 T 5my+05y2+ se T Es, T f+G=0 (3.1)

Existuju tri zdkladné kategdrie linedrnych rovnic, ktoré je mozné stanovit na zaklade koefi-
cientov pri derivécii vyssieho radu [4]:

e hyperbolické - B2 —4AC < 0
e parabolické - B? —4AC =0
e eliptické - B2 —4AC > 0

Klasifikdcia rovnice je mozna aj inymi matematickymi prostriedkami, napriklad (aj pre
klasifikdciu nelinedrnych rovnic) je mozné pouzit charakteristiky. V pripade PDR druhého
radu je klasifikdcia nasledovna [6]:

e hyperbolicka - existuju dve redlne charakteristiky
e parabolickd - existuje jedna redlna charakteristika
e eliptickd - obi dve charakteristiky s imaginarne

V aplikaciach CFD zavisia od typu rovnice vypocetné schémy a tiez Specifikacia okrajovych
podmienok. Mnoho rovnic popisujicich pridenie je zmieSaného typu, preto je dolezité
zvolit vhodnt metdédu a sposob aplikacie okrajovych podmienok. [1]

Na zéklade typu rovnic, ktoré popisuji prudenie, mdézeme definovat tiez prudenie ako
hyperbolické, parabolické a eliptické. Prehlad klasifikacie fyzikdlneho sprévania niektorych
najdolezitejsich pradeni je uvedeny v tabulke 3.1.



fyzikalny model stacionarne pridenie | nestacionarne prudenie
viskdzne pruadenie eliptické parabolické
neviskozne prudenie M<1 - eliptické hyperbolické
M>1 - hyperbolické
tenka vrstva tekutiny parabolické parabolické

Tabulka 3.1: Matematické klasifikicia rovnic prudenia podla fyzikdlneho modelu [0]

3.1 Hyperbolické prudenie

Oblast pésobenia bodu je uréend dvoma charakteristickymi krivkami, ktoré nim prechadza-
ju (pri trojrozmernom priestore su to dve kuzelové plochy s vrcholom v danom bode). Tieto
krivky vymedzuju oblast posobenia bodu. Stav bodu zévisi iba od diania v oblasti proti
prudu, ktord je obmedzenad danymi charakteristickymi krivkami. Hyperbolické pruadenie
je zobrazené na obrazku 3.1. Hyperbolické rovnice neobsahuji vyhladzovacie mechanizmy.

N smer pradenia

Y >
=

=

a

E | oblast oblast
2 | zavislosti vplyvu
2| bodu A bodu A
=

m

i)

(]

[= 1

L%
4

X

Obrazok 3.1: Hyperbolické prudenie v 2D

Z toho vyplyva, Ze ak st podiato¢né, alebo okrajové podmienky nespojité, nespojitost sa
prenesie do vnutra oblasti. [0]
Priklad hyperbolickej rovnice:
5%u R

52 Vgm0

3.2 Parabolické prudenie

Kazdym bodom prechédza len jedna charakteristickd krivka (pri trojrozmernom priestore
plocha). Téato krivka oddeluje oblast zavislosti od oblasti posobenia, pri¢om je ohrani¢ena
okrajovymi podmienkami. Tak ako pri hyperbolickom priudeni, stav bodu zavisi iba od
stavu tekutiny proti pridu. Parabolické priidenie je zobrazené na obrazku 3.2.
Parabolické diferencidlne rovnice sa ¢asto chapu ako limitny pripad hyperbolickej rov-
nice, ale disipativny mechanizmus obsiahnuty v parabolickej rovnici sposobuje, ze i ked st
pociato¢né podmienky nespojité, rieSenie vo vnutri oblasti rieSenia bude spojité. [0]

10



>

smer pridenia

Y —_—

= okrajova podmienka lava

= o

£ .

= | ohlast oblast

E ravislosti wplyvu

£ | boduA A hodu A

=]

=

=

o okrajova podmienka prava
L%
,

X

Obrazok 3.2: Parabolické prudenie v 2D

Priklad parabolickej rovnice:

ou 5%

3.3 Eliptické prudenie

Pri eliptickom prideni (zobrazené na obrazku 3.3) neexistuju ziadne charakteristické krivky,
to znamena, Ze stav bodu je ovplyvneny celou oblastou pridenia. Je to sposobené viskozitou
a podzvukovou rychlostou prudenia. Eliptické pridenie je vzdy podzvukové a neobsahuje
zévislost na case. Na rozdiel od parabolického a hyperbolického pridenia sa v riom casto
vyskytuja cirkulacie.

F

y Ohlast zavislosti

= oblast vplyvu

. Okrajové
A podmienky

L

,

X

Obrazok 3.3: Eliptické prudenie v 2D

Priklad eliptickej rovnice:
2u  6%u

6z T 7Y
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Kapitola 4

Numericky vypocet

Priestor pri vypocte prudenia je potrebné diskretizovat, ¢ize je potrebné pokryt ho uzlovymi
bodmi - vytvorif sief. Tiez je potrebné ur¢it okrajové a pociatoéné podmienky. Nésledne
je potrebné vypocitat hodnoty veli¢in vybranou metédou vypoctu.

4.1

Rozdelenie do siete

Délezitou sucastou rieSenia je rozdelenie vypoctovej oblasti do siete. Siet moze byt [6]:

Struktirovana - rozloZenie bodov v sieti méa uréitti pravidelna Strukttaru
nestruktirovana - bez viditelnej Struktary
hybridné - obsahuje zmiesané prvky (napr. trojuholniky a $tvoruholniky)

zonalna - ma Casti (z6ny) Struktirované alebo nestruktirované

4.1.1 Suaradnicovy systém

Rovnice pre prudenie st odvodené v kartézskom stradnicovom systéme, kde maji najjed-
noduchsi tvar. Pre diskretiziciu je vSak tiez vhodné pouzit sief bodov umiestnenych na
suradnicovych krivkach krivoc¢iareho stradnicového systému. Je to z dévodu jednoduchsej
formulécie okrajovych podmienok.

Bezné pristupy diskretizacie a rieSenia sa [0]:

rieSenie vo fyzikalnom priestore v kartézskom stiradnicovom systéme - Priame
rieSenie diferencidlnych rovnic pradenia vo fyzikalnom priestore v kartézskom surad-
nicovom systéme ma vyhodu, ze diferencidlne rovnice pridenia maju najjednoduchsiu
formuléciu, ale okrajové podmienky sa obecne velmi zlozito formuluji na obtekanych
stenéch.

rieSenie v transformovanom priestore v kartézskom suradnicovom systéme
- Riesenie diferencidlnych rovnic pradenia v transformovanom priestore je zaloZené
na transformacii krivocéiareho stradnicového systému konformného s hranicami vo
fyzikadlnom priestore na kartézsky suradnicovy systém v transformovanom priestore.
Stcasne sa musia transformovat aj diferencialne rovnice prudenia. Tie maju zlozitejsi
tvar, ale riesia sa v pravouhlom stradnicovom systéme s jednoduchymi okrajovymi
podmienkami. Vysledok sa inverznou transforméciou prepocita spif do fyzikdlneho
priestoru.
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e rieSenie vo fyzikalnom priestore v krivociarom suradnicovom systéme - Pria-
me rieSenie rovnic prudenia vo fyzikadlnom priestore s krivoc¢iarymi siradnicami vy-
zaduje, aby sa diferencidlne rovnice pridenia prepisali z kartézskeho do krivociareho
suradnicového systému. Rovnice s zlozitejsie, ale okrajové podmienky na stenach st
obycajne jednoduché, lebo hranice sti konformné so stradnicovymi ¢iarami. V zlo-
zitom krivociarom suradnicovom systéme je najvyhodnejsie riesenie rovnic prudenia
v integralnom tvare, lebo rovnice nie je potrebné prepisovat. Predpokladom rieSenia
je generovanie siete uzlovych bodov v krivociarom suradnicovom systéme, ktory je
konformny s hranicami oblasti. Zlozitejsie oblasti sa rozdelia na podoblasti, aby tato
podmienka bola splnena.

4.2 Okrajové podmienky

Okrajové podmienky st pri rieSeni diferenciadlnych rovnic pridenia pomocné funkcie. Sprav-
nost ich volby urcuje fyzikdlnu adekvétnost rieSenia rovnic. Tedria tykajica sa rozsahu
okrajovych podmienok pre stlacitelné pridenia nie je zatial postacujica. Praktické vypo-
¢ty CFD st v oblasti okrajovych podmienok odkézané na fyzikalne predstavy a spravnost
vysledkov simulécie. [0]

Rozlisujeme tlohy interného prudenia, kedy tekutina pretekd oblastou R ohrani¢enou
hranicou 0 R a tlohy externého prudenia, kedy tekutina ohranicenii oblast obteka.

Kedze model rieSeny v tejto praci je interného pradenia, dalej sa budem zaoberat len
internym prudenim. Pri internom prideni s hranice, kde tekutina vstupuje a vystupuje
otvorené, pri¢om iné ¢asti si definované ako tuhé (tekutina nemoze cez tieto Casti pretekat).

Okrajové podmienky sa najéastejsie rozdeluju na [0]:

e Dirichletove podmienky, kedy f = fy na hranici R
e Neumanove podmienky, kedy g—f; = fo alebo ‘;—J; = fo na hranici 6R
e zmiesané podmienky

V Neumanovej a zmieSanej podmienke sa rozumie derivacia podla normély smerom von z
oblasti R.

Dolezitym hladiskom uréenia okrajovych podmienok je ich delenie na fyzikdlne, ktoré
st uréené priamo, a numerické, ktoré je potrebné extrapolovat. Ich pocet zavisi od smeru
charakteristik, ktory je uréeny rychlostou pridenia v zavislosti od rychlosti zvuku. V
tabulke 4.1 je zobrazeny vzfah poc¢tu fyzikdlnych a numerickych podmienok od rychlosti
prudenia na vstupe a vystupe pre jednorozmerné prudenie.

Podzvukovy | Nadzvukovy
Fyzikalna 2 3
Vstup Numericka 1 0
, Fyzikalna 1 0
Vystup Numericka 2 3

Tabulka 4.1: Fyzikilne a numerické okrajové podmienky
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4.3 PouZivané numerické metody vypocétu v dynamike teku-
tin

4.3.1 Metéda koneénych diferencii

(po angl. finite difference method - FDM) Algoritmus vypoctu pozostiva z nahradenia

parcialnych diferencidlnych rovnic diferenénymi rovnicami, ktorych hodnoty st odvodené

z najblizsich susednych uzlov predmetnej oblasti (siete). Vyzaduje ortogonalne delenie
vypoctovej oblasti.

Schémy metédy koneénych diferencii

Existuje mnozstvo schém pre vypocet rovnic, ktorych pouzitelnost zavisi od typu rovnice
a pozadovanej presnosti. Zakladom kazdej schémy s diferencie, ktoré delime na centralne
(4.1), s krokom "dopredu” (4.3) a s krokom ”dozadu” (4.5).

Vseobecny zapis centrélnej diferencie (central difference) je nasledovny:

Su 1 (- & 32

kde du; = %(uiﬂ —u;—1). Tento zépis je alternativny ku klasickému, v ktorom sa vyskytuji

polosietové body (napr. u,, 1).
2

Priklad centralnej diferencie:

ou  Uipr — U1 9
(&v)i = B L o(ad?) (4.2)

Vseobecny zapis diferencie s krokom dopredu (forward difference):

<?;>i:A1:U<(E1)(E;1)2+(E;1)3(E;1)4+m>ui (4.3)

kde E"u; = wjtp.
Priklad diferencie s krokom dopredu:

ou _ Ui+1 — Uy

Vseobecny zapis diferencie s krokom dozadu (backward difference):

u _ —1)2 _ r—1\3 _ p—1\4
(gxl::x((l—El)+(l ]25 )+(1 ;E )+(1 4E )—l—...)ui (4.5)

kde E7"u; = wi—p,.
Priklad diferencie s krokom dozadu:

ou U; — Uj—1
— ] == A 4.
<5w>i A, +O(A) (4.6)

Priklady (4.2), (4.4) a (4.6) si uvedené pre derivicie prvého radu. Diferencie st od-
vodené z Taylorovho rozvoja, pricom O(Ax) znamend, Ze chyba sa blizi k nule ako prva
mocnina Az - jednd sa o presnost prvého radu, O(Az?) je presnost druhého radu, atd. [1]

Riesenie rovnic prudenia je mozné viacerymi sposobmi [6]:
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e Iteracné metddy - predpoklada sa, Zze rovnice st matematicky eliptické a odhad rie-
Senia sa v iteracnych cykloch upresnuje.

e Priame metddy - predpokladé sa, ze rovnice st matematicky eliptické a rieSenie sa
ziska ako riesenie systému algebraickych rovnic.

e Kréicanie v priestore - predpokladd sa, ze rovnice maji matematicky parabolicky
charakter vzhladom na jednu stradnicu a riesenie kraca pozdlz tejto stiradnice (nad-
zvukové priudenie napr. v smere osi x).

e Kricanie v Case - ¢asova suradnica dodéava rovniciam hyperbolicky charakter

Kracanie v Case je riesenie s ¢asovou derivaciou, ¢o znamend, ze riesenie je vo vSeobecnosti
z&vislé na Case (nestacionarne prudenie). Kedze ¢asovd premennd dodéva rovnici hyperbo-
licky charakter, vyuziva sa koncept kracania v Case aj pre rieSenie stacionarneho prudenia,
a to tak, ze sa v pociatocnych podmienkach zada odhad riesenia a po urcitom pocte krokov
sa dosiahne stacionarny stav prudenia. Kracanie v éase moze byt:

e explicitné - nezndme veliCiny v ¢ase n+1 sa vypocitaji z hodnét v ¢ase n. RieSenie
byva podmienecne stabilné, to znamena, ze s rasticim ¢asom konverguje k exaktnému
rieSeniu, iba ak ¢asovy krok nepresiahne urcitt hodnotu stanovent kritériom stability.
Zvycajne je potrebné viac ¢asovych krokov ako pri implicitnej schéme.

e implicitné - hodnoty v Case n+1 sa vypocitaju z hodnét v case n a n+1, kedy sa
rovnica schémy napise pre kazdy bod siete, ¢o vedie k tridiagonalnemu systému, ktory
kroku a hustota siete st limitované iba presnostou vypoctu. Nevyhodou vsak je, Ze
program je zlozitejsi a pocet matematickych operacii je v kazdom casovom kroku
vysSi.

4.3.2 Metdda konecnych prvkov

(po angl. finite element method - FEM) Povodne metéda pre vypocet napitia a posunutia
v pevnych struktarach. Pre vypocet pouziva prvky zlozené z bodov siete, pricom na kazdy
prvok sa aplikuju zékony bilancovania, aby sa uréili veli¢iny pradového pola v uzlovych
bodoch prvku. Uzlové body st na typickych miestach prvku ako stred prvku, stred hrany
prvku a podobne. Pre kazdy prvok su utvorené rovnice (lokdlna aproximécia riesenia),
ktoré st potom zostavené do systému a nasledne pocitané pre ziskanie riesenia. [0]

4.3.3 Metéda konecnych objemov

(po angl. finite volume method - FVM) Uzlové body siete tvoria bunky, ktoré sa inter-
pretuju ako kontrolné objemy. Na kontrolny objem sa aplikuji urcujtce rovnice prudenia
v integralnom tvare - t.j. pocita sa tok hmotnosti, hybnosti a energie cez steny objemu.
Tato metdda je najpouzivanejsia v oblasti vypoctovej dynamiky tekutin. Je mozné ju poci-
tat pomocou schém metédy koneénych diferencii (FVM via FDM) alebo koneénych prvkov
(FVM via FEM). [1]
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4.4 Systém TKSL

TKSL (Taylor-Kunovsky Simulation Language) je uréeny k simulécii dynamickych systé-
mov, systémov s nespojitostami a systémov popisanych parcidlnymi diferencidlnymi rovni-
cami. VSetky vypocty st zalozené na diferencidlnych rovniciach. Systém vykonava nume-
rické rieSenie pomocou Taylorovho rozvoja. Pozadovand presnost je udrzovand dynamickym
nastavovanim radu Taylorovho polynému. [5]

Pre rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic systémom TKSL je mozné pouzit metédu
priamok, t.j. metédu, kedy sa ponechd jedna nezavisla premennd (napr. ¢as) spojita a os-
tatné sa zdiskretizuju pomocou diferencii. Tak vznikne systém obycajnych diferencidlnych
rovnic, ktory je vstupom do programu TKSL.

Existuja dve verzie programu TKSL, a to starsia verzia TKSL/386 vytvorena v pro-
stredi TurboVision a novsia verzia TKSL/C, ktora bola napisand v jazyku C++ a od
predchadzajicej verzie boli pridané vylepSenia [7]:

e odstraneny zavazny problém poctu rovnic

e TKSL/C je narozdiel od TKSL/386 prenositelné
e zjednodusena syntax vstupu

e moznost pouzitia viacslovnej aritmetiky

e moznost zaclenenia do inych projektov
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Kapitola 5

Riesenie vybraného modelu

Riesenie Eulerovych rovnic stlacitelnej, neviskéznej tekutiny je predvedené v kvézi-jednorozmernom
priestore.

5.1 Model

Je dan4 tryska s premennym prierezom (obrazok 5.1), cez ktora preteka stlacitelnd a nevis-
kézna tekutina, ktorad tecie len v smere osi z. Uvazujeme len tlakové sily a predpokladom
je, ze sa neuskutoéniuje privod a odvod tepla. Model popisuju rovnice (5.2). Jedna sa o
nelinearny hyperbolicky systém.

Geometria trysky je zadanda rovnicou:

S(x) = 1.398 + 0.347tanh(0.8z — 4) ft? (5.1)

pri¢om dlzka trysky e = 10. Dalej st zadané konstanty:

k=14
ft?
— 171611
R 7 68662R

Rovnice popisujiice model:

0SU  OSF _dS,

ooF _ a0 5.2
5t + dx dz (5:2)
kde
p pu 0
U=|pu |, F=| pui*4+p |,B=|p
pE p(pE + p)u 0

Model je rieSeny pre dva pripady odliSujice sa v rychlosti pradenia na vystupe z trysky:
e nadzvukovy pritok a nadzvukovy vytok
e nadzvukovy pritok a podzvukovy vytok.

Vzhladom na to, Ze je pri rieSeni pouzity systém TKSL a vzhladom na fakt, Ze sa jedna
o relativne jednoduchy probém z oblasti prudenia tekutin, je pre rieSenie pouzitd metdda
kone¢nych diferencii. Priestor je najskor potrebné diskretizovatf, v tomto pripade rozdelit
na imq; — 1 tsekov rovnakej dizky Az (sief je struktirovana), éiZe i, bodov. Prierezy
trysky v jednotlivych bodoch st dané rovnicou (5.1).
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okrajové
podmienky
# &X 7
pritok " vytok >
-
1 i-1 i i+1 i

max

vypoctova
\ oblast

Obréazok 5.1: Modelova tryska (9-bodové delenie vypoctovej oblasti)

5.1.1 Uprava rovnic

Pre zjednodusenie st premenné U a F zapisované priamo s prierezom S (napr. Ugy = pS),
pricom ¢len p% sa moze vyjadrit ako pS dcllzs .
Dalej je pre lepsie vysledky vypoctu vhodné vyjadrit rovnicu (5.2) za pomoci vztahu (2.5)

vo formalne ekvivalentnom tvare, v ktorom sa vyskytuju len konzervativne premenné Ug,

takZe vzniknua rovnice:

0Ug  dFg(Us) diInS
=B 5.3
ot + ox STdr (5:3)
kde
pS puS 0
Us=| puS |,Fs=| (uW+p)S |,Bs=|pS
pES (pE +p)uS 0
a Cleny vyjadrené len pomocou konzervativnych premennych Ug si1 nasledovné:
USI U2 Usz 1 U2
Us= | Us2 |, Fs(Us) = 72+ (k= 1)(Uss — 3522) , (5.4)
U
Uss Vs 4 (k= 1)(Uss — 352 2
0
U2
Bs = | (n—1)(Uss — §{22)
0

Jednd sa o prudenie hyperbolického charakteru, takze pre vypocet rovnic st pouzité
schémy vyuzivajice kracanie v Case.
5.1.2 Pociato¢né a okrajové podmienky
Nadzvukovy pritok a nadzvukovy vytok

Okrajové podmienky:
Vstupnd hranica pradu - kedZe je pritok nadzvukovy, okrajové podmienky na vstupne;j
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hranici st zadané priamo:

M=15
p = 1000 psf
p = 0.00237 slugs/ ft3 (5.5)

pu = 2.7323 slugs/ ft3sec
pE = 4075 slugs/ ftsec?

Vystupné hranica pradu - kedze je vytok nadzvukovy, okrajové podmienky na vystupne;j
hranici st numerické, ¢ize je potrebné ich extrapolovat, najvhodnejsie linedrnou extrapolé-
ciou:

Ug = 2Ug

~Ug (5.6)

imax imax —1 imax —2

Pociato¢né podmienky su pre vSetky body rovnaké a rovné okrajovym podmienkam na
vstupnej hranici pradu (5.5).

Nadzvukovy pritok a podzvukovy vytok

Pri nadzvukovom vytoku mé tlak urciti hodnotu, pretoze je pocitany numericky z predo-
slych bodov. Ak sa v8ak na vystupe z trysky zvysi staticky tlak (v porovnani s vypocéitanou
hodnotou), klesne rychlost vytoku pod rychlost zvuku a v désledku vyrovnania tlaku vstu-
pu a vystupu vznikne v tryske rdzova vlna.

Okrajové podmienky:

Vstupné hranica pradu - zhodné s rieSenim pre nadzvukovy pritok a nadzvukovy vytok
(5.5).

Vystupna hranica prudu - pri podzvukovom vytoku je nutné priamo ur¢it jednu fyzikalnu
podmienku, v tomto pripade je dané rychlost na vystupe u., = 390.75 ft/sec, ktord je
zakomponovand do vypoctu nasledovne:

US2 imaz = USl i7naz : u€x (5-7)

V dosledku velkych rozdielov hodnot zavislych premennych U pri vypocte s predché-
dzajicimi pociatoénymi podmienkami moze dojst k chybe vo vypocéte. Tato chyba sa da
odstranit nasledovnymi spdsobmi [6]:

e zadaju sa vhodnejSie pociatoéné podmienky
e zVACSi sa hustota siete vypoctovych bodov
e umelo sa zmensi ¢asovy krok

e do vypoctu sa zavedie umela viskozita

zdokonali sa celd schéma vypoctu (algoritmus), aby bola vhodnejsia pre fyzikalny
model s rdzovou vlnou

Pociato¢né podmienky s teda zmenené oproti predchéadzajicemu pripadu:

p = 0.00237 p = 0.00237
prex <28 ¢ pu=2.7323 , prex > 2.8 ¢ pu = 0.92608 (5.8)
pE = 4075 pE = 2680.93
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5.2 RiesSenie v TKSL

Pre riesenie modelu v systéme TKSL je potrebné prepisat rovnice ako stistavu obycéajnych
diferencialnych rovnic metédou priamok. Ako spojitd nezavisli premennu si zvolime Cas,
C¢ize priestor je diskretizovany jednou z diferencii. Na prvy pohlad sa najlep$ie javi metéda
s najviésim radom presnosti - centralna diferencia predpisand vztahom (4.1).

5.2.1 Zapis rovnic

Priestorové derivacie kazdého vnutorného bodu (t.j. taky bod, na ktorom nie si urc¢ené
okrajové podmienky) st teda zapisané centralnou diferenciou presnosti druhého radu, ktorej
zépis je dany (4.2). Po tprave rovnic tak, aby na lavej strane boli len derivécie premennych
podla ¢asu (vektor Ug) vzniknid rovnice:

dUsy;; _ _ Fisiy — Fisi
dt 2Azx
dUss, In(Siy1) —In(Si—1)  Fasyyy — Fas,
2 — B ) _ (3 7 .
dt 25; 2z N (5.9)
dUss, _ _F3Si+1 — F3s,
dt 2Ax

ktoré sa prepisu vo vyjadreni pomocou konzervativnych premennych (5.4) do TKSL nasle-
dovne:

dUSlQ _ _U523 - U521
dt 2Azx

US1.2'=-(US2.3-US2.1)/(2*DX) &pol;

kde ¢leny USi_j znacia Ug;;, pol je pociatocnad podmienka v danom bode a DX je Ax.

5.2.2 RieSenie pre nadzvukovy pritok aj vytok

Rovnice (5.9) st prepisané do zapisu TKSL, pri¢om st pouzité pociatoéné podmienky (5.5).
Vypocet je prevadzany pomocou verzie programu TKSL/C pre rézne po¢ty bodov vypoéto-
vej oblasti. Pre vypocéet maji vplyv volitelné parametre programu, a to konkrétne presnost
eps, na ktorej zilezi velkost odchylky hodndt pocéitanych premennych, ¢o je najlepsie vidiet
na obrazku 5.2 zobrazujicom hodnoty premennej Ugy vo vypoctovej oblasti, kde Ugs by
mala byt rovnakd v kazdom bode. Z obréazku je vidiet, Ze presnost zodpovedd maximaélnej
odchylke hodnot a Ze tato odchylka nezavisi od poc¢tu bodov oblasti.

Od presnosti eps tiez zavisi stabilizacia vypoctu, ¢o je vidiet na vyvine hodndt premenne;j
Usi v Case zobrazenej na obrazku 5.3. Pri vysokej hodnote eps (nizkej presnosti) metéda
zaloZena na centralnych diferenciach nie je stabilna a s klesajicim po¢tom bodov vypoctovej
oblasti je potrebné pre stabilizdciu presnost zvySovat. Pre stabilitu sieti o velkosti 9-61
bodov postacuje presnost eps = 1-1078.

Dalej pre "rozbeh” v§poétu je potrebné stanovit pociatoény krok, ktorého velkost zavisi
je potrebné ho znizit. Velkost pociatoéného kroku ma tiez velmi maly vplyv na rychlost
konvergencie riesenia, pricom ¢im vacsi je krok, tym rychlejsie sa vypocet ustali. Pri vSet-
kjch behoch programu je poéiatoény krok nastaveny na dt = 1- 1072, ¢o postacuje aj pri
presnosti eps = 1-107°.

Nakoniec je potrebné stanovit ¢as 4., kedy sa ma vypocet zastavit.
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T T T T T
19-bodova oblast, presnost le-5 ——
19-bodova oblast, presnost le-6 ———
31-bodova oblast, presnost le-5 ———
31-bodova oblast, presnost le-6 ———

2,.87231

2.8723

2,87229

us2

2,.87228

2,.87237

o _g7096 L L L L L L L L

Obrazok 5.2: Priebeh premennej Ugs vo vypoctove]j oblasti (mal by byt konstantny)

8,885 T T T T
9-bodova oblast, eps=le-§

9-bodova oblast, epz=S5e-7

B8.86845 - q

8,884 J

B8.8835 - 1

Us1_inax

8.883 q

8.86825 - q

8.862 | R .

8.8815 L L L L L

Obrazok 5.3: Priebeh premennej Ugy v case

imax

Diferencie s krokom ”dozadu”

Pri rieSeni je tiez mozné pouzit diferencie s krokom dozadu (zvané ”upwind”), ktorych
zapis je uvedeny v (4.5). Aj ked presnost schémy pouzivajicej diferencie s krokom dozadu
je mensia ako s centralnou diferenciou, vyhodou je to, Ze je do ivahy vziaty smer prudenia
tekutiny, a kedZe v rieSenom modeli je eSte naviac prudenie nadzvukovej rychlosti, tato
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schéma je z fyzikalneho hladiska presnejSia a numericky vyhovujtca.
Pre prepis do TKSL teda zapiSseme Eulerovu stustavu rovnic 5.3 nasledovne:

dUs;, _ _Fsu—Fsi,

dt N Az
dUsgo, B In(Sit1) —In(Si—1)  Fsz, — Fsa,_,

dt = Bsy 2Ax Az (5.10)
AUss, _ _Fso—Fso,

dt N Az

Pre diskretizaciu ¢lena s prierezom je vSak nadalej pouzita centrdlna diferencia. Zapis pre
program je analogicky ako pri centralnych diferencidch. Na obrazku 5.4 je zobrazeny priebeh
hustoty tekutiny oblastou. Z daného priebehu je vidiet, Ze presnost schémy pouzivajicej
diferencie s krokom dozadu je horsia ako presnost schémy pouzivajucej centrélne diferencie,

.....

8.0025 |

T T T T T
HacCornack, 19-bodova oblast ——

centralne diferencie, 31-bodova oblast
8,88245 i, s krokon dozadu, 31-bodova oblast
& s krokon dozadu, 19-bodova oblast

8.86824 -

B8.868235

8.8823 -

8,88225 -

hustota

8.8822 -

8.868215

a.8821 -

B8.868285

a.882

8,868195

Obréazok 5.4: Priebeh hustoty pre nadzvukovy pritok aj vytok

V tabulke 5.1 s porovnané ¢asy vypoctu a priblizného ¢asu konvergencie centralnej
schémy a schémy vyuzivajicej diferencie s krokom dozadu pre rézne pocty bodov vypoctovej
oblasti. Z tabulky je na prvy pohlad jasné, Ze pri vyuziti diferencii s krokom dozadu je cely
vypocet dokonéeny zhruba 10-krat skor, i ked s rastticim poc¢tom bodov oblasti toto ¢islo
kles4. Konvergencia diferencii s krokom dozadu nastava tiez niekolko nasobne rychlejsie ako
pri centralnych diferencidch, dokonca s rastiicim poc¢tom bodov v oblasti klesa, vid obrazok
5.5.

5.2.3 RieSenie pre nadzvukovy pritok a podzvukovy vytok

Pri pouziti poc¢iatoénych podmienok (5.8) a numerickej okrajovej podmienky na vystupe
(5.7) je model prepisany do TKSL analogicky ako v predchadzajucich pripadoch. Avsak
vypocet pri pouziti centralnych diferencii diverguje a pri pouziti diferencii s krokom dozadu
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Pocet bodov . . Cas vypoctu Priblizny cas
. Diferencie .
oblasti user system | konvergencie Ugy,,, ..
9 centralne 17s26pus | 0s21us 0.11s
s krokom dozadu | 1s66us | 0s53us 0.038s
19 centralne 39s12us | 0s42us 0.16s
s krokom dozadu | 4s30us | 0s76us 0.032s
31 centralne 80sb5us | 0s76us 0.25s
s krokom dozadu | 9s39us | 0sllus 0.026s
61 centralne 202s5Tus | 2s66us > 0.3s
s krokom dozadu | 26s76us | 0s33us 0.022s

Tabulka 5.1: Porovnanie rieSeni v TKSL pre tme; = 0.3 aeps =1-1078

8,88225 T T T T T
9-bodova oblast ——
19-bodova oblast ——
31-bodova oblast ——
61-bodova oblast ——
a.e822 1
8,.86821% q
a.8821 - b
8.88285 1
a.8e2 - =

B8,.868195 ! L L L L
8,61 8.815 8,82 B8.825 a.83 8,835 8,84

t

Us1_inax

Obrazok 5.5: Detail priebehu premennej Ugq v Case za pouzitia diferencii s krokom

dozadu

imax

je problém vyrieSeny ako pruidenie s nadzvukovym vstupom aj vystupom, len fyzikilna
okrajové podmienka na vystupe je nezmenend, takZze rieSenie je nepouzitelné.

Presnost diskretizécie priestoru (pomocou centralnych diferencii) je mozné zvysit na
stvrty rad (podla vzfahu (5.11)), avSak toto zvySenie rddu presnosti neprinieslo badatené
zlepSenie. Aj ostatné pokusy zmenSenia kroku, zvySenia presnosti eps a zvySenia radu
presnosti derivacie casu zlyhaly.

<5u> Uiy + 8ujpy — Bui—1 + ui—2

__ 4
- Ao +O(AzY) (5.11)
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Umela viskozita

Pre stabilizaciu vypoctu pri razovej vlne je tiez mozné pouzit umela viskozitu D;. Je
to miera nelinearnosti zavislych premennych, ktort priblizne vyjadruje rozdiel strednej
hodnoty vypocitanej zo susednych hodnét a skutoénej hodnoty v bode i v konkrétnom
¢asovom kroku n:

1
D;(U)At = 5( 1 —2U+Ul,) ~ DFX (UL, —2U; + U} ) (5.12)

alebo analogicky

(Ui, —2U7 + Uy)
At

Tento vyraz tiez modeluje druhi derivaciu, ktora suvisi s fyzikalnou viskozitou alebo vede-

nim tepla, teda diftziou. [0] Za DF X sa moéZe dosadit malé ¢islo, napriklad DF X ~ 0.001,

alebo to moze byt funkcia, ktora kontroluje lokalne dédvkovanie umelej viskozity v schéme:

D;(U) = DFX (5.13)

Ipi1 — pi + Pl

DFX(U)=CX
) iy + 0+ i

kde C'X je miera viskozity ako konStanta, ktorej hodnota zavisi od sposobu aplikovania
umelej viskozity do schémy vypoctu.
Vztah (5.13) je tiez mozné zapisat ako

Di(U) = DFX[ o — AU, +6U7 — 407, + U7
’ At

(5.14)

Aplikécia umelej viskozity je prevedena prirdtanim D;(U) k pravej strane rovnic.

V TKSL je k rovniciam pridanad umeld viskozita (5.13) s konstantnym ¢lenom DFX
a pri centralnych diferencidch presnosti druhého radu aj diferencidch s krokom dozadu je
vypocet uz stabilny. Je vsak potrebné podotknuf, Ze vzfah (5.13) obsahuje ¢asovy krok
(At), ktory je pri prepise pre TKSL nastaveny priamo (s hodnotou poéiatoéného kroku),
takze pri velkych zmendch éasového kroku, ktoré program robi automaticky, by mohlo dojst
k chybe (pri nastaveni pevného kroku riesenie nedospeje k stabilite).

Zapis v TKSL méze vyzerat nasledovne (W reprezentuje konstantu DF X ):

W=0.001;
US1_2°=-(US2_3-US2_1) / (2+DX) +W* (US1_1-2%US1_2+US1_3)/1le-5 &pol;

.....

razové vlna hladsia. Pri diferencidch s krokom dozadu musi byt tato konstanta priblizne
0.009 aby metdéda konvergovala, pricom pri centralnej diferencii moze byt miera umele;
viskozity aj mensia, ale to sa odrazi na numerickej disperzii vo velkom okoli rdzovej viny, ako
je to zndzornené na obrazku 5.6 pre DF X = 0.001. Na tomto obrazku je tiez vidiet, Ze velka
umela viskozita spdsobuje odklon od realneho riesenia, takze pre rieSenie s podzvukovym
vystupom je schéma pouzivajica diferencie s krokom dozadu nepostacujica.

Tiez je vhodné upozornit na rychlost stability a rychlost vypoctu, ktoré si obe vicsie
pri pouziti centralnych diferencii, ¢o je v porovnani s pripadom nadzvukového vstupu aj
vystupu naopak.
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DFK=B.B(51, centralne diferencie
DFX=0.802, centralne diferencie
DF<=0.81, centralne diferencie
3088 - DFX=0.01, diferencie s krokon dozadu
581-bodova oblast, HacCornackova schena

2588 -

2088 -

1588 -

1688 [—

568

Obréazok 5.6: Vplyv umelej viskozity na vypocet pri 31-bodovom deleni oblasti (MacCor-
mackova metéda predstavuje rieSenie najviac sa bliziace skutocnosti)

5.3 Explicitna MacCormackova schéma kracania v Case

Pre porovnanie riesenia v TKSL je pouzita explicitnda MacCormackova dvojkrokova schéma
implementovana v jazyku C++. Jedna sa o centralizovant schému vypoctu s prediktorom
a korektorom. Pre vypocet premennej v bode i v ¢ase n + 1 je postup nasledovny:
Vypoéitame prediktor (Ug,) pomocou hodnét z ¢asu n, pricom derivacia podla polohy je
vyjadrend diferenciou s krokom dopredu:

* n At n n in Si+1 —In Sz n
Ug; = Ug, — E( Sit1 — Fg;) + At(A—x) Si (5.15)

Hodnoty ziskané prediktorom pouzijeme na vypocet matic Fg, a Bg,. Pomocou hodnot

5; @ By, sa vypocitaju korigované hodnoty konzervativnych premennych U¥g;. Derivacia
polohy sa vyjadri s krokom dozadu:

ok n At * * In SZ —In 51;1
Uy, = Ug, — E(FS'L' —Fg_;)+ At(T

Vysledna hodnota v bode ¢ a case n 4+ 1 sa vyjadri ako strednd hodnota z prediktora
a korektora:

)BY, (5.16)

mn 1 * k%
Uy = §(U5i + Ug:) (5.17)

Vypocet ¢asového kroku
KedZe explicitné schémy st podmienecne stabilné, je potrebné casovy krok poditat tak,

aby riesenie bolo stabilné. Pre nelinedrne rovnice urcuje podmienku stability najlepsie
Courant-Friedrichs-Levy kritérium [6]:
At

CFL=(a+u) <1 (5.18)
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V danom bode a v danom case je velkost mozného ¢asového kroku pri rovnomernom deleni
siete dana rovnicou:

Az
a; + u;

(At;)™ = CFL (5.19)

Casovy krok sa potom vypodcita ako minimum &asovych krokov v celej vypoctovej oblasti.
Hodnota CFL je dolezita pre stabilitu vypoctu. Pre dobre uréené pociatocné podmienky
by hodnota CFL mohla byt okolo 1.0.

5.3.1 RieSenie pre nadzvukovy pritok aj vytok

Algoritmus pre vypocet (implementovany v jazyku C++) potom vyzeréa nasledovne:
1. Vygeneruje sa siet bodov, pricom kazdému sa priradi prierez podla vztahu (5.1)
2. Inicializacia po¢iatoénych podmienok na hodnoty uvedené v (5.5)

3. Vypocet hodnot Fg;" podla vztahu (5.4)
4. Vypocet ¢asového kroku podla vztahu (5.19) - hodnota CFL je 1
5. Vypocet hodndt Ug;* podla vztahu (5.15) vo vSetkych vnutornych bodoch siete
6. Vypocet hodndt Fg;* podla vztahu (5.4) vo vSetkych bodoch siete
7. Vypocet korigovanych hodnot Ug;™ podla vztahu (5.16)
8. Vypocet Ug;" ™! podla vztahu (5.17) vo vnitornych bodoch siete
9. Vypoditaju sa okrajové podmienky na vstupe (5.5) a vystupe (5.6)
10. Dalsi ¢asovy krok (bod 3)

Riesenie (konkrétne priebeh hustoty) je zndzornené na obrazku 5.4. Z obrazku je vidi-
telné, ze MacCormackova schéma mé podobni presnost ako schéma pouzivajica centralne
diferencie pri implementacii v TKSL.

Tabulka 5.2 zobrazuje ¢asy vypoctu, stabilizacie a tiez pocet iteracii MacCormackove]
schémy pre rozny pocet bodov oblasti pre vypocet do ¢asu tpn., = 0.5s. Z tabulky je
vidiet, Ze Casy konvergencie mierne klesaji s rastiicim poc¢tom bodov vypoctovej oblasti,
ako tomu bolo aj pri schéme pouzivajucej diferencie s krokom dozadu pri implementacii
v TKSL (vid tabulka 5.1), takze ddsledok moze byt prave vlastnost diferencie s krokom
dozadu (MacCormackova schéma ju vyuziva v korektore).
sobeny vypoc¢tom ¢asového kroku podla (5.19), ktory priamo zavisi od Az.

Pri porovnani vysledkov programu TKSL uvedenych v tabulke 5.1 je zrejmé, ze Mac-
Cormackova schéma je rychlejsia ako obe metdédy a konverguje znacne rychlejsie ako schéma
pouzivajica centralne diferncie, ale pritom si zachovéva rovnaka presnost.
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Pocet | Rieseny pripad | Cas vypoc¢tu | Priblizny cas
bodov (rychlost (tmaz=0.5s) konvergencie | Pocet
oblasti | na vystupe) user | system Us3;man iteracii
9 nadzvukovy | 0.077s | 0.019s 0.06s 947
podzvukovy | 0.076s | 0.014s n/a 931
19 nadzvukovy 0.308s | 0.040s 0.04s 2000
podzvukovy | 0.303s | 0.03s 0.1s 1927
31 nadzvukovy 0.822s | 0.051s 0.03s 3157
podzvukovy | 0.812s | 0.044s 0.15s 3190
61 nadzvukovy 3.167s | 0.137s 0.03s 6314
podzvukovy | 3.165s | 0.124s 0.17s 6370

Tabulka 5.2: Porovnanie rieSeni MacCormackovej metédy

30008

19-bodova oblast ——
31-bodova oblast
61-bodova oblast

2588 -

2088 -

15688 -

1688

568

Obréazok 5.7: Tlak pri nadzvukovom pritoku a podzvukovom vytoku, bez pouZitia umelej
viskozity

5.3.2 RieSenie pre nadzvukovy pritok a podzvukovy vytok

Pre pripad trysky s podzvukovym vytokom je pouzity rovnaky algoritmus ako pri nad-
zvukovom vytoku, avSak so zmenenymi pociatoénymi podmienkami (5.8) a so zmenenou
vystupnou okrajovou podmienkou danou vztahom (5.7). Priebeh tlaku pre rozny pocet bo-
dov vypoctovej oblasti je zobrazeny na obrazku 5.7. Z obréazku je viditelné, Ze pri hustejSom
deleni siete je vypocet presnejsi.

Z tabulky 5.2 je zrejmé, ze konvergencia nastdva pomalSie ako pri predchadzajicom
pripade, dokonca pri malom poc¢te bodov ani nenastane, hodnoty budu oscilovat, ako je to
zobrazené na obrazku 5.8 (zniZenie alebo zvysenie CFL spésobilo divergenciu, ale pouzitie
umelej viskozity vypocet stabilizovalo). Na rozdiel od predchadzajuceho pripadu plati, ze
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Obrazok 5.8: Priebeh premennej Ugy v Case pri razovej vine

imax

Umela viskozita

Pri rieseni razovej viny v TKSL bola pouzitd umeld viskozita kvoli konvergencii vypoctu.
Napriek tomu, Ze vypocet pomocou MacCormackovej schémy je stabilny, je mozné pouzit
umelt viskozitu pre potlacenie numerickej disperzie. Je pouzity zapis umelej viskozity
(5.14), ktory je pridany - bez cCasovej diferencie, pretoze ¢as uz je diskretizovany - do
prediktoru aj korektoru. Na obrézku 5.9 st zndzornené hodnoty Ugy pre 61-bodovii oblast
vypoctu, pricom je ukdzany efekt umelej viskozity na spresnenie vypoctu - pri malych
hodnotdch DX F je rieSenie presnejsie, avSak pri velkych je to naopak.

5.4 Zhrnutie dosiahnutych vysledkov

Pri pouziti vSeobecnych schém v TKSL je pri nadzvukovom vstupe aj vystupe pouzitie dife-
rencii s krokom dozadu vyhodnejsie oproti centralnym diferencidm z hladiska ¢asu vypoctu,
ale horS$ia presnost nati pouzitie velmi jemnej vypoctovej oblasti. Naopak pri nadzvukovom
vstupe a podzvukovom vystupe ¢as vypoctu a tiez potreba velkej umelej viskozity pouzitie
diferencii s krokom dozadu velmi znevyhodnuje. Pri zanedbani nutnosti zvySovania pres-
nosti vypoctu a rychlosti konvergencie v prvom pripade a pri lepsich vysledkoch v druhom
pripade sa centrilne diferencie javia ako lep$ia moZnost vyberu. LenZe nevyhnutnost pri-
dania umelej viskozity (i ked nepatrnej) pri centrdlnych diferencidch posobi negativne na
celkovi pouzitelnost riesenia problému v TKSL.

Explicitnd MacCormackova schéma posobila oproti schémam implementovanym v TKSL
vo vSetkych hladiskdch vyhodnejsie, avSak pri rdzovej vilne sa tiez ukézali jej nedostatky
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bez unelej uliskozitg —_—
DFx=8.82 ——
DF<=8.1 —
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Obrazok 5.9: Potlacenie numerickej disperzie pri razovej vine pomocou umelej viskozity

stvisiace s numerickou disperziou (i ked mensou ako v TKSL) a s nestabilitou pri malom
pocte bodov.



Kapitola 6

Z.aver

V préaci som implementoval model kvéazi-jednorozmerného prudenia stlacitelnej neviskdzne;j
tekutiny tryskou v systéme TKSL, pricom model obsahoval dve varianty - pre nadzvukovy
pritok aj vytok a pre nadzvukovy pritok a podzvukovy vytok, kedy sa v systéme objavila
rdzové vlna a na stabilizdciu vypoctu bolo potrebné pouzit umeld viskozitu. Porovnéval
som zakladné schémy metédy konecény diferencii, a to konkrétne centralne diferencie a
diferencie s krokom dozadu. Z mojho pozorovania vySlo, ze aj ked st diferencie s krokom
dozadu pri probléme bez razovej vlny rychlejSie, st tieZ nepresnejsie a s razovou vlnou
si poradia tazsie ako centralne diferencie, ktoré su vSak pri prvom pripade velmi pomalé.
Uprednostriujic presnost pred ¢asovou narocnostou su teda za lepSiu variantu povazované
centralne diferencie.

Riesenie v TKSL som porovnaval s rieSenim pomocou explicitnej MacCormackovej sché-
my, ktora je tiez schémou koneénych diferencii, ale k vypoctu vyuziva prediktor a korektor.
Ukazalo sa, Ze rieSenie pomocou tejto metddy je pre oba pripady rychlejsie a zaroven je
zachovand presnost rovnakd ako pri rieSeni v TKSL s centralnymi diferenciami, z ¢oho
vyplyva, Ze rieSenie MacCormackovou schémou je vo vSetkych ohladoch efektivnejsie ako
riesenie v TKSL.

Vzhladom na rozsiahlost problematiky dynamiky tekutin sa naskytuji mnohé varianty
budiceho vyvoja. Mohlo by ist napriklad o simuldciu iného druhu tekutiny (napr. ne-
stlacitelnej, alebo viskéznej), zvySenie poc¢tu rozmerov vypocetnej oblasti na dvoj- alebo
trojrozmernt, ale tiez o implementéciu grafického rozhrania nad simula¢nou aplikdciou. Ak
sa vSak jednd o rozSirenia zahrnujice nevyhnutnost zlozitejSej schémy, je pouzitie TKSL
nepostacujuce. Je to z dovodu definicie zlozitejsich metdd, ktoré nie je mozné zapisat len v
rovnicovom zapise (potrebuji napr. podmienky). V tom pripade je jednoduchsie a efektiv-
nejsie implementovat metddy priamo v programovacom jazyku. Pre jednoduché problémy
vSak riesenie pomocou TKSL postacuje.
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Dodatok A

Obsah CD

Obsahom CD su:

e pisomna sprava vo formate pdf

zdrojovy text prace vo formate BIEX

skripty pre generovanie a vypocet rovnic programom TKSL

e implementacia MacCormackovej metédy v jazyku C++
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