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Pavel Hoľsan
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Kapitola 1

Úvod

V naš́ı práci se zabýváme počátečńı úlohou pro homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici 4.

řádu s parametry. Ke komplexńımu uchopeńı zadaného problému a patřičnému vhledu

do všech souvislost́ı s naš́ı úlohou souvisej́ıćıch věnujeme jednu z kapitol, Kapitolu 2,

hloubkově vystavěné obecné teorii homogenńıch lineárńıch diferenciálńıch rovnic n-tého

řádu s uvedenými př́ımými vazbami na teorii lineárńıch systémů diferenciálńıch rovnic

prvńıho řádu, kteroužto v plném zněńı z kapacitńıch d̊uvod̊u neuvád́ıme; pro hloubkově

vybudovanou teorii lineárńıch systémů diferenciálńıch rovnic, o ńıž se teorie homogenńıch

lineárńıch diferenciálńıch rovnic oṕırá, však lze doporučit knihu [4], kterážto i nám při

budováńı Kapitol 2 a 3 posloužila jako základńı stavebńı kámen, a z ńıž také čerpáme

řadu definic, vět a d̊ukaz̊u. Jako daľśı materiál posloužily pak knihy [1],[2],[3].

Kapitolu 3 dále věnujeme metodám řešeńı homogenńıch lineárńıch diferenciálńıch

rovnic vyšš́ıch řád̊u s konstantńımi koeficienty, přičemž i zde se snaž́ıme o umožněńı

hloubkového vhledu do všech souvislost́ı, př́ıčin a d̊usledk̊u; explicitńı postupy využ́ıvané

při samotném studiu v následné kapitole zde budujeme od základu a postupně demon-

strujeme jejich použit́ı na jednoduchých vzorových př́ıkladech.

Kapitolu 4 konečně věnujeme avizované kvalitativńı analýze zadané úlohy vzhle-

dem ke zvoleným parametr̊um a počátečńım podmı́nkám, zvláštńı pozornost je přitom

věnována hledáńı periodických řešeńı.

V práci dle potřeby využ́ıváme značeńı y = y(x), y = f(x). Dle kontextu rovněž

už́ıváme značeńı derivaćı

y(k)(x),
dky(x)

dxk
.

Symbolem Q dále znač́ıme množinu racionálńıch č́ısel, symbolem R+ pak interval (0,∞).
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Symbol Φ = Φ(x) znač́ı vektorovou funkci Φ : [a, b]→ Rn.

Důkazy vět ukončujeme znakem �.

Práce je vysázená typografickým systémem LATEX, obrázky vykresleny programem

WolframMathematica.
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Kapitola 2

Teorie (homogenńıch) lineárńıch

diferenciálńıch rovnic n-tého řádu

Poznámka 2.0.1 Je předpokládána znalost teorie homogenńıch lineárńıch systém̊u di-

ferenciálńıch rovnic, uváděny z této problematiky jsou pouze ty definice a věty, na něž

explicitně odkazujeme v d̊ukazech (a to vždy na prvńıch pozićıch před dokazovanými tvr-

zeńımi a větami, v nichž na tyto definice a věty odkazujeme poprvé), tvrzeńıch a větách.

Obyčejná lineárńı diferenciálńı rovnice (LDR) n-tého řádu se závisle proměnnou y a

nezávisle proměnnou x je rovnice, jež má tvar

a0(x) · d
ny(x)

dxn
+ a1(x) · d

n−1y(x)

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy(x)

dx
+ an(x)y(x) = F (x), (2.1)

přičemž a0(x) 6= 0 pro všechna x na [a, b]. Budeme předpokládat, že a0, a1, .., an, a F

jsou spojité reálné funkce na reálném intervalu [a, b]. Pravý člen F (x) je označován jako

člen nehomogenńı. Je-li F indentickou nulou, rovnice (2.1) přecháźı do podoby

a0(x) · d
ny(x)

dxn
+ a1(x) · d

n−1y(x)

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy(x)

dx
+ an(x)y(x) = 0, (2.2)

a je pak označována jako homogenńı rovnice.

Pro n = 4 z rovnice (2.1) źıskáváme nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici

4. řádu

a0(x) · d
4y(x)

dx4
+ a1(x) · d

3y(x)

dx3
+ a2(x) · d

2y(x)

dx2
+ a3(x) · dy(x)

dx
+ a4(x)y(x) = F (x),

a z rovnice (2.2) pak homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici 4. řádu

a0(x) · d
4y(x)

dx4
+ a1(x) · d

3y(x)

dx3
+ a2(x) · d

2y(x)

dx2
+ a3(x) · dy(x)

dx
+ a4(x)y(x) = 0.
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Zde předpokládejme, že a0, a1, a2, a3, a4, F jsou spojitými reálnými funkcemi na reálném

intervalu [a, b] a že a0(x) 6= 0 pro všechna x na [a, b].

Poznámka 2.0.2 Dále ve zřejmých př́ıpadech mı́sto y(x) budeme psát y.

Definice 2.0.3 Řešeńım rovnice (2.1) na intervalu [a, b] je reálná funkce f : [a, b]→ R

na intervalu [a, b] až do řádu n−1 spojitě diferencovatelná a pro všechna x ∈ [a, b] rovnici

(2.1) splňuj́ıćı.

Věta 2.0.4 Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = F (x),

kde a0, a1, .., an a F jsou spojité a reálné funkce na reálném intervalu [a, b] a a0(x) 6= 0 pro

každé x na [a, b]. Dále necht’ x0 je libovolným bodem z intervalu [a, b] a c0, c1, c2, . . . , cn−1

necht’ jsou libovolnými reálnými konstantami. Pak existuje jednoznačné řešeńı y = f(x)

této rovnice takové, že

f(x0) = c0, f ′(x0) = c1, . . . , f
(n−1)(x0) = cn−1,

které je definováno na celém intervalu [a, b].

Důsledek 2.0.5 Necht’ funkce y = f(x) je řešeńım lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého

řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0

takové, že

f(x0) = 0, f ′(x0) = 0, . . . , f (n−1)(x0) = 0,

kde x0 je bodem intervalu [a, b], na němž jsou funkce a0, a1, . . . , an spojité a a0(x) 6= 0.

Pak f(x) = 0 pro každé x ∈ [a, b].

Definice 2.0.6 Necht’ f1, f2, . . . , fm je m daných funkćı a c1, c2, . . . , cm je m daných

konstant. Pak vyjádřeńı

c1f1 + c2f2 + · · ·+ cmfm

nazýváme lineárńı kombinaćı funkćı f1, f2, . . . , fm.
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Věta 2.0.7 Necht’ f1, f2, . . . , fm je m řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

(2.2). Pak c1f1 + c2f2 + · · · + cmfm je rovněž řešeńım rovnice (2.2), kde c1, c2, . . . , cm

jsou libovolnými konstantami.

Definice 2.0.8 Funkce f1, f2, . . . , fn nazýváme lineárně závislé na intervalu [a, b], exis-

tuj́ı-li konstanty c1, c2, . . . , cn, z nichž alespoň jedna je nenulová, takové, že

c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn = 0

pro všechna x ∈ [a, b]. Nejsou-li funkce f1, f2, . . . , fn na intervalu [a, b] lineárně závislé,

nazýváme je lineárně nezávislé na intervalu [a, b].

Věta 2.0.9 Jsou-li funkce f1, f2, . . . , fn lineárně nezávislé na [a, b] při relaci

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0

pro všechna x ∈ [a, b], pak

c1 = c2 = · · · = cn = 0.

Věta 2.0.10 Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0

má vždy n lineárně nezávislých řešeńı. Jsou-li f1, f2, . . . , fn lineárně nezávislými řešeńımi

rovnice, pak m̊užou všechna řešeńı f této rovnice být vyjádřena lineárńı kombinaćı

f = c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn

pomoćı vhodné volby konstant c1, c2, · · · , cn.

Definice 2.0.11 Jsou-li f1, f2, . . . , fn lineárně nezávislá řešeńı homogenńı lineárńı di-

ferenciálńı rovnice n-tého řádu (2.2) na x ∈ [a, b], poté se systém {f1, f2, . . . , fn} nazývá

fundamentálńı systém řešeńı této rovnice a funkce f definovaná jako

f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x), x ∈ [a, b],

kde c1, c2, . . . , cn jsou libovolnými konstantami, se nazývá obecné řešeńı rovnice (2.2) na

intervalu [a, b].
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Pro homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici 4. řádu

a0(x) · d
4y

dx4
+ a1(x) · d

3y

dx3
+ a2(x) · d

2y

dx2
+ a3(x) · dy

dx
+ a4(x)y = 0

se fundamentálńı systém skládá ze čtyř lineárně nezávislých řešeńı {f1, f2, f3, f4}. Obecné

řešeńı je pak definováno na [a, b] jako

f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + c3f3(x) + c4f4(x),

kde c1, c2, c3, c4 jsou libovolné konstanty.

Definice 2.0.12 Necht’ f1, f2, . . . , fn jsou reálné funkce, přičemž u každé existuje na

reálném intervalu [a, b] derivace až do řádu n− 1. Determinant

W (f1, f2, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 f2 · · · fn

f ′1 f ′2 · · · f ′n
...

...
...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
se pak nazývá Wronskiánem těchto n funkćı. W (f1, f2, . . . , fn) je sám reálnou funkćı

definovanou na intervalu [a, b], jej́ı hodnotu v bodě x znač́ıme W (f1, f2, . . . , fn)(x) nebo

W [f1(x), f2(x), . . . , fn(x)].

Věta 2.0.13 Řešeńı f1, f2, . . . , fn homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

jsou lineárně nezávislá na [a, b] tehdy a jen tehdy, je-li Wronskián funkćı f1, f2, . . . , fn

r̊uzný od nuly pro nějaké x ∈ [a, b].

Věta 2.0.14 Wronskián n řešeńı f1, f2, . . . , fn homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

n-tého řádu je bud’ identicky nulový na celém intervalu [a, b], anebo je na celém intervalu

[a, b] nenulový (neńı pro žádné x ∈ [a, b] roven nule).

Pro daľśı budováńı teorie nyńı provedeme následuj́ıćı úvahu. Označ́ıme

y1 = y,

y2 =
dy

dx
,

y3 =
d2y

dx2
,

... (2.3)

yn−1 =
dn−2y

dxn−2
,

yn =
dn−1y

dxn−1
.
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Postupným derivováńım systému (2.3) źıskáme

dy1
dx

=
dy

dx
, (2.4)

dy2
dx

=
d2y

dx2
,

...

dyn−1
dx

=
dn−1y

dxn−1
,

dyn
dx

=
dny

dxn
,

z čehož plyne, že

dy1
dx

= y2, (2.5)

dy2
dx

= y3,

...

dyn−1
dx

= yn.

Nyńı lze za předpokladu a0(x) 6= 0 na intervalu [a, b] zapsat rovnici (2.2) ve tvaru

dny

dxn
= −an(x)

a0(x)
y − an−1(x)

a0(x)

dy

dx
− · · · − a1(x)

a0(x)

dn−1y

dxn−1

a vzhledem k rovnostem (2.3) a (2.4) pak ekvivalentně

dyn
dx

= −an(x)

a0(x)
y1 −

an−1(x)

a0(x)
y2 − · · · −

a1(x)

a0(x)
yn. (2.6)

Rovnice (2.5) a (2.6) tedy utvář́ı

dy1
dx

= y2,

dy2
dx

= y3,

... (2.7)

dyn−1
dx

= yn,

dyn
dx

= −an(x)

a0(x)
y1 −

an−1(x)

a0(x)
y2 − · · · −

a1(x)

a0(x)
yn,

což je systém n rovnic 1. řádu pro vektorovou funkci

y =


y1

y2
...

yn

 =


y

y′

...

y(n)

 .
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Nyńı budeme uvažovat funkci f splňuj́ıćı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici (2.2),

tj. máme

a0(x)f (n)(x) + a1(x)f (n−1)(x) + · · ·+ an−1(x)f ′(x) + an(x)f(x) = 0 (2.8)

pro x ∈ [a, b]. Dále uvažujme vektor Φ = Φ(x), x ∈ [a, b], definovaný jako

Φ(x) =



φ1(x)

φ2(x)

φ3(x)
...

φn−1(x)

φn(x)


=



f(x)

f ′(x)

f ′′(x)
...

f (n−2)(x)

f (n−1)(x)


. (2.9)

Z rovnic (2.8) a (2.9) postupným derivováńım źıskáme

φ′1(x) = φ2(x),

φ′2(x) = φ3(x),

... (2.10)

φ′n−1(x) = φn(x),

φ′n(x) = −an(x)

a0(x)
φ1(x)− an−1(x)

a0(x)
φ2(x)− · · · − a1(x)

a0(x)
φn(x).

Porovnáńım zjǐst’ujeme, že vektor Φ z (2.9) vyhovuje systému (2.7).

Opačným zp̊usobem můžeme předpokládat, že vektorová funkce

Φ(x) =


φ1(x)

φ2(x)
...

φn(x)


vyhovuje systému (2.7) na [a, b]. Ukážeme, že f = φ1(x) řeš́ı rovnici (2.2). Prvńıch n− 1

rovnic z (2.7) spolu s takto definovaným f dává, že

φ2(x) = φ′1(x) = f ′(x)

φ3(x) = φ′2(x) = φ′′1(x) = f ′′(x)

... (2.11)

φn(x) = φ′n−1(x) = φ′′n−2(x) = · · · = φ
(n−1)
1 (x) = f (n−1)(x)
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a také, že φ′n(x) = φ
(n)
1 (x) = f (n)(x). Posledńı rovnice z (2.10) poté přecháźı do podoby

φ
(n)
1 (x) = −an(x)

a0(x)
φ1(x)− an−1(x)

a0(x)
φ′1(x)− · · · − a1(x)

a0(x)
φ
(n−1)
1 (x),

neboli

a0(x)φ
(n)
1 (t) + a1(x)φ

(n−1)
1 (x) + · · ·+ an−1(x)φ′1(x) + an(x)φ1(x) = 0.

Tedy f = φ1(x) je skutečně řešeńım homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

(2.2), přičemž rovnosti (2.11) nav́ıc ukazuj́ı, že p̊uvodńı řešeńı systému (2.7) je tvaru

Φ(x) =



f(x)

f ′(x)

f ′′(x)
...

f (n−1)(x)


.

Źıskané poznatky shrneme v následuj́ıćı větě.

Věta 2.0.15 Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0

a j́ı př́ısluš́ıćı lineárńı systém (2.7). Je-li f řešeńım této rovnice na intervalu [a, b], pak

Φ(x) =



f(x)

f ′(x)

f ′′(x)
...

f (n−1)(x)


je řešeńım (2.7) na [a, b]. Naopak, je-li

Φ(x) =


φ1(x)

φ2(x)
...

φn(x)


řešeńım (2.7) na [a,b], pak f = φ1(x) je řešeńım uvažované rovnice n-tého řádu na [a, b].
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Důsledek 2.0.16 Je-li f řešeńım homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice (2.2) na

[a, b] splňuj́ıćım počátečńı podmı́nky

f(x0) = c0, f ′(x0) = c1, f ′′(x0) = c2, . . . , f
(n−1)(x0) = cn−1,

potom

Φ(x) =



f(x)

f ′(x)

f ′′(x)
...

f (n−1)(x)


je řešeńım př́ıslušného homogenńıho lineárńıho systému (2.7) na [a, b] splňuj́ıćım počátečńı

podmı́nky

Φ(x0) =



c0

c1

c2
...

cn−1


.

Naopak, je-li

Φ(x) =


φ1(x)

φ2(x)
...

φn(x)


řešeńım (2.7) na [a, b] splňuj́ıćım počátečńı podmı́nky

φ1(x0) = c0, φ2(x0) = c1, φ3(x0) = c2, . . . , φn(x0) = cn−1,

poté f = φ1(x) je řešeńım rovnice (2.2) na [a,b] splňuj́ıćım počátečńı podmı́nky

f(x0) = c0, f ′(x0) = c1, f ′′(x0) = c2, . . . , f
(n−1)(x0) = cn−1.

Věta 2.0.17 Lineárńı kombinace m řešeńı vektorové homogenńı lineárńı diferenciálńı

rovnice

dy

dx
= A(x)y, (2.12)
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kde A : [a, b] → Rn×n je matice odpov́ıdaj́ıćı systému (2.7), je rovněž jej́ım řešeńım.

Jsou-li tedy vektorové funkce Φ1,Φ2, . . . ,Φm řešeńımi rovnice (2.12) a c1, c2, . . . , cm jsou

m konstantami, je vektorová funkce

Φ =
m∑
k=1

ckΦk

rovněž řešeńım rovnice (2.12).

Řešeńım rovnice (2.12) v předchoźı větě mysĺıme funkci y : [a, b] → Rn spojitě diferen-

covatelnou a pro všechna x ∈ [a, b] rovnici (2.12) splňuj́ıćı.

Věta 2.0.18 Lineárńı kombinace m řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-

tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0, (2.13)

je také jej́ım řešeńım, tj. jsou-li funkce f1, f2, . . . , fm řešeńımi rovnice (2.13) a jsou-li

c1, c2, . . . , cm m reálnými konstantami, pak funkce

f =
m∑
k=1

ckfk

je také řešeńım rovnice (2.13).

Důkaz: Předpokládejme, že f1, f2, . . . , fm jsou řešeńımi rovnice (2.13). Proto dle Věty

2.0.15 jsou

Φ1 =


f1

f ′1
...

f
(n−1)
1

 , Φ2 =


f2

f ′2
...

f
(n−1)
2

 , . . . ,Φm =


fm

f ′m
...

f
(n−1)
m


řešeńımi homogenńıho lineárńıho systému (2.7). Následně dle Věty 2.0.17 je

Φ =
m∑
k=1

ckΦk

také řešeńım (2.7). T́ım pádem rovněž

m∑
k=1

ckfk
m∑
k=1

ckf
′
k

...
m∑
k=1

ckf
(n−1)
k


11



je řešeńım systému (2.7). Z Důsledku 2.0.16 je pak patrné, že prvńı složka tohoto vektoru

m∑
k=1

ckfk

je řešeńım rovnice (2.13). �

Definice 2.0.19 Řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φm homogenńıho lineárńıho systému (2.7) se nazývaj́ı

lineárně nezávislá na [a, b] tehdy a jen tehdy, implikuje-li relace

c1Φ1(x) + c2Φ2(x) + · · ·+ cmΦm(x) = 0

pro všechna x ∈ [a, b], že

c1 = c2 = · · · = cm = 0.

Definice 2.0.20 Řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φm homogenńıho linárńıho systému (2.7) se nazývaj́ı

lineárně závislá na [a, b] tehdy a jen tehdy, nejsou-li na tomto intervalu nezávislá.

Věta 2.0.21 Jsou-li řešeńı f1, f2, . . . , fn homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého

řádu (2.2) lineárně nezávislá na [a, b], poté i př́ıslušná řešeńı

Φ1 =


f1

f ′1
...

f
(n−1)
1

 , Φ2 =


f2

f ′2
...

f
(n−1)
2

 , . . . ,Φn =


fn

f ′n
...

f
(n−1)
n


homogenńıho lineárńıho systému (2.7) jsou na intervalu [a, b] lineárně nezávislá, a nao-

pak.

Důkaz: Předpokládejme, že f1, f2, . . . , fn jsou lineárně nezávislá řešeńı na [a, b]. Jsou

také Φ1,Φ2, . . . ,Φn lineárně nezávislá? Předpokládejme, že

c1Φ1(x) + c2Φ2(x) + · · ·+ cnΦn(x) = 0 (2.14)

pro všechna x ∈ [a, b]. Je patrné, že prvńı skalárńı složkou vektorového vztahu (2.14) je

vztah

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0, (2.15)

jež d́ıky předpokládané lineárńı nezávislosti f1, f2, . . . , fn implikuje c1 = c2 = · · · = cn =

0, tud́ıž, že i Φ1,Φ2, ...,Φn jsou na intervalu [a, b] lineárně nezávislá.
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Nyńı předpokládejme, že f1, f2, . . . , fn jsou lineárně závislé na [a, b]. Pak existuj́ı

konstanty c1, c2, . . . , cn, z nichž alespoň jedna je nenulová, takové, že

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0 (2.16)

pro všechna x ∈ [a, b]. Derivováńım tohoto vztahu až do stupně n−1 dostáváme rovnice

c1f
′
1(x) + c2f

′
2(x) + · · ·+ cnf

′
n(x) = 0,

c1f
′′
1 (x) + c2f

′′
2 (x) + · · ·+ cnf

′′
n(x) = 0,

... (2.17)

c1f
(n−1)
1 (x) + c2f

(n−1)
2 (x) + · · ·+ cnf

(n−1)
n (x) = 0

platné na intervalu [a, b]. Vztahy (2.16) a (2.17) tvoř́ı 1 + (n− 1) = n skalárńıch vztah̊u

ekvivalentńıch vektorové relaci

c1Φ1(x) + c2Φ2(x) + · · ·+ cnΦn(x) = 0

pro všechna x ∈ [a, b]. Podle předpokladu jsou c1, c2, . . . , cn ne vesměs nulové, a tedy

podle Definice 2.0.20 jsou Φ1,Φ2, . . . ,Φn na intervalu [a,b] lineárně závislé. �

Pro daľśı teorii necht’ f1, f2, . . . , fn je n řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

n-tého řádu (2.2) na intervalu [a, b] a necht’

Φ1 =


f1

f ′1
...

f
(n−1)
1

 , Φ2 =


f2

f ′2
...

f
(n−1)
2

 , . . . ,Φn =


fn

f ′n
...

f
(n−1)
n


jsou př́ıslušnými řešeńımi homogenńıho lineárńıho systému (2.7) na [a, b]. Z Definice

2.0.12 plyne, že Wronskián n řešeńı f1, f2, . . . , fn rovnice (2.2) má tvar∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 f2 · · · fn

f ′1 f ′2 · · · f ′n
...

...
...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

a je mimo jiné zřejmé, že

W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x) = W (f1, f2, . . . , fn)(x) (2.18)
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pro všechna x ∈ [a, b].

Věta 2.0.22 Necht’ vektorové funkce Φ1,Φ2, . . . ,Φn jsou n řešeńımi vektorové homo-

genńı lineárńı diferenciálńı rovnice

dy

dx
= A(x)y

na reálném intervalu [a, b]. Poté bud’ W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x) = 0 pro všechna x ∈ [a, b],

nebo W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x) 6= 0 pro všechna x ∈ [a, b].

Věta 2.0.23 Necht’ vektorové funkce Φ1,Φ2, . . . ,Φn jsou n řešeńımi vektorové homo-

genńı lineárńı diferenciálńı rovnice

dy

dx
= A(x)y

na reálném intervalu [a, b]. Těchto n řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn je linárně nezávislých na [a, b]

tehdy a jen tehdy, když

W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x) 6= 0

pro všechna x ∈ [a, b].

Věta 2.0.24 Necht’ f1, f2, . . . , fn je n řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

n-tého řádu (2.2) na [a, b]. Pak bud’ W (f1, f2, . . . , fn)(x) = 0 pro všechna x ∈ [a, b],

anebo pro všechna x ∈ [a, b] je W (f1, f2, . . . , fn)(x) 6= 0.

Dle Věty 2.0.21 jsou řešeńı f1, f2, ..., fn rovnice (2.2) lineárně nezávislá na [a, b] tehdy

a jen tehdy, jsou-li i př́ıslušná řešeńı systému (2.7)

Φ1 =


f1

f ′1
...

f
(n−1)
1

 , Φ2 =


f2

f ′2
...

f
(n−1)
2

 , . . . ,Φn =


fn

f ′n
...

f
(n−1)
n


na intervalu [a, b] lineárně nezávislá. Dle Věty 2.0.23 jsou pak řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn

lineárně nezávislá na [a, b] tehdy a jen tehdy, je-li W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x) 6= 0 pro všechna

x ∈ [a, b]. Z rovnice (2.18) tedy plyne, že řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn jsou lineárně nezávislá

na [a, b] tehdy a jen tehdy, je-li W (f1, f2, . . . , fn)(x) 6= 0 pro všechna x ∈ [a, b]. Je tedy

patrné, že řešeńı f1, f2, ..., fn jsou lineárně nezávislá na [a, b] tehdy a jen tehdy, pokud

W (f1, f2, . . . , fn)(x) 6= 0 pro všechna x ∈ [a, b], což formulujeme následuj́ıćı větou.
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Věta 2.0.25 Necht’ f1, f2, ..., fn jsou n řešeńımi homogenńı lineárńı diferenciálńı rov-

nice n-tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0

na intervalu [a, b]. Pak těchto n řešeńı f1, f2, ..., fn je lineárně nezávislých na [a, b] tehdy

a jen tehdy, je-li

W (f1, f2, ..., fn)(x) 6= 0

pro všechna x ∈ [a, b].

Důsledek 2.0.26 Necht’ f1, f2, ..., fn je n řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rov-

nice n-tého řádu (2.2) na [a, b]. Pak těchto n řešeńı je lineárně závislých na [a, b] tehdy

a jen tehdy, je-li W (f1, f2, . . . , fn)(x) = 0 pro všechna x ∈ [a, b].

Věta 2.0.27 Mějme vektorovou diferenciálńı rovnici

dy

dx
= A(x)y + F(x), (2.19)

kde A : [a, b] → Rn×n a F : [a, b] → Rn. Necht’ složky aij(x), i = 1, 2, . . . , n, j =

1, 2, . . . , n, matice A(x) a složky Fi(x), i = 1, 2, . . . , n, vektoru F(x) jsou spojité na

reálném intervalu [a, b]. Necht’ x0 je bodem z intervalu [a, b] a necht’

c =


c1

c2
...

cn


je libovolný vektor n konstant c1, c2, . . . , cn. Pak existuje jednoznačné řešeńı

Φ =


φ1

φ2

...

φn


vektorové diferenciálńı rovnice (2.19) definované na celém intervalu [a,b] takové, že

Φ(x0) = c;

čili

φ1(x0) = c1,
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φ2(x0) = c2,

...

φn(x0) = cn.

Věta 2.0.28 Vždy existuje fundamentálńı systém řešeńı vektorové homogenńı lineárńı

diferenciálńı rovnice

dy

dx
= A(x)y. (2.20)

Důkaz: Mějme speciálně definované vektory u1,u2, . . . ,un tak, že

u1 =



1

0

0
...

0

0


,u2 =



0

1

0
...

0

0


, . . . ,un =



0

0

0
...

0

1


.

Nyńı necht’ Φ1,Φ2, . . . ,Φn je n řešeńı systému (2.20) splňuj́ıćıch podmı́nky

Φi(x0) = ui, (i = 1, 2, . . . , n),

čili

Φ1(x0) = u1, Φ2(x0) = u2, . . . ,Φn(x0) = un,

kde x0 je bodem z intervalu [a, b]. Tato řešeńı dle Věty 2.0.27 vždy existuj́ı a jsou jedno-

značná. Je nyńı dále patrné, že

W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x0) = W (u1,u2, . . . ,un) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 6= 0.

Z Věty 2.0.22 pak plyne, že W (Φ1,Φ2, . . . ,Φn)(x) 6= 0 pro všechna x ∈ [a, b], zároveň

také z Věty 2.0.23 plyne, že řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn jsou na intervalu [a, b] lineárně nezávislá.

Řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn tud́ıž tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı rovnice (2.20).

�
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Věta 2.0.29 Vždy existuje fundamentálńı systém řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice

n-tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0 (2.21)

na intervalu [a, b].

Důkaz: Rovnici (2.21) lze dle Věty 2.0.15 ekvivalentně přepsat na lineárńı systém

(2.7). Dle Věty 2.0.28 pak vždy bude existovat fundamentálńı systém řešeńı lineárńıho

systému (2.7) na [a, b]. Necht’

Φ1 =


f1

f ′1
...

f
(n−1)
1

 , Φ2 =


f2

f ′2
...

f
(n−1)
2

 , . . . ,Φn =


fn

f ′n
...

f
(n−1)
n


je takovým fundamentálńım systémem. Z definice fundamentálńıho systému je patrné,

že tato řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn jsou lineárně nezávislá na [a, b]. Z Věty 2.0.15 dále plyne,

že f1, f2, . . . , fn jsou řešeńı rovnice (2.21). Dle věty 2.0.21 pak tato f1, f2, . . . , fn jsou

lineárně nezávislá na [a, b], a tedy tvoř́ı fundamentálńı systém rovnice (2.21) na [a, b]. �

Věta 2.0.30 Necht’ Φ1,Φ2, . . . ,Φn definované jako

Φ1 =


φ11(x)

φ21(x)
...

φn1(x)

 ,Φ2 =


φ12(x)

φ22(x)
...

φn2(x)

 , . . . ,Φn =


φ1n(x)

φ2n(x)
...

φnn(x)

 ,

tvoř́ı fundamentálńı systém vektorové homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

dy

dx
= A(x)y

a necht’ Φ(x) je libovolným řešeńım rovnice (2.12) na intervalu [a,b]. Pak existuj́ı kon-

stanty c1, c2, . . . , cn takové, že

Φ = c1Φ1 + c2Φ2 + · · ·+ cnΦn

na [a, b].
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Věta 2.0.31 Necht’ f1, f2, . . . , fn je fundamentálńı systém homogenńı lineárńı diferenciálńı

rovnice n-tého řádu

a0(x) · d
ny

dxn
+ a1(x) · d

n−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x) · dy

dx
+ an(x)y = 0

a necht’ f je libovolným řešeńım rovnice (2.2) na [a, b]. Pak lze f vyjádřit vhodnou lineárńı

kombinaćı f1, f2, . . . , fn, jako

f = c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn (2.22)

na [a, b] s vhodnými c1, c2, . . . , cn.

Důkaz: Necht’

Φ =


f

f ′

...

f (n−1)

 , Φ1 =


f1

f ′1
...

f
(n−1)
1

 , Φ2 =


f2

f ′2
...

f
(n−1)
2

 , . . . ,Φn =


fn

f ′n
...

f
(n−1)
n

 ,

jsou řešeńımi př́ıbuzného homogenńıho lineárńıho systému (2.7), jimž př́ıslušně odpov́ıdaj́ı

řešeńı f1, f2, . . . , fn rovnice (2.2). Jelikož řešeńı f1, f2, . . . , fn tvoř́ı fundamentálńı systém

rovnice (2.2) na [a, b], jsou na [a, b] lineárně nezávislá. Dle Věty 2.0.21 jsou tak lineárně

nezávislými na [a, b] i řešeńı Φ1,Φ2, . . . ,Φn, která tak představuj́ı fundamentálńı systém

úlohy (2.7) na [a, b]. Dle Věty 2.0.30 pak existuj́ı konstanty c1, c2, . . . , cn takové, že

Φ = c1Φ1 + c2Φ2 + · · ·+ cnΦn.

Pro prvńı složku daných vektor̊u tedy máme

f = c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn,

což je rovnice (2.22). �
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Kapitola 3

Řešeńı homogenńıch LDR vyšš́ıch

řád̊u s konstantńımi koeficienty

3.1 Úvod

V této kapitole se zaměř́ıme na speciálńı př́ıpad homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

n-tého řádu

a0
dny

dxn
+ a1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1

dy

dx
+ any = 0, (3.1)

kde a0, a1, . . . , an jsou reálnými konstantami. Ukážeme, že lze explicitně naj́ıt obecné

řešeńı takovéto rovnice. Při snaze o nalezeńı řešeńı se budeme přirozeně ptát, nesplňuje-

li vlastnosti řešeńı nějaký nám dobře známý typ funkce. Je patrné, že pro určité konstanty

ai muśı existovat nulová lineárńı kombinace řešeńı rovnice (3.1) y = f(x) a jeho derivaćı

až do řádu n, platná při daných ne vesměs nulových konstantách ai pro všechna x, pro

která je rovnice (3.1) definována. V našem př́ıpadě to tedy bude funkce taková, jej́ıž

derivace budou zároveň násobky j́ı samé:

dk

dxk
[f(x)] = mkf(x), k = 1, 2, . . . , n.

Tuto podmı́nku zjevně splňuje funkce f(x) = emx, kde m je konstanta, nebot’

dk

dxk
(emx) = mkemx.
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Řešeńı rovnice (3.1) tedy budeme hledat ve formě y(x) = emx. Ukážeme, že y(x) = emx

pro vhodné m řeš́ı rovnici (3.1). Máme:

dy

dx
= memx,

d2y

dx2
= m2emx,

...

dny

dxn
= mnemx.

Dosazeńım do rovnice (3.1) pak dostáváme

a0m
nemx + a1m

n−1emx + · · ·+ an−1me
mx + ane

mx = 0

neboli

emx(a0m
n + a1m

n−1 + · · ·+ an−1m+ an) = 0.

Jelikož emx 6= 0, dostáváme algebraickou rovnici o neznámé m:

a0m
n + a1m

n−1 + · · ·+ an−1m+ an = 0. (3.2)

Tuto rovnici nazýváme charakteristickou rovnićı dané diferenciálńı rovnice (3.1) a jej́ı

levou stranu charakteristickým polynomem. Je-li y = emx řešeńım rovnice (3.1), muśı m

splňovat rovnici (3.2). Pro kořeny charakteristického polynomu pak vyvstává jeden ze

tř́ı možných př́ıpad̊u– kořeny reálné rozd́ılné, kořeny reálné násobné, kořeny komplexńı.

Pro komplexńı kořeny nebudeme oddělovat př́ıpad s jednoduchými kořeny od násobných

kořen̊u do rozd́ılných podsekćı.

3.2 Kořeny charakteristické rovnice reálné rozd́ılné

Uvažme jako kořeny rovnice (3.2) n navzájem r̊uzných reálných č́ısel

m1,m2, . . . ,mn.

Pak

em1x, em2x, . . . , emnx

jsou n r̊uznými lineárně nezávislými řešeńımi rovnice (3.1), a tvoř́ı tak jej́ı fundamentálńı

systém.
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Věta 3.2.1 Mějme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu s konstantńımi

koeficienty (3.1). Má-li pak charakteristická rovnice (3.2) n r̊uzných reálných kořen̊u

m1,m2, . . . ,mn, má obecné řešeńı rovnice (3.1) tvar

y = c1e
m1x + c2e

m2x + · · ·+ cne
mnx,

kde c1, c2, . . . , cn jsou libovolnými konstantami.

Př́ıklad 3.2.2 Mějme diferenciálńı rovnici

d2y

dx2
− 3

dy

dx
+ 2y = 0.

Charakteristická rovnice má podobu

m2 − 3m+ 2 = 0.

Odtud postupně

(m− 1)(m− 2) = 0,

a tedy

m = 1, m = 2.

Kořeny jsou reálné r̊uzné. Funkce ex a e2x jsou tedy řešeńımi a obecné řešeńı lze zapsat

ve tvaru

y(x) = c1e
x + c2e

2x,

kde c1, c1 jsou reálné konstanty.

Ověřme nav́ıc, že jsou funkce ex a e2x lineárně nezávislé. Wronskián

W (ex, e2x) =

∣∣∣∣∣∣e
x e2x

ex 2e2x

∣∣∣∣∣∣ = e3x 6= 0

pro všechna x ∈ R. Funkce ex a e2x jsou tedy lineárně nezávislé.

Př́ıklad 3.2.3 Mějme diferenciálńı rovnici

d3y

dx3
− 4

d2y

dx2
+
dy

dx
+ 6y = 0.

Charakteristická rovnice má podobu

m3 − 4m2 +m+ 6 = 0.
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Uhodneme kořen m = −1. Odtud vytknut́ım a rozkladem dostaneme

(m+ 1)(m2 − 5m+ 6) = 0,

(m+ 1)(m− 2)(m− 3) = 0.

Kořeny jsme dostali reálné r̊uzné

m1 = −1, m2 = 2, m3 = 3,

a obecné řešeńı lze zapsat ve tvaru lineárńı kombinace

y = c1e
−x + c2e

2x + c3e
3x.

3.3 Kořeny charakteristické rovnice reálné násobné

Př́ıklad 3.3.1 Mějme diferenciálńı rovnici

d2y

dx2
− 6

dy

dx
+ 9y = 0. (3.3)

Charakteristická rovnice má podobu

m2 − 6m+ 9 = 0

(m− 3)2 = 0.

Kořeny této rovnice jsou

m1 = 3, m2 = 3.

Pro oba kořeny m1 i m2 dostáváme totéž řešeńı e3x. Lineárńı kombinace c1e
3x + c2e

3x

těchto řešeńı evidentně nem̊uže být obecným řešeńım rovnice, nebot’ řešeńı nejsou lineárně

nezávislá. Muśıme tedy naj́ıt lineárně nezávislé řešeńı k prvńımu řešeńı e3x. Zaved’me

proto:

y(x) = e3xv(x).

Poté
dy

dx
= e3x

dv

dx
+ 3e3xv,

d2y

dx2
= e3x

d2v

dx2
+ 6e3x

dv

dx
+ 9e3xv.
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Substitućı do rovnice (3.3) následně dostáváme(
e3x

d2v

dx2
+ 6e3x

dv

dx
+ 9e3xv

)
− 6

(
e3x

dv

dx
+ 3e3xv

)
+ 9e3xv = 0

e3x
d2v

dx2
= 0.

Substitućı w = dv/dx následně dostáváme diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

e3x
dw

dx
= 0,

z čehož plyne
dw

dx
= 0.

Řešeńım této diferenciálńı rovnice je evidentně w(x) = c, kde c je libovolnou konstantou.

Konkrétńı volbou c = 1 postupně dostáváme, že dv
dx

= w = 1, z čehož plyne, že

v(x) = x+ c0,

kde c0 je libovolnou konstantou. Volbou c0 = 0 nakonec źıskáváme hledané řešeńı

y = xe3x,

ńı̌ze ověř́ıme, že spolu s y = e3x tvoř́ı fundamentálńı systém. Obecné řešeńı rovnice (3.3)

bude mı́t podobu

y = c1e
3x + c2xe

3x,

y = (c1 + c2x)e3x.

Z předchoźıho př́ıkladu je zřejmé, že má-li charakteristická rovnice (3.2) dvojnásobný

kořen m, budou emx a xemx odpov́ıdaj́ıćımi řešeńımi. Tato řešeńı budou dle Věty 2.0.25

lineárně nezávislá, nebot’

W = (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣∣ e
mx xemx

memx emx +mxemx

∣∣∣∣∣∣ = e2mx +mxe2mx −mxe2mx = e2mx 6= 0

pro všechna x ∈ R.

Uvažujme nyńı specifický př́ıpad, kdy rovnice (3.2) má dvojnásobný kořen m a (n−2)

kořen̊u reálných r̊uzných

m1,m2, . . . ,mn−2.
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Pak lineárně nezávislá řešeńı rovnice (3.1) tvoř́ı fundamentálńı systém

{emx, xemx, em1x, em2x, . . . , emn−2x},

a obecné řešeńı zaṕı̌seme jako

y(x) = c1e
mx + c2xe

mx + c3e
m1x + c4e

m2x + · · ·+ cne
mn−2x,

y(x) = (c1 + c2x)emx + c3e
m1x + c4e

m2x + · · ·+ cne
mn−2x.

Podobným zp̊usobem, bude-li mı́t charakteristická rovnice (3.2) trojnásobný kořen m,

odpov́ıdaj́ıćı lineárně nezávislá řešeńı budou

emx, xemx a x2emx.

Př́ıslušná část obecného řešeńı se pak zaṕı̌se jako

(c1 + c2x+ c3x
2)emx.

Věta 3.3.2 Mějme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici (3.1) s konstantńımi koefi-

cienty. Má-li jej́ı charakteristická rovnice k-násobný reálný kořen m, poté část obecného

řešeńı (3.1) př́ısluš́ıćı tomuto k-násobnému kořenu má podobu

y(x) = (c1 + c2x+ c3x
2 + · · ·+ ckx

k−1)emx.

Dále, pokud zbývaj́ıćı kořeny dané charakteristické rovnice jsou navzájem r̊uzná reálná

č́ısla mk+1, . . . ,mn, má obecné řešeńı rovnice (3.1) podobu

y(x) = (c1 + c2x+ c3x
2 + · · ·+ ckx

k−1)emx + ck+1e
mk+1x + · · ·+ cne

mnx.

Př́ıklad 3.3.3 Nalezněte obecné řešeńı rovnice

d3y

dx3
− 4

d2y

dx2
− 3

dy

dx
+ 18y = 0.

Charakteristická rovnice

m3 − 4m2 − 3m+ 18 = 0

má kořeny 3, 3,−2. Obecné řešeńı je

y(x) = c1e
3x + c2xe

3x + c3e
−2x

y(x) = (c1 + c2x)e3x + c3e
−2x.
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Př́ıklad 3.3.4 Nalezněte obecné řešeńı rovnice

d4y

dx4
− 5

d3y

dx3
+ 6

d2y

dx2
+ 4

dy

dx
− 8y = 0.

Charakteristická rovnice

m4 − 5m3 + 6m2 + 4m− 8 = 0

má kořeny 2, 2, 2,−1. Část obecného řešeńı př́ıslušej́ıćı násobným kořen̊um má podobu

y1 = (c1 + c2x+ c3x
2)e2x,

část př́ıslušej́ıćı jednoduchému kořenu m = −1 pak

y2 = c4e
−x.

Obecné řešeńı y = y1 + y2 tedy je

y(x) = (c1 + c2x+ c3x
2)e2x + c4e

−x.

3.4 Kořeny charakteristické rovnice komplexně

sdružené

Nyńı uvažujme nenásobný komplexńı kořen charakteristické rovnice a + bi (a, b reálná

č́ısla, i2 = −1, b 6= 0) a k němu č́ıslo komplexně sdružené a−bi, jež je rovněž nenásobným

kořenem. Př́ıslušná část obecného řešeńı má tedy tvar

k1e
(a+bi)x + k2e

(a−bi)x,

kde k1 a k2 jsou libovolnými konstantami. Řešeńı definovaná jako e(a+bi)x a e(a−bi)x jsou

komplexńımi funkcemi reálné proměnné x. Je však žádoućı tato dvě lineárně nezávislá

řešeńı přepsat pomoćı Eulerovy formule

eiθ = cos θ + i sin θ,

která takto plat́ı pro všechna reálná θ, do podoby

k1e
(a+bi)x + k2e

(a−bi)x = k1e
axebix + k2e

axe−bix

= eax[k1e
ibx + k2e

−ibx]

= eax[k1(cos bx+ i sin bx) + k2(cos bx− i sin bx)]

= eax[(k1 + k2) cos bx+ i(k1 − k2) sin bx]

= eax[c1 sin bx+ c2 cos bx],
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kde c1 = i(k1−k2), c2 = k1+k2 jsou dvě nově vzniklé libovolné konstanty. Část obecného

řešeńı odpov́ıdaj́ıćı nenásobným komplexně sdruženým kořen̊um a± bi má tedy podobu

eax[c1 sin bx+ c2 cos bx].

Věta 3.4.1 Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu (3.1) s konstantńımi koe-

ficienty. Má-li jej́ı charakteristická rovnice (3.2) nenásobné komplexně sdružené kořeny

a+ bi a a− bi, pak př́ıslušná část obecného řešeńı rovnice (3.1) odpov́ıdá

y(x) = eax(c1 sin bx+ c2 cos bx).

Jsou-li a + bi a a− bi k-násobnými kořeny charakteristické rovnice (3.2), pak př́ıslušná

část řešeńı rovnice (3.1) má tvar

y(x) = eax[(c1 + c2x+ c3x
2 + · · ·+ ckx

k−1) sin bx+

+(ck+1 + ck+2x+ ck+3x
2 + · · ·+ c2kx

k−1) cos bx].

Př́ıklad 3.4.2 Nalezněte obecné řešeńı rovnice

d2y

dx2
+ y = 0.

Charakteristická rovnice

m2 + 1 = 0

má kořeny m = ±i, což jsou komplexńı č́ısla formy a ± bi, kde a = 0, b = 1. Obecným

řešeńım je tedy

y(x) = e0x(c1 sin 1 · x+ c2 cos 1 · x),

y(x) = c1 sinx+ c2 cosx.

Př́ıklad 3.4.3 Nalezněte obecné řešeńı rovnice

d2y

dx2
− 6

dy

dx
+ 25y = 0.

Charakteristická rovnice má zřejmě tvar m2 − 6m+ 25 = 0, řešeńım dostáváme

m =
6±
√

36− 100

2
=

6± 8i

2
= 3± 4i.

Obecným řešeńım je tedy

y(x) = e3x(c1 sin 4x+ c2 cos 4x).
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Př́ıklad 3.4.4 Nalezněte obecné řešeńı rovnice

d4y

dx4
+ 4

d3y

dx3
+ 14

d2y

dx2
− 20

dy

dx
+ 25y = 0.

Charakteristická rovnice má tvar

m4 − 4m3 + 14m2 − 20m+ 25 = 0.

Mějme známy jej́ı kořeny

1 + 2i, 1− 2i, 1 + 2i, 1− 2i.

Obecné řešeńı tedy bude

y(x) = ex[(c1 + c2x) sin 2x+ (c3 + c4x) cos 2x],

což lze přepsat

y(x) = c1e
x sin 2x+ c2xe

x sin 2x+ c3e
x cos 2x+ c4xe

x cos 2x,

kde c1, c2, c3, c4 jsou reálné konstanty.

3.5 Počátečńı úloha

Nyńı aplikujeme poznatky o obecném řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

n-tého řádu s konstantńımi koeficienty na řešeńı počátečńı úlohy.

Př́ıklad 3.5.1 Je dána počátečńı úloha

d2y

dx2
− 6

dy

dx
+ 25y = 0, (3.4)

y(0) = −3, (3.5)

y′(0) = −1. (3.6)

Dle Věty 2.0.4 je patrné, že muśı existovat jednoznačné řešeńı y = y(x) takovéto počátečńı

úlohy definované pro všechna x ∈ R. Obecné řešeńı jsme jǐz źıskali v Př́ıkladu 3.4.3, a

to ve tvaru

y(x) = e3x(c1 sin 4x+ c2 cos 4x), (3.7)

kde c1, c2 ∈ R jsou libovolné konstanty.
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Řešeńı počátečńı úlohy znamená naj́ıt konkrétńı hodnoty koeficient̊u c1, c2, aby bylo

vyhověno počátečńım podmı́nkám. K jednoznačnému určeńı c1, c2 potřebujeme 2 počátečńı

podmı́nky.

Z obecného řeseńı (3.7) tedy snadno źıskáváme

dy(x)

dx
= e3x[(3c1 − 4c2) sin 4x+ (4c1 + 3c2) cos 4x]. (3.8)

Nyńı aplikujeme podmı́nku (3.5), y(0) = −3, na rovnici (3.7), a dostáváme

−3 = e0(c1 sin 0 + c2 cos 0),

z čehož je patrné, že

c2 = −3. (3.9)

Dále aplikováńım podmı́nky (3.6), y′(0) = −1, na rovnici (3.8), źıskáme

−1 = e0[(3c1 − 4c2) sin 0 + (4c1 + 3c2) cos 0],

tedy

4c1 + 3c2 = −1. (3.10)

Řešeńım rovnic (3.9) a (3.10) máme

c1 = 2, c2 = −3.

Dosazeńım těchto nalezených konstant c1 a c2 do rovnice (3.7) pak źıskáme jednoznačné

řešeńı (3.4) vzhledem k počátečńım podmı́nkám, a to

y(x) = e3x(2 sin 4x− 3 cos 4x).
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Kapitola 4

Analýza zadané počátečńı úlohy

LDR 4.̌rádu vzhledem k počátečńım

podmı́nkám a parametr̊um

4.1 Zadáńı

Mějme zadanou rovnici

d4y

dx4
+ p

d2y

dx2
+ qy = 0, (4.1)

kde p a q jsou reálnými parametry, s počátečńımi podmı́nkami

y(0) = 0,

y′(0) = γ1, (4.2)

y′′(0) = 0,

y′′′(0) = γ3,

kde γ1, γ3 jsou dané reálné parametry.

4.2 Charakteristická rovnice

Charakteristická rovnice zadané diferenciálńı rovnice (4.1) má tvar

m4 + pm2 + q = 0. (4.3)
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Zavedeme-li substituci

ω = m2, (4.4)

pak (4.3) nabývá tvaru

ω2 + pω + q = 0, (4.5)

a jej́ımi řešeńımi jsou obecně komplexńı č́ısla

ω1,2 =
−p±

√
p2 − 4q

2
.

4.3 Periodická řešeńı

Definice 4.3.1 Funkce f je periodická s periodou T tehdy a jen tehdy, plat́ı-li

x± T ∈ D(f)

a

f(x) = f(x+ T ),

kde

T ∈ R+.

Poznámka 4.3.2 Funkci y(x) = c (konstantńı) neuvažujeme jako periodickou.

Věta 4.3.3 Funkce y(x) = sin βx je pro β 6= 0 periodická s periodou

T =
2π

β
.

Věta 4.3.4 Lineárńı kombinace periodických funkćı f, g s př́ıslušnými periodami Tf , Tg

je periodická tehdy a jen tehdy, je-li

Tf
Tg
∈ Q.

Důsledek 4.3.5 Funkce y(x) = c1 sinαx+ c2 sin βx je periodická právě tehdy, je-li

α

β
∈ Q.
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Obrázek 4.1: Př́ıklad řešeńı rovnice (4.1) pro 0 < ω2 < ω1

4.4 Hledáńı periodických řešeńı vzhledem k počátečńım

podmı́nkám a parametr̊um

4.4.1 Kořeny char. rovnice 0 < ω2 < ω1

Vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,2 = ±
√
ω1 ∈ R,

m3,4 = ±
√
ω2 ∈ R,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1) ve tvaru

{e
√
ω1x, e−

√
ω1x, e

√
ω2x, e−

√
ω2x}.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1e
√
ω1x + c2e

−√ω1x + c3e
√
ω2x + c4e

−√ω2x.

Jak je patrné, fundamentálńı systém rovnice (4.1) v tomto př́ıpadě sestává výhradně

z neperiodických funkćı. Řešeńı tedy za žádných okolnost́ı nebude periodické. Na Obr.

4.1 je uvedeno jedno z možných řešeńı tohoto typu.

Vzhledem ke složitosti takové varianty v tomto př́ıpadě ustouṕıme od daľśıho studia

počátečńı úlohy (4.2) vzhledem k obecným parametr̊um p, q, γ1, γ3 a řešeńım charakte-

ristické rovnice (4.5).
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Pro úplnost nicméně uvád́ıme, že tento př́ıpad, kdy < ω2 < ω1, nastane pouze za

podmı́nek
−p+

√
p2 − 4q

2
> 0,

−p−
√
p2 − 4q

2
> 0,

p2 − 4q > 0,

tedy je-li

p < 0,

q ∈ (0,
p2

4
).

.

4.4.2 Kořeny char. rovnice 0 = ω2 < ω1

Vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,2 = ±
√
ω1 ∈ R,

m3,4 = 0,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1) ve tvaru

{e
√
ω1x, e−

√
ω1x, 1, x}.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1e
√
ω1x + c2e

−√ω1x + c3 + c4x.

Jak je patrné, fundamentálńı systém rovnice (4.1) v tomto př́ıpadě sestává výhradně

z neperiodických funkćı e
√
ω1x, e−

√
ω1x, x a funkce konstantńı 1. Daľśı studium počátečńı

úlohy (4.2) vzhledem k obecným parametr̊um p, q, γ1, γ3 a řešeńım charakteristické rov-

nice (4.5) nebudeme provádět, primárně se nám za těchto podmı́nek jednalo o výše uve-

dený popis př́ıslušného fundamentálńıho systému a obecného řešeńı a samotné zd̊urazněńı

možnosti takto speciálńıho př́ıpadu.

Tento př́ıpad, kdy 0 = ω2 < ω1, nastane za podmı́nek

−p+
√
p2 − 4q

2
> 0,
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−p−
√
p2 − 4q

2
= 0,

p2 − 4q > 0,

tedy, je-li

p < 0,

q = 0.

.

4.4.3 Kořeny char. rovnice 0 < ω1 = ω2 =: ω

Vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,3 =
√
ω ∈ R,

m3,4 = −
√
ω ∈ R,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1) ve tvaru

{e
√
ωx, xe

√
ωx, e−

√
ωx, xe−

√
ωx}.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1e
√
ωx + c2xe

√
ωx + c3e

−
√
ωx + c4xe

−
√
ωx.

Jak je znovu patrné, fundamentálńı systém rovnice (4.1) v tomto př́ıpadě opět sestává

výhradně z neperiodických funkćı, a řešeńı tak nikdy nebude periodické. Př́ıklad možného

řešeńı tohoto typu uvád́ıme na Obr. 4.2.

Vzhledem ke složitosti v tomto př́ıpadě opět ustouṕıme od daľśıho studia počátečńı

úlohy (4.2) vzhledem k obecným parametr̊um p, q, γ1, γ3 a řešeńım charakteristické rov-

nice (4.5).

Pro úplnost opět uvád́ıme, že tento př́ıpad, kdy 0 < ω1 = ω2, nastane pouze za

podmı́nek
−p±

√
p2 − 4q

2
> 0,

p2 − 4q = 0,

tedy, je-li

p < 0,

q =
p2

4
.
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Obrázek 4.2: Př́ıklad řešeńı rovnice (4.1) pro 0 < ω1 = ω2

4.4.4 Kořeny char. rovnice 0 = ω1 = ω2 =: ω

Vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,2,3,4 = 0,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1) ve tvaru

{1, x, x2, x3}.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1 + c2x+ c3x
2 + c4x

3.

Jak je znovu patrné, fundamentálńı systém rovnice (4.1) v tomto př́ıpadě opět sestává

výhradně z neperiodických funkćı x, x2, x3 a funkce konstantńı 1, a řešeńı tak nikdy ne-

bude periodické. Daľśı studium počátečńı úlohy (4.2) vzhledem k obecným parametr̊um

p, q, γ1, γ3 a řešeńım charakteristické rovnice (4.5) nebudeme provádět, primárně se nám

za těchto podmı́nek jednalo o výše uvedený popis př́ıslušného fundamentálńıho systému

a obecného řešeńı a samotné zd̊urazněńı možnosti takto speciálńıho př́ıpadu.

Tento př́ıpad, kdy 0 = ω1 = ω2, nastane pouze za podmı́nek

−p±
√
p2 − 4q

2
= 0,

p2 − 4q = 0,
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tedy, je-li

p = 0,

q =
p2

4
= 0.

4.4.5 Kořeny char. rovnice ω2 < 0 < ω1

Vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,2 = ±
√
ω1 ∈ R,

m3,4 = ±i
√
−ω2 ∈ iR,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1)

{e
√
ω1x, e−

√
ω1x, sin (βx), cos (βx)},

kde

β =
√
−ω2.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1e
√
ω1x + c2e

−√ω1x + c3 sin (βx) + c4 cos (βx). (4.6)

Je patrné, že fundamentálńı systém vedle neperiodických řešeńı sestává i ze dvou

periodických funkćı sin βx, cos βx, a má tak smysl se pro tento př́ıpad zabývat hledáńım

periodických řešeńı vzhledem k počátečńım podmı́nkám.

Vzešlé obecné řešeńı (4.6) pro aplikaci na počátečńı podmı́nky (4.2) postupně zderi-

vujeme až do řádu 3

y(x) = c1e
√
ω1x + c2e

−√ω1x + c3 sin (βx) + c4 cos (βx),

y′(x) = c1
√
ω1e

√
ω1x − c2

√
ω1e

−√ω1x + c3β cos (βx)− c4β sin (βx),

y′′(x) = c1ω1e
√
ω1x + c2ω1e

−√ω1x − c3β2 sin (βx)− c4β2 cos (βx),

y′′′(x) = c1

√
ω3
1e
√
ω1x − c2

√
ω3
1e
−√ω1x − c3β3 cos (βx) + c4β

3 sin (βx),
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což po dosazeńı do (4.2) dává

y(0) = c1e
√
ω1·0 + c2e

−√ω1·0 + c3 sin (β · 0) + c4 cos (β · 0) = c1 + c2 + c4 = 0,

y′(0) = c1
√
ω1e

√
ω1·0 − c2

√
ω1e

−√ω1·0 + c3β cos (β · 0)− c4β sin (β · 0) =

= c1
√
ω1 − c2

√
ω1 + c3β = γ1,

y′′(0) = c1ω1e
√
ω1·0 + c2ω1e

−√ω1·0 − c3β2 sin (β · 0)− c4β2 cos (β · 0) =

= c1ω1 + c2ω2 − c4β2 = 0,

y′′′(0) = c1

√
ω3
1e
√
ω1·0 − c2

√
ω3
1e
−√ω1·0 − c3β3 cos (β · 0) + c4β

3 sin (β · 0) =

= c1

√
ω3
1 − c2

√
ω3
1 − c3β3 = γ3.

Vzhledem k prvńı rovnici a faktu, že i v tomto př́ıpadě ustouṕıme od hledáńı ne-

periodických řešeńı počátečńı úlohy (4.2) vzhledem k obecným parametr̊um p, q, γ1, γ3

a řešeńım charakteristické rovnice (4.5), a zaměř́ıme se pouze na hledáńı řešeńı perio-

dických, dostáváme, že c1 = c2 = c4 = 0. Dosazeńım těchto hodnot konstant do zbylých

rovnic máme

y′(0) = c3β = γ1,

y′′(0) = 0,

y′′′(0) = −c3β3 = γ3,

z čehož, jak patrno,

c3 =
γ1
β
,

t́ım pádem
−γ1
β
β3 = γ3,

a také

β =

√
−γ3
γ1

.

T́ım dostáváme následuj́ıćı větu.

Věta 4.4.1 Necht’

q < 0,

p ∈ R.

Splňuj́ı-li parametry γ1, γ3 vztah

γ3
γ1

=
−p−

√
p2 − 4q

2
,
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Obrázek 4.3: Př́ıklad periodického řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro ω2 < 0 ≤ ω1

a je-li vhodně zvolena konstanta c3 tak, že

c3 =

√
−γ1
γ3

,

máme periodické řešeńı problému (4.1), (4.2) ve tvaru

y(x) =
γ1
β

sin

(√
−γ3
γ1

x

)
.

Př́ıklad 4.4.2 Pro parametry γ3 = 6, γ1 = −3 a β =
√

2 máme splněny předpoklady

Věty 4.4.3 a řešeńı y(x) = −3√
2

sin (
√

2x) znázorněné na Obr 4.3 je periodické s periodou

T =
√

2π (viz Věta 4.3.3).

4.4.6 Kořeny char. rovnice ω2 < ω1 = 0

Vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,2 = 0,

m3,4 = ±i
√
−ω2 ∈ I,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1) ve tvaru

{1, x, sin(βx), cos(βx)},
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kde

β =
√
−ω2.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1 + c2x+ c3 sin(βx) + c4 cos(βx). (4.7)

Jak je patrné, fundamentálńı systém rovnice (4.1) v tomto př́ıpadě sestává ze dvou

periodických funkćı sin(βx), cos(βx), neperiodické x a konstantńı 1, tedy má smysl se pro

tento př́ıpad zabývat hledáńım periodických řešeńı vzhledem k počátečńım podmı́nkám.

Vzešlé obecné řešeńı (4.7) pro aplikaci na počátečńı podmı́nky (4.2) postupně zderi-

vujeme až do řádu 3

y(x) = c1 + c2x+ c3 sin(βx) + c4 cos(βx),

y′(x) = c2 + c3β cos (βx)− c4β sin (βx),

y′′(x) = −c3β2 sin (βx)− c4β2 cos (βx),

y′′′(x) = −c3β3 cos (βx) + c4β
3 sin (βx),

což po dosazeńı do (4.2) dává

y(0) = c1 + c2 · 0 + c3 sin(β · 0) + c4 cos(β · 0) = c1 + c4 = 0,

y′(0) = c2 + c3β cos (β · 0)− c4β sin (β · 0) = c2 + c3β = γ1,

y′′(0) = −c3β2 sin (β · 0)− c4β2 cos (β · 0) = −c4β2 = 0,

y′′′(0) = −c3β3 cos (β · 0) + c4β
3 sin (β · 0) = −c3β3 = γ3,

Vzhledem k prvńı rovnici a faktu, že i v tomto př́ıpadě ustouṕıme od hledáńı ne-

periodických řešeńı počátečńı úlohy (4.2) vzhledem k obecným parametr̊um p, q, γ1, γ3

a řešeńım charakteristické rovnice (4.5), a zaměř́ıme se pouze na hledáńı řešeńı perio-

dických, dostáváme, že c2 = 0. Dosazeńım hodnot konstanty do zbylých rovnic dostáváme

y(0) = c1 + c4 = 0,

y′(0) = c3β = γ1,

y′′(0) = −c4β2 = 0,

y′′′(0) = −c3β3 = γ3,

z čehož, jak patrno,

c4 = 0, c1 = 0
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a

c3 =
γ1
β
,

t́ım pádem
γ1
β
β3 = γ3,

a také

β =

√
−γ3
γ1

.

T́ım dostáváme následuj́ıćı větu.

Věta 4.4.3 Necht’

q = 0,

p ∈ R.

Splňuj́ı-li parametry γ1, γ3 vztah

γ3
γ1

=
−p−

√
p2 − 4q

2
,

a je-li vhodně zvolena konstanta c3 tak, že

c3 =

√
−γ1
γ3

,

máme periodické řešeńı problému (4.1), (4.2) ve tvaru

y(x) =
γ1
β

sin

(√
−γ3
γ1

x

)
.

4.4.7 Kořeny char. rovnice ω2 < ω1 < 0

Zde vzhledem k substituci (4.4) plat́ı, že

m1,2 = ±i
√
−ω1 ∈ iR,

m3,4 = ±i
√
−ω2 ∈ iR,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1)

{sin (αx), cos (αx), sin (βx), cos (βx)},

kde

α =
√
−ω1,
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β =
√
−ω2.

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1 sin (αx) + c2 cos (αx) + c3 sin (βx) + c4 cos (βx). (4.8)

Je patrné, že fundamentálńı systém sestává výhradně z periodických funkćı sin(αx),

sin(βx), cos(αx), cos(βx). Obecná řešeńı rovnice (4.1) vzešlá lineárńımi kombinacemi

těchto periodických funkćı budou dle Věty 4.3.4 sama periodická právě když

α

β
∈ Q.

Pro aplikaci na počátečńı podmı́nky (4.2) vzešlé obecné řešeńı (4.8) postupně zderi-

vujeme až do řádu 3.

y(x) = c1 sin (αx) + c2 cos (αx) + c3 sin (βx) + c4 cos (βx),

y′(x) = c1α cos (αx)− c2α sin (αx) + c3β cos (βx)− c4β sin (βx),

y′′(x) = −c1α2 sin (αx)− c2α2 cos (αx)− c3β2 sin (βx)− c4β2 cos (βx),

y′′′(x) = −c1α3 cos (αx) + c2α
3 sin (αx)− c3β3 cos (βx) + c4β

3 sin (βx).

Nyńı tedy lze aplikovat na samotné počátečńı podmı́nky (4.2)

y(0) = c1 sin (α · 0) + c2 cos (α · 0) + c3 sin (β · 0) + c4 cos (β · 0) = c2 + c4 = 0,

y′(0) = c1α cos (α · 0)− c2α sin (α · 0) + c3β cos (β · 0)− c4β sin (β · 0) =

= c1α + c3β = γ1,

y′′(0) = −c1α2 sin (α · 0)− c2α2 cos (α · 0)− c3β2 sin (β · 0)− c4β2 cos (β · 0) =

= −c2α2 − c4β2 = 0,

y′′′(0) = −c1α3 cos (α · 0) + c2α
3 sin (α · 0)− c3β3 cos (β · 0) + c4β

3 sin (β · 0) =

= −c1α3 − c3α3 = γ3.

Nyńı se pokuśıme źıskat do systému hlubš́ı vhled a zjistit, za jakých podmı́nek řešeńı

splňuje počátečńı úlohu. Zaṕı̌seme maticovou rovnici
0 1 0 1

α 0 β 0

0 −α 0 −β

−α3 0 −β3 0




c1

c2

c3

c4

 =


0

γ1

0

γ3

 .
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Prohod́ıme 1. a 2. sloupec (včetně 1. a 2. neznámé)
1 0 0 1

0 α β 0

−α 0 0 −β

0 −α3 −β3 0




c2

c1

c3

c4

 =


0

γ1

0

γ3

 .

Dále prohod́ıme 2. a 3. řádek
1 0 0 1

−α 0 0 −β

0 α β 0

0 −α3 −β3 0




c2

c1

c3

c4

 =


0

0

γ1

γ3

 .

Následuje prohozeńı 3. a 4. sloupce (včetně 3. a 4. neznámé)
1 0 1 0

−α 0 −β 0

0 α 0 β

0 −α3 0 −β3




c2

c1

c4

c3

 =


0

0

γ1

γ3

 .

Nyńı prohod́ıme 2. a 3. sloupec (včetně 2. a 3. neznámé)
1 1 0 0

−α −β 0 0

0 0 α β

0 0 −α3 −β3




c2

c4

c1

c3

 =


0

0

γ1

γ3

 .

Nyńı již snadno dostáváme schodovitý tvar
1 1 0 0

−α −β 0 0

0 0 α β

0 0 0 α2β − β3




c2

c4

c1

c3

 =


0

0

γ1

α2γ1 + γ3

 .

Z výše uvedeného upraveného tvaru maticové rovnice tedy źıskáváme, že

c3 =
α2γ1 + γ3
α2β − β3

,

c1 =
−γ3 − γ1β2

α3 − αβ2
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a

−c2α− c4β = 0,

c2 + c4 = 0.

Z posledńıch dvou vztah̊u je plynoućı, že c2 = c4 = 0, nebot’ vztah c2 = −β
α
c4 je pro

libovolné nenulové konstanty c2, c4 za podmı́nky c2 + c4 = 0 platný jen v př́ıpadě, že

α = β, což ovšem vylučuje aktuálńı podmı́nka ω2 < ω1 < 0 pro kořeny char. rovnice

(4.5). T́ımto jsme dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 4.4.4 Pro

p > 0,

q ∈ (0,
p2

4
)

máme řešeńı problému (4.2), (4.3) ve tvaru

y(x) =
−γ3 − γ1β2

α3 − αβ2
sin(αx) +

α2γ1 + γ3
α2β − β3

sin(βx).

Toto řešeńı je periodické právě tehdy, je-li

α

β
∈ Q.

Př́ıklad 4.4.5 Pro parametry γ3 = 6, γ1 = −3 a α = 3, β = 2 máme splněny předpoklady

Věty 4.4.4 a řešeńı y(x) = 6
15

sin (3x)− 21
10

sin (2x) znázorněné na Obr. 4.4 je periodické.

4.4.8 Kořeny char. rovnice ω2 = ω1 =: ω < 0

Podobně jako v předchoźıch př́ıpadech, i zde vzhledem k substituci (4.2) plat́ı, že

m1,3 = i
√
−ω ∈ iR,

m2,4 = −i
√
−ω ∈ iR,

což implikuje fundamentálńı systém rovnice (4.1)

{sin (βx), cos (βx), x sin (βx), x cos (βx)},

kde

β =
√
−ω.
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Obrázek 4.4: Př́ıklad periodického řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro ω2 < ω1 < 0

Obecné řešeńı rovnice (4.1) tedy bude mı́t podobu

y(x) = c1 sin (βx) + c2 cos (βx) + c3x sin (βx) + c4x cos (βx). (4.9)

Zde je patrné, že fundamentálńı systém sestává z periodických funkćı sin (βx), cos (βx),

a neperiodických funkćı x sin (βx), x cos (βx).

Pro aplikaci na počátečńı podmı́nky (4.2) vzešlé obecné řešeńı (4.9) postupně zderi-

vujeme až do řádu 3

y(x) = c1 sin (βx) + c2 cos (βx) + c3x sin (βx) + c4x cos (βx),

y′(x) = c1β cos (βx)− c2β sin (βx) + c3 sin (βx) + c3xβ cos (βx) +

+c4 cos (βx)− c4xβ sin (βx),

y′′(x) = −c1β2 sin (βx)− c2β2 cos (βx) + 2c3β cos (βx)− c3xβ2 sin (βx)−

−2c4β sin (βx)− c4xβ2 cos (βx),

y′′′(x) = −c1β3 cos (βx) + c2β
3 sin (βx)− 3c3β

2 sin (βx)− c3xβ3 cos (βx)−

−3c4β
2 cos (βx)− c4xβ3 sin (βx)
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což po dosazeńı do (4.2 dává

y(0) = c1 sin (β · 0) + c2 cos (β · 0) + c3 · 0 · sin (β · 0) + c4 · 0 · cos (β · 0) = 0,

y′(0) = c1β cos (β · 0)− c2β sin (β · 0) + c3 sin (β · 0) + c3 · 0 · β cos (β · 0) +

+c4 cos (β · 0)− c4 · 0 · β sin (β · 0) = γ1,

y′′(0) = −c1β2 sin (β · 0)− c2β2 cos (β · 0) + 2c3β cos (β · 0)− c3 · 0 · β2 sin (β · 0)−

−2c4β sin (β · 0)− c4 · 0 · β2 cos (β · 0) = 0,

y′′′(0) = −c1β3 cos (β · 0) + c2β
3 sin (β · 0)− 3c3β

2 sin (β · 0)− c3 · 0 · β3 cos (β · 0)−

−3c4β
2 cos (β · 0)− c4 · 0 · β3 sin (β · 0) = γ3.

Vzhledem k nulovosti některých člen̊u tak dostáváme

y(0) = c2 = 0,

y′(0) = c1β + c4 = γ1,

y′′(0) = −c2β2 + 2c3β = 0,

y′′′(0) = −c1β3 − 3c4β
2 = γ3.

Nyńı se opět pokuśıme źıskat do systému hlubš́ı vhled a zjistit, za jakých podmı́nek

řešeńı splňuje počátečńı úlohu, a kdy je periodické. Zaṕı̌seme maticovou rovnici
0 1 0 0

β 0 0 1

0 −β2 2β 0

−β3 0 0 −3β2




c1

c2

c3

c4

 =


0

γ1

0

γ3

 .

Prohod́ıme 1. a 2. sloupec (včetně 1. a 2. neznámé)
1 0 0 0

0 β 0 1

−β2 0 2β 0

0 −β3 0 −3β2




c2

c1

c3

c4

 =


0

0

γ1

γ3

 .

Dále prohod́ıme 2. a 3. řádek
1 0 0 0

−β2 0 2β 0

0 β 0 1

0 −β3 0 −3β2




c2

c1

c3

c4

 =


0

γ1

0

γ3

 .
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Nyńı již snadno dostáváme schodovitý tvar
1 0 0 0

−β2 0 2β 0

0 β 0 1

0 0 0 −2β2




c2

c1

c3

c4

 =


0

0

γ1

γ3 + γ1β
2

 .

Z výše uvedeného upraveného tvaru maticové rovnice tedy źıskáváme, že

c4 = −1

2

(
γ1 +

γ3
β2

)
,

c1 =
1

2

(
3γ1
β

+
γ3
β3

)
a

c2 = 0,

−β2c2 + 2βc3 = 0,

což implikuje

c3 = 0.

Tyto vztahy shrneme v následuj́ıćı větě.

Věta 4.4.6 Pro

p > 0,

q =
p2

4

máme řešeńı problému (4.1), (4.2) ve tvaru

y(x) =
1

2

(
3γ1
β

+
γ3
β3

)
sin (βx)− 1

2

(
γ1 +

γ3
β2

)
x cos (βx).

Toto řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) je periodické právě když

γ3 = −γ1β2,

t́ım pádem

c4 = 0,

a v této podobě má tvar

y(x) =
1

2

(
3γ1
β

+
γ3
β3

)
sin (βx). (4.10)
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Obrázek 4.5: Př́ıklad neperiodického řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro ω2 = ω1 < 0
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Obrázek 4.6: Př́ıklad periodického řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro ω2 = ω1 < 0
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Obrázek 4.7: Vykresleńı grafu funkce γ3(γ1, β) = −γ1β2, kterážto pro ω2 = ω1 < 0

mapuje př́ıpady periodického řešeńı (4.10)

Př́ıklad 4.4.7 Pro parametry γ3 = 6, γ1 = −3 a α = 3, β = 2 nemáme splněny

předpoklady Věty 4.4.6 a řešeńı y(x) = −15
8

sin (2x) + 3
4
x cos (2x) znázorněné na Obr.

4.5 je neperiodické.

Př́ıklad 4.4.8 Pro parametry γ3 = 12, γ1 = −3 a α = 3, β = 2 máme splněny předpoklady

Věty 4.4.6 a řešeńı y(x) = −3
2

sin (2x) znázorněné na Obr. 4.6 je periodické.

47



Kapitola 5

Závěr

V Kapitolách 2 a 3 jsme d̊usledně vybudovali obecnou teorii homogenńıch lineárńıch

diferenciálńıch rovnic n-tého řádu a teorii explicitńıch řešeńı homogenńıch lineárńıch

diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s konstantńımi koeficienty. Tento teoretický baĺık

informaćı nám zajistil adekvátńı vhled do souvislost́ı a jev̊u popisovaných v Kapitole 4,

v ńıž jsme provedli kvalitativńı analýzu zadané počátečńı úlohy vzhledem ke zvoleným

parametr̊um a počátečńım podmı́nkám. Existenci periodických řešeńı, kterážto patřila

k piĺı̌r̊um naš́ı práce, se podařilo pro d́ılč́ı př́ıpady vzhledem ke zvoleným parametr̊um

a počátečńım podmı́nkám explicitně prokázat resp. vyvrátit, a nalézti s vzájemnými

vztahy těchto zvolených počátečńıch podmı́nek, parametr̊u a jim podř́ızených řešeńı

charakteristické rovnice explicitně popsané souvislosti. Źıskané poznatky demonstrujeme

názornými obrázky.

Je rovněž na tomto mı́stě vhodné dát čtenáři podnět k zamyšleńı a otevř́ıt otázku

jiné variace zadáńı počátečńıch podmı́nek, např.

y(0) = γ0,

y′(0) = 0,

y′′(0) = γ2,

y′′′(0) = 0
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nebo

y(0) = γ0,

y′(0) = γ1,

y′′(0) = γ2,

y′′′(0) = γ3

a podobně. Je nepochybné, že studium úloh podobného typu rozkrývá netriviálńı vnitřńı

vztahy a př́ırodńı zákonitosti, ježto mohou být ve své ryźı explicitně udané podobě dále

efektivně využ́ıvány a prozkoumávány.
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