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Kapitola 1
Uvod

V nasi préci se zabyvame pocatecni tilohou pro homogenni linedrni diferencialni rovnici 4.
fadu s parametry. Ke komplexnimu uchopeni zadaného problému a patiicnému vhledu
do vsech souvislosti s nasi ulohou souvisejicich vénujeme jednu z kapitol, Kapitolu 2,
hloubkové vystavéné obecné teorii homogennich linedrnich diferencialnich rovnic n-tého
fadu s uvedenymi pifimymi vazbami na teorii linedrnich systému diferencidlnich rovnic
prvniho fadu, kterouzto v plném znéni z kapacitnich duvodu neuvadime; pro hloubkoveé
vybudovanou teorii linearnich systému diferencidlnich rovnic, o niz se teorie homogennich
linedrnich diferencidlnich rovnic opird, vsak lze doporucit knihu [4], kterdzto i ndm pii
budovani Kapitol 2 a 3 poslouzila jako zakladni stavebni kdmen, a z niz také cerpame
fadu definic, vét a dukazi. Jako dalsi materidl poslouzily pak knihy [1],[2],[3].

Kapitolu 3 dale vénujeme metodam teseni homogennich linearnich diferencialnich
rovnic vyssich radu s konstantnimi koeficienty, pricemz i zde se snazime o umoznéni
hloubkového vhledu do vsech souvislosti, pti¢in a dusledku; explicitni postupy vyuzivané
pri samotném studiu v nasledné kapitole zde budujeme od zédkladu a postupné demon-
strujeme jejich pouziti na jednoduchych vzorovych prikladech.

Kapitolu 4 konecné vénujeme avizované kvalitativni analyze zadané tulohy vzhle-
dem ke zvolenym parametrum a pocatecnim podminkdm, zvlastni pozornost je ptritom
vénovana hledani periodickych feseni.

V préaci dle potieby vyuzivame znaceni y = y(z), y = f(x). Dle kontextu rovnéz

uzivame znaceni derivaci
dFy(x)

(k)
Y (), s

Symbolem Q déle zna¢ime mnozinu raciondlnich ¢isel, symbolem R pak interval (0, o).



Symbol ® = ®(z) znaci vektorovou funkei ® : [a, b] — R™.
Dukazy vét ukoncujeme znakem [.
Prace je vysazend typografickym systémem IXTEX, obrazky vykresleny programem

WolframMathematica.



Kapitola 2

Teorie (homogennich) linearnich

diferencialnich rovnic n-tého radu

Poznamka 2.0.1 Je predpokliddna znalost teorie homogennich linedrnich systémai di-
ferencidlnich rovnic, uvddény z této problematiky jsou pouze ty definice a véty, na néez
explicitné odkazujeme v dukazech (a to vidy na prunich pozicich pred dokazovanymi tur-

zenimi a vétami, v nichz na tyto definice a véty odkazujeme poprvé), turzenich a vétdach.

Obycejna linedrni diferencidlni rovnice (LDR) n-tého tddu se zdvisle proménnou y a
nezavisle proménnou x je rovnice, jez ma tvar

T B Co

dz" dzn—1
pricemz ag(z) # 0 pro vSechna z na [a,b]. Budeme predpokladat, ze ag,ay,..,a,, a F

dy(x)
dx

() ot ap(@) - L g (2)y(e) = Fl), (21)

jsou spojité realné funkce na redlném intervalu [a, b]. Pravy ¢len F'(x) je oznacovén jako

¢len nehomogenni. Je-li F' indentickou nulou, rovnice (2.1) prechdzi do podoby

ao(@)- T (@) T D @) P @ =0, @2)

a je pak oznacovana jako homogenni rovnice.

Pro n = 4 z rovnice (2.1) ziskdvame nehomogenni linearni diferencidlni rovnici
4. tadu

ag(x) - ddy;f) ar(z) - d;;(f) a(x) - dcjlgx(jf) + ay(a) dy(x)

a z rovnice (2.2) pak homogenni linedrni diferencidlni rovnici 4. fadu

ao(a) T o) DI 4y DD ) D gty =0
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Zde predpokladejme, ze ag, a1, as, as, as, F' jsou spojitymi redlnymi funkcemi na realném

intervalu [a, b] a Ze ag(x) # 0 pro vSechna x na |a, b].
Poznamka 2.0.2 Dadle ve ziejmijch pripadech misto y(x) budeme psdt y.

Definice 2.0.3 Resenim rovnice (2.1) na intervalu [a,b] je redlnd funkce f : a,b] — R
na intervalu [a,b] az do rddun—1 spojité diferencovatelnd a pro vsechna x € [a, b] rovnici

(2.1) splrugict.

Véta 2.0.4 Meéjme linedrni diferencidlni rovnici n-tého rdadu

dny dn—ly dy
it ) . B i —F
T tae) S (@) - = an(2)y = o),

ap(x)

kde ag, ay, ..,a, a F jsou spojité a redlné funkce na redlném intervalu [a,b] a ag(z) # 0 pro
kazdé x na [a,b]. Ddle necht o je libovolngm bodem z intervalu [a,b] a co,c1, ¢, ..., Ca1
necht jsou libovolnymi redlngmi konstantami. Pak existuje jednoznacné reseni y = f(x)

této rovnice takové, Ze
f(I0> = Co, f/(x()) =C1y--- f(n_l)(‘r()) = Cp—1,
které je definovano na celém intervalu [a,b].

Dusledek 2.0.5 Necht funkce y = f(x) je resenim linedrni diferencidlni rovnice n-tého

radu
dr n—1 d
ao(z) - ﬁ +ay(z) - dxnf{ Fo ot an (@) - % + an(z)y =0
takové, Ze
flwo) =0, f'(wo) =0,..., f" D(z) =0,
kde x¢ je bodem intervalu [a,b], na némz jsou funkce ag,ay,...,a, spojité a ag(x) # 0.

Pak f(x) =0 pro kazdé x € [a,b.

Definice 2.0.6 Necht fi, fo,..., fm je m danich funkci a ci,co,...,cm je m danych

konstant. Pak vyjdadrent

afit+cfot - +emfm

nazyvame linedrni kombinaci funkci fi, fa, ..., fin-



Véta 2.0.7 Necht fi, fa,..., fm je m Teseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice
(2.2). Pak cif1 + cafo + -+ 4 Comfm je movnéz tesenim rovnice (2.2), kde ci,co,. .., Cn

jsou libovolnymai konstantams.

Definice 2.0.8 Funkce fi, fo,. .., fn nazgvdme linedrné zdvislé na intervalu |a,b], ezis-

tugi-lv konstanty cq, co, . .., cn, 2 nichZ alespon jedna je nenulovd, takové, Ze
afitcefot o +cenfn=0

pro vSechna x € |a,b]. Nejsou-li funkce fi, fa, ..., fn na intervalu [a,b] linedrné zdvislé,

nazyvdame je linedrné nezdvislé na intervalu [a, b)].
Véta 2.0.9 Jsou-li funkce fi, fo,..., fn linedrné nezdvislé na [a,b] pri relaci
cifi(@) + eafo(z) + -+ e fulz) =0
pro viechna x € |a,b], pak
cp=c=---=¢,=0.

Véta 2.0.10 Linedrni diferencidlni rovnice n-tého rdadu

dny dn—ly dy
aplr) — +a1(x)  ——=+ -+ ap_1(x) - — 4+ a,(x)y=0
0()dxn+ 1()dx"_1+ + 1()d1’+ (@)y
md vZdy n linedrné nezavislych resend. Jsou-li f1, fo, ..., fu linedrné nezdavislymi resenimi

rovnice, pak muzou vSechna teseni f této rovnice bijt vyjadrena linedrni kombinact

f=afitcafet+-+eufn

pomoct vhodné volby konstant ¢y, cq, -+ , Cp.
Definice 2.0.11 Jsou-li f, fo, ..., fu linedrné nezdvisla reseni homogennd linedrni di-
ferencidlni rovnice n-tého Tadu (2.2) na x € [a,b], poté se systém { f1, fa, ..., fu} nazgvd

fundamentalni systém resent této rovnice a funkce f definovand jako

f@) =efi(@) + eafo(z) + -+ eafale),  x€lab],

kde c1,ca, ..., ¢y jsou libovolngmi konstantami, se nazyvd obecné reseni rovnice (2.2) na

intervalu [a, b].



Pro homogenni linedrni diferencidlni rovnici 4. Tddu

d'y d’y d*y dy
a0<$) . @ + CL1(£L’) : @ + CLQ(.Z‘) : @ + ag(l’) : % + a4(a:)y =0

se fundamentdlni systém sklddd ze ctyr linedrné nezavislych resent { f1, fa, f3, fa}. Obecné

resent je pak definovdno na [a,b] jako

f(@) = cifi(@) + cafa(x) + c3f3(x) + cafalz),
kde ¢y, co, c3,cq jsou libovolné konstanty.

Definice 2.0.12 Necht fi, fa, ..., fu jsou redlné funkce, pricemz u kaZdé existuje na

redalném intervalu [a,b] derivace aZ do Tddu n — 1. Determinant

S for o

Wt g f)=| 0

1(n—l) f2(n—1) . f(n—l)

n
se pak nazgva Wronskidnem téchto n funkci. W(f1, fo, ..., fn) je sam redlnou funkci

definovanou na intervalu [a, b], jeji hodnotu v bodé x znacime W (fi, fo, ..., fn)(x) nebo

W[fl(x)v f2(x)a Tt 7fn<x>]

Véta 2.0.13 Resent f1, fa, ..., fo homogennd linedrni diferencidlni rovnice n-tého Fddu
jsou linedrné nezavisld na |a,b] tehdy a jen tehdy, je-li Wronskidn funkci fi, fa, ..., fa

ruzny od nuly pro néjaké x € |a, b].

Véta 2.0.14 Wronskidn n resent fi, fa, ..., fn homogenni linedrni diferencidalni rovnice
n-tého rddu je bud identicky nulovy na celém intervalu [a,b], anebo je na celém intervalu

[a, b] nenulovy (neni pro Zidné x € [a,b] roven nule).

Pro dalsi budovani teorie nyni provedeme nasledujici ivahu. Oznacime

g = vy,
_
Y2 = @7
_
Ys = @,
(2.3)
_ dn—2y
Yn—1 = W?
B dn—ly
Yn = drn—1°



Postupnym derivovanim systému (2.3) ziskdme

din dy
-7 = 2 24
dx dz’ (24)
dy, _ &y
de  da?’
dyn-1 _ A"y
dx dan—1’
dyn "y
de —  da™’
z ¢ehoz plyne, ze
d
o= (2.5)
dys
dr Y3,
dyn—l _
dr Yn-
Nyni 1ze za predpokladu ag(x) # 0 na intervalu [a, b] zapsat rovnici (2.2) ve tvaru
Ay _ an(r)  apa(@)dy  a() d" 1ty
dxn ap(x) aop(x) dx ao(x) dan=1

a vzhledem k rovnostem (2.3) a (2.4) pak ekvivalentné

% . _an(x) _ an—l(x) M
dr — aolz)”"  ao(z) (26)

Rovnice (2.5) a (2.6) tedy utvari

dy:
dx
dys
dx

= Yo,

= Y3,

(2.7)

dyn—l _
dx Yn
Ay, aplx)  ana() ap(x)

de ap(x) ! ao(x) 2 ap(x)

coz je systém n rovnic 1. faddu pro vektorovou funkci

U1 Yy
Yo Yy
Y=1.17 )



Nyni budeme uvazovat funkci f spliujici homogenni linearni diferencidlni rovnici (2.2),

tj. mame
ao(x) f™ (@) + a1 (2) f" (@) + -+ apa (2) f(2) + an(2) f(z) = 0 (2.8)

pro z € [a,b]. Dale uvazujme vektor ® = ®(z), = € [a, b], definovany jako

¢1(x) f(z)
$a() f(z)
() = ¢3‘($) _ f"(x) (2.9)

Pn-1() fr2 ()
() fr=D(a)

Z rovnic (2.8) a (2.9) postupnym derivovanim ziskame

¢i(x) = ¢o(x),
Pa(z) = ¢s(z),

(2.10)
¢{n—1<x) = ¢n<w)7
) _an(2) - _an1(2) . _ a@) .
o () ao(x)¢1( ) a0() Pa2() ao(x)¢n( )-

Porovnanim zjistujeme, ze vektor ® z (2.9) vyhovuje systému (2.7).

Opaénym zpusobem muzeme predpokladat, ze vektorova funkce

¢1()
Pa()

On(@)
vyhovuje systému (2.7) na [a, b]. Ukédzeme, ze f = ¢;(x) Tesi rovnici (2.2). Prvnich n — 1

rovnic z (2.7) spolu s takto definovanym f dava, ze
$2(x) = ¢i(x) = f(z)

¢3(z) = ¢h(z) = ¢f(z) = f"(2)
(2.11)

da(r) = ¢, 4(2) = ¢l (@)= =" V(@) = f"V(x)

8



a také, ze ¢, (x) = ¢§”) (z) = f™(z). Posledni rovnice z (2.10) poté piechdzi do podoby

an—l(x) ") — e — CLl(ZE) (n—1) T
a@) @ w@

6 () = — 2 ()

ao(z)

neboli

ag(2)\" (1) + a1 ()¢ (@) + - + an 1 (2)(x) + an(@)di (z) = 0.

Tedy f = ¢1(x) je skuteéné fesenim homogenni linearni diferencidlni rovnice n-tého rédu

(2.2), pricemz rovnosti (2.11) navic ukazuji, ze puvodni feseni systému (2.7) je tvaru

/()
f'()
)= f(2)

§0(a)

Ziskané poznatky shrneme v nasledujici véte.

Véta 2.0.15 Mejme linedrni diferencidlni rovnici n-tého rddu

ar dnt d
(lo((lf) . ﬁ + CL1(ZL’) : Fn_?{ + -+ an_l(ac) : % + CLn(l’)y =0

a ji prislusicti linedrnd systém (2.7). Je-li f TeSenim této rovnice na intervalu |a,b], pak
f(z)

f'()
lx)=| f()

Fr D (@)

je tesenim (2.7) na |a,b]. Naopak, je-li
1 ()
B(x) = ¢2'($)

resenim (2.7) na [a,b], pak f = ¢1(x) je FeSenim uvaZované rovnice n-tého radu na |a, b].



Disledek 2.0.16 Je-li f fesenim homogenni linedrni diferencidlni rovnice (2.2) na

[a, b] splriugicim pocdtecni podminky
f(zo) = co, f’(l"o) = C1, f”(ﬂfo) =C2y. -, f(n_l)(%) = Cn—1,

potom

()
f'(z)
(x)=| f(z)

frD(a)
je resenim prislusného homogenniho linedrniho systému (2.7) na [a, b] spliujicim pocédteéni

podminky

Co

C1

Cn—1

Naopak, je-li

On(@)
resenim (2.7) na [a,b] spliujicim pocdtecni podminky
¢1(w0) = co,  @a(0) = 1, B3(w0) = Ca, -+, Pu(T0) = Cn1,
poté [ = ¢1(x) je reSenim rovnice (2.2) na [a,b] spliujicim pocédtecni podminky
flxo) =co, f(xo) =c1,  ['(wo) =caro o, f7 D (@0) = Coor.

Véta 2.0.17 Linedrni kombinace m reseni vektorové homogenni linedrni diferencidlni

rovnice

Z—Z = A(x)y, (2.12)
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kde A : [a,b] — R™ "™ je matice odpovidajici systému (2.7), je rovnéz jejim reSenim.
Jsou-li tedy vektorové funkce ®1, P, ..., O, FeSenimi rovnice (2.12) a ¢y, ¢, .. ., Cpm jSOU

m konstantamsi, je vektorovad funkce

P = i Ck(I)k
k=1

rovnéz reSenim rovnice (2.12).
Resenim rovnice (2.12) v predchozi véte myslime funkei y : [a, b] — R” spojité diferen-
covatelnou a pro vSechna x € [a,b] rovnici (2.12) spliujici.

Veéta 2.0.18 Linedrni kombinace m reseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-

tého Tadu

dny dn—ly dy
A 24 ta, - +a, =0, 2.13
ao(z) dan + ai(z) s + -t an—1(2) I + an(2)y (2.13)
je také jejim tesenim, tj. jsou-li funkce fi, fo,..., fm TeSenimi rovnice (2.13) a jsou-li
C1,Co, ..., Cop M TedInymi konstantami, pak funkce

=Y el
k=1

je také tesenim rovnice (2.13).

Diukaz: Predpoklddejme, ze fi, fo,..., fm jsou feSenimi rovnice (2.13). Proto dle Véty

2.0.15 jsou
fi f2 fm
B, — fi B, = fﬁ B fn
e e g

fesenimi homogenniho linedarniho systému (2.7). Néasledné dle Véty 2.0.17 je

b = i qu)k:
k=1

také feSenim (2.7). Tim padem rovnéz

NIE

Cfr

crfr

=]

£
Il
—

S af Y

k=1
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je feSenim systému (2.7). Z Dusledku 2.0.16 je pak patrné, Ze prvni slozka tohoto vektoru

m
Z Ckfk
k=1

je Fesenim rovnice (2.13). O

Definice 2.0.19 Reseni ®1, ®,, ..., ®,, homogenniho linedrniho systému (2.7) se nazjvaji

linedrné nezdvisla na [a,b] tehdy a jen tehdy, implikuje-li relace
1Py () + c2Pa(x) + -+ - + ¢ Pp(x) =0

pro viechna x € |a,b], Ze

co=Cc=--=¢,=0.

Definice 2.0.20 Reseni ®,, ®,, ..., ®,, homogenniho lindrniho systému (2.7) se nazyjvaji

linedrné zavisld na [a,b] tehdy a jen tehdy, nejsou-li na tomto intervalu nezdvisld.

Véta 2.0.21 Jsou-li resent fi, fa, ..., fn homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého

Fadu (2.2) linedrné nezdvisld na [a,b], poté i prislusnd resend

fl f2 fn

/ / /

(I)IZ f“l ) (1)2: ‘fj2 7"‘7q)n: f:n
1(n—l) fg(n_l) fén—l)

homogenniho linedrniho systému (2.7) jsou na intervalu [a,b] linedrné nezdvisld, a nao-

pak.

Dikaz: Predpokladejme, ze fi1, fo, ..., fn jsou linedrné nezavisla feseni na [a, b]. Jsou

také @1, o, ..., P, linedrné nezavisla? Predpokladejme, ze
1P () + c2Pa(x) + -+ - + ¢, Pp(x) =0 (2.14)

pro vSechna z € [a,b]. Je patrné, ze prvni skaldrni slozkou vektorového vztahu (2.14) je

vztah

cfi(@) + cafo(®) + - 4 cnfula) =0, (2.15)

jez diky predpokldadané linedarni nezavislosti fi, fo, ..., f, implikuje ¢y = co = -+ =¢, =

0, tudiz, ze i ®q, Dy, ..., P, jsou na intervalu [a, b] linedrné nezdvisla.
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Nyni predpokladejme, ze fi, fa, ..., fn jsou linedrné zdvislé na [a,b]. Pak existuji

konstanty ¢y, co, ..., ¢,, z nichz alesponi jedna je nenulové, takové, ze

le1<£lf) -+ CQfQ(x) + -+ cnfn(x) =0 (216)

pro v8echna z € [a, b]. Derivovanim tohoto vztahu az do stupné n — 1 dostavame rovnice
afi(@) +efs()+-+afile) = 0,
afi (@) +efy@) +-F+eafi@) = 0

(2.17)

af" V@) + efS @) + - e f V(@) = 0

platné na intervalu [a, b]. Vztahy (2.16) a (2.17) tvoii 1 + (n — 1) = n skaldrnich vztaha

ekvivalentnich vektorové relaci

1P () + c2Pa(x) + -+ - + ¢, Pp(x) =0

pro vSechna x € [a,b]. Podle pfedpokladu jsou ¢y, ca, ..., ¢, ne vesmés nulové, a tedy
podle Definice 2.0.20 jsou @, Py, ..., P, na intervalu [a,b] linedrné zdvislé. O
Pro dalsf teorii nechf fi, fo, ..., f. je n feSeni homogenni linedrni diferencidlni rovnice

n-tého tadu (2.2) na intervalu [a,b] a necht

fl f2 fn

/ ! /

Q)l: f'll ; @2: ][:2 7"'7(1)71: fn
1(n—l) f2(n—1) f?gn_l)

jsou piislusnymi feSenimi homogenniho linedrniho systému (2.7) na [a,b]. Z Definice

2.0.12 plyne, ze Wronskidn n feSeni fi, fa, ..., fn rovnice (2.2) ma tvar
fi for
f oo
n—1 n—1 n—1
Y

a je mimo jiné zfejmé, ze
W((I)lu (I)27 LR (I)n)<x> - W(f17 f27 s 7fn)(x) (218)

13



pro vSechna z € [a, b].

Véta 2.0.22 Necht vektorové funkce ®1,®,, ..., &, jsou n resenimi vektorové homo-

genni linedrni diferencidlni rovnice

dy _

0, = Ay

na redlném intervalu [a,b]. Poté bud W(®y, @y, ..., ®,)(z) = 0 pro viechna x € [a,b],
nebo W(®q, @y, ..., P,)(x) # 0 pro viechna x € |a, b].

Véta 2.0.23 Necht vektorové funkce ®1,®,, ..., P, jsou n Tesenimi vektorové homo-

genni linedrni diferencidalni rovnice

dy
— =Ax
5. = Al)y
na redlném intervalu [a,b]. Téchto n 7eseni @1, P, ..., ®, je lindrné nezdvislych na [a, b]

tehdy a jen tehdy, kdyz
W((Ph (D27 R (1)71>(:E) 7é 0

pro vSechna x € [a,b].
Véta 2.0.24 Necht fi, fo, ..., fn je n TeSeni homogenni linedrni diferencidlni rovnice

n-tého tdadu (2.2) na [a,b]. Pak bud W(f1, fa,..., fa)(x) = 0 pro viechna x € |[a,b),
anebo pro vsechna x € [a,b] je W(f1, fo, ..., fu)(x) # 0.

Dle Véty 2.0.21 jsou feSeni f1, fa, ..., fn rovnice (2.2) linedrné nezavisla na [a, b] tehdy

a jen tehdy, jsou-li i piislusnd feseni systému (2.7)

fl f2 fn
/! /! /
Q)l: f_.l ) q)QZ f:2 7"'7q)n: fn
1(n—l) f2(n—1) f7(Ln—1)
na intervalu [a,b] linedrné nezavisla. Dle Véty 2.0.23 jsou pak teseni &1, Do, ..., P,

linedrné nezavisla na [a, b] tehdy a jen tehdy, je-li W (P, ®o, ..., D,)(x) # 0 pro viechna
x € [a,b]. Z rovnice (2.18) tedy plyne, zZe feseni &1, Ps, ..., @, jsou linedrné nezavisla
na [a,b] tehdy a jen tehdy, je-li W(f1, fa, ..., fu)(z) # 0 pro vSechna x € [a,b]. Je tedy
patrné, ze feseni fi, fo,..., f jsou linedrné nezavisla na [a, b] tehdy a jen tehdy, pokud

W (fi1, fa, ..., fn)(x) # 0 pro vsechna x € [a, b], coz formulujeme nasledujici vétou.

14



Véta 2.0.25 Necht fi, fa, ..., fn jsou n Tesenimi homogenni linedrni diferencidlni rov-
nice n-tého radu

dn—ly
dxnfl

d
(@) 2+ an(2)y =0

na intervalu [a,b]. Pak téchto n Teseni fi, fa, ..., fn je linedrné nezdavislyjch na [a, b] tehdy
a jen tehdy, je-li
W(fb f27 Y fn)(x) 7é 0

pro véechna x € [a,b).

Disledek 2.0.26 Necht fi, fa, ..., fn je n Teseni homogenni linedrni diferencidlni rov-
nice n-tého ridu (2.2) na [a,b]. Pak téchto n tesent je linedrné zdvislijch na [a,b] tehdy
a jen tehdy, je-li W(f1, fa, ..., fu)(x) =0 pro vSechna = € [a, .

Veéta 2.0.27 Meéjme vektorovou diferencidlni rovnici

d
Y _A

oo = Al2)y + F(2), (2.19)

=

kde A : [a,b] — R™™ a F : [a,b] — R"™. Necht slozky a;j(x),i = 1,2,...,n,j =
1,2,...,n, matice A(x) a slozky Fi(x),i = 1,2,...,n, vektoru F(x) jsou spojité na

redlném intervalu [a,b]. Necht xq je bodem z intervalu [a,b] a necht

je libovolny vektor n konstant cq,co, ..., c,. Pak existuje jednoznacné resent

Pn

vektorové diferencidlni rovnice (2.19) definované na celém intervalu [a,b] takové, Ze
O(x0) = c;

¢l
9251(%) = (1,
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¢2(£Eo) = C2,

On(T0) = Cp.

Véta 2.0.28 Vzdy existuje fundamentdlni systém reseni vektorové homogenni linedarni

diferencidlni rovnice

dy
— =A . 2.20
Y — Ay (220)
Dikaz: Méjme specialné definované vektory uy, us, ..., u, tak, ze

1 0 0

0 1 0

0 0 0

u; = ) ,Ug = . yooo, Uy =
0 0 0
0 0 1

Nyn{ necht @1, s, ..., P, je n feseni systému (2.20) splitujicich podminky
CI)Z(ZE()) = Uy, (i:1,2,...,n),
cili
Di(z0) = wy, Po(wo) =g, ..., Py(70) = Uy,

kde zy je bodem z intervalu [a, b]. Tato teseni dle Véty 2.0.27 vzdy existuji a jsou jedno-

znacna. Je nyni dale patrné, ze

10 0
W(q)l,q)z,...,q)n)(l'o) :W(ul,ug,...,un) = 1. . = 1 7£0
0 0 1

Z Veéty 2.0.22 pak plyne, ze W(®q, Ps,...,P,)(x) # 0 pro vSechna x € [a,b], zaroven

také z Véty 2.0.23 plyne, ze feseni @4, ®o, . .., @, jsou na intervalu [a, b] linedrné nezavisla.
Reseni @y, @y, . .., ®,, tudiz tvoif fundamentdlni systém fesen{ diferencidlni rovnice (2.20).
O
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Veéta 2.0.29 Vidy existuje fundamentdlni systém reseni linedrni diferencidlni rovnice

n-tého rddu
d
ao(l’) =+ al(a:) : W + -+ an,1($) - — + (Zn(l’)y =0 (221)
na intervalu [a, b].

Dikaz: Rovnici (2.21) lze dle Véty 2.0.15 ekvivalentné prepsat na linedrni systém
(2.7). Dle Veéty 2.0.28 pak vzdy bude existovat fundamentélni systém feseni linedrniho

systému (2.7) na [a, b]. Necht

Ji fa In

! ! /

a=| Tl e P e =]
fl(n—l) f2(n—1) fT(Ln—l)

je takovym fundamentalnim systémem. Z definice fundamentalniho systému je patrné,
ze tato teseni @1, Py, ..., @, jsou linedrné nezavisla na [a,b]. Z Véty 2.0.15 déle plyne,
ze fi, fa,..., fn jsou feseni rovnice (2.21). Dle véty 2.0.21 pak tato fi, fa,..., fn jsou

linedrné nezdvisld na [a, b], a tedy tvori fundamentalni systém rovnice (2.21) na |a, b]. O

Véta 2.0.30 Necht @1, @y, ..., P, definované jako

¢11(x) P12() b1n(7)
B, — ¢21'(I) B, = ¢22'($) . ¢2n'(17) |
tvori fundamentdlni systém vektorové homogenni linedrni diferencidlni rovnice
dy
—=A
0, = Ay

a necht ®(z) je libovolngm Fesenim rovnice (2.12) na intervalu [a,b]. Pak existuji kon-

stanty ¢y, co, . ..,y takové, Ze
@:cl@l+02®2+~--+cn<bn

na [a,bl.
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Véta 2.0.31 Necht fi, fo, ..., fn je fundamentdlni systém homogenni linedrni diferencidlni

rovnice n-tého radu

dny dnfl

ap(x) - T + ay(x) - Y

d
—|—~~+an,1(x)~d—z—|—an(a:)y:0

a necht f je libovolnym Fesenim rovnice (2.2) na |a,b]. Pak lze f vyjddrit vhodnou linedrni

kombinact fy, fa, ..., fn, jako

f=afiteafit+ - +cfa (2.22)
na [a,b] s vhodngmi cy,ca, ..., Cp.
Dikaz: Necht
f fi f2 Jn
o | R f{ By — I B, = I ,
f(”'_l) 1(n'1) 2(7;1) f7$7;1)

jsou fesenimi pribuzného homogenniho linearniho systému (2.7), jimz prislusné odpovidaji
feseni f1, fo,..., fn rovnice (2.2). Jelikoz feseni f1, fo, ..., f, tvori fundamentalni systém
rovnice (2.2) na [a, b], jsou na [a, b] linedrné nezdvisld. Dle Véty 2.0.21 jsou tak linedrné
nezdvislymi na [a, b] i feseni @1, @, ..., ®,, kterd tak predstavuji fundamentélni systém

tlohy (2.7) na [a,b]. Dle Véty 2.0.30 pak existuji konstanty ¢y, co, . . ., ¢, takové, ze
b = 01(1)1 + Czq)z + -+ qu)n.
Pro prvni slozku danych vektoru tedy mame

fzclf1+02f2+"'+cnfn7

coz je rovnice (2.22). O
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Kapitola 3

Reseni homogennich LDR vyssich

radu s konstantnimi koeficienty

3.1 Uvod

V této kapitole se zamétrime na specialni piipad homogenni linedrni diferencialni rovnice

n-tého radu

dny dn—ly dy
ap—— t+a1—+ -+ ap—1— + a,y =0, 3.1
O dan + Ydan1 Tt 1d£U+ 4 (3:1)
kde ag,aq,...,a, jsou redlnymi konstantami. Ukazeme, ze lze explicitné najit obecné

feseni takovéto rovnice. PTi snaze o nalezeni feseni se budeme pfirozené ptat, nespliuje-
li vlastnosti feseni néjaky nam dobte znamy typ funkce. Je patrné, ze pro urcité konstanty
a; musi existovat nulova linedrni kombinace feseni rovnice (3.1) y = f(x) a jeho derivaci
az do tadu n, platnd pti danych ne vesmés nulovych konstantach a; pro vSechna x, pro
kterd je rovnice (3.1) definovdna. V naSem piipadé to tedy bude funkce takova, jejiz
derivace budou zaroven nasobky ji samé:

dk
@[f(fﬂ)] =mipf(z), k=12,...,n

Tuto podminku zjevné spliiuje funkce f(x) = e™, kde m je konstanta, nebot

dk

d:ck (emx) — k ma
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mx

Reseni rovnice (3.1) tedy budeme hledat ve formé y(x) = e™*. Ukazeme, Ze y(x) = ™

pro vhodné m fesf rovnici (3.1). Méme:

dy ma

% = me s
d2y 2 _mz
@ = me -,
dny n, mae
@ = m e

Dosazenim do rovnice (3.1) pak dostdvame

aom™e™ + aym™ ™ 4+ 4+ a,_1me™ + a,e™ =0

neboli

emx(aomn + almnfl +- -4 a,_1m-+ an) =0.

Jelikoz e™* # 0, dostavame algebraickou rovnici o neznamé m:
aom™ +am™t + -+ a,_im+a, = 0. (3.2)

Tuto rovnici nazyvame charakteristickou rovnici dané diferencidlni rovnice (3.1) a jeji
levou stranu charakteristickym polynomem. Je-li y = ¢™* feSenim rovnice (3.1), musi m
spliovat rovnici (3.2). Pro koreny charakteristického polynomu pak vyvstavéd jeden ze
t¥{ moznych pripadu— koreny realné rozdilné, koreny realné nasobné, koreny komplexni.
Pro komplexni kofeny nebudeme oddélovat pripad s jednoduchymi kofeny od nasobnych

kotfent do rozdilnych podsekei.

3.2 Koreny charakteristické rovnice realné rozdilné
Uvazme jako kofeny rovnice (3.2) n navzajem ruznych redlnych cisel
mi, Mo, ..., Mpy.

Pak

mir _mox

MmnT
,er e

e

jsou n ruznymi linedrné nezavislymi reSenimi rovnice (3.1), a tvoii tak jeji fundamentalni

systém.
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Véta 3.2.1 Meéjme homogenni linedrni diferencidlni rovnici n-tého 7ddu s konstantnimai
koeficienty (3.1). Md-li pak charakteristickd rovnice (3.2) n rizniych redlnych koreni

mi, Ma, ..., My, md obecné feseni rovnice (3.1) tvar
y = Clemlm + C2€m22 N Cnemnz,
kde c1,ca, ..., c, gsou libovolnymi konstantams.

Piiklad 3.2.2 Méjme diferencidlni rovnici

Py dy
Y 3% Loy =0,
dx? dx tey

Charakteristickd rovnice md podobu
m? —3m+2=0.

Odtud postupné
a tedy

Koreny jsou rediné rizné. Funkce e® a €2 jsou tedy resenimi a obecné resend lze zapsat
ve tvary
y(z) = c1e” + cpe®”,
kde c1,cy jsou redlné konstanty.
Ovérme navic, Ze jsou funkce €* a €** linedrné nezdvislé. Wronskidn

e 62:1:

W(ex’62x> — — €3x 7é 0

er 23"

pro viechna x € R. Funkce €* a e** jsou tedy linedrné nezdvislé.

Priklad 3.2.3 Meéjme diferencidlni rovnici

Py Py dy
SY 4t Y ey =o.
dx3 dx? + dz + oy

Charakteristickd rovnice md podobu
m® —4m* +m+6 = 0.
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Uhodneme koren m = —1. Odtud vytknutim a rozkladem dostaneme
(m +1)(m* — 5m +6) =0,

(m+1)(m —2)(m —3) =0.

Koteny jsme dostali redlné ruzné

a obecné resent lze zapsat ve tvaru linedrni kombinace

y=ce "+ €% + 3637,

3.3 Koreny charakteristické rovnice realné nasobné

Piiklad 3.3.1 Méjme diferencidlni rovnici

2y d
Y62 4oy =o0. (3.3)

dx? dx

Charakteristickd rovnice md podobu
m* —6m+9=0
(m—3)*=0.
Koreny této rovnice jsou

Pro oba koteny my i mo dostdvdme totéz veseni e€3*. Linedrni kombinace c1€3* + cpe3®

téchto resent evidentné nemiize bijt obecnym vesenim rovnice, nebot vesent nejsou linedrné

nezdvisld. Musime tedy najit linedrné nezdvislé veseni k pronimu teseni e3*. Zaved'me

proto:
y(z) = e¥u(x).
Poté
% = egx;l—z + 3e* v,
% = egw% + 66‘%3—; + 9e¥ 0.
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Substituci do rovnice (3.3) ndsledné dostdvime

Ld* dv d
( s + 6e3xd + 963%) —6 (e‘gxd—v + 3639”11) +9ey =0
T

d*v

3z
— =0.
da?

Substituci w = dv/dx ndsledné dostdvame diferencidlni rovnici pruniho Tddu

dw
3z

2~ =0
c dx ’

z cehoZ plyne

dw
— =0.
dx

Resenim této diferencidlnd rovnice je evidentné w(z) = ¢, kde c je libovolnou konstantou.

dv

e =w =1, z cehoZ plyne, Ze

Konkrétni volbou ¢ = 1 postupné dostavime, Ze
v(x) =z + ¢,

kde cq jge libovolnou konstantou. Volbou cy = 0 nakonec ziskdavdme hledané reseni

_ 3x
y=xe,

nize ovérime, Ze spolu s y = €3 tvori fundamentdlni systém. Obecné Fesent rovnice (5.3)
bude mit podobu

Yy = 1% + coxe®®

y=(c1+ cox)e’”

Z predchoziho piikladu je ziejmé, ze mé-li charakteristickd rovnice (3.2) dvojndsobny
koten m, budou e™* a xe™* odpovidajicimi feSenimi. Tato feSeni budou dle Véty 2.0.25

linedrné nezavisla, nebot

xemx
W = (y1,y2)(x) = = e*™ 4+ mze®™ — mre*™ = ™ £ ()
me™?® ™+ mae™*

pro vSechna x € R.
Uvazujme nyni specificky pripad, kdy rovnice (3.2) ma dvojnasobny kofen m a (n—2)
kofenti realnych ruznych

my, M2, ..., Mp_2.
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Pak linearné nezavisla feseni rovnice (3.1) tvorf fundamentalni systém
{emr7 xemm’ emlsc’ emgm7 o ’emn,gz}’
a obecné Teseni zapiSeme jako
y(r) = 1™ + cowe™® + 3™ + g€ 4 - 4 e

y(z) = (1 + cox)e™ + c3e™ T + 4™ 4 - -+ e

Podobnym zptsobem, bude-li mit charakteristickd rovnice (3.2) trojnasobny koten m,

odpovidajici linedrné nezavisla reseni budou

Prislusna cast obecného teseni se pak zapise jako
2\ mx
(c1 4 cox + c3x®)e™”.

Véta 3.3.2 Méjme homogenni linedrni diferencidlnd rovnici (3.1) s konstantnimi koefi-
cienty. Ma-li jeji charakteristicka rovnice k-ndsobny redalny koren m, poté c¢dst obecného

resend (3.1) prislusici tomuto k-ndsobnému korenu md podobu
y(x) = (c1 + cor + 3 + - 4 ™)™

Ddle, pokud zbyjvajici koreny dané charakteristické rovnice jsou navzdjem ruznd redlnd

éisla mgq, ..., my, md obecné resent rovnice (3.1) podobu
2 k-1 n
y(x) = (1 + car +cgz” + - - + 2" )e™ + cpp e 4 - e

Priklad 3.3.3 Naleznéte obecné reseni rovnice

d3y d?y

dy

dx2 dx
Charakteristickd rovnice

m> —4m? —3m+18=0
mda koreny 3,3, —2. Obecné resent je

y(z) = c1® + cyre™ + cze

y(r) = (c1 + cox)e™ + cze .
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Priklad 3.3.4 Naleznéte obecné teseni rovnice

dy &y Py dy
S0 55 62 442 gy =0.
dzt dz3 + dx? + dx Y

Charakteristickd rovnice
m* —5m® +6m* +4m —8=0
md koreny 2,2,2,—1. Cdst obecného fesend prislusejici ndsobnym korenim md podobu
Y1 = (c1 + cox + c32?)e*,
cast prislusejici jednoduchému korenu m = —1 pak
Yo = g€ ",
Obecné Teseni y = y1 + yo tedy je

y(x) = (c1 + ez + c32%)e*™ + cue™™.

3.4 Koreny charakteristické rovnice komplexné
sdruzené

Nyni uvazujme nendsobny komplexni kofen charakteristické rovnice a + bi (a,b redlna
¢isla, i2 = —1,b # 0) a k nému ¢islo komplexné sdruzené a — bi, jez je rovnéz nendsobnym
kofenem. Prislusnd ¢ast obecného feseni ma tedy tvar
a+bi)x a—bi)x
]{?1 6( ) + kQG( ) s

a+bi)z a—bi)x

kde ki a ko jsou libovolnymi konstantami. Resen{ definovand jako e a el jsou

komplexnimi funkcemi redlné proménné x. Je vSak zadouci tato dvé linearné nezavisla
reSeni prepsat pomoci Eulerovy formule
e = cosf +isiné,
kterd takto plati pro vSechna redlna 6, do podoby
kle(a—l-bi)x + k2e(a—bi)m — kleaxebim + k2€axe—biw
= [kleibx 4 k267ib:p]
= e"[ki(cosbr + isinbz) + ky(cos br — isinbz)]

= e"|[(ky + k) cosbx + (k1 — ky) sin bx]

= e"[cysinbx + ¢ cos bz,
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kde ¢; = i(ky—ks), ca = ky +ky jsou dvé nové vzniklé libovolné konstanty. Cast obecného

feSeni odpovidajici nenasobnym komplexné sdruzenym kofenum a + bi ma tedy podobu
e ey sin bx + ¢4 cos br].

Véta 3.4.1 Méjme linedrni diferencidlng rovnici n-tého rddu (3.1) s konstantnimi koe-
ficienty. Ma-li jeji charakteristickd rovnice (8.2) nendsobné komplexné sdruzené koreny

a+bi aa—bi, pak prislusnd ¢dst obecného teseni rovnice (3.1) odpovidd
y(x) = e*(c1 sinbx + ¢y cos br).

Jsou-li a + bi a a — bi k-ndsobngmi koteny charakteristické rovnice (3.2), pak prislusnd

c¢ast Tesend rovnice (3.1) md tvar

y(x) = e[(c1+ o +egx® + - + cpe® 1) sin bx +

+(Cpr1 + Choo® + Cppax® + -+ + copar™ ) cos br].

Priklad 3.4.2 Naleznéte obecné teseni rovnice

d2y

— =0.

dz? Ty
Charakteristickda rovnice

m?+1=0

ma koreny m = =£i, coZ jsou komplexni ¢isla formy a &+ bi, kde a = 0,b = 1. Obecnym
resenim je tedy

y(x) = e"(c;sinl -z + cycosl- ),

y(x) = ¢ sinz + ¢y cos x.

Priklad 3.4.3 Naleznéte obecné reseni rovnice

Py dy
— —6— + 25y = 0.
dx? dzx + oy

Charakteristickd rovnice md zrejmé tvar m? — 6m + 25 = 0, Fesenim dostdvdme

6++/36—-100 6+8&
m = =

=3+ 4i.
5 5 3 )

Obecnym Tesenim je tedy

y(x) = €**(cy sin4x + ¢ cos 4x).
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Priklad 3.4.4 Naleznéte obecné reseni rovnice
%—1—4%—1—14%—20%4—253;:0.
Charakteristicka rovnice md tvar
m* — 4m® + 14m® — 20m + 25 = 0.
Mégyme zndmy jeji koreny
1425, 1—-23, 142, 1-—2i.
Obecné Tesent tedy bude
y(x) = e"[(c1 + cox) sin 2z + (c3 + c4) cos 2],
coZ lze prepsat

y(x) = c1e” 8in 2z + coxe” sin 2x + cze” cos 2x + cyxe” cos 2z,

kde ¢y, ca, c3,cq jsou redlné konstanty.

3.5 Pocatecéni uloha

Nyni aplikujeme poznatky o obecném feseni homogenni linearni diferencialni rovnice

n-tého tadu s konstantnimi koeficienty na reseni pocatecni lohy.

Piiklad 3.5.1 Je ddna pocatecni iloha

d*y  dy

— 7 =2 £ 95y = 4

72 6dx + 25y =0, (3.4)
y(0) = =3, (3.5)
y(0) = —1. (3.6)

Dle Véty 2.0.4 je patrné, Ze must existovat jednoznacné reseni'y = y(x) takovéto pocdatecni
ulohy definované pro vsechna v € R. Obecné teseni jsme iz ziskali v Prikladu 3.4.3, a

to ve tvaru
y(x) = 3 (c; sin4x + ¢, cos 4x), (3.7)

kde cq1,co € R jsou libovolné konstanty.
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Resend pocdtecni dlohy znamend najit konkrétni hodnoty koeficienti c1,co, aby bylo
vyhovéno pocdtecnim podminkdm. K jednoznacnému urceni cy, co potrebujeme 2 pocdtecni
podminksy.

Z obecného tesent (3.7) tedy snadno ziskdvdime

dy(z)

i e [(3c; — 4cy) sinda + (4c; + 3cy) cos 4a). (3.8)
x

Nyni aplikujeme podminku (3.5), y(0) = —3, na rovnici (3.7), a dostdvdme
—3 = e%(c; 8in 0 + ¢ cos 0),
z cehoZ je patrné, Ze
¢y = —3. (3.9)
Ddle aplikovanim podminky (5.6), y'(0) = —1, na rovnici (3.8), ziskame
—1 = €%(3¢; — 4ey) sin 0 + (4cp + 3cy) cos 0],

tedy

4cy 4 3cp = —1. (3.10)
Resenim rovnic (3.9) a (3.10) mdme

cp =2, cp=-—3.

Dosazenim téchto nalezenijch konstant ¢; a ¢y do rovnice (3.7) pak ziskdme jednoznacné

reseni (3.4) vzhledem k pocdatecnim podminkdam, a to

y(r) = **(2sin4x — 3cos 4x).
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Kapitola 4

Analyza zadané pocatecni ulohy
LDR 4.radu vzhledem k pocateécnim

podminkam a parametrum

4.1 Zadani

Mé¢jme zadanou rovnici

d'y  d%y
— — p— 4.1
dx4+pdx2+qy 0, (4.1)

kde p a ¢ jsou redlnymi parametry, s po¢atecnimi podminkami

y(0) = 0,
y'(0) = m, (4.2)
y'(0) = 0,
y"(0) = s,

kde 1,73 jsou dané redlné parametry.

4.2 Charakteristicka rovnice
Charakteristickd rovnice zadané diferencidlni rovnice (4.1) méa tvar
4 2 _
m”+pm”+q=0. (4.3)
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Zavedeme-li substituci

€
I
3
\'l\')
=
o

pak (4.3) nabyvé tvaru
w? +pw+q=0, (4.5)

a jejimi feSenimi jsou obecné komplexni ¢isla

_ —pEVPP—4g
5 .

W12

4.3 Periodicka reseni
Definice 4.3.1 Funkce f je periodickd s periodou T tehdy a jen tehdy, plati-li

r+T € D(f)

flz) = flz+T),

kde
T e RT.

Poznamka 4.3.2 Funkci y(x) = ¢ (konstantni) neuvazujeme jako periodickou.

Véta 4.3.3 Funkce y(x) = sin Sz je pro B # 0 periodickd s periodou

27
T=—.
B

Véta 4.3.4 Linedrni kombinace periodickych funkci f,g s prislusnymi periodami T, T,

je pertodickd tehdy a jen tehdy, je-li

Ty
L cqQ.
T, Q

Dusledek 4.3.5 Funkce y(x) = ¢ sinax + ¢ sin Sz je periodickd prdvé tehdy, je-li
a
- Q.
p
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1000

Obrazek 4.1: Ptiklad feseni rovnice (4.1) pro 0 < wy < wy
4.4 Hledani periodickych reSeni vzhledem k pocatecnim

podminkam a parametrim

4.4.1 Koreny char. rovnice 0 < wy < wy
Vzhledem k substituci (4.4) plati, ze

mio = £/w; €R,

mg4 = £y/ws € R,
coz implikuje fundamentdalni systém rovnice (4.1) ve tvaru

{6\/W1x7 e*\/wlx’ 6‘/“]233, 67\/WQI}.

Obecné feseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu

y(x) = c1eV¥T 4 cpe VI 4 geVRRT 4 chem VIR,

Jak je patrné, fundamentdlni systém rovnice (4.1) v tomto pripadé sestava vyhradné
z neperiodickych funkei. Reseni tedy za zddnych okolnosti nebude periodické. Na Obr.
4.1 je uvedeno jedno z moznych feseni tohoto typu.

Vzhledem ke slozitosti takové varianty v tomto piipadé ustoupime od dalsiho studia
pocéatecni dlohy (4.2) vzhledem k obecnym parametram p, ¢, 7,73 a feSenim charakte-

ristické rovnice (4.5).
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Pro uplnost nicméné uvadime, ze tento pripad, kdy < ws < wj, nastane pouze za

podminek

—rVr—dg
2 Y

—p— VP —4q
2

p® —4q >0,

> 0,

tedy je-li

4.4.2 Koreny char. rovnice 0 = wy < wy

Vzhledem k substituci (4.4) plati, ze
Mmio = +/w; € R,

ms 4 = 07
coz implikuje fundamentalni systém rovnice (4.1) ve tvaru

{eV¥r® emverr q g1
Obecné teseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(x) = c1eV¥ 4 cpe VI ey + ey

Jak je patrné, fundamentdlni systém rovnice (4.1) v tomto piipadé sestava vyhradné
z neperiodickych funkei ev¥'® e=vV¥1® 2 a funkce konstantni 1. Dalsi studium pocateéni
tlohy (4.2) vzhledem k obecnym parametrum p, q,;, 7 a feSenim charakteristické rov-
nice (4.5) nebudeme provadét, primarné se nam za téchto podminek jednalo o vyse uve-
deny popis ptislusného fundamentalniho systému a obecného feseni a samotné zduraznéni
moznosti takto specidlniho pripadu.

Tento ptipad, kdy 0 = wy < wy, nastane za podminek

VP —dg
2 Y
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tedy, je-li

4.4.3 Koreny char. rovnice 0 < w; = wy =: w
Vzhledem k substituci (4.4) plati, ze

miz =+vw € R,

mz4 = —Vw € R,
coz implikuje fundamentalni systém rovnice (4.1) ve tvaru

{e‘/‘jx, zeVer emvVer, xe’\/‘;x}.
Obecné feseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(x) = 16V 4 eVt 4 cye VO 4 cqre VIR

Jak je znovu patrné, fundamentalni systém rovnice (4.1) v tomto piipadé opét sestava
vyhradné z neperiodickych funkci, a feseni tak nikdy nebude periodické. Piiklad mozného
feSeni tohoto typu uvadime na Obr. 4.2.

Vzhledem ke slozitosti v tomto piipadé opét ustoupime od dalsiho studia pocatecni
ulohy (4.2) vzhledem k obecnym parametrum p, q,;, s a feSenim charakteristické rov-
nice (4.5).

Pro tuplnost opét uvadime, ze tento pripad, kdy 0 < w; = ws, nastane pouze za

podminek
—PEVP —dg
2 )
p*—4q =0,
tedy, je-li
p <0,
q= v
T
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Obrazek 4.2: Priklad feSeni rovnice (4.1) pro 0 < w; = ws

4.4.4 Koreny char. rovnice 0 = w; = wy =: w

Vzhledem k substituci (4.4) plati, ze
mi 234 =0,
coz implikuje fundamentdalni systém rovnice (4.1) ve tvaru
{1, 2,27, 2%},
Obecné teseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(x) = c1 + e + c32” + cu2”.

Jak je znovu patrné, fundamentalni systém rovnice (4.1) v tomto piipadé opét sestava

2 2% a funkce konstantni 1, a feseni tak nikdy ne-

vyhradné z neperiodickych funkei z, z
bude periodické. Dalsi studium pocatecni ilohy (4.2) vzhledem k obecnym parametrium
D, q, 71,73 a feSenim charakteristické rovnice (4.5) nebudeme provadét, primarné se nam
za téchto podminek jednalo o vyse uvedeny popis piislusného fundamentélniho systému

a obecného FeSeni a samotné zduraznéni moznosti takto specidlniho pripadu.

Tento ptipad, kdy 0 = w; = wsy, nastane pouze za podminek

—pEVP —dg
2

P —4q =0,
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tedy, je-li
p=0,

2
p
:—:0'
1=

4.4.5 Koreny char. rovnice wy < 0 < wq

Vzhledem k substituci (4.4) plati, ze
myo = +/w; € R,

ms3q4 = :ti\/ —Wwsy € ZR,

coz implikuje fundamentalni systém rovnice (4.1)
{eVr, 7V sin (1), cos (Bx)},

kde
ﬁ = \/ —Ws.

Obecné teseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(2) = c1eVFTT + cpe VI 4 cysin (B) + ¢4 cos (B). (4.6)

Je patrné, ze fundamentalni systém vedle neperiodickych feSeni sestava i ze dvou
periodickych funkei sin Sz, cos Sz, a ma tak smysl se pro tento piipad zabyvat hledanim
periodickych feseni vzhledem k pocateénim podminkam.

Vzeslé obecné feseni (4.6) pro aplikaci na pocéteéni podminky (4.2) postupné zderi-

vujeme az do fadu 3

= 1eV¥ 4 cpe” VI 4 ey sin (Bx) + ¢4 cos (Bx),

(z)

Y (1) = ciy/wieV " — confwre VT ezB cos (Bx) — cyBsin (Bz),
() = cwi eV 4 cpuie VP — ¢56%sin (Bx) — cuff° cos (B),
(z)

= 1/ wWPeVRIT — oy JwdeTVEIT — 383 cos (Br) + 43 sin (Bz),
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coz po dosazeni do (4.2) dava

y(0) = c1eV¥r0 eV L egsin (8- 0) 4+ cqcos (B-0) = ¢+ + ¢y = 0,
y(0) = cywieV®? — cyp/wre V0l 3B eos (8- 0) — cyffsin (B 0) =
= c1y/wi — cay/wr + a3 =,
y'(0) = ciweV®r0 4 copue VR0 — e382%sin (B 0) — eu32 cos (- 0) =
= w1 + Cawa — e4ff* = 0,

y"(0) = ciy/wdeVrl — oy fwie VIl — 353 cos (B - 0) + cyfPsin (B - 0) =

_ / 3 / 3 3 _
= c1y\Jwy — ey wi — 3”7 = 3.

Vzhledem k prvni rovnici a faktu, ze i v tomto piipadé ustoupime od hledéni ne-
periodickych teseni pocéatecni tlohy (4.2) vzhledem k obecnym parametrum p,q, 71, Vs
a TeSenim charakteristické rovnice (4.5), a zaméiime se pouze na hleddni feseni perio-
dickych, dostavame, ze ¢; = ¢o = ¢4 = 0. Dosazenim téchto hodnot konstant do zbylych

rovnic mame

y//(o) — O,
y"(0) = —csf’ =,
z ¢ehoz, jak patrno,
c i
3 — 5
B
tim padem
—1 3
5 =73,
B
a také
—3
B=/ =2
T

Tim dostavame nasledujici vétu.

Véta 4.4.1 Necht
q <0,

peR.

Splrnugi-li parametry vy, v3 vztah

¥ —P— VP4

M 2 7
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Obrézek 4.3: Priklad periodického feseni pocatecni ulohy (4.1), (4.2) pro ws < 0 < wy

a je-li vhodné zvolena konstanta cs tak, Ze

-
C3 = )
73

mame periodické reseni problému (4.1), (4.2) ve tvaru

y(z) = %sin <\/¥x>

Piiklad 4.4.2 Pro parametry v3 = 6,71 = —3 a = /2 mdme splnény predpoklady

Veéty 4.4.3 a reSend y(x) = :/—% sin (v2z) zndzornéné na Obr 4.3 je periodické s periodou

T =27 (viz Véta 4.3.3).

4.4.6 Koreny char. rovnice ws < w; =0

Vzhledem k substituci (4.4) plati, ze
mio = Oa

mgy = +i/—wq € H,

coz implikuje fundamentdalni systém rovnice (4.1) ve tvaru

{1, z,sin(Bx), cos(px)},
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kde
ﬁ = v —Wa.

Obecné teseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(x) = c1 + car + c3sin(fBz) + ¢4 cos(fx). (4.7)

Jak je patrné, fundamentdlni systém rovnice (4.1) v tomto pripadé sestava ze dvou
periodickych funkef sin(fSz), cos(Sz), neperiodické x a konstantni 1, tedy méa smysl se pro
tento pripad zabyvat hledanim periodickych feSeni vzhledem k pocatecnim podminkam.

Vzeslé obecné tesent (4.7) pro aplikaci na pocéteéni podminky (4.2) postupné zderi-

vujeme az do fadu 3

y(x) = 1+ cox + czsin(fx) + ¢4 cos(fx),
y'(z) = c2+csBeos(Br) — caBsin(fr),
y'(x) = —c3f?sin(Br) — caff® cos (Bz),

y"(x) = —caftcos (Bz) + st sin (Bz),

coz po dosazeni do (4.2) dava

y(0) = c1+c-0+4cgsin(f-0)+cqcos(f-0)=c1+c¢4 =0,

(0)

y’(()) = 9+ c3fcos (ﬂ . O) — c4ﬁsjn(ﬂ . 0) =co+c3f=m,

y'(0) = —c3Bsin(B-0) — caff®cos (8- 0) = —csB* =0,
(0)

y"(0) = —csfcos (B-0) +cifPsin (B-0) = —esf = s,

Vzhledem k prvni rovnici a faktu, ze i v tomto piripadé ustoupime od hledani ne-
periodickych teseni pocateéni ulohy (4.2) vzhledem k obecnym parametrum p, q, 1,73
a feSenim charakteristické rovnice (4.5), a zaméffme se pouze na hledani feseni perio-

dickych, dostavame, ze co = 0. Dosazenim hodnot konstanty do zbylych rovnic dostavame

y(0) = ¢+ =0,
¥'(0) = af=m,
y'(0) = —esff? =0,
y"'(0) = —c33’ = V3
z ¢ehoz, jak patrno,
cs=0,¢c1=0
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c il
3 —
B
tim padem
4! 3
_B =73,
B
a také
—3
B= /=2
il
Tim dostavame nasledujici vétu.
Véta 4.4.3 Necht
q=0,
peR

Splnugi-li parametry vy, y3 vztah

Y3 _ P — VPP —4g
T 2

Y

a je-li vhodné zvolena konstanta cz tak, Ze

—-N
c3=1/—
V3

mame periodické reseni problému (4.1), (4.2) ve tvaru

y(x) = %Sin ( _—%x)

84!

4.4.7 Koreny char. rovnice wy; < w; < 0

Zde vzhledem k substituci (4.4) plati, ze
my o = Fiyv/—w; € iR,
ms 4 = Fiy/—wy € iR,
coz implikuje fundamentalni systém rovnice (4.1)
{sin (ax), cos (ax), sin (Bz), cos (fx)},

kde
Q@ =/ —Wwq,
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ﬁ =\ —Ws.

Obecné feseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(x) = ¢1sin (ax) + ¢ cos (ax) + ¢ sin (Bz) + ¢4 cos (Bx). (4.8)

Je patrné, ze fundamentalni systém sestavéd vyhradné z periodickych funkef sin(ax),
sin(fz), cos(ax), cos(fz). Obecnd feseni rovnice (4.1) vzesla linedrnimi kombinacemi

téchto periodickych funkei budou dle Véty 4.3.4 sama periodickad pravé kdyz

%e@.

Pro aplikaci na pocatecni podminky (4.2) vzeslé obecné feseni (4.8) postupné zderi-

vujeme az do fadu 3.

= ¢ sin(ax) + ¢y cos (ax) + czsin (Bz) + ¢4 cos (Bx),
= cacos(ax) — coasin (ax) + 3 cos (Bx) — caf sin (Bz),
= —cia”sin (ax) — cpa? cos (ax) — c3f% sin (Bz) — cu/3? cos (Bx),

= —c1a” cos (ax) + cpa’ sin (ax) — e38° cos (Bz) + ¢4 8% sin (Bx).

y(0) = ¢psin(a-0)+cycos(a-0) +ezsin(B-0) +cqcos(B-0) =cy+ ¢y =0,
y'(0) = cracos(a-0) — coarsin (o - 0) + ez cos (8- 0) — cyBsin (B - 0) =
=ca+ef =,
y"(0) = —cia?sin(a-0) — ca?cos(a-0) —cgB%sin (B -0) — csB%cos (B -0) =
= —ca’ — 8 =0,
y"(0) = —cia’cos(a-0)+ cpa’sin (a-0) — c3f°cos (B-0) + ¢y sin (B -0) =

= —clozS — 03063 = 7s.

Nyni se pokusime ziskat do systému hlubsi vhled a gzjistit, za jakych podminek teseni

spliiuje pocatecni tdlohu. Zapiseme maticovou rovnici

0 1 1 c1 0
a 0 6] 0 2|l |m
—a 0 =p 3 B 0

—a® 0 =5 0 C4 V3



Prohodime 1. a 2. sloupec (véetné 1. a 2. neznamé)

&1
C3 71

Cq V3

1 0 0 1 Co 0
0 « 6] 0 al |m
o 0 0 —p|lea|l |o
0 —a* = 0 C4 V3
0 1 Co
0 =5
0
0

Nésleduje prohozeni 3. a 4. sloupce (véetné 3. a 4. neznamé)

1 0 C2
—a 0 1
0 o cy
0 —aof cs

Nyni prohodime 2. a 3. sloupec (véetné 2. a 3. neznamé)

1 1 0 0 Co

—a —f 0 0 |
0 0 « 15} c1 B
0 0 —ao® - 3

Nyni jiz snadno dostavame schodovity tvar

0
0

7

it
|

4!

V3

1 1 0 0 ¢ 0
—a —f 0 0 | 0
0 0 « 15} c1 N 95!
0 0 0 28— \cs o’y + 3

7 vyse uvedeného upraveného tvaru maticové rovnice tedy ziskdvame, ze

A a®y + 73
c —73 — 7152
1 a3 — af?
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—coax — ¢y = 0,
Co+cy = 0.
Z poslednich dvou vztahu je plynouci, Ze ¢, = ¢4 = 0, nebot vztah ¢y = %04 je pro

libovolné nenulové konstanty cs, cy za podminky cs + ¢4 = 0 platny jen v piipadé, Ze
a = 3, coz ovsem vylucuje aktualni podminka ws < w; < 0 pro kofeny char. rovnice

(4.5). Timto jsme dokézali nasledujici vétu.

Véta 4.4.4 Pro

p >0,

2

p

mdme Teseni problému (4.2), (4.3) ve tvaru

v + 73
a2 — "

e~ 32
y(x) = 0733——0?;66 sin(ax) +

sin(fx).
Toto 1Tesent je periodické pravé tehdy, je-li

€ Q.

e

Piiklad 4.4.5 Pro parametry~vs = 6,7 = —3 aa = 3, 5 = 2 mdme splnény predpoklady

Véty 4.4.4 a feseni y(x) = = sin (3x) — 2 sin (2z) zndzornéné na Obr. 4.4 je periodické.

4.4.8 Koreny char. rovnice wy = w; =: w < 0

Podobné jako v predchozich piipadech, i zde vzhledem k substituci (4.2) plati, ze
my 3 =iv—w € iR,
Moy = —i/—w € iR,
coz implikuje fundamentdalni systém rovnice (4.1)
{sin (Bz), cos (Bx), xsin (Bz), x cos (Bx)},

kde
f=v=w.
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Obrézek 4.4: Priklad periodického feseni pocatecni tlohy (4.1), (4.2) pro ws < wy <0
Obecné teseni rovnice (4.1) tedy bude mit podobu
y(x) = ¢y 8in () 4 co cos (Bx) + csxsin (Bz) + ¢4z cos (Bx). (4.9)

Zde je patrné, ze fundamentélni systém sestava z periodickych funkef sin (5z), cos (fx),
a neperiodickych funkei x sin (fz), x cos (Bz).
Pro aplikaci na pocateéni podminky (4.2) vzeslé obecné feseni (4.9) postupné zderi-

vujeme az do fadu 3

y(r) = eysin(Br) + cocos (Bz) + cswsin (Bz) + cuz cos (Bx),
y'(x) = c1fcos(Bx) — cfsin(Bx) + cysin (Bz) + czx B cos (Bx) +
+eqcos (Bx) — caxBsin (Bz),
y'(x) = —c1fsin(Br) — coff cos (Bx) + 2c38 cos (Bx) — czzf? sin (Bzr) —
—2c4f3sin (Bz) — cyxB? cos (Bx),
y"(x) = —cif’cos (Bx) + cafF sin (Bx) — 3e3? sin (B) — c328° cos (Br) —
—3c43? cos (Bx) — ey 3 sin ()
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coz po dosazeni do (4.2 dava

y//l (0)

crsin (5 -0) +cacos(B-0)+c¢3-0-sin(f-0)+c,-0-cos(f-0) =0,

c18cos (B-0) —cxfBsin(B-0) 4+ cgsin(5-0)+c3-0-Feos(B-0)+

+cycos(B-0) —eq-0-Fsin(f-0) =,

—c18%sin (B -0) — 8% cos (B - 0) + 2c3Bcos (B-0) —c3-0- B*sin (- 0) —

—2¢4fsin (B-0) —cy-0- 3% cos(B-0) =0,

—c18%cos (B -0) + coB%sin (8- 0) — 3e3f%sin (8- 0) —c3-0- B cos (B -0) —

—3c48%cos (B-0) —cy-0- B sin (B-0) = 7s.

Vzhledem k nulovosti nékterych clenu tak dostavame

y(0) = co =0,

(0)

¥'(0) = af+ci=m,

y'(0) = —cf? +2c368 =0,
(0)

y"(0) = —a1f’ —3cif® =

Nyni se opét pokusime ziskat do systému hlubsi vhled a zjistit, za jakych podminek

reSeni splnuje pocateéni ulohu, a kdy je periodické. ZapiSeme maticovou rovnici

0 1 0 0 c1
I6] 0 0 1 Cao
0 —-B% 28 0 C3
3 0 o0 —382) \a

Prohodime 1. a 2. sloupec (v¢etné 1. a 2. nezndmé)

1 0 O 0 Co
0 B 0 1 C1
—52 0 25 0 C3

0 g0 1 C3
0 -5 0 -3p 4
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Nyni jiz snadno dostavame schodovity tvar

1 0 0 0 Co 0
82 0 28 0 ol 0

0o 80 1 ||leal | =

0 0 0 —2p C4 v3 + 113

7 vyse uvedeného upraveného tvaru maticové rovnice tedy ziskdavame, ze

1
(o M),

- 33)

Co = 0,
_6202 + 2/863 = 07

coz implikuje

C3 = 0.
Tyto vztahy shrneme v nasledujici véte.
Véta 4.4.6 Pro
p>0,
q= ]9_2
4

mame Teseni problému (4.1), (4.2) ve tvaru

y(x) = = (3;1 + g?;) sin (fx) — E (fyl + 5

Toto TeSeni pocdatecnd ulohy (4.1), (4.2) je periodické prdvé kdyz

2 o

V3 = —’Ylﬁ27
tim pddem
Cy = 0,
a v této podobé md tvar
L (3m V3 .
== ——4+ = ) 4.10
o) =5 (2 + 2 ) sn () (4.10)
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Obrazek 4.5: Priklad neperiodického Feseni pocatecni tlohy (4.1), (4.2) pro wy = wy < 0
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Obrazek 4.6: Priklad periodického teseni pocatecni dlohy (4.1), (4.2) pro wy = w; < 0
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Obrazek 4.7: Vykresleni grafu funkce vs3(y1, 3) = —71/8°%, kterdzto pro wy = w; < 0
mapuje piipady periodického feseni (4.10)

Piiklad 4.4.7 Pro parametry v3 = 6,77 = —3 a o = 3,8 = 2 nemdme splnény

predpoklady Vety 4.4.6 a fefeni y(x) = —2sin (2x) + 2x cos (2x) zndzornéné na Obr.

4.5 je neperiodické.

Piiklad 4.4.8 Pro parametry~vs = 12,71 = =3 aa = 3, f = 2 mdme splnény predpoklady

Véty 4.4.6 a fesend y(x) = —3sin (2z) zndzornéné na Obr. 4.6 je periodické.
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Kapitola 5
Zaveér

V Kapitolach 2 a 3 jsme dusledné vybudovali obecnou teorii homogennich linearnich
diferencialnich rovnic n-tého fadu a teorii explicitnich feseni homogennich linedrnich
diferencidlnich rovnic vyssich rfadu s konstantnimi koeficienty. Tento teoreticky balik
informaci nam zajistil adekvatni vhled do souvislosti a jevu popisovanych v Kapitole 4,
v niz jsme provedli kvalitativni analyzu zadané pocatecni tlohy vzhledem ke zvolenym
parametrum a pocateénim podminkam. Existenci periodickych feseni, kterazto pattila
k pilitum nasi prace, se podafilo pro dilci piipady vzhledem ke zvolenym parametrim
a pocatecnim podminkdm explicitné prokazat resp. vyvratit, a nalézti s vzajemnymi
vztahy téchto zvolenych pocdteénich podminek, parametru a jim podfizenych feseni
charakteristické rovnice explicitné popsané souvislosti. Ziskané poznatky demonstrujeme
nazornymi obrazky.

Je rovnéz na tomto misté vhodné dat ctenati podnét k zamysleni a otevrit otédzku

jiné variace zadani pocatecnich podminek, napft.

y(0) = 7,
y'(0) = 0,
y'(0) = 7
y"(0) = 0
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nebo

y(0) = 70,
y'(O) = M,
y'(0) = 7,
y"(0) = 73

a podobné. Je nepochybné, ze studium tloh podobného typu rozkryva netrivialni vnitini
vztahy a piirodni zdkonitosti, jezto mohou byt ve své ryzi explicitné udané podobé déle

efektivné vyuzivany a prozkoumavany.
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