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Abstrakt

Ve své bakalarské praci popisuji zékladni vlastnosti matic, determinantu a jejich vyuziti
v otazkéach zobrazeni mezi vektorovymi prostory. V zaveéreénych kapitolach se vénuji de-
terminantu a jeho aplikacim, kde ukazuji vztah mezi determinantem a vypoc¢tem objemu.
Nasledné popisuji pouziti determinantu pri vypoctu téles pomoci vicenasobnych integralt.
Dalsi moznou aplikaci je pak tzv. Cramerovo pravidlo, které nam umoznuje feseni soustav
n linearnich rovnic o n neznamych.

Abstract

In his thesis describes the basic properties of matrices, determinants and their use in
display issues between vector spaces. In the final chapters devoted to determinants and
its applications, which indicates the relation between determinants and calculation of
volume. Subsequently determinanti describes how to use in calculating the elements using
multiple integrals. Another possible application is the so-called Cramerovo rule which
allows us to solving systems of linear equations.
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Kapitola 1

Uvod

Pocatky teorie matic a determinantt lze nalézt ve 2. stoleti pi.n.l., ale k jejimu skutec-
nému vyvoji dochazi teprve koncem 17. stoleti, kdy byla teorie matic a determinantt
znovu objevena v souvislosti se studiem soustav linedrnich rovnic. Matematik Cardan ve
svém dile ” Ars Magna” z roku 1595 jako prvni uvedl pravidlo pro feseni soustavy dvou
linedrnich rovnic, které nazval regula de modo (matka pravidel). Cardanovo pravidlo pro
feseni soustav o dvou linearnich rovnicich odpovida Cramerovu pravidlu, ale Cardan neu-
¢inil posledni krok a nedospél k definici determinantu. Jeho konstrukei se zabyval japonsky
matematik Seki. Ve své praci: ”Metody feSeni nepodobnych problému”, zapsal maticové
metody jako tabulky presné stejnym zptisobem, jako tomu bylo u ¢inskych matematik.
Aniz Seki pouzil pojmu determinant, konstruoval je a vypracoval obecné metody pocitani
prikladt na jejich zakladé.

Ve své praci jsem ve 2. kapitole definoval vektorovy prostor a jeho vlastnosti. V nasledujici
kapitole jsem definoval matice jako mozny piiklad vektorového prostoru. Ve 4. kapitole
popisuji linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory a jejich reprezentaci pomoci matic
prii danych bazich. V zavérecnych kapitolach se vénuji determinantu a jeho aplikacim, kde
ukazuji vztah mezi determinanem a vypoctem objemi rovnobéznosténu ve vektorovych
prostorech a nasledné popisuji pouziti determinantu pfi vypoctu téles pomoci vicenasob-
nych integrali. Dalsi moznou aplikaci je pak tzv. Cramerovo pravidlo, tedy pravidlo na
feSeni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych, kdy matice soustavy ma nenulovy
determinant.



Kapitola 2

Vektorovy prostor a jeho vlastnosti

V této kapitole se budeme vénovat zavedeni nékterych zdkladnich pojmi z linearni algebry.
Napriklad vektorovy prostor, baze, skalarni soucin.

2.1 Vektorovy prostor

Definice 2.1. Komutativni grupa (V,+) se nazyva vektorovy prostor (nad R), jestlize
pro kazdy prvek v € V a kazdé realné ¢islo r € R je definovan prvek r - v = rv z mnoziny
V a pritom plati pro kazdé u,v € V; r,s € R:

r-(u+v) = r-u+r-v,

(r+s)-u = r-u+s-u,

(r-s)-u = r-(s-u),
l-u = u

Prvky tohoto prostoru jsou vektory a zna¢ime je ¥ nebo tuénym pismenem v.

2.2 Linearni kombinace

Vektor
u= Zuim, ri € R (2.1)

nazveme linedrni kombinaci vektori uy, ..., u,.

Definice 2.2. Pro libovolnou mnozinu vektori M nazveme prostor L jejim linearnim
obalem, jestlize

Yae L, ds; e R, vy e M u:Zsivi

i

2.3 Baze a souradnice

Definice 2.3. Bdze prostoru V je kazda minimalni mnozina vektorti, jejimz linedrnim
obalem je celé V. Minimalni mnozina je takova, z niz nelze zadny prvek ubrat tak, ze se
linearni obal nezmeéni.
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Definice 2.4. Jestlize vektorovy prostor V. méa bézi vy,..., v, (n € N), nazveme ¢islo n
dimenzi vektorového prostoru V a piSeme

dim V = n.

Definice 2.5. Koeficienty jediné linearni kombinace vyjadiujici dany vektor u € V ve
zvolené bazi (vq,...,Vvy) se nazyvaji souradnice vektoru u v této bazi.

Piiklad 2.1. Necht baze vektorového prostoru V je tvorend vektory vi = (1,0,0), vy =
(0,1,0),v3 = (0,0,1). A nechtu=3-vi+5-va+6-vs. Paku = (3,5,6) v bazi (v, va, v3).

Priklad 2.2. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n a necht u € V. Pak u md v néjaké
bazi soutadnice (uq,...,u,). Tedy mdme identifikaci V ~ R"™ proto muZeme R" chdpat
jako vektorovy prostor.

Definice 2.6. Nechf (vy, Vs, v3) je uspofadana baze vektorového prostoru V. Rekneme,
Ze tato baze je kladnd nebo pravotocivd, jestlize pfi otoc¢eni o duty thel ¢ (0 < ¢ < 7)
proti sméru hodinovych rucicek kolem osy dané vektorem vj vektor vy splyne s vektorem
vy. V opacném piipadé se nazyva zapornd nebo levotociva.

2.4 Skalarni soudin

Definice 2.7. Zobrazeni V2 — R je skaldrnim soucinem (zna¢ime (u,v) nebo u - v),
plati-li pro vSechna u,v,w € V a pro vSechna a € R nésledujici vztahy

1. (w,v) = (v,u)
2. (u+v,w)=(u,w)+(v,w)

3. (a-u,v)=a-(u,v)

4. (v,v) >0, (v,v)=0 <= v=0

Poznamka 2.1. Obecné Ize vektorovy prostor definovat nad polem T, pak skalarni soucin
je zobrazeni V2 — T a vlastnost 1. bude tvaru (u,v) = (v,u). Kde pruhem je oznadeno
¢islo komplexné sdruzené.
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Kapitola 3

Matice

Definice 3.1. Budte m,n € N a pro cela ¢isla i, j (1 <i <m, 1 <j < n) budte a;; ¢isla
realna. Schéma

a1;  A12 Q1n
Q21 Q22 -  Q2p

A=| T 7 , (3.1)
Am1 Am2 °°  Omn

obsahujici m fadkl a n sloupct se nazyva matice typu m X n a redlna ¢isla a;; se nazyvaji
prvky matice A. Znac¢ime A = (a;;),1 <i<m, 1 <j<n.

Jestlize n = m, nazyva se matice A ctvercovd matice. V tomto piipadé ¢islo m = n
nazyvame 7adem matice A. Jestlize A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu m, pak matice

u= (a1, Qmm)

typu 1 x m se nazyva hlavni diagondla matice A. Jsou-li vSechny prvky matice matice A
rovny nule s moznou vyjimkou prvka na hlavni diagonéle, nazyvame matici A diagonalni
a piseme

d 0 0
0 ds :
A= N (3.2)
: .0
0 o - 0 d,

Definice 3.2. Necht A je matice typu m x n. Pro cela ¢isla k1 (1 <k <n, 1 <1 <m)
polozime by; = aj;. Pak matice B = (by) (1 <k <n, 1 <1 <m) typu n X m se nazyva
matice transponovand k matici A a znadi se AT nebo A’. Jestlize A = AT, pak se A nazyva
symetrickd matice. Symetrickd matice je ¢tvercova.

Definice 3.3. Necht A = (a;;), B = (b;;) jsou matice stejného typu mxn. Pro cela ¢isla i,j
polozime ¢;; = a;;+b;;. Matice C' = (¢;;) typu m x n se nazyva soucet matic A,B a piSeme

C=A+B. (3.3)

Definice 3.4. Necht A = (a;;) je matice typu m x n a r € R. Polozime (¢;;) = r - (a;;).
Matice C' = (c¢;;) se nazyva soucin matice A s redlnym cislem r a pise se

C=r-A nebo C=rA (3.4)
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Poznamka 3.1. Matice spolu s operatory + a nasobenim skaldrem tvori vektorovy pro-
stor.

Definice 3.5. Necht A = (a;;) je matice typu m x n a B = (b;;) je matice typu n X
p (n,m,p € N). Pro celd ¢isla i, j polozime

Cij = Za’inTj' (35)
r=1

Matice C' = (¢;;) typu m X p se nazyva soucinem matice A s matici B. Piseme pak

C=A-B nebo C=AB. (3.6)

Véta 3.1. Necht A,B,C jsou matice vhodnyjch typi. Pak plati:

(a) A-(B-C)=(A-B)-C (pravy asociativni zékon) (3.7)
(b)) A-(B+C)=A-B+A-C (levy distributivni zakon) (3.8)
(¢c) (B+C)-A=B-A+C-A (pravy distributivni zdkon) (3.9)

Pro ndsobeni matic neplati komutationi zdkon.

Definice 3.6. Pro pfirozené ¢islo n budeme znacit [, ¢tvercovou matici fadu n, jejiz
vsechny prvky jsou rovny 0 s vyjimkou prvki na hlavni diagonale, které jsou rovny c¢islu
1. Matice 1, je tedy diagonélni matice, které se nazyva jednotkovd matice (fadu n). Neni-li
to nutné, znaci se matice I, jen pismenem [ Mame tedy

==Y | (3.10)
00 - 1

Véta 3.2. Necht A je matice typu m x n, B matice typu n x p. Pak plati:
A-I,=A, I, -B=B.
Véta 3.3. Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n X p. Pak plati:

(A-B)" =BT . AT,

13



Kapitola 4

Linearni zobrazeni

Definice 4.1. Necht V a W jsou linearni prostory. Linedrnim zobrazenim mezi vektoro-
vymi prostory (homomorfismem) f :V i— W rozumime kazdé zobrazeni spliujici vztahy

f(v+w) = f(v)+ f(w) Vw,weV,
flev) = cf(v) ceR.
Definice 4.2. Budiz f : A — B, g : B+ C. Zobrazeni h : A — C urcené vzorcem:
h(xz) = g[f(x)] pro kazdé = € A se nazyva sloZené zobrazeni ze zobrazeni f a zobrazeni

g. Poradi zobrazeni g a f neni volitelné. Zobrazeni h znac¢ime symbolem g o f. Tedy
h=gof:Aw—C.

Poznamka 4.1. Kazdé linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory dané lze pro dané
béaze reprezentovat matici prislusnych rozmeéri. Nebude-li uvedeno jinak, budeme v na-
sledujicim textu pouzivat standartni ortonormalni bazi.

Poznamka 4.2. Souc¢in matic mtizeme chéapat i jako skladani zobrazeni. u-A:u+— v €
W, u € V, A je matice vhodného typu. v- B : vi— w € Z, B je matice vhodného typu.
C=A-Bu-C:u—w.

Priklad 4.1. PoloZme

1
A= 1|3
0

— = N
s
I
—~
—_
~
w
~—
<
I
s
BN
Il
—~
~
EN|
~—

5 2 1
C=A-B=|[51 3|, w=u-C=(2.,7,7).
210

Poznamka 4.3. U sloupcovych vektori probihd nasobeni matice A a vektoru u v opad-
ném poradi, kde matice A je transponovana. Dale budeme uvazovat vektory sloupcové.

Priklad 4.2. Polozme



4.1 Priklady

1. Zobrazeni typu x — f(x) : R" — R™, kde

fi(x) T
f= f2(x) , X = x2 a fi(x)= Z K, (4.1)
Fn() . J

Tabulku (a;x) nazyvame matici tohoto zobrazeni.

2. Otoceni, zrcadleni, stejnolehlost, zkoseni.

Podrobnéj se budeme vénovat Otoceni:
Necht E je libovolna usporaddand ortonormélni baze R?. Pomoci matice otoceni

(cos © -sin gp)
Ro= 1| .
sin @ cos g

dokéZeme otacet vektory v R? okolo po¢atku o zadany tihel ¢. Necht x = (il) € R?
2

je vektor. Otoceni vektoru x o thel ¢ spocitame vztahem

kde vektor X = (;), jehoz slozky odpovidaji soufadnicim otoceného vektoru x
2

vzhledem k stejné bazi.

ortonormalni bézi E' = (eq, ey, e3) tak, aby otécela vektory kolem osy dané vektorem
es. Pri takové rotaci totiz zlustava treti souradnice konstantni a prvni dvé se otoci
jako v roviné. Matice rotace vzhledem k bazi E kolem osy dané e3 je tedy matice:

cosp -sinp 0
singp cosp 0
0 0 1

3. Rada piikladu z matematické analyzy na nekoneénérozmérnych prostorech funkci a
jejich vhodnych podprostorech, napiiklad

for =T (derivace) (4.2)

fo /0 " F)dy (primitiond fukce) (4.3)
f—g-f (ndsobend fukci) (4.4)

o i kde file) = f(x 1), (posun o 1). (4.5)
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Kapitola 5

Determinant

vvvvvv

vedeme si pojem determinant matice A, jeho vlastnosti a metody jeho vypoctu. Kazdé
¢tvercové matici A = (a;;) Fadu n je pfifazeno redlné ¢islo nazyvané determinant matice
A. Znacime:

i - Qin
det A nebo : Ll =4

Ap1 =+ Qnn
Pro ¢tvercovou matici A = (a) fadu 1 je definice determinantu snadné - klademe
det A =det (a) = a.

Definice 5.1. Bijektivni zobrazeni mnoziny A samu na sebe nazveme permutaci mnoziny

A. Permutace o mnoziny A = {1,...,n} lze zapsat pomoci vysledného pofadi ve formé
1 2 ... n o o
tabulky : (0(1) o(2) - on))" Prvek a € A se nazyva samodruznym bodem per-

mutace o, pokud plati @ = o(a). Permutaci, ve které jsou prohozeny pouze dva prvky a
ostatni jsou na svych poradovych mistech, nazyvame transpozici. Kazdou dalsi permutaci
lze zkonstruovat pomoci kone¢ného poctu transpozic.

Definice 5.2. Necht a,b € A = {1,...,n}, 0 je permutace mnoziny A a plati a > b a
o(a) < o(b). Pak dvojice prvki a,b tvofi inverzi v permutaci o. Permutace o se nazyva
lichd (resp.suda), jestlize méa lichy (resp. sudy) pocet inverzi. Parita permutace o je (—1)™,
kde m je pocet inverzi. Paritu permutace o znac¢ime sgn(c). Na mnoziné A = {1,...,n}
je pravé n! riznych permutaci. Mnozinu vSech permutaci mnoziny A budeme znacit .S,,.

Definice 5.3. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak ¢islo
Z sgn(0)a14(1) - A20(2) =" - - Uno(n)
O’ES’n

nazyvame determinant matice A.

Poznamka 5.1. Jinak feceno, determinant je ¢islo, které vznikne souc¢tem soucinti, které
jsou tvoteny vzdy pravé jednim cislem z kazdého sloupce i fadku. Znaménko soucinu je
dano poctem transpozic.

Nyni zavedeme definici determinantu pomoci Laplaceova rozvoje, ktery je vhodnéjsi pro
pocitani determinantt v praxi.
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Definice 5.4. Necht A = (a;;) je matice typu m x n a necht iy, ..., 4, j1,...,5(k,l € N)
jsou prirozena cisla s vlastnosti 1 < i1 < o < -+ < fp < m, 1 < j1 < Jo < -+ <
Ji < n. Vybranou podmatici matice A na fadcich iy,...,7; a sloupcich ji,..., 7 matice
A rozumime matici B, kterd vznikne z matice A, jestlize vypustime vSechny fadky s
vyjimkou 1radkt iq,...,7 a vSechny sloupce s vyjimkou sloupci ji, ..., . Jinak feceno:
matice B = (by,) je matice typu k x [, kde pro 1 <u <k, 1 <wu <l mame

bu'U = aiujv'
Priklad 5.1. UvazZujme matici A typu 3 x 4:

1 6
A=|-1 3
-4 3

5 4
2 3. (5.1)
0 2

Podmatici matice A vybrand na tadcich 1,3 a sloupcich 2,4 matice A je matice B typu

2% 2:
6 4
3(3 2).

Definice 5.5. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n, kde n € N, n > 2. Pfedpokla-
dejme, Ze pro kazdou matici fadu n — 1 je jiz definovan jeji determinant. Necht i, j € N a
plati 1 <4, 7 < n. Determinant z podmatice matice A vybrané na vSech radcich matice A
s vyjimkou fadku ¢ a vSech sloupcti matice A s vyjimkou sloupce j nazveme (i,j)-minorem
matice A a oznac¢ime ho symbolem M;;(A). Algebraicky doplnék prvku a;; matice A nebo
téz (i,j)-kofaktor matice A oznacovany symbolem C;;(A) je definovan jako ¢islo

Cij(A) = (=1)" My (A).

Definice 5.6. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n, kde n € N, n > 2 a pfedpo-
kladame, ze pro kazdou ¢tvercovou matici fadu n — 1 je jiz definovan jeji determinant.
Pro prirozené ¢isla 4,5, 1 < 4,5 < n polozime

R(i) =Y ayCir(A), S(j) =D an;Cyi(A).

vvvvvv

si rovny, jinak feceno :
Pro prirozena ¢isla 4,5,k,l, 1 < 1,7, k,l <n mame

R(i) = R(k) = 5(j) = 5(1).

Tuto spole¢nou hodnotu nazveme determinant matice A. Jestlize pocitame det A pomoci
vyrazu R(i), fekneme, Ze jsme det A pocitali Laplaceovgm rozvojem podle i-tého tadku
nebo ze jsme det A rozvinuli podle i-tého Tadku (Laplaceovym rozvojem). Podobné pro
sloupec.

Véta 5.1. Pro c¢tvercovou matici A = (CCL 2) 2. fadu madame
detA = [A] = |* €| = ad - cd.
c d
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Véta 5.2. Pro ¢tvercovou matici A = (a;;) 3. Tddu mdme

a11 Qa2 Qi3
Qo1 Q22 Q23| = Q11022033 + (21032013 + A31012G23 — Q13022031 — A23A32011 — A33A12021.
a31 dazz G33

Priklad 5.2. PoloZime

4 1 0 3
2 0 4 0
A= -2 1 -3 6
3 1 -2 4

Pak determinant matice A vypocitame Laplaceovym rozvojem podle druhého rddku a uzi-
jeme vétu 5.2:

1 0 3 4 13
detA = (=1)-2-]1 =3 6/+(=1)-4-]-2 1 6/ =
1 -2 4 3 1 4
= —2(—12-6+0+9+12—0)—4(16 —6+18 — 9 — 24 +8) =
= —6-12=-18

Véta 5.3. Pro ctvercovou matici A plati:
det A = det AT

Poznamka 5.2. Z toho plyne, Ze vSe co plati v determinantu pro fadky, plati i pro
sloupce a naopak.

Véta 5.4. Necht A je ctvercovd matice. Pak plati:
(a) Jestlize néktery radek nebo sloupec obsahuje samé nuly, pak det A = 0.

(b) Jestlize zaménime dva sousedni tddky nebo sloupce matice A, pak se zméni zna-
meénko determinantu.

(c) Jestlize Tadek nebo sloupec matice A ndasobime redlnym cislem r, pak vyslednd matice
md determinant rovny r - (det A).

(d) Jestlize dva rizné fadky nebo sloupce matice A jsou si rovny, pak det A = 0.

Dikaz: Tvrzeni (a) a (¢) plynou ihned z definice determinantu matice a tvrzeni (d)
plyne snadno (b).
Tvrzeni (b) dokdzeme uplnou indukci vzhledem k #adu n matice A. Pron =1 an = 2
toto tvrzeni zfejmé plati. Necht n > 3 a necht plati (b) pro determinanty fadu n — 1.
Necht 1 < 4,7 < n, i # j a vyméiime v matici A fadky i a j. Jelikoz n > 3, existuje
EeN, 1<k<n,i#k+#j Rozvinme det A podle fadku k. Pak Pak v algebraickych
dopliicich prvki ay (1 <1 < n) jsou vyménény dva ruzné fadky, tudiz podle indukéniho
predpokladu meéni tyto algebraické doplinky znaménko, z ¢ehoz plyne tvrzeni pro radky.
Tvrzeni pro sloupce plyne z véty 5.3.
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5.1 Vektorovy soucin

Definice 5.7. Normou vektoru ||ul| rozumime redlnou funkci na vektorovém prostoru V,
plati-li pro libovolné dva vektory u,v € V a libovolny a € R:

L flu][ =0

2. [lu| =0<=u=0
3. [lu+ v < flulf + [[v]
4. |[aul| = |a] - [Jull

Pomoci skalarniho soucinu zavedeme thel dvou vektorti. V nasledujicim textu budeme

pouzivame euklidovskou normu, ktera je dana ||x|| = />, 22

Definice 5.8. Uhlem dvou nenulovych vektort u,v € V rozumime tihel ¢ € (0, 7) dany

vztahem
u-v ) u-v
cos p = t]. @ = arccos

[l vl [l - [l
Nyni zavedeme operaci vektorového soucinu ve V dimenze 3 (dale budeme znadit V3).

Definice 5.9. Necht u, v € V3. Definujeme vektorovy soucin vektort u, v (v tomto
poradi) jako vektor u x v € V3 dany vztahem

o 0, jsou-li vektory linearné zavislé
uxv=
w, nejsou-li vektory linearné zavislé,
pricemz
1) [|[wl=[ul-||v] - sin ¢, kde ¢ je thel vektort u, v,

(ii) vektor w je kolmy k vektorim u, v,
(i) uspofadand béaze (u, v, w) je kladna.
Véta 5.5. Operace vektorového soucinu ma tyto vlastnosti:
1. u x v =—v xu pro libovolné u, v € Vj. (antikomutativni zdkon)
(u+v)xw=uxw+vxw pro libovolné u, v, w € Vj. (distributivni zdkon)
(a-u) xv=a-(uxv) pro libovolné a € R, u, v € V.

€1 X €] =€y X ey =e€3 X63:0, kde e — (1,0,0),82 = (0,1,0),63: (0,0,1)

e X ey =e3, e X ez = e, eg X e = ey, kde e = (1,0,0),82 = (0,1,0),@3 =
(0,0,1).

6. Je-liu = (uy,us, u3), v=(v1,ve,03), pak

wxv—(

Uz U3
V2 U3

us Uy
vz vp|’

Uy U2
U1 U2

Y
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Kapitola 6

Objemy a jejich aplikace

6.1 Objemy a linearni zobrazeni
Definice 6.1. SmiSenym soucinem (a, b, ¢) t¥i vektori a, b, ¢ (v tomto poradi) nazyvame
¢islo

(a,b,c) =(axb)-c.

Véta 6.1. Pro smiseny soucin tri vektori a, b, c (v tomto potadi), které v ortonormdlné
bazi (e, es, e3) maji souradnice a = (ay,ag,as), b = (by,ba, b3),c = (1, o, c3) plati

ay ao das
(a,b, C) = bl bg b3 .
€1 C2 C3

Véta 6.2. Smiseny soucin md tyto vlastnosti:

1. (a,b,c)=a- (b x c).

2. (a,b,c) = (b,c,a) = (c,a,b)

3. (a,b,c) = —(b,a,c) = —(a,c,b) = —(c, b, a).

4. (e1,ez,e3) =1, (eg,e3,e1) =1, (e3,er,es) =1, e; =(1,0,0),e3 =(0,1,0),e_(0,0,1).
5. Objem V' rovnobéznosténu, ktery je urcen tremi vektory a, b, c, je urcen

V =|(ab,c)|.

Priklad 6.1. Urcete objem V' rovnobézZnosténu daného vektorya = (1,2,3),b = (2,3,2),c =
(1,1,2).

ap az as 1 2 3
V =|(a,b,c)|=|det [by by b3 ||=]|det |2 3 2||=|64+6+4—-9—2—8|=3.
Ci Cy C3 11 2
Priklad 6.2. Mejme dva vektorové prostory V. a W, které maji dimenzi 3 a méjme linedrni
2 1 2
zobrazeni f : V. — W reprezentované matici A = |3 2 1| . Jak se zméni objem
11 2
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rovnobéznosténu z prikladu 6.1, zobrazime-li rovnobézZnosten sestrojeny vektory a,b,c € V
na rovnobéznosten dany vektory A-a,A-b,A-c € W?

2 1 2 1 10 2 1 2 2 11
a=A-a=(3 2 1|-[2]=[10], b=A-b=1{3 2 1] -|3]=|14],
11 2 3 9 112 2 9
2 1 2 1 7
c=A-c=(3 2 1 1l =17],
112 2 6
B 10 10 9
V'=(@a,b,c)=|det [11 14 9| |=[840 + 693 + 630 — 882 — 660 — 630| = 9.
7 7 6

Jelikoz matice A reprezentuje linedrni zobrazeni f : V. — W, miuZeme vyuZit jeji de-
terminant, ktery uddvd ndasobek zmeny objemu, a tim si usnadnit vypocet, protoZe plati

V' =|A|-V.

2
det A=13
1

—_ N

2
1|=8+6+1-4-2-6=3, V' =|A-V=3.3=09.
2

Véta 6.3. (Cauchyova véta o determinantu soucinu matic)
Necht A, B jsou c¢tvercové matice stejného tddu. Pak

det (A- B) = (det A) - (det B)

Priklad 6.3. Méjme dva vektorové prostory W jako v Prikladu 6.2 a U, které maji dimenzi
21 3

3 a méjme linedrni zobrazeni g : W — U reprezentované maticic B = |1 2 2| . Jak
0 3 2

se zment objem rovnobéZnosténu z Prikladu 6.2 zobrazime-li rovnobéZnostén dany vektory

a, b, na rovnobéznosten dany vektory B-a,B-b, B -c?

det B = =849-2-12=3, V'"=|B|- V' =3.9=2T.

S =N

1
2
3

N DN W

Vyuzijeme Vétu 6.3. Linedrni zobrazeni g o h vznikne sloZenim zobrazeni f a g, a je pak
reprezentované matici A - B.

2 1 3 2 1 2 10 7 11
C=B-A=[122|-(3 2 1]|=(107 8],
03 2 11 2 118 7
10 7 11
det C'=|10 7 8| =490+880+616—640—490—847 =9, V" =|C|-V =9-3 =27,
118 7
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6.2 Jacobian a jeji aplikace

Definice 6.2. Necht f;(z1,...,2,) : R® — R jsou funkce, které maji parcidlni derivace
g—ﬁ pro ¢ =1,...,n. Pak Jacobiho determinant (Jacobidn) je definovan jako
ofr Oh on
oz Oxo Oxpn
of2 Of of2
J = dry  Oxza Oy
Ohy  0f 05
Ox1  Owe Oy,

Jacobian se vyuziva pfi transformacich souradnic pri vypoctu integrali.

Priklad 6.4. Vypocteme objem wvdlce o poloméru r a viysce v pomoci transformace do

cylindrickych souradnic.

Prevod kartézskych souradnic (xz,y,z) na cylindrické soutadnice (p,p,w) je ddan vztahy.

T=p-cos g, y=p-sin, z=w, kde p € (0,r), p € (0,27), w € (0,v).
Zmeéna objemu pri zmené souradnic je vyjadrena Jacobidnem
cosp —psing 0

J=|sing pcosp 0| = p(cosp)®+ p(sing)? = p,
0 0 1

Nebot objem daného vdlce je mr?v, ale bez doplnéni Jacobidnu by objem télesa po trans-
formaci byl roven objemu kvddru daného rozsahem proménych p, p,w, p € (0,7), ¢ €

(0,27), w € (0,v), tedy 2mrv. S doplnénym Jacobianem vsak ziskdme

T v 2m
/ / / p dpdwdp = 12 v,
o Jo Jo

6.3 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo je metoda umoznujici nalezeni fesSeni soustavy linearnich rovnic po-

moci determinantt. Determinantem soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych

a111 -+ 12T -+ ..
A21T1 + Q229 + - - -

Ap1T1 + Qpoo + -+ -

nazyvame determinant

11 a2

Q21 A22
D=1

an1  Ap2

22

+ a1,y = bla
+ Gopxy = bg,
)

+ Gpp®y = bn

Q1n
Q2p,

(6.1)

(6.2)



Véta 6.4. Je-li determinant (6.2) soustavy linedrnich rovnic riznyg od nuly, pak tato
soustava ma jediné reSent

D, Dy D,
xlsz I2:D> Tty xn:Dv
kde
a1x - Q141 by Q1i+1 - Aip
Q21 - QA2,-1 by agi+1 - Qop
D; = ) .
Qp1 -+ Opg—1 bn Qpi+1 - Ann

proi=1,2,--- n.
Je-li D = 0, pak soustava (6.1) bud nemé feseni, nebo ma nekone¢né mnoho Feseni.
Priklad 6.5. Pomoci determinantu Tesme soustavu rovnic

3x +4y — 2z =5,
r+2y+3z=3, (6.3)
r—2y+z=1

Nejdrive vypocitame determinanty D, Dy, Dy, D3 :

3 4 -1 5 4 -1
D=1 2 3|=6+241242418-4=36, D; =3 2 3 |=10+6+12+2+30—12 = 48,
1 -2 1 1 -2 1
3 5 —1 3 4 5
Dy=1{1 3 3|=9-141543-9-5=12, D3=|1 2 3|=6—10+12—10+18—4 = 12.
11 1 1 -2 1
Dand soustava rovnic ma tedy Tesent
Dy 48 4 Dy 12 1 Dy 12 1
D 3 3 Y"D73% 3 "D 3 3
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Kapitola 7
Zaver

Ve své praci jsem se snazil co nejprehlednéji a nejsrozumitelnéji popsat zakladni vlastnosti
matic, determinantti, a ukézat jejich vyuziti v riznych oblastech matematiky, nejen v
linearni algebfe. Matice jsem se snazil chapat také jako reprezentanty linearnich zobrazeni
mezi vektorovymi prostory a determinantem jsem pak rozumél objemovou formu, tedy
¢islo vyjadiujici zménu objemu po aplikaci linearniho zobrazeni reprezentovaného danou
matici. Ukazuje se, Ze tuto vlastnost determinantu lze vyuzit i pifi vypoctech objemu
téles pomoci trojnych integralli, zména objemu je reprezentovana tzv. Jacobidnem. Spise
klasickou aplikaci determinantu v linearni algebre je pak tzv. Cramerovo pravidlo pro
feseni SLR.

Ve své praci jsem se tedy snazil o propojeni linearni algebry a nékterych dalsich oblasti
matematiky.
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