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a okolńıch zemı́ch. Pokusit se naj́ıt vhodné modely pro vyrovnáńı dat, provést
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Poděkováńı
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Úvod

K sepsáńı diplomové práce na téma
”
Trendy ve spotřebě alkoholu v České

republice a okolńıch zemı́ch“ mě
”
hnalo“ v́ıce motiv̊u. T́ım prvńım bylo jistě mé

okoĺı, které se mě vždy tázalo, k čemu je studium matematiky vlastně dobré a jak

se dá využ́ıt v praxi. Dalo by se tedy ř́ıci, že jsem zvolil takové téma, které za-

ujme již při přečteńı nadpisu a pevně doufám, že přiláká potenciálńı čtenáře ale-

spoň k nahlédnut́ı. Daľśım motivem byly téměř pravidelné články v tiskovinách

o nadměrné konzumaci alkoholu v České republice, ve kterých byly využity vždy

jen částečné informace, č́ımž docházelo k prohloubeńı mé zvědavosti ohledně toho,

jak to tedy ve skutečnosti je a zda je na tom Česká republika, co se konzumace

alkoholu týče, skutečně tak špatně. Nelze také opomenout, že jedńım z motiv̊u

bylo sepsáńı práce v rámci završeńı mého dvouletého navazuj́ıćıho magisterského

studia aplikované matematiky v ekonomii.

Práce je rozdělena na dvě části, teoretickou a praktickou. Jednotlivé části

jsou pak děleny do podkapitol. Prvńı část se věnuje základńım teoretickým aspe-

kt̊um, které je dobré znát při části praktické. V prvńı kapitole jsou postupně

vysvětleny základy dekompozičńıho př́ıstupu při analýze časových řad, mı́ry pro

posouzeńı vhodnosti modelu a detekce změn v časových řadách. Druhá kapitola je

věnována joinpoint regresi. V následuj́ıćı kapitole jsou popsány základy korelačńı

analýzy a posledńı kapitola z teoretické části se zabývá lokálńı regreśı. Na závěr

jednotlivých kapitol v teoretické části budou přidány některé možnosti, jakým

zp̊usobem lze problematiku řešit pomoćı softwaru R.

Praktická část se věnuje analýze dat o spotřebě alkoholu v České republice

a okolńıch zemı́ch v letech 1961 - 2014, které jsou veřejně dostupné v databázi

Světové zdravotnické organizace. Podstatná část analýzy se bude zabývat nale-

zeńım vhodného modelu, který by se vhodně dokázal přizp̊usobit dat̊um a zároveň

si zachoval určitou jednoduchost. Vhodnost modelu bude posouzena dle charakte-

ristik uvedených v teoretické části a v př́ıpadě nalezeńı v́ıce vhodných model̊u bu-

dou tyto modely srovnány. Dále budou analyzovány strukturálńı změny v datech
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o spotřebě alkoholu. Posledńı část́ı práce s daty je analýza závislost́ı na základě

korelace. Předmětem zájmu budou předevš́ım závislosti úrovńı konzumace al-

koholu mezi jednotlivými státy nebo závislosti úrovńı konzumace jednotlivých

složek celkové spotřeby alkoholu v rámci jednotlivých stát̊u. Na závěr analýzy

bude rozebráno, jak se sledované závislosti měńı v čase.

K provedeńı analýzy dat bude využit freewarový software R, ve kterém

budou zpracovány všechny grafy a výpočty. Práce je sázena v programu LATEX.
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Část I

Teoretická část

1. Časové řady

Vzhledem k velice širokému spektru využitelnosti analýzy časových řad

můžeme ř́ıct, že jde o jedno z nejd̊uležitěǰśıch oblast́ı statistiky. Dnes se s časovými

řadami setkáváme téměř na každém kroku, v téměř všech oblastech lidského

bádáńı. Může se jednat např́ıklad o vývoj HDP v jednotlivých zemı́ch, o EEG

záznamy, o extrémy denńıch teplot nebo také o sledováńı úrovně konzumace al-

koholu. Základńı myšlenkou časových řad je konstrukce modelu, který co nejv́ıce

odpov́ıdá reálnému chováńı časové řady. Zároveň však dbáme na to, aby zkontru-

ovaný model nebyl př́ılǐs složitý a nebylo obt́ıžné s ńım pracovat a porozumět mu.

Aby data mohla tvořit časovou řadu je nutné, aby byla chronologicky uspořádána,

viz následuj́ıćı definice.

Definice 1 ([3]). Časovou řadou rozumı́me řadu věcně a prostorově srovna-

telných hodnot př́ıslušného statistického znaku, uspořádanou z hlediska času

ve směru od minulosti do př́ıtomnosti.

Časovou řadu lze nejjednodušš́ım zp̊usobem vyjádřit jako soubor pozo-

rováńı y1, y2, . . . , yn, kde yt je hodnota sledovaného znaku Y, t = 1, . . . , n

znač́ı časovou proměnnou a n je počet pozorováńı.

1.1. Dekompozice časových řad

K modelováńı časových řad existuje v́ıce př́ıstup̊u. Mezi základńı př́ıstupy

můžeme zařadit dekompozičńı př́ıstup, Box - Jenkinsovu metodologii nebo např́ı-

klad spektrálńı analýzu. Každý z těchto př́ıstup̊u má své klady a zápory. Box -

Jenkinsova metoda je např́ıklad limitována délkou časových řad, kdy se nedo-

poručuje ji využ́ıvat pro řady, kde n < 50. Naopak je tato metoda daleko fle-
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xibilněǰśı než dekompozičńı př́ıstup, protože dokáže podstatně rychleji reagovat

na změny charakteru časové řady. V daľśı části textu se budeme zabývat právě

dekompozičńım př́ıstupem.

V dekompozičńım př́ıstupu, jak již název vypov́ıdá, pracujeme s rozložeńım

časové řady na jednotlivé složky. Těmito složkami jsou:

1. Trend - Tt

2. Sezónńı složka - St

3. Cyklická složka - Ct

4. Reziduálńı (náhodná) složka - Et

Každá z těchto složek odpov́ıdá určitému chováńı časové řady. Základńı složkou je

trend, který odráž́ı dlouhodobé chováńı časové řady. Sezónńı složka popisuje opa-

kuj́ıćı se změny v časové řadě, které se děj́ı během jednoho kalendářńıho roku. Fak-

torem, který p̊usob́ı na sezónńı složku, tak může být např́ıklad stř́ıdáńı ročńıho

obdob́ı. Cyklická složka odráž́ı dlouhodoběǰśı periodické změny. Př́ıkladem může

být hospodářský cyklus nebo volebńı obdob́ı. Posledńı složka svou povahou odbo-

čuje od předchoźıch a nepoč́ıtá se mezi tzv. systematické složky časových řad.

Náhodná složka pokrývá nejen náhodné pohyby, ale také chyby při samotném

měřeńı a zpracováńı dat.

Existuj́ı dva typy dekompozice:

yt = Tt + St + Ct + Et

a

yt = TtStCtEt

Rozd́ıl mezi tvary je v tom, že při aditivńım tvaru dekompozice uvažujeme všechny

složky ve svých absolutńıch hodnotách a stejných jednotkách, v nichž je měřena

veličina yt. Při multiplikativńım tvaru je v absolutńıch hodnotách a stejných

jednotkách jako yt uvažována pouze trendová složka Tt. Ostatńı složky jsou bez-

rozměrné a v relativńıch hodnotách v̊uči trendu. Mezi jednotlivými složkami lze

přecházet pomoćı logaritmické transformace, avšak ta má za následek změnu

vlastnost́ı reziduálńı složky.
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1.1.1. Speciálńı př́ıpady trendových funkćı

Jak už jsme zmı́nili, je nutné, aby zkonstruovaný model byl co nejjednodušš́ı,

ale zároveň aby vystihoval do určité mı́ry realitu. V otázce jednoduchosti nám

může pomoci proložeńı časové řady některou z jednoduchých křivek (př́ımka,

parabola, exponenciálńı křivka atp.). Pro takto modelované řady je jednoduché

odhadnout přibližně budoućı hodnoty. Samozřejmě za předpokladu, že trend se

v čase drasticky neměńı.

Pro proložeńı časové řady trendovou křivkou uvažujeme řadu ve tvaru

yt = Tt + Et

Běžně využ́ıváme některý z následuj́ıćıch trendových funkćı:

1. Konstantńı trend:

Tt = β0, t = 1, . . . , n

Jde o nejjednodušš́ı možnou trendovou funkci. Vyrovnané hodnoty jsou

konstantńı. Odhad β̂0 parametru β0 źıskáme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

(dále jen MNČ) jako výběrový pr̊uměr časové řady.

ŷt = β̂0 =
1

n

n∑
t=1

yt = y

Stejně jako vyrovnané hodnoty, tak i bodová předpověd’ je konstantńı a je

rovna odhadu β̂0. Intervalová předpověd’ je dána následovně:

ŷPn+h = y ±

√
σ̂2

(
1 +

1

n

)
tn−1,α,

kde σ̂2 je výběrový rozptyl, viz 1.1 a tn−1,α je kritická hodnota t rozděleńı

s n− 1 stupni volnosti na hladině významnosti α. Konstantńı trend voĺıme

v př́ıpadě, kdy prvńı diference časové řady (yt − yt−1) koĺısaj́ı okolo 0.

σ̂2 =

∑n
t=1(yt − ŷ)2

n− 1
(1.1)
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2. Lineárńı trend:

Tt = β0 + β1t, t = 1, . . . , n

Trend ve tvaru př́ımky obvykle voĺıme v př́ıpadě, že prvńı diference časové

řady jsou přibližně konstantńı a nenulové. Parametry β0 a β1 opět odhadu-

jeme pomoćı MNČ, jej́ıž postup si tentokrát alespoň nast́ıńıme.

U MNČ nám jde v zásadě o to, abychom minimalizovali odchylky vyrov-

naných hodnot od těch skutečných. Toho doćıĺıme minimalizováńım výrazu

min
β0,β1

n∑
t=1

(yt − β0 − β1t)2. (1.2)

Výraz 1.2 zderivujeme podle β0 a β1

∂

∂β0
= −2

n∑
t=1

(yt − β0 − β1t),

∂

∂β1
= −2

n∑
t=1

t(yt − β0 − β1t)

a polož́ıme rovno nule a vyděĺıme −2:

n∑
t=1

(yt − β0 − β1t) = 0,

n∑
t=1

t(yt − β0 − β1t) = 0.

Vyřešeńım soustavy tzv. normálńıch rovnic (např. Cramerovým pravidlem)

dostáváme odhady parametr̊u β0 a β1

β̂0 =

∑n
t=1 yt − β̂1

∑n
t=1 t

n
= y − β̂1t,

β̂1 =
n
∑n

t=1 tyt −
∑n

t=1 t
∑n

t=1 yt
n
∑n

t=1 t
2 − (

∑n
t=1 t)

2
.
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Vyrovnané hodnoty dostáváme dosazeńım odhad̊u parametr̊u jako

ŷt = β̂0 + β̂1t.

Bodová předpověd’ lineárńıho trendu je dána

ŷPn+h = β̂0 + β̂1(n+ h)

a intervalová předpověd’ jako

ŷPn+h ±
√
σ̂2fn+htn−2,α,

kde

fn+h = 1 + (1,n + h)(XTX)−1(1,n + h)T,

σ̂2 =

∑n
t=1(yt − ŷt)2

n− p
.

Matice X zde znač́ı tzv. designovou matici, která je tvořena n(počet po-

zorováńı) řádky a k(počet vlastńıch regresor̊u) sloupci. V př́ıpadě, že pra-

cujeme s modelem, ve kterém pracujeme s absolutńım členem máme k + 1

sloupc̊u, kde prvńı sloupec je tvořen 1. Přesnou podobu naš́ı matice X

můžeme vidět v rovnici 1.3.p znač́ı počet parametr̊u. V našem př́ıpadě je

p = 2.

X =

 1 1
...

...
1 n

 (1.3)

Pro zjednodušeńı odhadu parametr̊u se dá pracovat s vyjádřeńım ve tvaru

Tt = γ0 + γ1(t− t), t = 1, . . . , n. (1.4)

Zjednodušeńı spoč́ıvá v tom, že

n∑
t=1

(t− t) = 0,
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kde

t =
n∑
t=1

t

n
,

č́ımž se zjednoduš́ı soustava normálńıch rovnic na tvar

nc0 =
n∑
t=1

yt,

c1

n∑
t=1

(t− t)2 =
n∑
t=1

(t− t)yt,

kde

c0 = y

a

c1 =

∑n
t=1(t− t)yt∑n
t=1(t− t)2

.

3. Kvadratický trend:

Tt = β0 + β1t+ β2t
2, t = 1, . . . , n.

Parabolu voĺıme obvykle v př́ıpadě, kdy řada prvńıch diferenćı má cca

lineárńı trend a řada druhých diferenćı (yt − 2yt−1 + yt−2) je bĺızká kon-

stantńımu trendu. Parametry β0, β1 a β2 opět odhadujeme pomoćı MNČ.

I zde často pracujeme s vyjádřeńım trendu v podobě 1.5.

Tt = γ0 + γ1(t− t) + γ2(t− t)2, t = 1, . . . , n. (1.5)

V soustavě normálńıch rovnic pak lze využ́ıt toho, že

n∑
t=1

(t− t) =
n∑
t=1

(t− t)3 = 0.

Vyrovnané hodnoty maj́ı tvar

ŷt = β̂0 + β̂1t+ β̂2t
2.
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Obrázek 1: Exponenciálńı trend

Bodová a intervalová předpověd’ pak má tvar

ŷPn+h = β̂0 + β̂1(n+ h) + β̂2(n+ h)2,

ŷPn+h ±
√
σ̂2f ′n+htn−2,α,

kde

f ′n+h = 1 + (1,n + h, (n + h)2)(XTX)−1(1,n + h, (n + h)2)T

a

σ̂2 =

∑n
t=1(yt − ŷt)2

n− 3
.

Designová matice X má podobu:

X =

 1 1 12

...
...

...
1 n n2


4. Exponenciálńı trend:

Tt = αβt, t = 1, . . . , n, β > 0 (1.6)
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Jednoduchý exponenciálńı trend je vhodný, pokud řada koeficient̊u r̊ustu

yt/yt−1 nebo řada prvńıch diferenćı (ln yt − ln yt−1) koĺısá okolo konstantńı

hodnoty r̊uzné od nuly. Exponenciálńı trend neńı lineárńı v parametrech,

proto se v této podobě nedá pro odhad parametr̊u využ́ıt metoda MNČ.

Proto je na trendovou funkci nutné uplatnit logaritmickou transformaci 1.7.

lnTt = lnα + (ln β)t = γ0 + γ1t. (1.7)

Pomoćı této transformace dostáváme klasický lineárńı trend. Můžeme tedy

využ́ıt MNČ a odhadnout parametry γ0 a γ1. Inverzńı transformaćı (ex-

ponenciálńı) dostáváme odhady parametr̊u pro p̊uvodńı trendovou funkci

1.6:

α̂ = eγ̂0 ,

β̂ = eγ̂1 .

Vyrovnané hodnoty jsou ve tvaru

ŷt = α̂β̂t.

5. Modifikovaný exponenciálńı trend:

Tt = γ + αβt, t = 1, . . . , n, β > 0

Modifikovaný exponenciálńı trend je zobecněńım jednoduchého exponenci-

álńıho trendu a je vhodný pro př́ıpady, kdy pod́ıl sousedńıch diferenćı koĺısá

okolo nenulové konstanty. Vzhledem ke svému posunu nelze pomoćı logarit-

mické transformace převést na lineárńı trend. Z toho d̊uvodu se pro odhad

parametr̊u γ, α a β využ́ıvá metoda částečných součt̊u.

Princip této metody spoč́ıvá v tom, že rozděĺıme soubor na tři stejně velké

části o délce m a uděláme součty jednotlivých pozorováńı v rámci každé

části. Vzhledem k tomu, že ne vždy muśıme mı́t soubor, který lze rozdělit

na tři stejné části, tak v př́ıpadě, že n 6= 3m odř́ızneme některá pozorováńı

ze začátku řady.
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Obrázek 2: Modifikovaný exponenciálńı trend

Dostáváme tak soustavu 3 rovnic o třech neznámých.

∑
1

yt ∼
∑
1

Tt = mγ +
αβ(βm − 1)

β − 1

∑
2

yt ∼
∑
2

Tt = mγ +
αβm+1(βm − 1)

β − 1

∑
3

yt ∼
∑
3

Tt = mγ +
αβ2m+1(βm − 1)

β − 1
.

Vyřešeńım této soustavy dostáváme odhady γ̂,α̂ a β̂

β̂ =

(∑
3 yt −

∑
2 yt∑

2 yt −
∑

1 yt

)1/m

,

α̂ =
b− 1

b(bm − 1)2

(∑
2

yt −
∑
1

yt

)
,

γ̂ =

∑
1 yt −

ab(bm − 1)

(b− 1)

m
.
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Obrázek 3: Gompertzova křivka

Daľśı př́ıstup k odhadu parametr̊u modifikovaného exponenciálńıho para-

metru je založen na volbě pevné hodnoty parametru β. Dostáváme

Tt = γ + αβt = γ + α + fβ(t),

kde funkci fβ(t) známe. T́ım pádem přecháźıme k lineárńımu trendu a může-

me odhadnout zbylé parametry. Problémem však je samotná volba hodnoty

parametru β. Proto voĺıme v́ıce hodnot a následně pak vyb́ıráme trojici

(γ̂, α̂, β̂) s nejmenš́ım residuálńım součtem čtverc̊u (dále jen RSČ).

6. Gompertzova křivka:

Tt = γαβ
t

, t = 1, . . . , n, α, β > 0

Gompertzova křivka vzniká transformaćı modifikovaného exponenciálńıho

trendu. Signálem pro použit́ı tohoto trendu je koĺısáńı hodnot pod́ıl̊u sou-

sedńıch diferenćı (ln yt - ln yt−1)/(ln yt−1 - ln yt−2) okolo nenulové konstanty.

Využit́ı najdeme předevš́ım v ekonomii. Př́ıkladem může být odbyt nového

produktu na trhu. Na začátku uvedeńı roste pomalu, až dosáhne do bodu,

kdy si na trhu najde své mı́sto a odběratele. Poté odbyt roste až do svého

maxima. Na obrázku 14 můžeme vidět, že Gompertzova křivka je ve tvaru

nesymetrické S křivky (kolem bodu inflexe). Odhady parametr̊u Gompert-
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Obrázek 4: Logistický trend

zovy křivky provad́ıme pomoćı logaritmické transformace, č́ımž docháźıme

k modifikovanému exponenciálńımu trendu.

lnTt = ln γ + lnαβt = δ + ωϕt

7. Logistický trend:

Tt =
γ

1 + αβt
, t = 1, . . . , n, β, γ > 0

Posledńım základńım trendem, který si zde uvedeme, je logistický trend.

Tento trend ve tvaru symetrické S křivky (podle bodu inflexe) je vhodný

použ́ıt v př́ıpadě, že řada přirozených logaritmů hodnot yt má přibližně hy-

perbolický pr̊uběh. Parametry logistického trendu můžeme odhadnout in-

verzńı transformaćı, tedy převedeńım na modifikovaný exponenciálńı trend

nebo lze využ́ıt princip tzv. diferenčńıch odhad̊u parametr̊u, kdy nepra-

cujeme s hodnotami řady yt ale s řadou yt − yt−1. Inverzńı transformace

vypadá následovně:

1

Tt
=

1 + αβt

γ
=

1

γ
+
α

γ
βt = γ∗ + α∗βt.

Pro samotný výpočet odhad̊u parametr̊u se obecně sṕı̌se využ́ıvá vzorec 1.8, který
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vycháźı ze samotné metody nejmenš́ıch čtverc̊u a využ́ıvá designovou matici X.

β̂ = (XTX)−1XTy, (1.8)

Právě využit́ı tohoto vzorce je v praxi často jednodušš́ı, než dosazovat do vztah̊u

pro jednotlivé parametry, př́ıpadně v̊ubec tyto vztahy odvozovat, jak ukážeme na

př́ıkladu ńıže.

Př́ıklad 1. Uvažujme časovou řadu úrovně konzumace alkoholu v Polsku v le-

tech 1961 - 2014, kterou budeme cht́ıt proložit lineárńım trendem. Časová řada je

k nahlédnut́ı v tabulce na přiloženém CD. Vı́me, že máme 54 pozorováńı a vzhle-

dem k tomu, že budeme uvažovat lineárńı trend včetně absolutńıho členu β0,

máme celkově 2 parametry. Designová matice tedy vypadá takto:

X =


1 1
1 2
...

...
1 54


Součin matic XTX má podobu čtvercovou matici 2x2:

XTX =

(
54 1485

1485 53955

)

Inverźı XTX dostaneme:

(XTX)−1 =

(
0.076170 −0.002096
−0.002096 0.000762

)
(1.9)

Součinem transponované designové matice a vektoru pozorováńı y dostáváme:

XTy =

(
168.01
5754.44

)
(1.10)

Na závěr již stač́ı jen vynásobit mezi sebou matice 1.9 a 1.10 a dostáváme odhady

parametr̊u β̂.

β̂ = (XTX)−1XTy =

(
0.73359
0.08646

)
.
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Dá se ř́ıci, že při práci s jednoduchými trendy si uživatel v softwaru R vystač́ı

pouze s funkcemi pro lineárńı regresi lm, př́ıpadně pro zobecněnou lineárńı regresi

glm. Před samotnou praćı je však vhodné data na časovou řadu převést pomoćı

funkce ts. Pro samotné predikce pak může posloužit baĺıček forecast, ze kterého

lze pro predikci v lineárńıch modelech využ́ıt funkci forecast.lm.

1.1.2. Detekce změn v časových řadách

V řadě praktických aplikaćı analýzy časových řad si během analýzy ne-

muśıme vystačit pouze s jedńım trendem nebo modelem. Ba naopak je daleko

pravděpodobněǰśı, že se v čase parametry trendových funkćı měńı nebo docháźı

ke kompletńı změně trendu. Bylo by proto chybou zvolit na začátku analýzy

některou z trendových funkćı, př́ıpadně sestrojit odpov́ıdaj́ıćı model a předpo-

kládat, že tento model muśı odpov́ıdat realitě za deśıtky daľśıch pozorováńı. Pro

detekci časových změn v časové řadě máme v́ıce zp̊usob̊u. Můžeme využ́ıt po-

znatk̊u z intervenčńı analýzy, fluktuačńı testy (předevš́ım CUSUM a MOSUM

testy), významové testy nebo F testy založené na Chowových testech. My si zde

představ́ıme základy fluktuačńıch a F test̊u.

1. Fluktuačńı testy: Základńı myšlenka u obou test̊u je naprosto identická

a vycháźı z modelu lineárńı regrese 1.11.

yi = xT
i βi + ei i = 1, . . . , n, (1.11)

kde xi = (1, xi2 , . . . , xik)
T je vektor regresor̊u s rozměrem k × 1 a βi =

(β0, . . . , βk) je vektor regresńıch koeficient̊u s rozměrem k × 1. Rezidua,

která jsou nezávislá a stejně rozdělená, zde znač́ıme jako ei.

Nulovou hypotézou je, že máme soubor bez strukturálńıch změn oproti al-

ternativě, že v časové řadě docháźı ke strukturálńım změnám. Což můžeme

napsat ve tvaru 1.12.

H0 : βi = β0 ∀i = 1, . . . , n HA : ∃i, i = 1, . . . , n : βi 6= β0 (1.12)
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(a) CUSUM: Proces CUSUM je založen na kumulativńıch součtech stan-

dardizovaných rezidúı. Označme:

Wn(t) =
1

σ̂
√
η

k+btηc∑
i=k+1

ũi (0 ≤ t ≤ 1),

kde ũ znač́ı rekurzivńı rezidua 1.13, η = n−k znač́ı jejich počet a btηc

znač́ı celou část tη.

ũi =
yi − xT

i β̂
(i−1)√

1 + xT
i (X(i−1)TX(i−1))−1xi

(i = k + 1, . . . , n), (1.13)

kde vektor β(i−1) vyjadřuje odhad regresńıch parametr̊u z modelu, do

kterého zahrnujeme i− 1 prvńıch pozorováńı. Podobně matice X(i−1)

je matićı regresor̊u založených na všech pozorováńıch až do i-tého po-

zorováńı. V př́ıpadě platnosti nulové hypotézy maj́ı tato rezidua nulo-

vou středńı hodnotu a rozptyl σ2, jehož odhad je dán následovně:

σ̂2 =
1

n− k

n∑
i=k+1

(ũi − ũ)2,

kde n je počet pozorováńı a k znač́ı počet regresor̊u.

Za platnosti nulové hypotézyWn(t) konverguje ke standardńımu Brow-

novu pohybu Wt.

Wn(t)⇒ Wt

pro n→∞. Za předpokladu platnosti alternativńı hypotézy, tedy že exi-

stuje strukturálńı změna v nějakém bodě t0, tak maj́ı rekurzivńı rezi-

dua nulovou středńı hodnotu až do tohoto bodu a hodnoty CUSUM

procesu koĺısaj́ı okolo nuly. Po dosažeńı tohoto bodu se středńı hod-

nota rekurzivńıch rezidúı měńı a hodnota CUSUM procesu se vzdaluje

od nuly.

(b) MOSUM: Daľśım zp̊usobem jak detekovat změnu struktury je založen

na sledováńı změny sumy rezidúı. Výsledný empirický proces pak ne-

obsahuje součet všech rezidúı až do určitého zlomu t0, ale pouze součet
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zbytk̊u daný pevným počtem v datovém okně, jehož velikost je dána

parametrem š́ı̌rky pásma h ∈ (0, 1). MOSUM proces je definován jako:

Mn(t|h) =
1

σ̂
√
η

k+bNηtc+bηhc∑
i=k+bNηtc+1

ui (0 ≤ t ≤ 1− h),

kde Nη = (η − bηhc)/(1− h).

MOSUM proces lze vyjádřit také pomoćı Brownova pohybu jako:

Mn(t|h) = Wn

(
bNηtc+ bηhc

η

)
−Wn

(
bNηtc
η

)
. (1.14)

Z 1.14 lze vidět, že limituj́ıćım procesem pro proces MOSUM jsou

př́ır̊ustky Brownova pohybu. Stejně jako v př́ıpadě CUSUM procesu

MOSUM proces za platnosti alternativńı hypotézy MOSUM proces

fluktuuje okolo nuly a v př́ıpadě dosažeńı bodu t0, ve kterém docháźı

ke strukturálńı změně, se hodnoty MOSUM procesu od nuly odchýĺı.

2. F testy: Rozd́ılný př́ıstup oproti zmı́něným fluktuačńım test̊um je využit́ı

test̊u založených na F statistikách. T́ım nejpodstatněǰśım rozd́ılem je, že

oproti fluktuačńım test̊um, které reaguj́ı v podstatě na jakoukoliv struk-

turálńı změnu v souboru, jsou F testy konstruovány pouze k odhaleńı jed-

noho bodu zlomu. Myšlenku lze na základě modelu 1.11 zapsat následovně

βi =

{
βA (1 ≤ i ≤ i0),

βB (i0 < i < n)

kde i0 je bod změny v intervalu (k, n − k). Označeńı n a k koresponduje

s předchoźım, n vyjadřuje celkový počet pozorováńı a k označuje počet

vlastńıch regresor̊u. Prvńı test na základě F statistiky navrhl Chow, a to

tak, že v bodě i0 dojde k rozděleńı modelu na dva podmodely. F statistika

pak vypadá následovně

Fi0 =
ûT û− êT ê
êT ê/(n− 2k)

,
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kde ê = (ûA, ûB)T jsou residua z celkového modelu a û jsou rezidua z re-

striktivńıho modelu. Regresńı koeficienty z restriktivńıch model̊u jsou od-

hadovány zvlášt’. F statistika má za platnosti nulové hypotézy asympto-

ticky χ2
k rozděleńı. Fi0/k má pak přesné F rozděleńı s k a n − 2k stupni

volnosti. Nulovou hypotézu zamı́táme při vysokých hodnotách Fi0 . Velkou

nevýhodou
”
Chow - testu“ je fakt, že předem muśıme znát bod zlomu i0.

Přirozeným rozš́ı̌reńım myšlenky
”
Chow- testu“ je vypoč́ıtat F statistiky

pro všechny potenciálńı body zlomu nebo pro všechny potenciálńı body

zlomu v nějakém intervalu (i, i). Výpočtem hodnot jednotlivých Fi statistik

v intervalu k < i ≥ i ≥ i < n− k dostáváme časovou řadu F - statistik.

Źıskáńım časové řady F statistik jsme vlastně dostali proces, který po-

rovnáváme s určitými hranicemi a v př́ıpadě překročeńı těchto hranic zamı́táme

nulovou hypotézu. Hranice můžeme za platnosti nulové hypotézy konstru-

ovat tak, že asymptotická pravděpodobnost toho, že suprema (př́ıpadně

pr̊uměry) statistiky Fi pro (i ≥ i ≥ i) překroč́ı tuto hranici, je α.

Možnosti agregaćı jednotlivých statistik Fi do jedné je v́ıce. Nı́že jsou uve-

deny tři nejpouž́ıvaněǰśı, jenž byly zkonstruovány D. W. K. Andrewsem

a W. Plobergerem.

supF = sup
(i≤i≤i)

Fi,

aveF =
1

i− i+ 1

i∑
i=i

Fi,

expF = log

 1

i− i+ 1

i∑
i=i

exp(0.5 · Fi)

 .

Nulovou hypotézu zamı́táme při velkých hodnotách supF , aveF nebo expF .

Všechny z uvedených test̊u jsou v softwaru R implementovány do baĺıčku

strucchange, kde fluktuačńı testy můžeme provést pomoćı funkce efp. Pomoćı
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parametru
”
type“ voĺıme, pomoćı kterého procesu chceme test provést. Defaultně

je
”
type“ nastaven na

”
Rec-CUSUMb“, což je proces CUSUM, který jsme popsali

výše.

K provedeńı testu založeného na F statistikách slouž́ı funkce Fstats, ve

které mimo modelu, který chceme testovat, můžeme pomoćı parametr̊u
”
from“

a
”
to“ zadat, která pozorováńı chceme do F testu zahrnout. Ručńı zadáńı je

vhodné v př́ıpadě, kdy tuš́ıme, v jakém bodě by ke strukturálńım změnám mohlo

docházet. V př́ıpadě, že tyto parametry nezadáme, vezme R automaticky celou

časovou řadu. Pokud zadáváme parametry
”
from“ a

”
to“ ručně a použijeme data

ze začátku/konce časové řady, tak se př́ıkaz neprovede s t́ım, že parametry jsou

př́ılǐs bĺızko začátku/konci časové řady. Je tedy nutné několik prvńıch a posledńıch

dat z testu vyloučit.

1.2. Mı́ry vhodnosti modelu

Po sestaveńı samotného modelu, pomoćı kterého máme např́ıklad predi-

kovat budoućı hodnoty, muśıme ještě ověřit, zda je tento model v̊ubec vhodný.

U jednotlivých trend̊u jsme uvedli př́ıpady, kdy je na mı́stě tyto trendy využ́ıt.

V př́ıpadě, kdy však máme daleko složitěǰśı modely (což obvykle daleko lépe

odpov́ıdá realitě), tak vhodnost modelu ověřujeme až po odhadnut́ı parametr̊u

pomoćı r̊uzných interpolačńıch kriteríı. Zde si uvedeme základńı kritéria, která

pak budou použita při samotné analýze dat.
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1. Residuálńı součet čtverc̊u

Jednou z nejzákladněǰśıch charakteristik pro určeńı, zda jde o vhodný model

či nikoliv, je residuálńı součet čtverc̊u (RSČ). Obvykle jej označujeme jako

S2
e a je dán vztahem

S2
e =

n∑
t=1

(yt − ŷt)2,

kde yt znač́ı pozorováńı v čase t a ŷt znač́ı vyrovnané hodnoty. Obecně se

dá ř́ıci, že č́ım je menš́ı hodnota residuálńıho součtu čtverc̊u, t́ım lépe.

Po vyděleńı RSČ počtem pozorováńı dostáváme charakteristiku MSE -

mean square error neboli středńı čtvercovou chybu.

MSE =
S2
e

n

2. Index determinace

R2 =

∑n
t=1(ŷt − y)∑n
t=1(yt − y)

=
S2
M

S2
T

Pomoćı indexu determinace lze vyjádřit, kolik % variability vysvětlované

proměnné se nám podařilo modelem objasnit. Může nabývat hodnot od

0 do 1, přičemž č́ım vyšš́ı, t́ım lepš́ı. Problémem u obyčejného indexu

determinace je to, že pokud přidáme regresory nav́ıc, které mohou být

nadbytečné, tak automaticky zvyšuj́ı hodnotu R2. To jaká hodnota R2 je

dostačuj́ıćı, je vždy předmětem diskuze. Některé zdroje uvád́ı, že v tech-

nických a př́ırodńıch vědách je postačuj́ıćı hodnota 0, 6 a ve společenských

vědách stač́ı i méně. Já jsem ve své analýze bral za uspokojivou hodnotu

bral hodnotu větš́ı než 0, 7.

V softwaru R lze index determinace k př́ıslušnému regresńımu modelu zjistit

jednoduše př́ıkazem summary(model lin. regrese)$r.squared.
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3. Modifikovaný index determinace

Celkový počet parametr̊u zohledňuje modifikovaný index determinace, který

dává
”
spravedlivěǰśı“ výsledky, protože

”
penalizuje“ nadbytečné parametry.

Je definován jako

R2
adj = R2 − (1−R2)(p− 1)

n− p
,

kde n vyjadřuje celkový počet pozorováńı a p znač́ı počet parametr̊u v mo-

delu.

V softwaru R lze, stejně jako klasický index determinace, i modifikovaný

index determinace jednoduše
”
vytáhnout“ z př́ıslušné lineárńı regrese apli-

kaćı př́ıkazu summary. Pouze mı́sto $r.squared připoj́ıme $adj.r.squared.

V samotné analýze budu pracovat s oběma variantami. S modifikovaným

indexem determinace pak předevš́ım při srovnáńı výsledk̊u s joinpoint re-

greśı, kde v d̊usledku
”
lomeńı“ př́ımky v bodech zlomu docháźı k nár̊ustu

parametru.

4. F test kvality regrese

Uvažujme lineárńı model s absolutńım členem

yt = β0 + β1xt1 + · · ·+ βkxtk + et, t = 1, . . . , n, (1.15)

př́ıpadně bez absolutńıho členu

yt = β1xt1 + · · ·+ βkxtk + et, t = 1, . . . , n. (1.16)

Daľśı možnost́ı, jak ověřit že zvolený model 1.15, př́ıpadně 1.16 je vhodný,

je využ́ıt F test založený na testové statistice

F =

∑n
t=1(ŷt − y)2

p− 1∑n
t=1(yt − ŷt)2

n− p

,

kde p znač́ı celkový počet parametr̊u v modelu. V př́ıpadě, že uvažujeme

model 1.15 je p = k+ 1, a v př́ıpadě 1.16 je p = k. F statistika je dána jako

27



pod́ıl vysvětlené variability ku nevysvětlené variabilitě. Za platnosti nulové

hypotézy 1.17 má toto kritérium F rozděleńı s p−1 a n−p stupni volnosti.

H0 : β1 = · · · = βk = 0 vs. HA : ∃j : βj 6= 0 (1.17)

Nulová hypotéza nám vlastně ř́ıká, že regresory na vysvětlovanou proměnnou

nemaj́ı vliv a proto je model nevyhovuj́ıćı. Hypotézu zamı́tám, pokud je

F > Fp−1,n−p,α. Testové kritérium se dá využ́ıt i pro srovnáńı dvou a v́ıce

model̊u, kdy vhodněǰśı je vybrat ten, pro který je F statistika největš́ı.

5. Test nadbytečnosti regresor̊u

Uvažujme model

y = X1β1 + e1.

V př́ıpadě, že chceme otestovat, zda posledńıch q regresor̊u je nevýznamných,

využ́ıváme následuj́ıćı testovou statistiku:

F =
R2 −R2

r

1−R2

n− p
q

,

kde R2
r znač́ı index determinace modelu bez q posledńıch regresor̊u. F sta-

tistika má za platnosti nulové hypotézy 1.18 F rozděleńı s q a n− p stupni

volnosti. Nulovou hypotézu zamı́táme při vysokých hodnotách F statistiky.

H0 : βk−q+1 = · · · = βk = 0 (1.18)

Tento test lze využ́ıt pro jednoduché porovnáńı dvou model̊u, kde jeden

z nich je podmodelem druhého. Např́ıklad tedy k porovnáńı lineárńıho a

kvadratického trendu.

Čerpáno z [1],[2], [3], [5] a [8].
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2. Joinpoint regrese

Joinpoint regrese nebo také breakpoint regrese či segmented regression je

model, ve kterém závisle proměnnou vysvětlujeme za pomoćı lineárńı lomené

funkce. Tato lineárńı lomená funkce měńı svou směrnici v předem neznámých

bodech zlomu - tzv. breakpointech. Myšlenkou celé metody je naj́ıt právě tyto

body zvratu. Jak se uvád́ı v [4] značnou výhodou joinpoint regrese je jednoduchost

a snadná interpretace parametr̊u. Právě d́ıky snadné interpretaci parametr̊u lze

joinpoint regresi uplatnit na popis změn ve sledovaném trendu. Nav́ıc lze tuto

regresi využ́ıt i v př́ıpadě zobecněných lineárńıch model̊u jako např. loglineárńı

regrese nebo logistická regrese. V př́ıpadě, že chceme odhadnout podobu joinpoint

modelu, který má bod zlomu v nějakém předem neznámém bodu ψ, tedy bodu,

ve kterém se měńı směrnice z β1 na β2 = β1 + δ1, můžeme model zapsat pomoćı

2.1. U zobecněných lineárńıch model̊u je model ve tvaru 2.2.

E(Y ) = β0 + β1x+ δ1(x− ψ)+ (2.1)

g(E(Y )) = β0 + β1x+ δ1(x− ψ)+ (2.2)

Znaménko + znač́ı kladnou část a g() u zobecněných model̊u je tzv. linková

funkce. β0, β1 a δ1 jsou neznámé regresńı koeficienty. Tyto koeficienty odhadujeme

pomoćı metody maximálńı věrohodnosti. Odhad parametr̊u modelu je založen

na iteračńım postupu, ve kterém předpokládáme, že máme k dispozici nějaký

počátečńı odhad bodu zvratu, označme jej ψ̂0. Parametry modelu 2.1 pak můžeme

odhadnout pomoćı iteračńıch odhad̊u lineárńıho modelu 2.3

E(Y ) = β0 + β1x+ δ1(x− ψ̂0) + γI(x > ψ̂0), (2.3)

kde I(·) je identifikačńı funkce a γ je tzv. parametr nespojitosti, který měř́ı ne-

spojitost v bodu zlomu. Následně je pomoćı γ aktualizován odhad bodu zlomu

ψ̂0. V př́ıpadě, že algoritmus konverguje, tak výsledná regresńı funkce by měla

být spojitá, tj. γ ≈ 0. Situaci si můžeme ilustrovat na obrázku 5. Uvedený al-

goritmus má však i své nedostatky. Vzhledem k tomu, že věrohodnostńı funce

v joinpoint modelu neńı obecně konkávńı, algoritmus nemuśı nalézt jej́ı globálńı
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Obrázek 5: Model, pomoćı kterého je iteračně odhadována joinpoint regrese.
Zdroj: [4]

minimum. Daľśı nevýhodou je, že metoda v každém kroce pouze aproximuje

základńı model 2.1. To bohužel zp̊usobuje nesrovnalosti a problémy při odha-

dováńı parametr̊u. Může nastat i situace, kdy algoritmus v̊ubec nekonverguje.

Obvykle zmı́něná situace nastává v př́ıpadě, kdy algoritmus dojde do fáze, kdy

alternuje mezi dvěma hodnotami. Je proto vhodné zkusit algoritmus spustit pro

v́ıce počátečńıch odhad̊u ψ̂0 a pokud obdrž́ıme r̊uzné odhady parametr̊u, pak

pouze vybrat dle vlastńıho uvážeńı tu nejlepš́ı možnou alternativu.

V softwaru R se této problematice věnuje knihovna segmented. A právě

stejnojmenná funkce v rámci této knihovny pracuje s výše uvedeným algoritmem.

Knihovna však neobsahuje funkce pro odhad bod̊u zlomu. Pro tuto problematiku

můžeme zvolit knihovnu strucchange a funkci breakpoints.

Čerpáno z [4]
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3. Korelačńı analýza

V praktických př́ıkladech se mnohdy setkáváme se situaćı, kdy jedna z pro-

měnných je závislá na jiných proměnných. V takovém př́ıpadě je dobré nějakým

zp̊usobem tuto závislost č́ıselně vyjádřit. Jedńım z nejzákladněǰśıch př́ıstup̊u,

který se zabývá lineárńım vztahem mezi dvěma náhodnými veličinami, je ko-

relačńı analýza.

3.1. Korelačńı koeficient

Pojem korelace v neǰsirš́ım možném slova smyslu označuje vztah neboli

asociaci mezi dvěma proměnnými. Přitom jde o vztah vzájemný, kdy ani o jedné

z veličin nemůžeme ř́ıct, že je závislá a druhá nezávislá. V praxi může j́ıt např́ıklad

o závislost mezi dobou využ́ıváńı elektrospotřebiče a náklady na spotřebu elektřiny

při jeho použ́ıváńı.

Korelačńı koeficient, který vyjadřuje śılu lineárńıho vztahu mezi náhodnými

veličinami X a Y definujeme jako

ρX,Y =
cov(X, Y )√

var(X) · var(Y )
. (3.1)

ρX,Y může nabývat hodnot od −1 do 1. Pokud ρ > 0, tak jde o tzv. pozitivńı

korelaci, a pokud je ρ < 0, tak jde o negativńı korelaci. Pokud je ρ = 0, tak jsou

veličiny nekorelované. Pro korelačńı koeficient mimo jiné plat́ı, že

ρX,Y = ρY,X ,

ρX,X = 1.

Při práci s daty však muśıme využ́ıt výběrovou obdobu korelačńıho koeficientu,

který je protěǰskem toho teoretického 3.1. Výběrový korelačńı koeficient má násle-

duj́ıćı vyjádřeńı:

RX,Y =
SX,Y√
S2
XS

2
Y

, (3.2)
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kde

S2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

je výběrový rozptyl a

SX,Y =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )

je výběrová kovariance.Vyobrazeńı jednotlivých typ̊u korelaćı můžeme vidět na

obrázku č. 6 a 7.

Korelačńı koeficient má však svá úskaĺı. Jednak slouž́ı pouze pro popis

lineárńıho typu závislosti, což může být mnohdy omezuj́ıćı a v př́ıpadě jiného

Obrázek 6: Negativně a pozitivně korelovaná data

Obrázek 7: Nekorelovaná data
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typu závislosti může dávat hodnoty, které nevystihuj́ı śılu této závislosti. Nav́ıc

v př́ıpadě jeho použit́ı mnohdy nebere ohled na to, že proměnné, mezi kterými

korelačńı koeficient poč́ıtáme, mohou být ovlivněny nějakým třet́ım, exterńım fak-

torem. Daľśı nepř́ıjemnost́ı, kterou se budu dále zabývat v́ıce v praktické části,

je velmi nutná opatrnost na to, s jakými daty pracujeme. Problém totiž mohou

zp̊usobit také odlehlé hodnoty nebo situace, kdy jsou data složena z nějakých

podskupin nebo shluk̊u.

3.2. Korelačńı matice

V př́ıpadě, že máme k dispozici náhodný vektor X = (X1, . . . , Xp), tak

jednotlivé korelačńı koeficienty mezi dvěma proměnnými lze seskupit do tzv. ko-

relačńı matice cor(X).

cor(X) = (ρXi,Xj)
p
i,j=1.

V př́ıpadě práce s daty opět využ́ıváme výběrovou korelačńı matici Rx, která

vycháźı z výběrového korelačńıho koeficientu.

Rx = (Rij)
p
i,j=1 =

(
Sij√
SiiSjj

)2

i,j=1

,

kde indexy i odpov́ıdaj́ı řádk̊um matice a indexy j jej́ıch sloupc̊um. Celkový počet

náhodných veličin je označen jako p. Z vlastnosti korelačńıho koeficientu je jasné,

že jde o symetrickou matici, která má na diagonále 1 a mimo diagonálu jednotlivé

korelačńı koeficienty.

Grafické vyobrazeńı korelačńı matice pak nazýváme korelačńı mapou. Využ́ıt

korelačńı mapu je vhodné při větš́ıch souborech, kdy lze lehce barvami odlǐsit

hodnoty korelačńıch koeficient̊u a na prvńı pohled je pak zřejmé, jakých hodnot

přibližně korelačńı koeficient dosahuje.

Práce s korelacemi v softwaru R je opět poměrně jednoduchá záležitost.

Korelačńı koeficient, potažmo korelačńı matici, lze źıskat aplikaćı př́ıkazu cor na

data, ze kterých chceme tyto charakteristiky poč́ıtat. Pro vizualizaci korelačńıch
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matic lze v softwaru využ́ıt baĺıček corrplot. K dispozici je spousta typ̊u vizua-

lizaćı, které lze využ́ıt a uživatel tak má možnost přizp̊usobit si korelačńı mapu

i z hlediska designu. Pro proložeńı dat př́ımkou lze využ́ıt bodových graf̊u, které

můžeme źıskat pomoćı funkce plot nebo qplot v rámci knihovny ggplot2.

Čerpáno z [9].
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4. Lokálńı regrese

Lokálńı regrese, někdy taky lokálńı polynomická regrese, je jedńım z ne-

parametrických př́ıstup̊u k vyrovnáńı dat, tedy k vysvětleńı závislosti středńı

hodnoty vysvětlované proměnné na hodnotách vysvětluj́ıćı proměnné (na regreso-

rech). Neparametrické př́ıstupy dopředu nepředpokládaj́ı žádný předpis regresńı

funkce jako je tomu u klasické regrese. Proto výsledkem nejsou odhady jednot-

livých parametr̊u a taktéž nelze využ́ıt testováńı parametrických hypotéz. Na

druhou stranu vzhledem k absenci předem známého parametrického modelu je

možné vyhnout se jeho špatné specifikaci a následným odchylkám modelu od

reality. Lokálńı regrese je tak velice flexibilńım př́ıstupem k vyrovnáváńı dat.

Lokálńı regrese vycháźı z metody vážených nejmenš́ıch čtverc̊u, přičemž

váhy jsou specifikovány pomoćı tzv. jádrové funkce.

Zvolme si bod x0. Normovaná vzdálenost bodu x0 od bodu x je dána jako:

d =
x− x0
h

,

kde parametr h > 0 je š́ı̌rka okna (v angl. terminologii se použ́ıvá výraz bandwi-

dth) a jeho hodnota je dána naš́ı volbou. K(d) označuje hodnotu jádrové funkce

v bodě d. Požadujeme, aby jádrová funkce splňovala tyto vlastnosti:

1. K(d) ≥ 0, pro ∀d ∈ R,

2. K(−d) = K(d), pro ∀d ∈ R,

3. K(d) je nerostoućı pro d ≥ 0.

Jádrová funkce zajǐst’uje, že nejvyšš́ı váha je přǐrazena bod̊um, které jsou

bližš́ı bodu x0 a naopak vzdáleněǰśım bod̊um přǐrazuje váhu nižš́ı. Výsledný od-

had regresńı funkce však neńı př́ılǐs ovlivněný volbou jádrové funkce. Nejčastěji

využ́ıvané jádrové funkce jsou:

1. Gaussova jádrová funkce:

K(d) =
1√
2π
e
−
x2

2 .
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2. Trikubická jádrová funkce:

K(d) =

{
(1− |z|3)3 (|d| < 1),

0 (|d| ≥ 1).

3. Obdélńıková jádrová funkce:

K(d) =

{
1 (|d| < 1),

0 (|d| ≥ 1).

Parametr h můžeme volit dvoj́ım zp̊usobem. Bud’to jej voĺıme dle vzdálenosti

bodu x od bodu x0 a to tak, že pokud |x − x0| ≥ h, tak bude bodu x přǐrazena

nulová váha. Nebo lze parametr h volit nezávisle na hodnotě x0 tak, aby se v okoĺı

bodu x0 vyskytoval pevný počet bod̊u l z celkového počtu pozorováńı n.

Předpokládejme, že pro náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)T plat́ı:

Yi = f(xi) + εi,

kde ε = (ε1, . . . , εn)T , ε ∼ Nn(0, σ2In) a funkce f : R → R je hladká funkce

regresor̊u. Dı́ky předpokladu o hladkosti regresńı funkce f lze pro body xi z okoĺı

bodu x0 využ́ıt aproximaci funkce f polynomem:

Yi = f(xi) + εi = α0 + α1(xi − x0) + · · ·+ αk(xi − x0)k + Ei = Qk(xi − x0) + Ei,

kde v obecném př́ıpadě nemuśı platit, že εi = Ei. Polynom Qk, se kterým pracu-

jeme na okoĺı bodu x0, nazýváme lokálńım polynomem.

Vektor parametr̊u lokálńıho polynomu α = (α0, . . . , αk)
T ∈ Rk+1 odha-

dujeme pomoćı vážené metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Necht’ a = (a0, . . . , ak)
T je

odhad vektoru α a hodnota š́ı̌rky okna h je nezávislá na x0. Potom

a = min
α∈Rk+1

n∑
i=1

K

(
xi − x0
h

)
E2
i ,

kde váhy K(·) udává jádrová funkce.
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Ukažme si odhad parametr̊u pro nejjednodušš́ı lokálńı polynom, tedy lokálńı

př́ımku. Poč́ıtáme tedy s k = 1. Vektor odhadnutých parametr̊u bude mı́t podobu:

a = (a1, a2)
T .

Matice vah Kx0 , kde index x0 znamená př́ıslušnost dané hodnotě x0, je diagonálńı

o rozměru n× n s prvky:

kii = K

(
xi − x0
h

)
.

A matice regresor̊u je dána jako:

X =

 1 (x1 − x0)
...

...
1 (xn − x0)

 .

Odhad vektoru a je źıskán pomoćı vážené metody nejmenš́ıch čtverc̊u,

můžeme tedy psát:

XTKx0Xa = XTKx0Y .

Za předpokladu regularity a invertovatelnosti matice XTKx0X plat́ı:

a = (XTKx0X)−1XTKx0Y .

Vyrovnanou hodnotu v bodě x0 dostaneme následnou lineárńı kombinaćı

ŷ(x0) = uT
1 (XTKx0X)−1XTKx0Y ,

kde uT
1 = (1, 0) ∈ R2. Zopakováńım postupu pro r̊uzné hodnoty x0 dostáváme

vektor vyrovnaných hodnot. Za hodnoty x0 dosazujeme hodnoty regresor̊u (xi).

Algoritmus poč́ıtá vyrovnané hodnoty v bodech xi. Pro zakresleńı výsledné

regresńı křivky tyto body spoj́ıme úsečkami. V literatuře lze takto źıskanou křivku

naj́ıt pod termı́nem loess. Termı́n také odpov́ıdá funkci v softwaru R, pomoćı

kterého lze lokálńı regresi provést.

Čerpáno z [7] a [10].
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Část II

Praktická část

V praktické části se zabývám, jak již samotný název práce napov́ıdá, analý-

zou konzumace alkoholu v České republice a sousedńıch zemı́ch, tedy na Sloven-

sku, v Rakousku, v Německu a v Polsku. V analýze jsem se zaměřil jak na trendy

konzumace v jednotlivých zemı́ch nebo změny úrovńı konzumace v pr̊uběhu let,

tak na závislosti konzumace alkoholu mezi jednotlivými státy a změnu těchto

závislost́ı v čase.

5. Použitá data

Data, která budeme analyzovat, pocházej́ı z úložǐstě dat Světové zdravot-

nické organizace (dále jen WHO). Každý z dataset̊u se skládá ze 4 sloupc̊u -

úroveň konzumace piva, v́ına, tvrdého alkoholu a celkové spotřeby alkoholických

nápoj̊u. Spotřeba je uváděna v litrech čistého alkoholu na osobu starš́ı 15 let za

rok. V litrech čistého alkoholu na osobu starš́ı 15 let jsou data uváděna předevš́ım

kv̊uli srovnatelnosti jednotlivých složek. Pokud bychom nebrali ohled na přepočet

% alkoholu na čistý alkohol, pak bychom se u v́ına a piva dostali ke značnému ne-

poměru oproti tvrdému alkoholu. Uvažujme př́ıklad, kdy 10◦ pivo má v pr̊uměru

asi 4 % alkoholu a běžný tvrdý alkohol 37,5%. Při konzumaci 0,5l 10◦ piva tak

spotřebujeme 20 ml čistého alkoholu, kdežto u 0,5l čiré vodky se dostáváme na

187,5 ml. Na stejnou úroveň spotřeby 100% alkoholu při vypit́ı takové vodky se

dostaneme až po vypit́ı 9,375
”
p̊ul-litr̊u“ piva. Časové řady konzumace alkoholu

zač́ınaj́ı v roce 1961 a aktuálně konč́ı rokem 2014. Máme tedy k dispozici celkem

54 pozorováńı v každé složce z jednotlivých zemı́.

Nejednoho čtenáře by mohlo překvapit, že data v letech 1961 - 1992 jsou

rozdělena na Českou republiku a Slovensko i přes fakt, že v letech 1945 - 1992

tvořily tyto dva státy jeden. Právě z d̊uvodu vývoje politických hranic jsou data

konstruována sṕı̌se geograficky.
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5.1. Metodologie dat

Ačkoliv by si zřejmě každý pod úrovńı konzumace alkoholických látek před-

stavil množstv́ı alkoholu, které obyvatelstvo dané země skutečně spotřebuje, tak

v př́ıpadě našich dat tomu tak neńı. Bylo by velmi obt́ıžné sledovat, zda se za-

koupený sud piva skutečně vypil nebo je někde skladován. Proto zde úroveň

konzumace (UK) alkoholu nab́ırá sṕı̌se ekonomického charakteru a je definována

následovně:

UK = Výroba + (Export - Import) - změna stavu zásob u výrobc̊u

Takto vypočtená celková úroveň konzumace se pak přepoč́ıtá na osoby starš́ı 15

let pomoci tzv. středńıho stavu obyvatelstva1.

5.2. Náhled na data

Vzhledem k tomu, že tabulky s daty pro jednotlivé státy jsou poměrně velké,

ukážeme zde pouze data pro Českou republiku (viz tabulka 1). Tabulky s daty

pro ostatńı státy jsou vloženy k nahlédnut́ı v př́ılohách.

Často je mnohem efektivněǰśı nahĺıžet na data v grafu mı́sto tabulky. Může-

me tak pouhým okem bez větš́ı znalosti problematiky zjistit, jakým směrem se

časová řada ub́ırá, jaké jsou maximálńı/minimálńı hodnoty nebo jaké jsou zlo-

mové okamžiky. Nı́že jsou postupně v grafech vyobrazeny všechny časové řady,

se kterými jsem pracoval. Z d̊uvodu úspornosti jsou všechny složky konzumace

vyobrazeny v jednom grafu. Grafy pro jednotlivé spotřeby jsou k nahlédnut́ı

v př́ılohách. Pro zaj́ımavost pak uvád́ım obrázek 13, kde můžeme vidět kolik %

celkové spotřeby tvoř́ı spotřeba jednotlivých složek.

1viz https://www.czso.cz/csu/czso/pocet_obyvatel_m
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Rok Pivo Vı́no Tvrdý Celkem Rok Pivo Vı́no Tvrdý Celkem
1961 5.65 2.00 1.35 9.00 1988 6.71 1.85 4.28 12.84
1962 5.87 1.81 1.44 9.12 1989 6.75 1.95 4.31 13.01
1963 6.15 1.58 1.33 9.06 1990 6.71 2.07 4.20 12.98
1964 6.10 1.99 1.27 9.36 1991 7.42 2.06 4.04 13.52
1965 6.52 2.25 1.41 10.18 1992 8.19 2.07 4.02 14.28
1966 6.76 2.07 1.66 10.49 1993 7.65 2.10 3.99 13.74
1967 6.81 1.97 1.86 10.64 1994 7.76 2.10 3.96 13.82
1968 6.62 1.69 2.30 10.61 1995 7.71 2.08 3.93 13.72
1969 6.77 1.85 2.80 11.42 1996 7.68 2.12 4.15 13.95
1970 6.86 2.04 3.00 11.90 1997 7.85 2.13 4.37 14.35
1971 7.10 2.12 2.35 11.57 1998 7.78 2.13 4.35 14.26
1972 7.57 2.04 3.05 12.66 1999 7.78 2.16 4.45 14.39
1973 7.54 2.04 3.37 12.95 2000 7.48 1.83 3.91 13.22
1974 7.46 2.16 3.49 13.11 2001 7.59 1.84 3.94 13.37
1975 7.31 2.31 3.71 13.33 2002 7.64 1.86 3.97 13.47
1976 7.41 2.34 3.87 13.62 2003 7.56 1.88 3.58 13.02
1977 7.24 2.45 4.51 14.20 2004 7.67 1.91 3.66 13.24
1978 7.46 2.50 4.68 14.64 2005 7.39 2.20 3.60 13.19
1979 6.73 2.22 4.22 13.17 2006 7.03 2.30 3.70 13.03
1980 7.16 2.23 4.60 13.99 2007 7.03 2.50 3.90 13.43
1981 7.22 2.30 4.71 14.23 2008 7.15 2.40 3.70 13.25
1982 7.34 2.11 4.67 14.12 2009 7.03 2.40 3.80 13.23
1983 7.68 2.11 4.35 14.14 2010 6.79 2.60 3.30 12.69
1984 7.75 2.24 4.30 14.29 2011 6.65 2.56 3.22 12.43
1985 7.33 2.30 4.61 14.24 2012 6.96 2.62 3.14 12.72
1986 6.82 1.76 4.43 13.01 2013 6.90 2.49 3.05 12.44
1987 6.93 1.96 4.31 13.20 2014 6.93 2.60 3.16 12.69

Tabulka 1: konzumace alkoholu v litrech čistého alkoholu na osobu starš́ı 15 let
v ČR v letech 1961 - 2014
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Obrázek 8: Konzumace alkoholu v ČR v letech 1961 - 2014
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Obrázek 9: Konzumace alkoholu v Německu v letech 1961 - 2014
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Obrázek 10: Konzumace alkoholu v SR v letech 1961 - 2014
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Obrázek 11: Konzumace alkoholu v Rakousku v letech 1961 - 2014
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Obrázek 12: Konzumace alkoholu v Polsku v letech 1961 - 2014
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Obrázek 13: Procentuálńı zastoupeńı konzumace piva, v́ına a tvrdého alkoholu
v České republice v letech 1961 - 2014
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6. Analýza dat

V této kapitole se již zaměř́ıme na samotnou analýzu dat. Vzhledem k četnosti

některých graf̊u budu do textu vyb́ırat pouze nejzaj́ımavěǰśı reprezentativńı vzorky.

Ostatńı grafy jsou umı́stěny na přiloženém CD k nahlédnut́ı.

6.1. Č́ıselné charakteristiky

Pro samotnou analýzu časových řad jsou podstatné i jej́ı č́ıselné charakteris-

tiky. Mezi základńı č́ıselné charakteristiky můžeme zařadit minimum, maximum,

medián, horńı a dolńı kvartil nebo třeba rozptyl a směrodatnou odchylku. Mı́sto

toho, abychom všechny tyto údaje vypisovali do zvláštńıch tabulek, zvolil jsem

př́ıstup pomoćı krabicových graf̊u - boxplot̊u, ve kterých jsou tyto údaje zřetelné

na prvńı pohled. Alespoň tedy orientačně. Nı́že uvád́ım tabulky a boxploty pro

konzumaci alkoholu v ČR a na Slovensku. Ostatńı boxploty a tabulky s č́ıselnými

charakteristikami jsou dostupné na přiloženém CD.
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Obrázek 14: Boxploty konzumace alkoholu v ČR v letech 1961 - 2014
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Česká republika

Pivo Vı́no Tvrdý alkohol Celkem
Minimum 5.65 1.58 1.27 9.00
Maximum 8.19 2.62 4.74 14.64
Pr̊uměr 7.15 2.13 3.54 12.82
Medián 7.19 2.11 3.86 13.20

Horńı kvartil 7.57 2.30 4.29 12.66
Dolńı kvartil 6.79 1.97 3.14 13.82

Rozptyl 0.28 0.06 0.97 2.15

Tabulka 2: Tabulka základńıch č́ıselných charakteristik dat konzumace alkoholu
v ČR v letech 1961 - 2014
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Obrázek 15: Boxploty konzumace alkoholu na Slovensku v letech 1961 - 2014

6.2. Proložeńı dat trendovými funkcemi

Jak již bylo uvedeno v teoretické části, základńım př́ıstupem v analýze

časových řad je snaha odhadnout jej́ı trendovou složku pomoćı matematických

křivek. Ze základńıch křivek, které jsme si uvedli, jsem daty zkusil proložit lineárńı,

kvadratický a jednoduchý exponenciálńı trend. Na základě charakteristik pro

vhodnost modelu jsem zde vybral ty nejvhodněǰśı modely jednotlivých spotřeb
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Slovenská republika

Pivo Vı́no Tvrdý alkohol Celkem
Minimum 3.30 1.33 1.34 9.28
Maximum 8.32 2.99 5.54 15.20
Pr̊uměr 5.94 2.16 3.96 12.17
Medián 6.09 2.20 4.29 12.34

Horńı kvartil 6.93 2.46 4.62 13.55
Dolńı kvartil 4.49 1.79 3.54 10.65

Rozptyl 2.22 0.18 1.25 2.96

Tabulka 3: Tabulka základńıch č́ıselných charakteristik dat konzumace alkoholu
na Slovensku v letech 1961 - 2014

v jednotlivých zemı́ch. Grafy a tabulky k proložeńı dat jednotlivými trendy, které

nejsou uvedeny př́ımo v textu práce jsou dostupné na přiloženém CD.

6.2.1. Lineárńı trend

Už na začátku samotné analýzy se dalo očekávat, že lineárńı trend rea-

litě př́ılǐs odpov́ıdat nebude. Přesto se dá ř́ıci, že vzhledem ke své jednodu-

chosti v určitých př́ıpadech dosáhl hezkých výsledk̊u. Dle jednotlivých měr vhod-

nosti modelu lze lineárńı trend akceptovat u vývoje konzumace piva v Polsku.

Proložeńı dat lineárńım trendem spolu s mı́rami vhodnosti modelu můžeme vidět

na obrázku 16 a v tabulce 4.

Mı́ry vhodnosti lineárńıho trendu při proložeńı dat
spotřeby piva v Polsku

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

38.36 0.7188 0.7134 132.9 on 1 and 52 DF

Tabulka 4: Mı́ry vhodnosti lineárńıho trendu při proložeńı dat spotřeby piva
v Polsku

Za zmı́nku u lineárńıho trendu ještě stoj́ı výsledky proložeńı dat spotřeby

piva na Slovensku a tvrdého alkoholu v Německu, kdy index determinace do-

sahuje hodnot 0.6167 respektive 0.6103. Zejména u spotřeby tvrdého alkoholu

v Německu by se při odř́ıznut́ı starš́ıch dat dalo o užit́ı lineárńıho trendu uvažovat.

Proložeńı dat je k viděńı na obrázku 17 a 18. Souhrnné tabulky a grafy jsou k dis-

pozici na přiloženém CD.
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Obrázek 16: Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 lineárńım
trendem
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Obrázek 17: Proložeńı dat spotřeby piva na Slovensku v letech 1961 - 2014
lineárńım trendem

6.2.2. Kvadratický trend

V př́ıpadě kvadratického trendu se dá ř́ıci, že předčil má očekáváńı. I přes

to, že jde stále o poměrně jednoduchý model, tak index determinace dosáhl v 6

př́ıpadech nad hodnotu 0,8. Mimo proložeńı dat celkové spotřeby v České re-
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Obrázek 18: Proložeńı dat spotřeby tvrdého alkoholu v Německu v letech 1961 -
2014 lineárńım trendem

publice (obr. 19 + tab. 5) a Německu (obr. 20 + tab. 6) a konzumace tvrdého

alkoholu v České republice (obr. 19 + tab. 5) a Slovensku (obr. 21 + tab. 7),

dosahuje index determinace vysokých hodnot při proložeńı dat spotřeby piva na

Slovensku (obr. 21 + tab. 7), Německu (obr. 20 + tab. 6) a předevš́ım pak v Pol-

sku, kde již má smysl vzhledem k výsledk̊um z proložeńı dat lineárńım trendem

přistoupit k porovnáńı obou model̊u.

Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu ČR

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Celkem 19.28 0.8311 0.8244 125.4 on 2 and 51 DF
Tvrdý alkohol 6.6918 0.8692 0.8641 169.5 on 2 and 51 DF

Tabulka 5: Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu při proložeńı dat celkové kon-
zumace a konzumace tvrdého alkoholu v ČR v letech 1961 - 2014

Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu Německo

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Celkem 47.31 0.7529 0.7432 77.7 on 2 and 51 DF
Pivo 13.16 0.8263 0.8194 121.3 on 2 and 51 DF

Tabulka 6: Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu při proložeńı dat konzumace
piva a celkové konzumace v Německu v letech 1961 - 2014
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Obrázek 19: Proložeńı dat celkové konzumace alkoholu a konzumace tvrdého
alkoholu v ČR v letech 1961 - 2014 kvadratickým trendem
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Obrázek 20: Proložeńı dat celkové konzumace alkoholu a konzumace piva
v Německu v letech 1961 - 2014 kvadratickým trendem
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Obrázek 21: Proložeńı dat celkové konzumace piva a tvrdého alkoholu na Sloven-
sku v letech 1961 - 2014 kvadratickým trendem

Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu Slovensko

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Tvrdý alkohol 8.54 0.8711 0.866 172.3 on 2 and 51 DF
Pivo 16.05 0.8639 0.8585 161.8 on 2 and 51 DF

Tabulka 7: Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu při proložeńı dat konzumace
piva a tvrdého alkoholu na Slovensku v letech 1961 - 2014

Porovnáńı lineárńıho a kvadratického trendu při proložeńı dat spotřeby

piva v Polsku v letech 1961 - 2014:

Porovnáváme následuj́ıćı modely:

yt = 0.733592 + 0.086462xt,

yt = 2.454132− 0.097882xt + 0.003352x2t .

Již při prvńım pohledu na tabulky s jednotlivými mı́rami pro vhodnost modelu

(tedy tabulky 4 a 8) je jasné, že kvadratický trend se daleko lépe přizp̊usobil

dat̊um, č́ımž dosahuje i nižš́ı hodnoty residuálńıho součtu čtverc̊u. Vzhledem
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k tomu, že kvadratický trend má v́ıce parametr̊u, tedy přesněji o jeden para-

metr v́ıc než trend lineárńı, je třeba uvážit sṕı̌se hodnoty modifikovaného indexu

determinace. I přes penalizaci za vyšš́ı počet parametr̊u je však hodnota modifi-

kovaného indexu determinace u kvadratického trendu vyšš́ı.

Ještě než prohláśıme kvadratický trend za lepš́ı, tak můžeme provést test

nadbytečnosti regresor̊u. Předpokládejme tedy následuj́ıćı nulovou hypotézu pro

model s kvadratickým trendem:

H0 : β2 = 0 vs. HA : β2 6= 0. (6.1)

Dosazeńım jednotlivých index̊u determinace do testovaćı statistiky 5 dostáváme:

F =
(0.9285− 0.7188)

(1− 0.9285)

54− 3

1
= 51 · 0.2097

0.0715
= 149.5762.

Vzhledem k tomu, že:

Fq,n−p,1−α = F1,51,0.95 = 4.030393,

tak při porovnáńı s hodnotou F statistiky docháźıme k závěru, že nulovou hy-

potézu zamı́táme. Testem jsme potvrdili, že kvadratický trend nemá žádné nad-

bytečné regresory a můžeme jej tedy prohlásit za kvalitněǰśı než trend lineárńı.

Samozřejmě pouze v rámci konzumace piva v Polsku v letech 1961 - 2014.

Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu při proložeńı dat
spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

9.75 0.9285 0.9257 331.2 on 2 and 51 DF

Tabulka 8: Mı́ry vhodnosti kvadratického trendu při dat spotřeby piva v Polsku
v letech 1961 - 2014

6.2.3. Exponenciálńı trend

Stejně jako v př́ıpadě lineárńıho trendu se u proložeńı dat exponenciálńım

trendem nedá hovořit o modelech s dobrými výsledky. Jediným světlým bodem

může být proložeńı dat o spotřebě piva na Slovensku, které můžeme vidět na
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Obrázek 22: Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 kvadra-
tickým trendem

obrázku 23. Pomoćı exponenciálńıho trendu se nám podařilo vysvětlit 75,33 % va-

riability v datech, což je lepš́ı výsledek než u trendu lineárńıho. Ostatńı proložeńı

dat exponenciálńı křivkou jsou opět spolu s tabulkami charakteristik dostupné

na přiloženém CD.

Mı́ry vhodnosti exponenciálńıho trendu při proložeńı dat
spotřeby piva na Slovensku v letech 1961 - 2014

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

57.135 0.7533 0.7486 158.8547 on 1 and 52 DF

Tabulka 9: Mı́ry vhodnosti exponenciálńıho trendu při dat spotřeby piva na Slo-
vensku v letech 1961 - 2014

6.3. Proložeńı dat joinpoint regreśı

Joinpoint regrese je velice flexibilńı metodou, proto neńı divu, že výsledky

proložeńı dat joinpoint regreśı dávaly zdaleka nejlepš́ı výsledky co se našich cha-

rakteristik týče. Problematickým krokem u joinpoint regrese může být určeńı

vhodných bod̊u zlomu a př́ıpadně jejich počtu.
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Obrázek 23: Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 expo-
nenciálńım trendem

V textu samotné práce jsem se rozhodl zahrnout proložeńı dat joinpoint re-

greśı pro konzumaci piva v Polsku vzhledem k tomu, jaké výsledky mělo proložeńı

dat jednotlivými trendovými funkcemi. Dále jsem zahrnul proložeńı dat spotřeby

tvrdého alkoholu v České republice. Proložeńı ostatńıch dat je spolu s tabulkami

charakteristik k nahlédnut́ı na přiloženém CD.

Jak již bylo zmı́něno na konci teoretické kapitoly o joinpoint regresi, tak

počet a odhad bod̊u zlomu lze v softwaru R źıskat pomoćı funkce breakpoints.

Aplikaćı funkce na lineárńı model dostáváme odhady bod̊u zlomu. Aplikoval jsem

tedy funkci na lineárńı trendovou funkci, kterou jsem prokládal data o spotřebě

piva v Polsku. Výsledkem byly odhady bod̊u zlomu v 13., 24., 32., a 45. pozo-

rováńı, což odpov́ıdá postupně rok̊um 1973, 1984, 1992 a 2005. Výsledné proložeńı

dat můžeme vidět na obrázku 24 a jednotlivé charakteristiky vhodnosti modelu

v tabulce 10.
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Obrázek 24: Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 joinpoint
regreśı se 4 body zlomu

Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 4 body zlomu
při proložeńı dat konzumace piva v Polsku v letech 1961 -
2014

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Pivo 0.8891 0.9935 0.9921 747.2479 on 9 and 44 DF

Tabulka 10: Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 4 body zlomu při
proložeńı dat konzumace piva v Polsku v letech 1961 - 2014

Jednotlivé odhady regresńıch koeficient̊u pak můžeme vidět na obrázku 25,

který je výstupem ze softwaru R. Veličiny U1.VektorT - U4.VektorT znázorňuj́ı

změnu směrnice oproti předchoźımu stavu.

Výsledný model má celkově 10 parametr̊u. To je i přes tak výborné cha-

rakteristiky vhodnosti modelu docela veliký počet. Zkusil jsem proto tento počet

parametr̊u omezit t́ım, že jsem zvolil pouze 2 odhady bod̊u zlomu, č́ımž se počet

parametr̊u zredukuje na 6. Nejdř́ıve jsem vyšel z odhad̊u prvńıch dvou bod̊u

zlomů, tedy zlomy v pozorováńı č. 13 a 24 a poté jsem zkusil vyj́ıt pouze s po-

sledńıch dvou odhad̊u, tedy v pozorováńı č. 32 a 45. Výsledky vid́ıme na obrázćıch
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Obrázek 25: Odhady regresńıch koeficient̊u joinpoint regrese se 4 body zlomu při
proložeńı dat o spotřeba piva v Polsku v letech 1961 - 2014

26 a 27 a v tabulce 11.

1
2

3
4

5
6

7
8

Čas[roky]

l 1
00

%
 a

lk
oh

ol
u/

os
ob

a

19
61

19
71

19
81

19
91

20
01

20
11

Obrázek 26: Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 joinpoint
regreśı se 2 body zlomu na začátku řady
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Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 2 body zlomu při
proložeńı dat konzumace piva v Polsku v letech 1961 - 2014

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Body zlomu - konec řady 2.8925 0.9788 0.9766 672.5231 on 5 and 48 DF
Body zlomu - začátek řady 2.7080 0.9801 0.9781 472.8121 on 5 and 48 DF

Tabulka 11: Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 2 body zlomu při
proložeńı dat konzumace piva v Polsku v letech 1961 - 2014
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Obrázek 27: Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 joinpoint
regreśı se 2 body zlomu v druhé polovině řady

Dá se ř́ıci, že z hlediska charakteristik jsou na tom oba modely s dvěma

body zlomu obdobně. Pokud se však zaměř́ıme na posouzeńı modelu z hlediska

možných predikćı, tak i z grafu lze vidět, že pokud voĺıme body zlomu na začátku

časové řady, tak konec již neńı tak flexibilńı a uchyluje se jiným směrem než

samotný vývoj dat. Z tohoto hlediska je proto adekvátněǰśı volit model, který

lépe přibližuje data
”
aktuálńı“ než ten, který dobře vyrovná data stará 50 let.

Výsledky odhad̊u bod̊u zlomu můžeme porovnat s výsledky fluktuačńıch

a F test̊u strukturálńıch změn. Je nutné podotknout, že výstupem funkce bre-

akpoints nejsou body strukturálńıch změn, ale pouze odhady bod̊u, které jsou
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dobré jako vstupńı odhady bod̊u zlomu pro joinpoint regresi. Funkce break-

points funguje na principu dynamického programováńı a Bellmanově př́ıstupu

optimality, kdy vstupńı model rozděĺıme na m+ 1 segment̊u a algoritmus funkce

poté minimalizuje RSČ těchto segment̊u, proto se výsledky funkce breakpoints

a test̊u strukturálńıch změn mohou lǐsit. Na obrázćıch 28, 29 a 30 můžeme vidět

postupně výsledky F testu, MOSUM procesu a CUSUM procesu. Dle F testu

docháźı k významným strukturálńım změnám v souboru mezi lety 1973 - 1982,

přičemž jako nejpravděpodobněǰśı bod strukturálńı změny se jev́ı 1978. Podobné

výsledky jako F test dává i fluktuačńı test založený na MOSUM procesu. Podle

něj docháźı k významným strukturálńım změnám v letech 1977 - 1984, kde jako

nejpravděpodobněǰśı je změna v roce 1982. V roce 1992 a 2008 pak docháźı

k mı́rnému odchýleńı procesu, nicméně ne natolik, abychom nulovou hypotézu

mohli na hladině 5 % zamı́tnout. Mı́rnou změnu zaznamenáváme u fluktuačńıho

testu založeném na CUSUM procesu. Tam můžeme vidět, že významná struk-

turálńı změna nastává v letech 1983 - 1992. Vzhledem k tomu, že na výsledky

všech test̊u ukazovaly na významnou strukturálńı změnu na začátku 80. let, tak

lze prohlásit, že v tomto obdob́ı opravdu docháźı ke strukturálńı změně v datech

o spotřebě piva v Polsku v letech 1961 - 2014.
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Obrázek 28: F test strukturálńıch změn v datech o spotřebě piva v Polsku v letech
1970 - 2005
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Obrázek 29: Proces MOSUM fluktuačńıho testu strukturálńıch změn v datech
o spotřebě piva v Polsku v letech 1969 - 2011
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Obrázek 30: Proces CUSUM fluktuačńıho testu strukturálńıch změn v datech
o spotřebě piva v Polsku v letech 1967 - 2012

V př́ıpadě aplikace funkce breakpoints na lineárńı regresńı př́ımku, kteru

jsem prokládal data o spotřebě tvrdého alkoholu v České republice v letech 1961

- 2014, jsem dostal odhady bod̊u zlomů v letech 1976 a 1996. To odpov́ıdá zlomu

v 16. a 36. pozorováńı. Proložeńı je možné vidět na obrázku 31 a mı́ry vhodnosti

pak v tabulce 12.

Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 2 body zlomu
při proložeńı dat konzumace tvrdého alkoholu v České re-
publice v letech 1961 - 2014

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Pivo 2.5055 0.9510 0.9459 186.3184 on 5 and 48 DF

Tabulka 12: Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 2 body zlomu při
proložeńı dat konzumace tvrdého alkoholu v České republice v letech 1961 - 2014

Samotné proložeńı dat joinpoint regreśı se zdá být v pořádku. Avšak když

se pod́ıváme na samotný konec řady, tak vid́ıme, že posledńı zlom křivky by mohl

být zbytečný a v př́ıpadě predikćı se zbytečně uṕıná ke čtyřem posledńım pozo-

rováńım. Pokud se zase pod́ıváme na strukturálńı změny z hlediska fluktuačńıch
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Obrázek 31: Proložeńı dat spotřeby piva v České republice v letech 1961 - 2014
joinpoint regreśı se 2 body zlomu

a F test̊u, tak vid́ıme, že jako jediný potvrdil významnou strukturálńı změnu

test založený na procesu CUSUM a to mezi lety 1977 - 1978. O zamı́tnut́ı nulové

hypotézy o absenci strukturálńıch změn by se dalo na základě CUSUM procesu

uvažovat i mezi lety 1999 - 2000. Tam je to ale velmi hraničńı. Naopak proces

MOSUM nepotvrdil žádné strukturálńı změny. K vychýleńı u něj došlo okolo let

1975, 1994 a 1999, ale nikoliv k tak velikému, aby mohlo doj́ıt k zamı́tnut́ı nulové

hypotézy na hladině 5 %. Podobný je př́ıpad F testu, kdy největš́ı odchýleńı je

v letech 1995 - 1997. Jednotlivé procesy můžeme vidět na obrázćıch 32, 33 a 34.

Na základě výsledk̊u test̊u jsem proto došel k závěru, že vhodněǰśım mode-

lem bude joinpoint regrese s jedńım bodem zlomu. A to i za cenu nižš́ıch index̊u

determinace a větš́ıho RSČ. Jistou odměnou je na druhou stranu sńıžeńı počtu

parametr̊u ze 6 na 4. Výsledný model a mı́r vhodnosti můžeme vidět na obrázku

35 a v tabulce 13.
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Obrázek 32: F test strukturálńıch změn v datech o spotřebě tvrdého alkoholu
v České republice v letech 1969 - 2007

Čas[roky]

E
m

pi
ric

al
 fl

uc
tu

at
io

n 
pr

oc
es

s

1970 1980 1990 2000 2010

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

Obrázek 33: Proces MOSUM fluktuačńıho testu strukturálńıch změn v datech
o spotřebě tvrdého alkoholu v České republice v letech 1969 - 2011
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Obrázek 34: Proces CUSUM fluktuačńıho testu strukturálńıch změn v datech
o spotřebě tvrdého alkoholu v České republice v letech 1967 - 2012
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Obrázek 35: Proložeńı dat spotřeby piva v České republice v letech 1961 - 2014
joinpoint regreśı s jedńım bodem zlomu
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Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese s 1 bodem zlomu
při proložeńı dat konzumace tvrdého alkoholu v České re-
publice v letech 1961 - 2014

RSČ R2 R2
adj Hodnota F statistiky

Pivo 2.864089 0.9440 0.9407 280.9524 on 3 and 50 DF

Tabulka 13: Mı́ry vhodnosti modelu joinpoint regrese se 1 bodem zlomu při
proložeńı dat konzumace tvrdého alkoholu v České republice v letech 1961 - 2014

6.4. Korelačńı analýza

Velice zaj́ımavé vzhledem ke zkoumané oblasti jsou výsledky korelačńı ana-

lýzy. Zde si ukážeme, jak jsou závislé konzumace jednotlivých složek v rámci

jedné země, ale také jak se ovlivňuj́ı konzumace složek v rámci dvou zemı́. Dı́ky

možnosti rozdělit data na v́ıce část́ı (v mém př́ıpadě nejčastěji na 2) se také

pod́ıváme na to, jak se měńı závislosti v čase a můžeme pak tyto obdob́ı po-

rovnávat.

6.4.1. Korelačńı mapy

Co se týče korelaćı mezi jednotlivými složkami celkové spotřeby v rámci

jednoho státu, tak se zřejmě logicky dala očekávat silná pozitivńı korelace mezi

složkami a celkovou spotřebou. V rámci jednoho státu jsem naopak neočekával

př́ıtomnost negativńı korelace mezi dvojićı. Tomu nasvědčuj́ı i korelačńı koefici-

enty na obrázku 36, který zobrazuje jednotlivé korelačńı koeficienty mezi daty

o spotřebě jednotlivých složek, př́ıpadně celkovou spotřebou v České republice.

Jistým překvapeńım je pro mě tak ńızký korelačńı koeficient mezi daty o celkové

spotřebě a spotřebě v́ına.
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Obrázek 36: Korelačńı mapa dat o spotřebě alkoholu v České republice v letech
1961 - 2014

Daleko pestřeǰśı je korelačńı mapa zobrazuj́ıćı korelačńı koeficienty mezi

daty o spotřebě piva v jednotlivých státech. Silně negativně korelovaná jsou data

o spotřebě piva mezi Polskem a Slovenskem nebo mezi Polskem a Německem.

Naopak mezi Slovenskem a Německem sledujeme velmi silnou pozitivńı korelaci.

Pokud se pod́ıváme na proložeńı dat lokálńı regreśı - obr 38, tak vid́ıme, že

křivka má bĺızko k př́ımce a při poklesu konzumace piva v Německu v posledńıch

24 letech docháźı k poklesu konzumace piva i na Slovensku.
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Obrázek 37: Korelačńı mapa dat o spotřebě piva v České republice a sousedńıch
zemı́ch v letech 1961 - 2014
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Obrázek 38: Proložeńı bodového grafu grafu konzumace piva v Německu a na
Slovensku v letech 1961 - 2014 lokálńı regreśı s parametrem 2/3
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6.4.2. Proložeńı bodových graf̊u lokálńı regreśı

V rámci analýzy pomoćı bodových graf̊u jsem se zaměřil předevš́ım na to,

jakým zp̊usobem se měńı závislost v čase mezi jednotlivými složkami. Na začátku

jsem si rozdělil časové řady na dvě části - před rokem 1990 a po tomto roce.

Pomoćı barevného odlǐseńı v grafu jsem pak zjǐst’oval, jak se nejen posunula

konzumace jednotlivých složek, ale jak se měńı proložeńı dat v čase. V mnoha

př́ıpadech jde o velice zaj́ımavé výsledky.

Např́ıklad na obrázku č. 39 můžeme vidět bodový graf konzumace piva

v Polsku a Německu. Už na prvńı pohled je jasné, že v časové řadě došlo nejen ke

změně úrovńı konzumaćı piva v jednotlivých státech, kde Polsko oproti počátečńım

pozorováńım svou spotřebu zvedlo až o 4 litry čistého alkoholu na osobu a na-

opak v Německu došlo ke sńıžeńı této úrovně, ale také to, že pokud prolož́ıme

data do roku 1990, tedy body znázorněné modrou barvou, tak můžeme mluvit

o pozitivńı korelaci. Prolož́ıme-li data od roku 1991, tak naopak můžeme mluvit

o silně negativńı korelaci. Proložeńı rozdělenými časovými řadami je pak možné

porovnat na obrázćıch č. 40 a 41.

2

4

6

6 7 8 9

Německo - spotřeba piva (1961 - 2014)  [l 100% alk./osoba]

P
ol

sk
o 

- 
 s

po
tř

eb
a 

pi
va

 (
19

61
 -

 2
01

4)
  [

l 1
00

%
 a

lk
./o

so
ba

]

Rok

Do 1990

Od 1991

Obrázek 39: Proložeńı bodového grafu grafu konzumace piva v Polsku a Německu
v letech 1961 - 2014 lokálńı regreśı s parametrem 2/3
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Obrázek 40: Proložeńı bodového grafu konzumace piva v Polsku a Německu v le-
tech 1961 - 1990 regresńı př́ımkou
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Obrázek 41: Proložeńı bodového grafu konzumace piva v Polsku a Německu v le-
tech 1991 - 2014 regresńı př́ımkou
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Daľśı ze zaj́ımavých př́ıklad̊u ilustruje situaci, kdy jsou v souboru pozo-

rováńı tvořeny shluky. Jedná se o bodový graf spotřeby piva v České republice a

na Slovensku v letech 1961 - 2014. Pokud vezmeme v úvahu celé časové řady, tak

můžeme na obrázku 42 vidět, že proložeńı dat nedává úplně adekvátńı výsledek.

T́ım, že na Slovensku došlo v pr̊uběhu let ke sńıžeńı spotřeby piva a u nás se

konzumace ve své podstatě nijak dramaticky neměnila, tak data vytvořila dva

shluky. Pokud shluky vezmeme jednotlivě a křivku prolož́ıme nimi, tak zjist́ıme,

že v samotné korelaci k žádným dramatickým změnám nedošlo, což dokazuj́ı i ko-

relačńı koeficienty jednotlivých soubor̊u. Korelačńı koeficient pro soubor do roku

1990 je 0.7786 a korelačńı koeficient pro soubor v letech 1991 - 2014 je 0.8253.

Proložeńı rozdělených soubor̊u je pak k viděńı na obrázćıch č. 43 a 44.

4

6

8

6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

Česká republika - spotřeba piva (1961 - 2014)  [l 100% alk./osoba]

S
lo

ve
ns

ko
 -

  s
po

tř
eb

a 
pi

va
 (

19
61

 -
 2

01
4)

  [
l 1

00
%

 a
lk

./o
so

ba
]

Rok

Do 1990

Od 1991

Obrázek 42: Proložeńı bodového grafu konzumace piva v České republice a na
Slovensku v letech 1961 - 2014 lokálńı regreśı s parametrem 2/3
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Obrázek 43: Proložeńı bodového grafu konzumace piva v České republice a na
Slovensku v letech 1961 - 1990 regresńı př́ımkou
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Obrázek 44: Proložeńı bodového grafu konzumace piva v České republice a na
Slovensku v letech 1991 - 2014 regresńı př́ımkou
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Závěr

Ćılem diplomové práce bylo analyzovat data o spotřebě alkoholu v České

republice a okolńıch zemı́ch, naj́ıt vhodné modely pro vyrovnáńı dat, zjistit struk-

turálńı změny v datech a provést analýzu závislost́ı na základě korelace. Snad se

také dá ř́ıci, že d́ıky zvolenému tématu bylo druhotným ćılem popularizovat stu-

dium matematiky a matematiku jako takovou.

V prvńı části diplomové práce byly vysvětleny základńı teoretické aspekty

potřebné k samotné analýze. Postupně se jim věnovaly kapitoly o časových řadách,

joinpoint regresi, korelačńı analýze a lokálńı regresi. Na konec každé kapitoly byly

přǐrazeny komentáře s možným provedeńım v softwaru R.

Samotná analýza dat byla zahrnuta do druhé části, tedy části praktické.

Na začátku analýzy byla představena data, se kterými se v analýze pracovalo.

Následně byly představeny základńı č́ıselné charakteristiky vybraných časových

řad a to ve formě boxplot̊u a souhrnných tabulek. Při hledáńı vhodného mo-

delu se práce zaměřila jak na proložeńı dat trendovými funkcemi, ze kterých

byly použity trendy lineárńı, kvadratické a exponenciálńı, tak na proložeńı dat

joinpoint regreśı. Jak se ukázalo, nebyly tyto jednoduché trendové funkce př́ılǐs

vhodné k modelováńı námi analyzovaných řad. Avšak našly se i světlé momenty,

kdy předevš́ım trend kvadratický, i přes svou jednoduchost, proložil data s uspo-

kojivými mı́rami vhodnosti modelu. Jiný př́ıpad byl využit́ı joinpoint regrese.

Ta se d́ıky své flexibilnosti přizp̊usobila dat̊um a docházelo tak k minimálńım

odchylkám vyrovnaných hodnot od reality. Nav́ıc se pomoćı test̊u strukturálńıch

změn, předevš́ım fluktuačńıch test̊u a test̊u založených na F statistice, podařilo

prokázat př́ıtomnost strukturálńı změny v bodech zlomu, ve kterých při joinpoint

regresi křivka měńı svou směrnici. V posledńı části analýzy pak bylo ukázáno, jak

se měńı závislost konzumace alkoholu mezi státy v čase a také změna závislosti

mezi konzumaćı jednotlivých složek v rámci jednoho státu.

Diplomovou práci jsem vypracovával se zájmem a zaujet́ım. V závěru mohu

ř́ıci, že mi psańı této práce mnohé dalo. Od jiného úhlu pohledu na analýzu dat,

než jaký nám byl poskytován v základńıch kurzech, po prohloubeńı svých znalost́ı
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o časových řadách a možných př́ıstupech k jejich modelováńı. Při zpracováńı

samotné analýzy jsem se také sbĺıžil se softwarem R, kde jsem si své znalosti

posunul dále.
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Univerzita, Brno, 2014.
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vydáńı, Sage, Los Angeles ,2008.

72

http://www.statspol.cz/bulletiny/ib-2011-3-4-web.pdf
http://www.statspol.cz/bulletiny/ib-2011-3-4-web.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/strucchange/vignettes/strucchange-intro.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/strucchange/vignettes/strucchange-intro.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/segmented/segmented.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/segmented/segmented.pdf


Seznam obrázk̊u
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16 Proložeńı dat spotřeby piva v Polsku v letech 1961 - 2014 lineárńım
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