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Abstrakt

Tato bakalafskd prace je vénovand zdkladnim teoretickym aspektiim teorie her, chovani
firem v podminkach oligopolu a budovani teorie, kterd by popisovala chovani firem v ko-
operativnich oligopolnich hrach pro Cournotiv oligopol. V dané praci jsou vysvétlovany
dilezité pojmy, jejichz vlastnosti jsou demonstrované na piikladech. Dale je prace soustfedéna
na kooperativni oligopolni hry, popisovani jejich vlastnosti a definovani «y-charakteristické
funkce. Postup pocitani a popis nékterych vlastnosti kooperativnich oligopolnich her jsou

demonstrované na dvou piikladech.

Abstract

This bachelor thesis is devoted to the basic theoretical aspects of game theory, to the be-
havior of firms in oligopoly conditions and to the building of theory which describe beha-
viour in cooperative oligopoly games for Cournot’s oligopoly. At this work are explained
important definitions and they properties are demonstrated in the examples. Further work
is focused on cooperative oligopoly games, describing their properties and defining a ~y-
characteristic function. Procedure of computing it and the description of some properties

of cooperative oligopoly games are demonstrated on two examples.
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Uvod

Teorie her je matematickym oborem slouZicim nejen k matematickému popisu riznych
konfliktnich situaci, ve kterych dochazi ke stietu zajmu jednotlivych ucastniki konfliktu,
ale i k nalezeni optimélnich strategii pro “hrace”. Optimdlni strategie jako feSeni pro ma-
tematické modely byly nabizeny jesté v 18. stoleti. V 19. stoleti byly studovany tulohy
vyroby a tvorby cen v oligopolech, v jejichz ramcich byly predloZené predstavy o mate-
matické teorii stfetu zdjmu. Jednim z takovych prikladi je pravé Cournotitv model oli-
gopolu, ktery popisuje konkurovani firem v oligopolu prostfednictvim zmén v objemech
jejich vyroby. Teorie budované a probirané v praktické Casti této prace jsou zalozené na
myslence, Ze firmy konkuruji mezi sebou pravé prostfednictvim zmén vystupii. AvSak
Cournotiv model byl pouhym zdkladem teorie her. Poprvé byly matematické aspekty te-
orie her a jeji aplikace popsané v knize Johna von Neumanna a Oskara Morgensterna
,Teorie her a ekonomického chovani” vydané v roce 1944. Pri studovani riznych kon-
fliktnich situaci, kterym se fikd hry, se setkdme s tim, Ze hry je mozZné rozdélit na dvé
zakladni skupiny. Prvni skupinou je skupina nekooperativnich her, takovych situaci, ve
kterych neexistuje Zadna spoluprace mezi ucastniky konfliktu. Je ziejmé, Ze druhou sku-
pinou jsou kooperativni hry, ve kterych hraci navzdjem spolupracuji a mohou vytvéret
mezi sebou koalice. Cournotuv model je obecné nekooperativni hrou firem mezi sebou.
Avsak v této praci jsou zdkladni dvahy tohoto modelu preskladany tak, abychom dostali

kooperativni hru firem mezi sebou.

Prvni kapitola je nejprve vénovana zdkladiim teorie graf, které jsou nezbytné k po-
chopenti teorie her. Déle je vénovana zdkladnim pojmim teorie her, formam her a koo-
perativnim hram a jejich vlastnostem. Na konci jsou predstaveny zdklady teorie oligo-
polu a zdkladni modely oligopolu. Dilezité teoretické poznatky jsou demonstrované na

ptikladech.

Ve druhé kapitole se zabyvame kooperativnimi oligopolnimi hrami pro Cournotiiv

oligopol s kapacitnimi omezenimi. V prvni ¢asti budujeme matematicky model pro oli-

gopolni situaci: definujeme oligopolni hru v normalni formé, kooperativni oligopolni hru
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a - charakteristickou funkci. Druhd cast kapitoly obsahuje studium vlastnosti koope-
rativnich oligopolnich her pro Cournotiiv oligopol, jehoz zdkladnim cilem je ukazat na
to, Ze 7- charakteristickd funkce je dobfe definovdna, neboli Ze miZe byt aplikovana
na mnoZzinu kooperativnich oligopolnich her spliiujicich urcité vlastnosti. Treti ¢4st je
vénovand balancovanosti kooperativnich oligopolnich her pro Cournotiiv oligopol a exis-

tenci y-jadra. Ve Ctvrté Casti jsou fesené otazky nalezeni feSeni pro oligopolni hry, ve

kterych jsou ndkladové funkce firem linedrnimi funkcemi.

Na zavér ve teti kapitole jsou predstavené praktické priklady, na zdklade kterych je
demonstrovan postup pocitani y-charakteristické funkce pro konkrétni oligopolni situaci
za vyuziti optimalizacnich ndstroju, které jsou soucdsti softwaru “Matlab”. Navic pro
dané priklady zjistujeme nékteré vlastnosti kooperativnich her a také pomoci “Matlabu”

pocitdime mnoZinu imputaci a y-jadro.
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Cile prace, metody a postupy zpracovani

Cilem je osvojeni teoretickych aspektt teorie her spolu s vytvafenim systematizo-
vaného a srozumitelného textu a také definovani ~y-charakteristické funkce jako aparatu
teorie her slouZicitho k popsani kooperativnich oligopolnich her pro Cournotiv model oli-

gopolu a koalic, které v nich mohou vzniknout.

V teoretické Casti se zabyvame definovanim pojmi z teorie grafti, teorie her a teo-
rie oligopold. Teoretické poznatky z téchto oblasti jsou vzdy doprovazené praktickymi
ptiklady, na kterych miZeme vidét véci, na které jsme v bézném zivoté zvykli z pohledu

matematiky.

Analyza souCasného stavu je rozsdhlym popisem kooperativnich oligopolnich her a

studiem jejich vlastnosti pomoci zavedenych aparatd teorie her.
Vlastni navrhy feSeni predstavuji poCitani y-charakteristické funkce pro ptipady linedrni

a kvadratické inverzni funkce poptavky a analyzu urcitych vlastnosti kooperativnich oli-

gopolnich her pro Cournotiv model oligopolu.
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1 Teoreticka vychodiska

1.1 Teorie Grafu

K pochopeni né€kterych pojmi teorie her a grafickému popisu hry budeme potiebovat

zakladni definice z oblasti teorie graf. Podkladem pro tuto podkapitolu je [1].

Definice 1.1. Neorientovany graf G = (V| F') se sklada ze dvou kone¢nych disjunktnich
mnozin V a E. V # &. Kazdy prvek e € FE je sdruZeny (asociovany) s pravé jednou

dvojici {u, v}, kde u,v € V.
e u, v €V -vrcholy;

e ¢ ¢ F - hrana.

Graf 1: Neorientovany graf G = (V, E)

e V={AB,CD,EFGH};
o E={{A B}, {AC){C D}, {C,H},{D,F} {D,E}, {H G}).

Definice 1.2. Sled v grafu G = (V, E) je posloupnost vrchold v; € V' (0 < ¢ < n) a hran

{vi,vi:1} € E(0<i<n—1)tvaru

vo, {vo, v1},v1, {v1,v2}, oo V1, {Un_1, U0}, Un.
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Definice 1.3. Souvisly graf je grafem G = (V, E), ve kterém Yu,v € V, 3 sled, ktery

za¢ina v u a kondi ve v.

Priklad 1.1. Neorientovany graf G = (V| E) neni souvisly, protoZe neexistuje sled z

vrcholu F' do vrcholu A.
Graf 2: Nesouvisly neorientovany graf G = (V, E)

Definice 1.4. Cesta je sled, ve kterém vSechny vrcholy jsou navzajem rizné.

Definice 1.5. Strom je souvisly graf, ve kterém pro kazdé dva vrcholy existuje pravée jedna
cesta. Strom hry (kofenovy strom) (G, A), A € V je strom G, ve kterém je néktery vrchol

A oznacen jako kofen.

e Rekneme, 7e C' nisleduje B (C' je potomek B), jestlize existuje cesta z A do C

jdouct ptes B;
e Rekneme, 7e C' nasleduje B bezprostiedné (C' je synem B), jestlize C' nasleduje B
a{C,B} €L,

e Listy jsou vrcholy bez synt.

Vztah mezi vrcholem a jeho synem v kofenovém stromu muzeme graficky vyjadrit
nahrazenim obycejnych hran Sipkami. Tyto Sipky budou vychazet z prislusnych vrcholid a

budou mifit do jejich synd. Takové grafické oznaceni bylo pouZito v nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.2. Vezmeme graf G = (V, E) z definice 1.1. Tento graf je strom, coZ je pa-
trné z obrazku. Zvolenim vrcholu A za vyznacny vrchol graf zorientujeme a miZeme jej

zobrazit jako hierarchickou strukturu o nékolika drovnich.
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Graf 3: Kofenovy strom (G, A)

1.2 Teorie Her

1.2.1 Obecné poznatky

Teorie her je disciplina aplikované matematiky, kterd analyzuje chovani lidi v kon-
fliktnich situacich a pomoci matematického modelovani té€chto konflikti pomaha najit co
nejlepsi strategie pro jednotlivé Gcastniky. I kdyZ se pouzivéa pojem hra, teorie her popi-
suje redlné vazné konfliktni situace jako napfiklad hospodafskou soutéZ nebo jadernou
valku. Teoretické poznatky, na kterych je zaloZena tato podkapitola, byly Cerpany z [2].

Zékladni prvky hry:
e Stfidani taht, z nichZ n¢které mizZou byt ndhodné;
e Nedostatek informaci;

e Vyplatni funkce.

1.2.2 Hra v extenzivnim tvaru

Definice 1.6. Hra n-hricu v extenzivnim tvaru znamena:
e Strom hry ' s vyznacnym vrcholem A, ktery je kofenem I;

e Vyplatni funkce, ktera pfirdzuje n-rozmérny vektor kazdému listu I';
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e Rozklad I" bez listt do mnozin Sy, Si, ..., Sy, které se nazyvaji hrai¢ské mnoziny;
e Pravdépodobnostni rozdéleni definované pro kazdy vrchol z Sy mezi jeho syny;

e ProV i = 1,...,n podrozklady S; do podmnozin S{ C S, takové, Ze dva vrcholy
ze stejné mnoZiny maji stejny pocet synt a zadny vrchol nendsleduje jiny ze své

mnoziny. Mnoziny S¢ se nazyvaji informaéni mnoZiny;

e Pro kazdou informa¢ni mnoZzinu S} existuje funkce, kterd pfirdzuje prvktm inde-

xové mnoziny I syny vrchold z S7.

Priklad 1.3. Hlasovani o platech poslancu.

Ve snémovné jsou tii politické strany, které hlasuji o zvySeni platd poslanci. Kazda
strana miiZze hlasovat bud “ano” - A nebo “ne” - N. V piipadé volby varianty “ano” po-
litickd strana prichazi o loajalitu volict, kterou budeme znacit jako ¢, v opacném piipadé
neztrati nic. Aby byl zdkon pfijat, musi alespon dvé strany zvolit “ano”. Prospéch, ktery
strany dostanou zvysSenim plati, budeme znacit b a predpokladejme, Ze b > c.

Danou situaci mizeme zapsat jako hru v extenzivnim tvaru pomoci nasledujiciho

stromu hry.
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Graf 4: Strom hry pro pfiklad 1.3.

Definice 1.7. Hra¢ i m4 perfektni informaci v I jestlize V5 : [S7| = 1.

1.2.3 Strategie a normalni tvar hry

Definice 1.8. Strategii i-tého hrace se rozumi funkce, kterd prifazuje kazdé informacni

mnoZziné Sf jednu z hran, ktera spojuje vrchol z Sf s jeho synem.

Mnozinu strategif i-tého hrace znac¢fme ) .. Vyplatni funkci znac¢ime

(01,09, ....0n0) = (I1y (01,09, ..., 0,) , o (01,09, ..., 00) ..., 1L, (01, 09, ...y o))
kde i-ty hra¢ pouziva strategii o; € > ..

Definice 1.9. Nyni miZeme sestavit tabulku pro funkci I (04, 09, ..., 0,) pro vSechny
mozné hodnoty (o1, 09, ..., 0,), bud ve formé relaci nebo ve formé& n—rozmérného pole

n vektorti. Tohle n—rozmérné pole se nazyva normalni tvar hry T'.
Definice 1.10. Hra se nazyva kone¢nou, pokud strom obsahuje kone¢ny pocet vrcholi.

Priklad 1.4. Nasledujici tabulka zobrazuje hru kamen, ntizky, papir” v normalnim tvaru,
kde vyhru hodnotime jako 1, prohru jako —1 a remiza je 0.

Tab. 1 Normaln{ tvar hry “kdmen, nizky, papir”

Hrac 1
Kamen Nuzky Papir
Kamen 0,0 1,-1 -1, 1
N
‘® Nizky | -1,1 0,0 1,-1
=
Papir 1, -1 -1, 1 0,0

V daném pifpadé mnoZina strategif hrace 1 je > _,={ Kdmen, Ntizky, Papir} stejn¢ jako
mnozina strategii hrace 2. Pak pouZivani strategie "Kdmen” kazdym hracem da vysledek

[I(Kdmen, Kamen)= (0, 0).
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1.2.4 Rovnovazny stav

n

Definice 1.11. Mé&jme hru I'. Stav (07,03,...,0%) € >, X... X > se nazyva rov-

novaznym pravé tehdy, kdyZ pro Vi =1, ...,n d; € ). plati nerovnost:

IL; (07,05, .y iy ey o) <11, (07,05, ...,00) .

Jinymi slovy zZadny hra¢ nema divod ke zméné strategie, protoZe si pohorsi, pokud

jini hra¢i neméni své strategie.
Véta 1.1. KaZdd konecnd hra s perfektnimi informacemi md rovnovdzny stav.
Diikaz. viz [2]. ]

Priklad 1.5. Na piikladu znamého véznova dilema ukazeme, jak lze prepsat hru z ex-
tenzivni formy do normadlni, existenci rovnovazného stavu a jeho pfipadné zmény pro
hru s perfektnimi informacemi. Policie chyti dva podezielé (oznacime je podeziely 1 a
podeziely 2), ale diikazy nejsou postacujici k usvédcéenti, takZe musi doufat, Ze nékdo z
podezielych se pfiznd. Oba podezieli maji dv& moznosti - bud zalit mluvit a svéd¢it proti
druhému, anebo micet a nespolupracovat s policii. Je diillezitym detailem, Ze podezieli ne-
maji moznost se domluvit a nevédi, jakou z dvou variant zvolil jiny podeziely, naptiklad
maji vyslech v riiznych mistnostech. Zaprvé zobrazime danou situaci jako hru v exten-

zivnim tvaru.

Graf 5: Strom hry pro pfiklad 1.5. - neperfektni informace
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Sf je j-ta informacni mnozina i-tého podezielého. Listim jsou pfirazené vektory,
které obsahuji na ¢-té pozici dobu trestu ¢-tého podezielého.
Muzeme piepsat hru do normalniho tvaru a dostaneme nasledujici tabulku:

Tab. 2 Normalni tvar hry pro pfiklad 1.5. - neperfektni informace

Podezrely 2
Mluvit Micet

o
> Mluvit 6,6 0,10
N
S
E Mi&et 10,0 2.2

Na prvni pohled ocividnym feSenim dané hry by mélo byt rozhodnuti obou podezielych
mlcet, ale rovnovaZznym stavem bude to, Ze oba dva budou svédcit proti sobé. To plyne
jak z definice rovnovazného stavu, tak i z logiky uvazovani obou podezielych. Miizeme
to zapsat jako (o7, 03) € {(1,1)}.

JestliZze budeme uvaZovat hru s perfektnimi informacemi (jinymi slovy podeziely 2
bude védét volbu podezielého 1), pak podeziely 2 bude volit tu nejlepsi variantu pro sebe

v z4vislosti na tom, jak se bude chovat podeziely 1.

Graf 6: Strom hry pro pfiklad 1.5. - perfektni informace

Tuénym pismem jsou zvyraznény preferované vyplatni vektory podezielého 2 v zavislosti

na informacni mnoziné, ve které se nachazi. Z grafu je patrné, Ze podeziely 1 pii volbé
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strategie “Mluvit” dostane 6 let vézeni, stejné jako podeziely 2, ale kdyZ rozhodne micet,
pak jisté bude odsouzen na 10 let. Zfejmou volbou pak bude rozhodnuti obou podezielych
mluvit, coZ zachovd rovnovazny stav hry, kde informace nejsou perfektni.

Na rozdil od predchoziho pfipadu podeziely 2 bude mit Ctyfi strategie misto dvou.
To je déno tim, Ze ma dv€ informacni mnoZiny a kaZzda z nich bude mit dvé mozZna
zobrazeni. MnoZina strategii podezielého 2 je >, = {03,03,05,05}, kde 03 : S5 —
“Mluvit>, S7 — “Mluvit’; o3 : Si — “Mleet”, S — “Mluvit’; o5 : S —
“Mluvit”, Sz — “Mlcet”; o3 : Si — “Ml&et”, S3 — “MICet”. Pak normdlni tvar
hry bude vypadat nasledovné

Tab. 3 Normalni tvar hry pro priklad 1.5. - perfektni informace

Podezrely 2
03 o3 o3 o5
o
2 Mluvit 6,6 0,10 6,6 0,10
> S
S
E Micet 10,0 10,0 2.2 2.2

1.2.5 Hra s nulovym souctem

Definice 1.12. Hra I" je s nulovym sou¢tem pravé tehdy, kdyz vyplatni funkce (p1, ..., p,)

v kazdém listu spliiuje

Z pi=0.
i=1

Obecné hra s nulovym souctem piedstavuje uzavieny systém: vSechno co nékdo ziskal,
musi nékdo jiny ztratit. Hra dvou hraci s nulovym souétem v normdlnim tvaru (tzv. ma-
ticova hra) je matici s poctem fadki rovnym poctu strategii prvniho hrace a s poctem
sloupcti rovnym poctu strategii druhého hrace. V takové matici miizeme uvadét jenom
vyplatu prvniho hrace, protoZze pro hru s nulovym souctem bude platit, Ze zisk druhého
hrace bude roven zisku prvniho hrace jen s opacnym znaménkem. Napf. pro matici hry
A v piipadé, Ze prvni hrd¢ zvoli i-tou strategii a druhy j-tou, vyplatou prvniho (resp.

druhého) hrice bude prvek a;;(resp. —a;;). V tomto piipadé dvé strategie budou rov-
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novaznymi pravé tehdy, kdyz prvek a;; je nejmensi ve svém fddku a nejvétsi ve svém

sloupci. Takovy prvek, pokud existuje, ma nizev sedlovy bod.

Priklad 1.6. Matice

5 1 3
3 2 4
-3 0 1

ma sedlovy bod ve druhém fadku a druhém sloupci.

Priklad 1.7. Matice

nema sedlovy bod.

1.2.6 SmiSené strategie

Ptedeslé dvahy nam fikaji, jak najit rovnovazny stav pro maticovou hru se sedlovym
bodem, ale nic nefikaji o tom, jak volit v pfipadé matice bez sedlového bodu. Déle bu-
deme uvazovat matici hry A bez sedlového bodu a nepfedpovéditelného a vSevédouciho

oponenta (vZdy vi, co jsme zvolili)

A:
1 3

Prvni hra€ bude vZzdy volit prvni strategii a dostane vyplatu nejméné 2 jednotky, protoze
pokud zvoli druhou strategii, dostane jenom 1 jednotku. Tato nejmens$i zarucend vyhra
dvou jednotek pfi volbé prvni strategie je “ziskovou podlahou” prvniho hrace, kterou
budeme znacit v/,

V] = mzax(mjin ai;)-

Druhy hra¢ za stejnych podminek bude volit druhou strategii, kterd da “ztratovy strop” 3
jednotky. “Ztratovy strop” znacime vy,
vl = mjin(miax aij)-
Je jasné, Ze “ziskovd podlaha” bude vZdy mensi nebo rovna “ztratovému stropu”
vy < ).
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V piipadé€ Ze nastdva rovnost, v matici existuje sedlovy bod, v opacném piipadé mame
matici bez sedlovych bodu.

Predpokladdme, Ze matice hry nema sedlovy bod. Pokud by oponent znal dopredu
volbu 1. hrace, neboli by to byla hra s perfektnimi informacemi, pak ten nemuze ziskat
vice, nez je “ziskova podlaha“ v} a 2. hra¢ pak obdrzi “ztratovy strop* (coZ je v tomto
pripade€ pro né¢j také nejlepsi). Aby 1. hra¢ dostal vice, nemél by oponent znét jeho strate-
gii. MuZe tedy vzniknout Gvaha, Ze hraci voli strategie iraciondlné, ale to porusuje pravidla
teorie her. ReSenim podobné situace je ndhodn4 volba strategii, kde schéma randomizace

hraci voli raciondlné. Toto je hlavni idea smisenych strategii.

Definice 1.13. SmiSenou strategii hrace je pravdépodobnostni rozdéleni na mnoZiné jeho
Cistych strategii. V pripadé, Ze hrai¢ ma konecny pocet m Cistych strategii, pak smiSenou

strategii je m-rozmérny vektor © = (1, ..., T, ), spliujici

szOa

m

i=1
Oznacime mnozinu smiSenych strategii 1. (resp. 2.) hrace jako X (resp. Y).
Predpokladejme, Ze hra¢ 1 zvoli strategii x a hrac 2 zvoli strategii y, pak oekavana

vyplata se bude rovnat

A ((L’, y) = Z Z xiaijyja

i=1 j=1
nebo v maticovém zapisu

Al(z,y) = zAy".

Ocekdvana “ziskova podlaha” 1. hrace bude

= minzAy’.
v (x) min z Ay

Na zAy” se miZeme divat jako na vdZeny primér ofekdvanych vyplat hrice 1, kdyz
pouziva x proti Cistym strategiim hrace 2. Pfedchozi minimum miZeme zapsat jako
v(z) =minzAj,
J

(kde j je j-ty sloupec matice A).
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Ted 1. hra¢ musi zvolit = tak, aby maximalizoval v ()

vy = maxminzA ;,
zeX j

takovému z se fikd maximin strategie hrace 1.

Analogicky hrac 2 volbou y obdrzi “ztratovy strop”
v(y) = max Ay,

(kde 7 je i-ty fadek matice A).
A voli y tak, aby dostal

V77 = min max Ai.yT,
yey i

takovému y se fikd minimax strategie hrace 2.
vy a v jsou hodnoty hry A pro hrace 1 a 2.
Minimax véta pak iikd, Ze v; = vy = v. Této spole¢né hodnoté v se fikd hodnota hry.

Strategie x, ktera spliiuje

m
§ Ty Z v,] = ]-7 —y 1
i=1

Vv

je optimdlni pro 1. hrace, ve smyslu Ze Zadna jind strategie nedd mu vyssi oCekdvani nez

v proti kazdé strategii hrace 2. Analogicky, jestlize y spliluje
Zaijyj > U,i = 1, S, Mm,
j=1

pak je optimdlni pro 2. hrace ve stejném smyslu. A pouZziti optimélnich strategii naim dava
rovnost

s Ay’ = .
Definice 1.14. Libovolnou dvojici optimalnich strategii (x, y) nazveme feSenim hry.

Z minimax véty plyne, Ze kazd4 hra bude mit optimalni strategie, coz je ekvivalentni s
tim, Ze kazd4 hra m4 feSeni ve smiSenych strategiich. I kdyZ vime, Ze optimdlni strategie
musi existovat, nevime, jak je spocitat. Ndsledujici odstavce popiSou pocitani optimalnich

strategii pro jednoduché hry.
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Sedlovy bod. V pfipadé, Ze matice hry A md sedlovy bod na pozici a;;, pak Cisté strate-
gie ¢ a j (coz odpovida smiSenym strategiim x a y, kde jsou vSechny slozky mimo z; = 1
ay; = 1 jsou nulové) budou optimédlnimi strategiemi pro prvniho a druhého hrace respek-

tive.

Dominace. Rekneme, 7e v matici A i-ty fadek dominuje k-tému, jestlize
Qi 2 Qpj Vj

a navic

E'j Qij > Q.

Rekneme, Ze j-ty sloupec dominuje I-tému, jestlize
ai; < ag Vi

a navic
Fi a;; < ag.

Strucné feceno, Cista strategie reprezentovana jejim radkem a sloupcem dominuje jiné
Cisté strategii, jestlize je stejné dobrd jako jind (pfindsi vetSi nebo stejnou vyplatu) a v
alespon jednom piipadé je lepsi (pfindsi ryze vetsi vyplatu). Pak hra¢ mize pouZzivat jen
Cisté strategie, kterym nic nedominuje, a zanedbéavat ty, které jsou dominovéany.

Nechf A je maticovd hra a budeme piedpokladat, ze fadky i, s, ..., 7 jsou domi-
novany. Pak hra¢ I mé takovou optimdlni strategii x, Ze z;, = x;, = ... = x;, = 0; navic
plati, Ze optimalni strategie pro hru obdrZenou vynechavanim dominovanych radka bude
také optimalni strategii pro hru pivodni. Analogicka tvaha plati také pro sloupce. Z to-
hoto plyne, Ze miizeme vymazat dominované sloupce a fadky a pracovat s matici mensiho

radu.

2 x 2 Hry. M¢éjme maticovou hru 2 x 2
aip a2
a1 a2
Budeme pfedpokladat, Ze tato hra nemd sedlovy bod. Pak optimdlnimi strategiemi bu-

dou vektory x = (x1,22) ay = (y1,y2), které maji vSechny slozky nezdporné. Pak pro
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hodnotu hry v plati

a11T1Y1 + A12T1Y2 + A21T2Y1 + A22T2Y2
= ri(any1 + a12y2) + v2(any + azy2)
= .
Kazdy ze dvou vyrazii v zavorkach je mensi nebo roven v za predpokladu, Ze y je op-
timalni strategie. Pfedpokladejme, Ze jeden z té€chto vyrazii je ostfe mensi, neboli

a11Y1 + a2y < 0,

a21Y1 + a2yz < .

VSak plati x1 > 0 a x1 + x5 = 1, z ¢ehoZ plyne, Ze oba vyrazy se musi rovnat v:
a11y1 + aiy2 = 0,

a21Y1 + A22Y2 = V.

Analogicky se da ukazat, Ze

a11T1 + a12T2 = 0,
a21T1 + Q22T2 = V,

nebo v maticovém zapisu

v

Ay = :
v

rA = (v,v)

Pfedchozi rovnice spolu s rovnicemi
T+ Ty = ]_,

y1+y2 =1

umoznuji najit z, y a v. Jestlize matice A je regularni (|A| # 0), pak
r=vJA,
kde J je vektor (1, 1). Suma sloZek z se rovné 1, neboli xJT = 1, z &ehoZ plyne

vJATLJT =1
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1

YT AT
a
o JAT
T JAgT
Analogicky
AT
Y= AT
Je ziejmé, Ze dané tvahy neplati v pfipadé€, Ze matice A je singuldrni. Avsak plati
o JAr
T AT
a
AT
YT AT

kde A* je adjungovanad matice k matici A. Tyto vyrazy také davaji optimalni strategie a
maji smysl i v piipad€, Ze matice A je singularni. Také bude platit

14
JA*JT’

kde | A| je determinant matice A. VSechny pfedchozi Gvahy shrneme do nasledujici véty.

Véta 1.2. Necht A je maticovd hra 2 x 2, kterd nemd sedlovy bod, pak jeji jediné optimdini

strategie a jeji hodnota jsou definované vzorci

A
LT AT
AT
Y= ma

A
JAJT

kde A* je adjungovand matice k matici A, |A| je determinant matice A, J je vektor(1,1).

1
Priklad 1.8. Najdéte optimdlni strategie pro maticovou hru . Dana hra nemd

-1 2
sedlovy bod, to znamena, Ze k vypoctu optimdlnich strategii mizZeme vyuZzit predchozi

véty. Adjungovana matice k matici A je
2 0
11

A" =

Al =2, JA* = (3,1), A*J" = (2,2) a JA*JT = 4. Pakz = (2,1),y=(3,3) av =
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1.2.7 Kooperativni hry

Definice 1.15. Nech{ mdme hru n-hrd¢i s mnoZinou hra¢d N = {1,2,...,n}, pak libo-

volnd podmnozina S C N se nazyva koalice.

Pro hru n-hraca (n > 2) s ohledem na podminky hry miiZe existovat moznost vytvareni

koalici mezi hraci, jinak feceno moznost vzdjemné spoluprace, kterd by méla slouzit k

prospéchu ¢lent koalice.

Charakteristicka funkce.

Definice 1.16. Charakteristickou funkci hry n-hracti nazveme funkci v definovanou pro V

S C N, ktera pfirazuje S maximalni hodnotu hry dvou hra¢i S a NV \ S.
Z. této definice plyne zdvazna vlastnost charakteristické funkce
v (@) =0.

Obecné hrou ve tvaru charakteristické funkce (/V, v) rozumime funkci v, definovanou

na vSech podmnoZzinach mnoziny N a navic spliiujici podminku superaditivity:
v(SUT)>v(S)+v(T),

proSNT = 2.
Kdyz charakteristicka funkce spliiuje podminku superaditivity, tak se mluvi o vlastnich
hrach, v opaéném piipadé o nevlastnich.

Hra je s konstantnim souctem prave tehdy, kdyz VS C N
v(S)+v(N\S)=uv(N).

Z hry v normalnim tvaru miZeme udélat kooperativni hru ve tvaru charakteristické
funkce nékolika zpisoby, ze kterych uvedeme dva zakladni. Méjme hru v normalnim
tvaru. Oznalime Ag = Il;c5A; jako mnozinu strategii koalic, kde A; je strategie i-tého
hréce. Vyplatni funkci pro koalici S oznacime IIg = ), _1I; (a), kde a = (aS, a N\S),
as € Agaans € An\s. Pak a-charakteristickou funkci definujeme jako

— i I
tel8) = i, mip, (stas ans)
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a [3-charakteristickou funkci definujeme jako

Uﬁ(S) = aN\ISHG%lN\S agleajfg (Hs(as, CLN\S)) .

Dvé charakteristické funkce definované takovym zpusobem vzdy spliiuji vlastnost super-
aditivity a plati pro né

Vo < V3.

Definice 1.17. Imputace je vektor z = (x1, ..., z,,) € R™ spliiujici
Z x; =v(N),
iEN
x; > v({i}) Vi € N.
Mnozinu v§ech imputaci hry v budeme znacit I (v).
Ze superaditivnosti charakteristické funkce plyne, Ze
o(N) = S o({i}).
iEN
V piipadé, Ze nastdva rovnost, mnozina /(v) bude obsahovat jenom jeden bod, ktery
zaroven bude feSenim hry.
Hra v se nazyva podstatnou pravé tehdy, kdyz
o(N) >y v({i}):
iEN

V opacném pripadé je hra nepodstatna.

Dominance. Vétsina her md vice imputaci a samozfejmé kazdy hra¢ bude preferovat
imputaci, ve které jeho platba bude vySsi neZ v ostatnich ptipadech. Tedy vznika otdzka,
kterou imputaci zvolit a jestli existuje néjaké kritérium, podle kterého dokdZeme zjistit,
zda bude zvolena tato imputace a ne jina.

Necht = € I(v) ay € I(v) jsou dvé imputace a S C N je n&jaka koalice. Rekneme,

ze = dominuje y podle koalice S, jestlize plati

T; > Y; Vi € S,
Z z; < u(9).
i€s
Definice 1.18. Rekneme, e = dominuje y, jestlize existuje libovolnd koalice S takovd, Ze

x dominuje y podle koalice S.
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Jadro.

Definice 1.19. Jadrem hry se nazyva mnoZina jeji nedominovanych imputaci. Jadro hry
v se znaci C'(v). Jadro hry v je mnozina vektoru = (z1, ..., x,) € R", spliujicich

Zmi >v(S) VS C N,

i€S

Z[Ei =v(N).

ieEN
Klasickd ekonomicka teorie obvykle brala pravé jadro za “feSeni” problému, kterymi
se zabyva teorie her, avSak to nemusi vzdy platit. Libovolnd imputace z jadra je stabilni
ve smyslu, Ze Zadna koalice nema ani pfani, ani mozZnost zménit vysledek hry. Jaidro mize
obsahovat vice bodul a to znamen4, Ze existuje nékolik stabilnich feSeni hry. Podstatnéjsi

problém vznika v ptipad¢€, kdy jadro je prazdné. JestliZze v je podstatnd hra s konstantnim

souctem, pak C'(v) = @

1.2.8 Shapleyho vektor

Jedno z nejvyuzivanéjSich pojeti feSeni hry je vektor hodnot hry Shapleyho, ktery se

definuje axiomaticky. K pochopeni axiomu budeme potiebovat dvé nasledujici definice.

Definice 1.20. Nosi¢ hry v je takovd koalice 7', pro kterou plati v(S) = v(SNT) VS C N.

Hrac, ktery nepatii do nosice, nemtize nic pfinést Zadné koalici.

Definice 1.21. Nechf v je hra n hracd, a 7 je libovolna permutace mnoziny N. Pak 7o

bude znacit takovou hru u, Ze pro libovolnou koalici S = {iy, is, ..., s} plati
({7 (i1), 7(ia), -, 7(is)}) = 0(S).

Axiomy (Shapleyho).

Definice 1.22. Vektorem hodnot hry v rozumime n-rozmérny vektor ¢[v] € R", spliiujici

nasledujici axiomy:

e Pro libovolny nosic¢ S plati

S 6] = v(9);

€S
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e Pro libovolnou permutaci ma¢ € N plati
(i) [mv] = ¢i[v;
e Pro dvé libovolné hry u a v plati
Gilu + v] = ¢slu] + ¢slv].

Véta 1.3. Existuje jedind funkce ¢, kterd je definovdna pro vsechny hry a spliiujici predchozi

axiomy.

o= S UEDZO gy gy,

n!
TCN, i€T

kde t a n jsou mohutnosti mnoZin T a N.

Ale co vlastn€ znamenaji ¢isla, kterd dostaneme pii vypoctu? Predstavme si, Ze hraci
(prvky mnoziny N) se domluvili na schizce v urcity Cas a v urCitém misté. Je ziejmé, Ze
se budou dostavat na misto schiizky v riznych momentech Casu, ale pfedpokladejme, Ze
vSechna pofadi pfichodu hracd maji stejnou pravdépodobnost 1/n!. Déle budeme predpokladat,
Ze kdyz hrac i pfijde na misto a potkd tam Cleny koalice 7"\ {i}, pak on dostane v(7T") —
v(T\{i}). Jinymi slovy dostane tu hodnotu, kterou do koalice pfinesl. Pak slozka vektoru

Shapley ¢;[v] udava stfedni hodnotu zisku i-tého hrace za téchto podminek.

Stabilni mnoziny. Pfedchozi pojmy a definice nevysvétluji to, co se déje béhem hry.
Jadro dava "normy chovani” hracu a vektor Shapleyho je urcitou podobou stfedni hod-
noty. Stabilni mnoZiny ziskame analyzou vyjedndvani, které fakticky miize probihat béhem

hry, pfesnéji feCeno budeme analyzovat namitky a protinamitky né€kolika hraca.

Definice 1.23. Koali¢ni strukturou pro hru n hrac¢i rozumime rozklad
T=(T1,Ts,...Ty)

mnoZiny N.

Definice 1.24. Vyplatni konfigurace je dvojice

(x;T) = (21, e, s 11, o, T,
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kde 7T je koali¢ni struktura a = je n-rozmérny vektor, spliiujici
€Ty,
prok=1,....m.
Chceme zjistit, které vyplatni konfigurace bude dosazeno. Zfejmym pozadavkem bude

individualni racionalita

x; > v({i}), Vi € N.

Dal$im moZnym poZadavkem bude koali¢ni racionalita

d i >w(S), VS CTeT.

i€s
Ptredpokladame, Ze bylo dosazeno koali¢né raciondlni vyplatni konfigurace, ale kdy bude
stabilni? Ziejmé, kdyz tato vyplatni konfigurace je imputaci, kterd patii do jadra hry,
pak bude stabilni ve smyslu, Ze Zddna koalice nebude mit ani pfani, ani moznost zménit
konfiguraci. Ale jadro Casto byva prazdné, coZ znamend, Ze nemiZeme vyzadovat, aby

vyplatni konfigurace patfila do jadra.
Definice 1.25. Nechi 7 = (T3, ..., T;,) je koali¢ni struktura a K je koalice. Pak partnery
koalice K v 7 nazveme mnoZinu

Definice 1.26. Nechf (z;7) je koali¢né raciondlni vyplatni konfigurace ve hie v, a K a
L jsou neprazdné, navzajem disjunktni podmnoziny néjaké koalice T}, € 7. Namitkou K

proti L se nazyva koali¢né raciondlni vyplatni konfigurace (y, ) spliiujici podminky
P(K,U)NL =g,
Y; > i, Vie K ,
Definice 1.27. Necht (z; T') je koali¢né racionélni vyplatni konfigurace, K a L jsou stejné
koalice jako v predchozi definici a necht (y,) je ndmitka K proti L. Protinimitkou koa-
lice L proti koalici K se nazyva koali¢né racionalni vyplatni konfigurace (z, ), spliiujici

nésledujici podminky

KZP(L;V),
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Definice 1.28. Koali¢né raciondlni vyplatni konfigurace (z, 7") se nazyva stabilni, pokud
pro kazdou ndmitku koalice K proti koalici L existuje protindmitka koalice L. MnoZina
vSech stabilnich koali¢né raciondlnich vyplatnich konfiguraci se nazyva pfeddohodnutou

mnozinou, zna¢ime ji PM (v).
Definice 1.29. MnoZinu definovanou jako
M(v) = PM(v)NI(v).

nazveme dohodnutou mnoZinou a plati ndsledujici vztahy

1.3 Oligopol

Oligopol je trzni struktura, ktera se vyznacuje zejména malym poctem firem a vysokou
urovni vzdjemné zavislosti jejich rozhodovani. Zdrojem poznatku pro tuto podkapitolu
jsou [3, 4, 5].

V pripadé oligopolu produkce kazdé firmy obvykle predstavuje znacny trzni podil, a
pravé kvili tomuto rozhodovani firem je vzajemné zavislé: je tfeba peclivé zvaZovat nejen
svou volbu optimalni produkce, ale i pfedpovidat reakce konkurentii. Manazer firmy musi
rozhodovat strategicky a zvaZovat negativni externality této volby, které maji dopad na
chovani konkurentt.

Existuje cela fada modeld oligopoli, které se vSak shoduji ve tfech dileZitych vlast-

nostech:

e V odvétvi existuje nékolik firem. Cist modelu se zabyvé pouze piipady duopolu
(jen dvé firmy), jiné uvazuji nékolik stejné silnych firem nebo dalsi pfipad, kdy

jedna z firem je v dominantnim postaveni.
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e Firmy muzou vyrabét jak homogenni, tak diferencovany produkt. Jestlize mluvime
o homogennim produktu, pak se jedna o Cisty, neboli homogenni oligopol, ktery se

charakterizuje obzvlast silnou vzdjemnou zavislosti firem.

e Existuji bariéry, které znemoziiuji pfichod novych firem a zaroven kazda firma
je dost silna, proto si miZe stanovit cenu vyssi neZ jeji mezni ndklady. Existence
oligopolu je ovlivnéna vztahem mezi velikosti trhu, kterd hraje roli jedné z bariér,
a optimdlni velikosti firmy (velikost, pfi které firma realizuje dspory z rozsahu).
Pokud je trh znacné velky v porovnani s optimdlni velikosti firmy, pak to prilaka do

odvétvi dalsi firmy, coZ pravdépodobné povede k zaniku oligopolu.

1.3.1 Vychodiska modela

Pfi zpracovani jednotlivych modeld budeme uvazovat n firem v daném odvétvi. Vystup
odvétvi budeme znacit jako () a vystup i-té firmy jako g;. Pro zjednoduSeni predpokladejme,
Ze vSechny firmy v odvétvi jsou identické a maji identické ndklady a také, Ze konkurence
na strané poptavky je dokonald (spotfebitelé nejsou schopni ovlivnit trZni cenu).

Inverzni funkce poptavky, ktera popisuje, za jakou cenu jsou spotiebitelé ochotni kou-

pit proménlivy objem produkce, ozna¢ime jako

P = f(Q),

coZ muzeme zapsat pomoci sumy vystupt jednotlivych firem jako

P = f(q1 +q + qn)

Firmy v oligopolu maximalizuji svij zisk, ktery je dan rozdilem celkovych pi{jmi a

celkovych ndkladi, coZ zapiSeme jako
m = TRi(q:) — TCi(q:).

Celkové prijmy firmy jsou souc¢inem ceny a mnoZzstvi, proto predchozi vztah mizeme

upravit do tvaru
m = f(Q)g — TCi(a:)
nebo

T = f<91 + Q2 + ---Qn)Qz‘ - TCi(Qi)-
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1.3.2 Zakladni modely oligopolu

Smluvni oligopol. Smluvni oligopol, neboli kartel, vznika uzavienim tajné dohody (ko-
luzi) mezi firmami vyrabéjicimi stejny nebo podobny produkt, o cendch a rozdéleni trhu.
Pak se kazda firma na své vymezené Casti trhu chova jako monopol. Dohody, nebo spo-
luprice podobného druhu mezi firmami jsou zpravidla oznacovény jako kartelové dohody.

Cilem kartelu je maximalizovat zisk celého odvétvi, ktery mizeme vyjadfit jako rozdil

celkovych piijmi kartelu a sumy celkovych naklada vSech jeho ¢lent
i=1

Nutnou podminkou maximalizaci zisku je pak

on
dq;

= MR(Q) - MCi(Qi) =0

neboli
MR(Q) = MCi(g).
To znamen4, Ze kartel maximalizuje zisk v pripad¢, Ze pfirtistek celkovych piijmu kar-
telu (spoleény mezni piijem) M R(Q)) je roven pfiristku celkovych ndkladi kazdé firmy

kartelu (mezni naklady) M C;(g;).

Hlavni problémy existence kartelu:

e Kuvili tomu, Ze cena produkce pievysuje mezni naklady firem, Gcastnici kartelu maji
tendenci k tajnému zvySeni vystupu, coz ohroZuje cenovou politiku kartelu a jeho

existenci;

e Kartelové dohody snizuji bohatstvi spotiebiteld a omezuji konkurenci, proto jsou

zakdzané ve vétsin€ zemi (s vyjimkou mezindrodnich karteld);

e Pravni zdkaz uzavieni kartelovych dohod déld nemoznym pravni vynucovéani dodrZzeni

t€chto dohod.

Z ptedchozich problémi vyplyva dilezity zaveér, Ze kartel je velmi nestabilnim zpisobem

organizace oligopolu.
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Oligopol s dominantni firmou. Oligopol s dominantni firmou je jednou z forem ce-
nového vidcovstvi, které miZeme popsat jako situaci, kdy jedna firma piebird iniciativa
pfi stanoveni ceny a ostatni firmy tuto cenu nasleduji. Takovy druh oligopolu vznikd, kdyz
pro silnou firmu je vyhodné ponechat ¢ast trhu slabsim konkurentiim.

Jako dominantni firma je obvykle oznaCovana firma, jejimiZ jedinymi konkurenty jsou
cetné malé firmy, které tvofi tzv. konkurencni okraj (konkurencni lem). Tyto firmy nejsou
schopné zménami svého vystupu nebo cenami produkce podstatné ovlivnit trh.

V tomto modelu je podstatné, Ze firmy, které patii do konkuren¢niho lemu, vykazuji
chovéni dokonale konkurencnich firem: za cenu, kterou pfevzaly od dominantni firmy,
jsou schopné prodat libovolny objem produkce a jejich individudlni poptavkové kiivky
pfi dané cené jsou vodorovné piimky.

Hlavnim divodem respektovani ceny stanovené dominantni firmou firmami z konku-
ren¢niho okraje je to, Ze vzhledem ke své velikosti nejsou schopné vyuzit uspor z rozsahu
a zdaroven mdji hor$i ndkladové podminky nez dominantni firma. TakZe nejsou schopné
stanovit niZsi cenu, protozZe prodélaji, a jestlize stanovi vyss$i cenu, pak ztrati zdkazniky.

Je oCividné, Ze v dané situaci optimdlnim feSenim je ndsledovéani ceny dominantni firmy.

1.3.3 Courtnotuv model

Klasicky Courtnottiv model je zaloZen na nasledujicich pfedpokladech:
e V odvétvi existuji pouze dvé firmy;

e Firmy vyrabéji zcela homogenni produkt;

e Stejné nakladové kiivky firem;

e TrZni poptavkova kiivka je zndma obéma firmam.

1.3.4 Reak¢ni funkce a rovnovaha.

Zakladem Courtnotiiva modelu je tGvaha, Ze prvni firma pfi rozhodovani o velikosti
vlastniho vystupu povazuje vystup druhé firmy za neménny. Prvni firma predpoklada, ze
druha firma nebude reagovat zménou vystupu na jeji zménu vystupu, coZ miiZzeme zapsat

jako
0qz

— =0.
oq
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Soucasné zména vystupu prvni firmy pfivede ke zméné ceny

or

0.
oq 7&

Analogicky uvazuje druhd firma v odvétvi.

Pozndmka 1.1. Existence vétstho poctu firem neovliviiuje funkénost a smysluplnost to-

hoto modelu, proto model je pouzitelny i1 v jinych pfipadech oligopolu, nez duopol.

Nutnou podminku maximalizace zisku formulujeme nésledujicim zpisobem

0
a—ﬂ-l = MRl(Ql) — MCl(Ql) =0
qi

MRl(ql) = MCl(ql)

Prvni firma pfi rozhodovani o velikosti svého vystupu ¢; o¢ekava vystup druhé firmy
@o- Celkovy vystup odvétvi pak bude (Q = q; + ¢» a trzni cena bude P(Q) = P(q1 + ¢2).

Ziskovou funkci prvni firmy vyjadiime jako
™ = TRI — TCl

m =Pl + @)g —TC(q1).

Rizné neménné drovné vystupu go budou urCovat rizné vystupy prvni firmy. Tento

vztah, ktery zapiSeme pomoci rovnice

q1 = fl(QQ)a

je oznacovan jako reak¢ni funkce nebo reakéni kiivka. Reakéni kfivka definuje vystup

prvni firmy v zavislosti na vystupu druhé firmy. Analogicky:

G2 = f2(Q1)'

Rovnovéaha duopolu v tomto modelu je dand optimdlnimi vystupy firem a musi platit:
¢ = f1(43),

* *
% = f2(q7)-
Cournotiiva rovnovédha nastava v bodé (g7, ¢3), ve kterém obé firmy maximalizuji své

zisky a Zadna z nich nema divod ke zméné vystupu. Cournotiiva rovnovaha je vysoce

stabilni.
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Priklad 1.9. Méjme dvé firmy pusobici na trhu s poptavkovou kiivkou P = 200 — Q.
Jejich produkce tvofi vystup celého odvétvi () = ¢ + go. Pak plati

P =200 — (1 + q2)

PZQOO—ql—QQ

Pro zjednodusSeni pfedpoklddejme, Ze firmy vyrdbéji s nulovymi ndklady. Pak zisk prvni

firmy bude roven celkovym pi{jmim
m = Pq = (200 — ¢1 — ¢2)¢1 = 200q; — Q% — 4192
Analogicky pro druhou firmu
Ty = 2002 — 1q2 — G-

Pak nutnd podminka maximalizace zisku prvni firmy je

87r1 aq
=200—-2¢ —q1=— —q2 = 0.
aql @1 — q1 B Q2 =
Pro druhou firmu to vyjadiime analogicky:
871'2 (9q
=200 — —2¢, =0.
8q2 Q27— D —q1 Q2 =

Jak uz bylo zminéno model je zaloZen na ptedpokladu 3 8q2 =0a aq1 = 0, potom

pfedchozi rovnice prejdou na tvar

0
"L 200 — 2g) — go = 0,
891
0
"2 900 — ¢, — 2g5 = 0.
aQQ
Upravami ziskame reakéni funkce pro prvni a druhou firmu:
o 200 — q2
q1 = 92 )
. 200 — a1
a2 = 5

Tyto funkce budeme znacit Ry, resp. R». Prisecik téchto dvou piimek bude predstavovat
bod rovnovahy duopolu, ve kterém rozhodnuti obou firem o jejich vystupech bude kon-
zistentni. VySe optimalniho vystupu prvni firmy dostaneme dosazenim druhé rovnice do

prvni:
200—q;
200 — =14

q1 = 5
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4Q1 = 200 + 1
¢ = 66, 66.

Pro druhou firmu analogickymi tpravami dostaneme:
q2 = 66, 66.

Celkovy vystup odvétvi bude () = ¢; + ¢2 = 133, 33 arovnovdznd cena P* = 200 — Q) =
66, 67.

Pokud bychom srovnévali kartel a Cournotiiv model za predpokladu rostoucich meznich
néakladd, dospéli bychom k zavéru, Ze droven rovnovazného vystupu Cournotiiva modelu
je vyssi nez vystup kartelu. Tento zavér plyne uz jen z nutnych podminek maximalizace
zisku: mezni pifjem firmy M R;(q;) = P + qig—g v pripadé Cournotiiva modelu je vetsi

nez mezni piijem odvétvi MR(Q) =P + (g1 + ¢ + ... + Qn)g—; v kartelu.
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2 Analyza soucasného stavu

Cournotiv model oligopolu je modelem nekooperativnim, ktery nepifedpoklada spo-
lupraci firem mezi sebou. TakzZe firmy porad drZi vystup na trovni Cournotive rovnovahy
a nechtéji nic meénit. AvSak prirozenou otdzkou je, zda se firmy miZou chovat koopera-
tivné a zvysi-li to jejich zisky.

Vétsina autort pfidava do Cournotliva modelu kooperaci prostfednictvim opakovani
hry béhem nékolika period a cilem firmy je v takovém piipad¢ dosahnout co nejvyssich
ziskil béhem celé hry. Firmy miiZou uzavfit mezi sebou koluzi a uméle omezit vystup, coz
v disledku povede ke zvyseni zisku. Pak v kazdé periodé firmy hraji mezi sebou hru, ve
které voli, zda je pro né¢ vyhodnéjsi dodrZzovat dohodu anebo ne, pfi tomto rozhodovani
berou v tivahu to, jak jejich volba miZe ovlivnit chovani soupefi v dalSich periodach.

Ale jen malo autort studovali a studuji Cournotiv model oligopolu z pohledu koope-
rativnich her, kde hlavni roli hraje charakteristickd funkce, pomoci které mizZeme o hodné
jednoduseji zndzornit kooperaci mezi firmami a jejich prospéch z této kooperace. Tato ka-
pitola obsahuje modelovéni oligopolni situace pravé jako kooperativni oligopolni hry, de-
finici potfebné charakteristické funkce, popis vlastnosti kooperativnich oligopolnich her
a nalezeni feSeni pro tfidu kooperativnich oligopolnich her s linedrni ndkladovou funkci.

Hlavnim zdrojem informaci slouzili [6, 7].

2.1 Model

Uvazujeme oligopolni situaci (N, (w;, C;)ien, p), kde N = {1,2,...,n} je mnoZina
firem. Pokud prvek mnoZiny /N znac¢ime ¢, pak w; je kapacitni ohraniceni -té firmy (kolik
muiZe maximalné vyrabét), C; : R, — R, je nakladova funkce i-té firmy ap : R, — R,

je inverzni funkce poptavky. Ddle budeme predpokladat ze
a) inverzni poptavkova funkce p je diferencovatelna, striktné klesajici a konkdvni;
b) kazda ndkladova funkce C; je spojitd, striktné rostouci a konvexni.

Oligopolni hru v normdlnim tvaru (NN, (X;, 7;);en ) asociovanou s oligopolni situac{

(N, (ws, Cy)ien, p) definujeme nasledovné:
1. mnoZzina firem je N = {1,2,...n};
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2. pro kazdé i € N mnozina individudlnich strategii je X; = [0,w;] C R,, kde

x; € X; predstavuje pocet vyrobkil vyprodukovanych i-tou firmou;
3. mnozina vSech strategif je Xy = [L;cny X, kde © = (x;);en je prvek Xy;
4. pro kazdé ¢ € N individudlni ziskovd funkce 7; : Xy — R, je definovéna jako
mi(z) = p(X)x; — Ci(xy), (2.1)
kde X = }"._ #; je produkce celého odvétvi.

Zisk i-té firmy zdvisi jak na individudlnim vystupu z; tak i na celkovém vystupu
oponentt » | jen\(iy ¥j- K analyze stability kartelu a iniciativ firem ke spolupraci je nutné
pievést oligopolni hru v normélnim tvaru (N, (X, 7;);c ) na kooperativni oligopolni hru.
Jak uz bylo zminéno, v teoretické ¢asti existuji dva nejpouzivanéjsi zptisoby prevodu hry v
normalni formé na kooperativni hru, které se nazyvaji hrou ve tvaru a- a 3-charakteristické
funkce. Ozna¢ime Xg = Il;c5X; mnoZinu strategii koalice S C N a X_g = IligsX;
mnozinu strategii firem, které nejsou v koalici S, jejichZ prvky jsou x5 = (2;)ies a
r_g = (z;)igs respektive. Pak pro pouZité v modelu oznaCeni a- a [-charakteristické

funkce vypadaji nasledovné

S - ] y J— 2.2
Ua( ) wIsnEaJXs x7151161117S £ Ur (xSH r S) ( )
a
S 1 y — . 2.3
Ug( ) x_sllellll B xlslelaXS ZES 7IZ(ZL’S, X S) ( )

Za ptedpokladu, Ze inverzni poptavkova funkce p je striktné klesajici, z (2.1) miZeme

odvodit, Ze

Vrg € XS, Ww_g = (wi)i¢5 € arg min Wi(Is,Ifs), 2.4)
T-5€X-s i€S

kde w; € X, je vystup ¢-té firmy pii plném vyuziti vyrobni kapacity. Dale pro kazdé

S € N definujeme korespondenci nejlepsi odpovédi Bs : X ¢ — Xg jako

Ve_g € X_g, Bs(r_g5) = arg max mi(Ts, T _g). (2.5)
vs€Xs ies
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Prvek Bg(x_g) oznacime jako z%(x_g). Zhao [8] ukdzal, Ze a- a [-charakteristické
funkce jsou ekvivalentni pro oligopolni kooperativni hry. Z této ivahy spolu s (2.3), (2.4),
(2.5) plyne
va(S) = vs(8) = Y mi(zh(w_s),w_s). (2.6)
€S

Jestlize kazda individualni ziskova funkce 7; je konkdvni na mnoZiné vSech strategii,
pak z véty Zhao [8] plyne, Ze a-a -jadra jsou neprazdné.

Logické spravnost prevodu oligopolni hry v normélnim tvaru na kooperativni hru
pomoci a- a [-charakteristickych funkci zfejmé miize byt zpochybnéna tim, Ze reakce
ostatnich firem s cilem minimalizovat zisk koalice zvySenim vystupu na drovenl plného
vyuziti kapacity muze vést k podstatnému poskozeni samych sebe. TakZe stejné jako
Chander a Tulkens [7] budeme uvazovat, Ze outsidefi individudlné voli své strategie jako
nejlepSi odpovédi koalici. Tato uvaha vede k zavedeni ~y-charakteristické funkce. Nej-
prve oznaéime T_g(xs) = (¥i(xs, T_(sui)))igs € LigsBi(xs, T_(sui)) definované pro
VS C N aVzg € Xgjako mnozinu strategii nejlepsich odpovédi outsidert, kde SU7 znaci
S U {i}. Pak pro oligopolni hru v normdlnim tvaru (N, (X;, m;);en) 7y-charakteristickd

funkce V.S C N je definovéna jako
vy (S) = milwg(Fos), i-s(xF)). 2.7)

Strategie (2%5(Z_5), T_g(x%)) € Xy se nazyva rovnovazny stav ¢asteéné dohody pod S.
Pro fixn{ pocet hra¢éi N ozna¢ime jako G?Y mnoZinu kooperativnich oligopolnich her.
Ukazeme si, jaky je vztah mezi y-jadrem a (-jadrem, je ziejmé, Ze mezi y-jadrem a a-

jadrem bude platit stejny vztah, coz plyne z (2.6).

Tvrzeni 2.1. Nechi v, € GY avg € GY jsou kooperativni oligopolni hry asociované s

oligopolni situact (N, (w;, C;)ien, p). Pak
C(vy) C C(vp). (2.8)

Diikaz. Z definice jadra plyne, Ze mame prokazat v, (S) > vg(S) VS C N, S # N a
vy(N) = vg(N). Zejmé



Taky VS C N, S # N plati
0y (8) =) mila(F-s), F-s(w))

— A e *
= max ) mi(zs, 3-s(v5))
€S

> max mi(Ts,w_g)
r3€EXs 4
€S

= min max mi(rs, x_g)
r_s€EX_grs€Xg e
1

== UB(S).

2.2 Vlastnosti kooperativnich oligopolnich her pro Cournotuv oligo-

pol

Podstatou této podkapitoly je ukdzat, Ze y-charakteristické funkce je dobfe definovana,
jinymi slovy, Ze existuje unikatni hodnota v, (S) pro VS € P(N). Nechf mame oligo-
polni hru v normdlnim tvaru (N, (X;, 7;);en) a koali¢ni strukturu P € TI(N), kde IT1(V)
je mnoZina koali¢nich struktur. Rekneme, ze strategie & € X je rovnovazny stav pod P
jestlize

VS € P, &5 € Bg(i_g), (2.9)
kde By je korespondence nejlepsi odpovédi. Rovnovazny stav ¢asteéné dohody pod S €
P(N) odpovida rovnovéaznému stavu pod koali¢ni strukturou P = {S}U{{i} & S}. Nés
bude zajimat, jestli existuje rovnovazny stav pod kazdou koali¢ni strukturou pro kazdou
oligopolni hru v normalnim tvaru. Jestlize (N, (X, 7;);cn) je oligopolni hra v normalnim
tvaru a P € II(V) je koali¢n{ struktura, pak definujeme oligopolni hru v normalnim tvaru

(P, (X®,7s)sep) nasledujicim zpiisobem:
1. mnozina hract je P;
2. pro kazdé S € P mnoZina strategif koalice je X° = [0,w’] C Ry, w® = >, _cw;,
jejiz prvkem je 2° = 3 iegTi €X S, ktery predstavuje poet vyrobki koalice S;
3. mnoZina strategif je X¥ = [gep X7, jejiz prvkem je 2 = (2°)gcp;

42



4. pro kazdé S € P nakladova funkce koalice Cs : X° — R, je definovdna jako

Cs(xg) = min Ci(z;), (2.10)
xg€l(zS)
ies
kde I(z%) = {25 € Xs : >.,cq2i = 2°} je mnoZina strategii koalice, které

dovoluji vyrobit z°;
5. pro kazdé S € P funkce zisku koalice g : X — R, je definovéna jako
rs(x?) = p(X)z¥ — Cs(z). (2.11)

Ozna¢ime mnozinu strategii outsiderti jako X% = X\ jejiz prvkem je 25 = z©\9.

Pak pro kazdé S € P definujeme korespondenci nejlepsi odpovédi koalice S jako

Vo=% € X% B(x7) = arg max mg(z®, 27). (2.12)
z¥eX*S

Méjme oligopolni hru v normalnim tvaru (P, (X®, 7g)scp) fekneme, Ze strategie 7 €

X7P je Nashova rovnovaha, jestlize
VS € P, i° € BY(27%). (2.13)

Tvrzeni 2.2. Necht (N, (X, 7;)ien) je oligopolni hra v normdlnim tvaru. Pak pro kazdou

koali¢ni strukturu P € 11(N) existuje rovnovdzny stav pod P.

Diikaz. : UvaZujeme oligopolni hru v normalnim tvaru (P, (X*, mg)secp) asociovanou s
oligopolni hrou v normalnim tvaru (N, (X;, m;);en) a koaliéni strukturu P € TI(N).
Zaprvé dokédzeme, Ze strategie 27 € X, kterd je Nashovou rovnovahou pro oligo-
polni hru v normélnim tvaru (P, (X®, 75)sep) existuje pravé tehdy, kdyZ existuje strate-
gie & € Xy kterd je rovnovaZznym stavem pod P pro oligopolni hru v normalnim tvaru
(N, (Xi, i)ien), kde &5 € 1(2°) pro kazdé S € P.
[=]: Nechi 2 € X7* je Nashova rovnovéha pro oligopolni hru v normdlnim tvaru
(P, (X%, 7s)sep) . Pak dle (2.10) pro kazdé S € P existuje 5 € Xg takové, zZe
Y =i ) Ci(d) = Cs(2¥). (2.14)
€S €S
K vyuziti dikazu sporem budeme pfedpokladat, Ze strategie & = (Zg)scp € Xy neni

rovnovazny stav pod P pro oligopolni hru v normdlnim tvaru (N, (X;, 7;);en). Z toho
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plyne, Ze &5 & Bg(%_g) pro néjaké S € P, neboli Ze existuje takové 5 € Xg pro které
D wlis, dog) < Y m(is,d_g) (2.15)
ies icS

Pro oligopolni hru v normalnim tvaru (P, (X® 75)sep) oznalime jako i® € X° od-

povidajici strategii koalice S takové, Ze &° = Y ics Ti- Pak

i€S €S
= Zﬂi(ﬂfg,ﬂf_s)
i€s
< ZW(:BS,:B_S)
i€s
=p> i+ > i) Zx =) Ci(#)

coZ je ve sporu s #° € BY(379).

[<]: Nechf # € X je rovnovdZzny stav pod P pro oligopolni hru v normédlnim tvaru
(N, (X, 7;)ien). Pro asociovanou oligopolni hru v normalnim tvaru (P, (X*, 75)sep)
definujeme strategii 27 € X* jako

VSeP &% =) i (2.16)

icS
Z toho, Ze &5 € 1(2°) a &g € Bg(i_g) plyne, Ze >, 4 Ci(#;) = Cs(2°) pro kazdé
S € P. K vyuziti diikazu sporem budeme pfedpokléadat, Ze strategie 27 = (%) gcp € X¥
neni Nashovou rovnovdhou pro oligopolni hru v normdlnim tvaru (P, (X*, 75)sep). Z

toho plyne, 7e #° & B®(2~°) pro kazdé S € P, neboli existuje #° € X* pro které
ms(25,27%) < mg (&, 279). (2.17)
Dle (2.10) existuje #° € X takové, Ze

Y di=a%a ) Ci(#;) = Cs(i). (2.18)

€S €S
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Pak pomoci (2.17) a (2.18) se dé ukézat, ze

Zm(i‘) = p(X) Ziz - Z Ci(2:)

ies €S €S

< 7T5(§35, QAﬁ_S)

= p(i% + X — i%)&% — Cy(&°)

= p(z T; + Zi"z) Zfz — Zcz(fz)

€S €S €S €S
= § Wi(i‘Sa '@—S)a
€S

coz je ve sporu s Tg € Bg(Z_g) prokazdé S € P.
Nyni méme ukazat, Ze oligopolni hra v normalnim tvaru (P, (X*, wg)scp) piipousti

existenci unikatni Nashove rovnovéahy. Za nasledujicich predpokladi:
e VS € P X* je kompaktni a konvexni a C's je spojitd, striktn& rostouci a konvexnf;
e Inverzni funkce poptavky p je diferencovatelnd, striktné klesajici a konkdvni;

existuje unikétni Nashova rovnovaha pro oligopolni hru v normalnim tvaru (P, (X*, 75)sep),
coz plyne z véty 3.3.3 z Okuguchi a Szidarovzsky [9]. Pak ve spojeni s prvni ¢asti dikazu
mizeme odvodit, Ze existuje rovnovaha pod kazdou koali¢ni strukturou P pro kazdou

oligopolni hru v normélnim tvaru (N, (X;, 7;)ien)- O

Dusledek 2.1. Nechf (N, (X;,7;)ien) je oligopolni hra v normdlnim tvaru. Pak ¥S €
P(N)

e existuje rovnovdha cdstecné dohody pod S;

e pro libovolné dvé rovnovdhy dstecné dohody (v (T—s), T-s(2%)), (y5(9-s), J-s(ys))

plati
> ahi(Es) = > uh(i-s),
i€S €S
> Cilai(ios)) = > Cilys(i-s))
€S 1€S



Prvni bod je pfimym dusledkem piedchoziho tvrzeni, druhy bod plyne z unikatnosti
Nashove rovnovéhy pro oligopolni hru v normalnim tvaru (P, (X*, 7s)secp).

Ted pro vSechny oligopolni hry v normalnim tvaru (N, (X, 7;);en) a vSechny koalice
S € P(N) se budeme zabyvat variacemi rovnovazného vystupu koalice S s ohledem na
hrubost koali¢ni struktury, ve které je obsazena. Zavedeme binarni relaci <" na TI(NV),
kterou definujeme nésledovné: fekneme, Ze koali¢ni struktura P € TI(N) je jemn&jsi nez
koali¢n{ struktura P’ € TI(N) nebo P’ <I" P, jestlize VS € P existuji pfipustné koalice
T € P, takové, ze T D S. (II(N), <F) je tplny svaz. M&jme oligopolni hru v normélnim
tvaru (P, (X%, 7s)sep), pro definovani nékterych vlastnosti korespondenci nejlepsi od-
povédi B® zavedeme pojmy dopfedné a zpétné rozdélené diference. Pro viechny funkce
f + Ry — R avSechny ¢ > 0 definujeme dopfednou a zpétnou rozdélenou diferenci
ff:Ry xRy - Raf :R, xR, — Rjako

Fa,0) = (fla+ o) - f(a))

€

f(a) =~ (f(a) = fla o).

Pro kaZdou piipustnou koalici S € P a vSechny € > 0 definujeme funkce ¢ :

X5 x X5 xRy - Rags : X5 x X~5 x Ry — R jako
gb;“(xs,:v_s,e) = p(X +€)+2°pT(X,e) — C’;(xs,e),

gzﬁg(xs,m_s, €)=p(X — &)+ 2% (X, €) — C’g(xs, €).

Je patrné, Ze pfipustna koalice S € P nemuze vydé€lat zvySenim svého vystupu o € praveé
tehdy, kdyz ¢ (2% 275 ¢) < 0 analogicky nemlZe vydé&lat snizenim svého vystupu
pravé tehdy, kdyz ¢ (x%,279,€) > 0. Pak korespondence nejlepsi odpovédi B kazdé

piipustné koalice S' € P ma tfi ndsledujici vlastnosti:
1. 0 € BY(z7%) & ¢£ (0,27, ¢) <0, Ve > 0;
2. w9 e BYx7%) & ¢g(w¥, 275 €) > 0,Ve > 0;
3. 29 € BY(x7%) : 2% € [0,w%] & o5 (2%, 275 €) > 0 > ¢p& (2%, 275, ¢),Ve, € > 0.
Nasledujici tvrzeni porovndva rovnovahy pod P a P’, za pfedpokladu P’ <F' P.
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Tvrzeni 2.3. Necht P,P' € TI(N) jsou dvé koali¢ni struktury takové, Ze P' <' P. Necht
&P e XP ai" € X jsou dvé Nashove rovnovdhy pro oligopolni hry v normdlnim tvaru

(P, (X%, ms)sep) a (P, (X*, ms)sep). Pak plati
(i) X < X;
(ii) V(S,T) e Px P',S CT,2% < i’}

e T ~S
(00) X pepnp @ < Dgeprpd”-
K dukazu predchoziho tvrzeni budeme potiebovat nasledujici lemmaty

Lemma 2.1. Nechi P,P' € TI(N) jsou dvé koalicni struktury, pro které existuji T € P’
aS € P le{l,.phpe€{l,..,n}, takové Ze T = F_ S, Necht i¥ € X a il ¢
X" jsou Nashove rovnovdihy oligopolnich her v normdinim tvaru (P, (X®,75)scp) a

(P, (X5, 75)sep). Jestlize X < X, pak plati 7 < Y°F_| @5,

Diikaz. Nechf P,P’ € TI(N) jsou dvé& koalién{ struktury spliiujici predpoklady pfedchoziho
lemmata. Pro viechny [ € {1, ..., p} ozna¢ime jako #° vystup podmnoZiny S; v koalici
T takové, ze y |, i% = zT. Dle definice Nashove rovnovdhy pro vSechny €, ¢ > 0 a
vSechny [ € {1, ..., p} plati

¢5(2%,37%,¢) <0

p(X =€)+ i"p (X,€) - Cg (2%,€) > 0.

e . v 7 M / 7 7 v W
Levou stranu posledni nerovnosti ozna¢ime jako Aj . Posledni nerovnost znamend, Ze pfi

P

~ ~ P! . . s v o2 PPy e o v
Nasove rovnovaze &' ani koalice T', ani Zadna jeji podmnozina S;, [ € {1, ..., p} nemuze

vydélat snizenim vystupu. Pro vSechny e,¢ > 0 a vSechny [ € {1,...,p} definujeme
Lo = ¢4 (2%,275 ¢) — Af < 0. K dikazu sporem budeme pfedpoklddat Ze existuje

[ € {1,...,p} takové, Ze ' > 2. Mdme
Lo =p(X +€) —p(X —¢)
+25pt (X e) —&Tp (X, €)

+C5 (2%, ¢) — CH (3% e).

47



Abychom obdrZeli spor, je nutné ukizat, ze Qiﬂﬁ, je kladné pro dostate¢né malé € a € = e.
Zaprvé vyuZijeme € = ¢ a e < &% — £%. Z konvexnosti nakladovych funkci a definice
C’;’l a Cg plyne

CH(@%e) < CL (&% —e,¢) = Cg (&7, €). (2.19)

Z predchozich vyrazi a diferencovatelnosti inverzni poptavkové funkce p plyne, ze
€e— ’

kde ostra nerovnost plyne z toho, Ze inverzni poptdvkova funkce p je striktné klesajici a

konkdvni a z predpokladu 7% < 75 < 77,

ObdrZeli jsme tedy spor s Q' ., = ¢& (25,275 ) — A < 0 pro vSechny €,¢' > 0.
TakZe pro viechny [ € {1,...,p} mdme &% < &%, coz implikuje 7 = > 7 #% <
P e O

Lemma 2.2. Nechf P, P’ € TI(N) jsou dvé koali¢ni struktury, pro které existuji T € P’
aS € P lec{l,.,p}, pe{l,.. n}, takove, Ze T = U'_ S, Necht i¥ € X¥ a i" ¢
X" jsou Nashove rovnovdhy oligopolnich her v normdlnim tvaru (P,(X®°,7s)sep) a

(P, (X5, 78)sep ). Jestlize X < X pak plati, Ze &7 > &% pro vSechnal € {1, ..., p}.

Diikaz. Nechf P,P’ € TI(N) jsou dv& koalién{ struktury spliiujici pfedpoklady pifedchoziho
lemmata. Dle definice Nashove rovnovahy pro vSechny ¢,¢' > 0 a vSechny [ € {1, ..., p}
plati ¢7. (2", 27", ¢) < 0 a ¢g (2,275, ¢) > 0. Pro vechny ¢,¢ > 0 a vSechny
I € {1,...,p} definujeme Q' = ¢f(Z", 27", €) — ¢5 (2,275, ¢). K diikazu sporem
budeme predpoklddat, e existuje [ € {1, ..., p} takové, ze #° > 7. Mame

Lo =p(X + € —p(X =€)

+&"pt (X, ) — #%p~ (X, €)
—i—C’gl(fnSl, ) — Cf (a1, ).

Jako v dlikazu predchoziho lemmatu potfebujeme ukazat, 7Ze Ql“, je kladné pro dostatecné

malé € a ¢ = e. Zaprvé vyuZijeme ¢ = ¢ a e < 2% — &7, Z konvexnosti nakladovych

Vv

dodate¢né naklady neZ pro libovolnou jeji podmnozinu S, | € {1,...,p} plyne
Cr(i" €) < OF (2% — € ¢)
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<y, (51 — €, €)

= C’gl(:i'sl, €).

Z ptredchoziho vztahu a diferencovatelnosti inverzni poptavkové funkce p plyne, ze
lim Qo > p(X) = p(X) + 279 (X) - 2%p/(X) > 0,
€e— ’

kde ostra nerovnost plyne z toho, Ze inverzni poptdvkova funkce p je striktné klesajici a
konkdvnfi a z predpokladu 2% > &7
Obdrzeli jsme tedy spor s Q' , = ¢f.(&", 277, €) — ¢g (2%, 275, ¢') < 0 pro viechny

e, € > 0. TakZe pro viechny [ € {1,...,p} mame &7 > . ]
Ted mtizeme pristoupit k samotnému dikazu tvrzeni.

Diikaz. Zaprvé k diikazu (i) sporem predpoklddejme X < X.Z P’ <¥ P plyne, 7e pro
kazdé T € P existuji S; € P, 1 € {1,...,p}, p € {1,...,n}, takové, ze T = Ui_,S.
Z prvniho lemmata plyne, Ze pro kazdé T' € P’ akazdé S, € P, | € {1,...,p}, mame
g <> &5, to znamend Ze jsme obdrzeli spor a X < X. Pak bod (i) plyne pfimo z

() a druhého lemmata. Nakonec bod (7i7) je dusledkem bodt (i) a (i¢). Dle (i) plati

ngm:Zf’gZ@S

Tep! Sep
& E #+ i < E 5 + § 5
TeP'\P TeP'NP SeP\P’ SepPnp’
& E i E 5 < E 5 — E i

TeP'NP sepap! SeP\P! TeP\P
Navic z (i7) plyne

Z il — Z %> 0.

TeP'NP SePNP’

Z kombinaci dvou piedchozich vyrazi obdrzime

Z il < Z 7o

TeP\P Sep\pP'
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Ukazali jsme, Ze vystupy na trovni Nashove rovnovédhy pro oligopolni hry v normalnim
tvaru (P, (X®, 75)sep) jsou rovné agregovanym rovnovaznym vystupim pod P pro oli-
gopolni hru v normélnim tvaru (N, (X, 7;);en ). M&me oligopolni hru v normalnim tvaru
(N, (X;,m)ien), koalici S € P(N) arovnovahu ¢aste¢né dohody pod S (z%(Z_5), T_g(x%)) €
Xn, kde T_g znali (Z;(x%, T_(sui))igs. pak oznalime jako X celkovy vystup rov-
novahy ¢astecné dohody pod S

XPS =N "ah (ios) + > Eil2, E-(sup).
ies igS
Dusledek 2.2. Necht (N, (X;, ;)ien) je oligopolni hra v normdlnim tvaru. Pak pro kazdé
S,T € P(N) takové, ze S C T plati

(Z) XP’S > XP’T,'
(ZZ) Vi ¢ T, .i'l(.%g, *%—(Sui)) < ixﬂ?}, i—(TUi)),'
(441) Zies $§,i(57—5) < ZieT x},i(j}—T);

(iv) Zz‘eT x;,i(i—T) < ZZES m*S,i(j:—S) + ZieT\S T (T, f*(SUi))-

2.3 Balancovanost kooperativnich oligopolnich her pro Cournotuv
oligopol

Dana podkapitola je vénovand neprazdnosti 7y-jadra. Dle véty Bondareve-Shapley
[10, 11] vlastnost balancovanosti je nutnou a postacujici podminkou pro garantovani
nepréazdnosti jadra pro kazdou kooperativni hru v € G, kde G* je mnoZina viech koope-
rativnich her o NV hra¢ich. Necht B C P(N) je rodinou koalici, B, = {S € B:i € S} je
podmnozinou t&ch koalici, do kterych patii i. Rekneme, Ze 13 je balancovanou rodinou ko-
alic, jestlize pro kazdé S € B existuje balan¢ni vdha \g € R, takovd, Ze Y g p As = 1
pro kazdé i € N. Kooperativni hra v € G" je balancovan4, jestliZe pro kazdou balanco-

vanou rodinu koalic plati

Z Asv(S) < w(N)

Véta Bondareve-Shapley zni nasledujicim zptsobem:
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Véta 2.1. Kooperativni hra v € G md neprdzdné jddro prdavé tehdy, kdyZ je balanco-

vand.

Smyslem této podkapitoly je dokazat, zZe pro kazdou oliopolni hru v normdalnim tvaru,
pro kterou individudlni ziskov4 funkce je konkavni na mnoziné strategii, asociovana koo-

perativni oligopolni hra je balancovana a tedy ma neprazdné ~-jadro.

Véta 2.2. Nechi (N, (X;,m;)ien) je oligopolni hra v normdlnim tvaru takovd, Ze T; je
konkdvni na Xy pro kaZdé i € N. Pak asociovand kooperativni oligopolni hra v., € GY)

je balancovand, a tedy md neprdzdné ~v-jddro.

K dukazu predchozi véty budeme potiebovat nasledujici lemma.
Mgjme oligopolni hru v normdlnim tvaru (N, (X}, 7;);cn ), balancovanou rodinu koa-
lic B C P(N) akazdou rovnovéhu ¢aste¢né dohody pod S, (z%, (T_g), T_s(x%)) € X,
takovou Ze S € B, definujeme strategii y € X jako
Vie N, yi= > Asah(i_g). (2.20)
SeB;
Lemma 2.3. Nechf y € Xy je strategie dle piedchoziho odstavce. Pak

Vi€ N, Y AsXPT >,
SEB]'

kdeY =73 ..\ Vi

Diikaz. Vezmeme libovolné j € N. Zaprvé ukdZzeme, zZe

D XD E(@hEosun) = Y As > ahi(ds). (2.21)

SeB; ¢S SeB\B;  i€S

Z bodu (i7) a (iv) disledku 2.2 plyne

Z )\SZU%Z'(x*S’i'—(SUi)) > Z )\SZi'i(v%fi)

SeB;  igs SeB; s
= Y Ao EE) = Y w(E)
SeB; iEN ie€S
= ij(j_l) — Z As Zfz(f—z)
ieN SeB; €S
= Z g Z;ﬁz(:ﬁ_l)) - Z As Z Ti(7y)
SeB €S SeB;  ies
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= ) As ) Fi(E)

SeB\B; ieS

2 Z /\SZI*S,i(j—S)'

SeB\B;  i€S
Pak plati

D OXXPI =N "ak (Fs) + Y As Y Eila, i sun)

SEBj SGBJ‘ €S SEBj €S
>3 XD abi(Eos)+ Y As Y ak,(isg)
SeB; ieS SeB\B; ieS
% s~
:E E xS,i(x—S)
SeB €S
% s~
=3 > Asak,lios)
iEN SeB;
=Y.

Ted miZeme piejit k dikazu véty.

Diikaz. Nechf B C P(N) je balancovand rodina koalic a y € Xy je strategie jako v
(2.20). Z konkdvnosti kazdé individudlni ziskové funkce 7; na Xy, lemma 2.3, striktné
monoténnosti inverzni poptavkové funkce a Paretovské efektivity hodnoty velké koalice
plyne

D vy (8) =D As Y milas(Fs), Fos(k))

SeB SeB ies

= Z Z )\57Ti<$§(i’—3>7«%—5<x2'))

ieN SeB;

<Y m() ] As(@(E-s), 7-s(75)))

iEN SeB;

= "> AsXP5)y; — Cily)]

1EN SeB;

< PY)Y — Z@(yi)
< v,(N).
]

Podminka konkdvnosti v dokdzané vété je postacujici k existenci y-jadra, ale neni

nutna.
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2.4 ReSeni v v-jadie pro kooperativni oligopolni hry pro Cournotiv
oligopol

Podminka konkavnosti muze pfipadat pfirozenym poZadavkem k zaruceni neprazdnosti
v-jadra, avSak existuje mnoho oligopolnich situaci, které tuto podminku nespliuji. Doo-
pravdy, v linedrni oligopolni situaci, neboli p(X) = a — X, a € R,, a pro vSechny i €
N Ci(z;) = ¢izy, ¢; € Ry, kazd4 individudlni ziskova je kvadratickd, ale neni konkavni.
V této podkapitole bude pouZzit alternativni pfistup, ktery spo¢ivé v zabezpecovani feSeni
v y-jadie bez pozadavku konkavnosti. Budeme predpokladat, Ze nédkladové funkce jsou

linedrni a firmy maji stejné mezni ndklady
dee R, : Vi e N, Ci(x;) = cx;. (2.22)

Nejsou kladené jakékoliv jiné pozadavky na kapacitni omezeni anebo inverzni poptavkovou
funkci. Pro konstantni pocet hra¢d N, ozna&ime jako G mnoZinu kooperativnich oli-
gopolnich her asociovanych s oligopolni situaci (N, (w;, C;)icn, p), spliiujicich pfedchozi
pozadavek. Resenim na G2V~ je funkce p : G- — R, ktera piitazuje kazdé kooperativni
oligopolni hie v, € GX' vektor vyplat p(v,) € RY. M&me oligopolni hru v normélnim
tvaru (N, (X;, m;)ien), oznadime jako X2 = >~ #;(Z_;) celkovy vystup pfi Nashove
rovnovaze. Pro kazdou kooperativni oligopoln{ hru v, € G2 uvazujeme fesen, které se

nazyva NP(Nashova Pro rata)-hodnota, kterd je definovana nasledovné

L@y (N)  jestlize XP2 > 0
Vie N,NP(v,)={ ~ (2.23)

0 v jinem pripade
NP-hodnota distribuuje kazdému hraci ¢ € N hodnotu velké koalice v, (/N) v poméru

k jeho individudlnimu Nashovu vystupu Z;(Z_;).
Véta 2.3. Pro kaZdou kooperativni oligopolni hru v, € G2 plati N P(v.) € C(v).

Diikaz. Zaprvé vezmeme libovolné v, € G2’ takové ze X7 = (). Dle bodu (¢) disledku
2.2 pak VS € P(N) mame X% = 0, tedy v,(S) = 0. V danem piipadé je ziejmé, Ze
NP(v,) € C(vy).

Ted vezmeme libovolné v, € G2 takové, ze X2 > 0. K vyuziti dikazu sporem

pfedpokladejme, ze N P(v,) ¢ C(v,), neboli Ze existuje koalice S, pro kterou v, (S) >
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>ics NPi(vy). Z toho plyne, Ze v,(S) > 0a X > 0. UvaZujeme vyplatni vektor

os € R" definovany jako

. v, (N
Vi € N, 0s; = ;((P,S) Qs
kde
r5(7-s) jestlize i € S

Ti(r5, T_sui) Jestlizei & S
Dle bodd (7) a (i7) ddsledku 2.2 vime, ze X% < XP?a 7,(7_;) < 7;(2%, T_sui) pro
vSechny i ¢ S. Toto implikuje, Ze os; > N P;(v,) pro vSechny i & S. Navic z Paretovské
efektivity hodnoty velké koalice a pfedpokladu N P(v,) ¢ C(v,) plyne
vy(N) .
> osie) = S0 Yt (i

€S €S

1 x [~
> s (XX~ eXP9) Y0 ()
ics
= p(X") Z r5(Tos) — ¢ Z r5,(T-s)
i€s i€s
= v,(5)
> NPi(v,).
icS
Obdrzeli jsme tedy > ..o 05,i(vy) > > ,cg NPi(vy), coZje vrozporus ) .y psi(vy) =
vy (N) = 2ien NPi(vs). u

Ted se podivame na to, které vlastnosti spliiuje NP-hodnota. Na mnoziné G* NP-
hodnota miZe byt charakterizovana pomoci Ctyf nasledujicich vlastnosti : efektivita, nu-
lovéa firma, monotonnost, nekooperativni spravedlnost. Pro kazdou kooperativni oligo-

poln{ hru v, € GY fekneme, Ze feseni p splifuje
1. Efektivita: jestlize ), pi(vy) = vy (N). (EF)
2. Nulové firma: jestlize Vi € N takovd, Ze w; = 0, pz-(vﬁ,) = 0. (NF)
3. Monoténnost: jestlize Vi, j € N takové, Ze w; > wj, pi(vy) > pj(vy). (M)

4. Nekooperativni spravedlnost: jestlize Vi,j € N, v,({7})pi(vy) = vy({i})p;(vy).
(NS)

54



Véta 2.4. Funkce p kterd je FeSenim na Gf)v * spliiuje (EF), (NF), (M) a (NS) prdvé tehdy,
kdyZ p = NP.

Diikaz. Vezmeme libovolné v, € G2*. Zaprvé ukazeme, ze NP-hodnota splituje (EF).
Predpoklddejme, Ze X2 = 0. Z toho plyne, Ze N P;(v,) = 0 pro vSechna i € N. Navic
dle bodu (i) disledku 2.2 méme XY = 0, tedy >,y NP;(v,) = v,(N) = 0. Pak
piedpokladejme, ze X2 > 0. Z (2.23) ptimo plyne Y, NP;(v,) = v,(N).

Zadruhé ukazeme, Ze NP-hodnota spliiuje (NF). Vezmeme libovolné i € N takové, ze
w; = 0. Pfedpokladejme, ze X2 = (. Dle (2.23) mdme N P;(v,) = 0. Pak pfedpokladejme,
7e X% > 0. Z w; = 0 plyne Ze %;(Z_;) = 0 a tak dle (2.23) mame N P;(v,) = 0.

Za tfeti ukdaZzeme, Ze NP-hodnota splituje (M). Vezmeme libovolnd i, 7 € N takové,
7e w; > wj. Pfedpoklddejme, ze X2 = 0. Dle (2.23) méme N P;(v,) = NP;(v,) = 0.
Pak piedpokladejme, Ze X7? > 0. Z w; > w; a v, € G plyne, 7e 7;(7_;) > 7;(7_;) a
tak dle (2.23) mame N P;(v,) > NP;(v,).

Za tvrté ukdZeme, ze NP-hodnota spliiuje (NS). Piedpokladejme, ze X2 = 0. Z to-
hoto plyne, Ze N P;(v.,) = 0 pro v§echnai € N, tedy v, ({j}) NP;(vy) = v,({i}) N P;(v,)
pro viechna i, j € N. Pak piedpokladejme, ze X*? > 0. Pro vechnai, j € N bude platit

o (GDVPw,) = (0(X72) - o)y () oo ()

. \zi(Ty)
= (p(X"?) — () L v, (V)
— o, ({()NPy(v).
Ted zbyva jen ukazat, e NP-hodnota je unikédtnim feSenim na mnoziné G2+, které spliiuje
(EF), (NF), (M) a (NS). Vezmeme libovolné fesSeni p na Gév * spliujici (EF), (NF), M) a
(NS) a dokdzeme, Ze je ekvivalentni NP-hodnoté. Podle (EF) vime, Ze ).\ pi(vy) =
v,(N). Navic (NF) a (M) zaruCuje, Ze p;(v,) > 0 pro vsechna i € N. Tedy existuje
B: GY+ — R takové, Ze
51’(%)
Zj en B (vy)

Piedpokladejme, ze X©? = 0. Dle bodu (i) disledku 2.2 mdme XV = 0, a tedy

Vie N, pi(vy) = vy (N). (2.24)

vy (N) = 0. Z toho plyne p;(v,) = N P;(v,) = 0 pro vSechna i € N.Pak pfedpokladejme,
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ze X7 > (. Bez ztrity obecnosti pfedpokladejme, Ze >,y fi(vy) = XT?.Z (2.24) a
(NS) plyne, ze
Vi, j € N, v,({5})8i(vy) = v, ({i}) B;(v,).

Pro kazdé 7 € N sumovéanim rovnic ptes vSechna j € N obdrzime

> (LiDBi(e) = v ({i}) Y Bi(v,)

& (p(X7?) = ) XP7Bi(v,) = (p(XP?) — o) Ti(7-) X7
& Bilv,y) = 74(7 ).

Tedy mizeme udélat zavér, Ze p;((v,) = N P;(v.,) pro vSechna i € N. O
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3 Vlastni navrhy reSeni

V této kapitole jsou demonstrované postupy pocitdni ~y-charakteristické funkce na
dvou praktickych piikladech pomoci “Matlabu’. Pro konkrétni oligopolni situaci po¢itaime
~-charakteristickou funkci a zjistujeme nékteré vlastnosti kooperativnich oligopolnich

her, vykreslujeme mnoZinu imputaci a jadro a hledame feSeni jako vyplatni vektor.

Pfiklad 3.1. UvaZujme kooperativni oligopolni hru v, € G, ktera je asociovand s oli-
gopolni situaci (N, (w;, Cy)ien, ), kde N = {1,2,3}, wy = 200, wy = 100, w3 =
75, Cy = 3z, Cy = bxy, C3 = 10x3 a inverzni funkce poptavky je definovdna
nasledovné p(X) = 120—0.25.X. Hodnoty, kterych nabyva charakteristickd funkce v, (.5)
pro VS € P(N), jsou spoéitané pomoci nasledujiciho skriptu v programu “Matlab”.

Skript gamma.m

%ziskové funkce koalic zaddme s minusem - budeme hledat minimum

pl=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(1)-3*x(1));

p2=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3))) *x(2)-5*x(2));

p3=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(3)-10¥x(3));

p12=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(1)-3*x(1))
-((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(2)-5%x(2));

p13=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(1)-3*x(1))
-((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(3)-10*x(3));

p23=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(2)-5*x(2))
-((120-0.25*%(x(1)+x(2)+x(3)))*x(3)-10*x(3));

p123=@ (x) -((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(1)-3*x(1))
-((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(2)-5%x(2))-((120-0.25*(x(1)+x(2)+x(3))) *x(3)-10%x(3));

maxit=100; %maximalni pocet iteraci

x0=[200 100 75]; %startovaci vektor stejny jako horni mez

X=[0,0,0];%dolni mez

eps=0.000001;%pozadovand presnost

%v kazdé iteraci probihd maximalizace (minimalizace stejné funkce se zdpornym
znaménkem)

%ziskovych funkci kazdé koalice za neménnych vystupu jinych koalic.
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%Cyklus prestane béZet, jakmile dosahne 100 iteraci nebo poZadované
Joptesnosti pro kazdou slozku.

%charakteristickd funkce pro koalice {1}, {2}, {3}.

for i=1:maxit

X0=X;

reseni = fmincon(p1 ,x0,[],[1,[0 1 0; 0 0 1],[X(2); X(3)],[0 0 0],x0);
X(1)=reseni(1);

reseni = fmincon(p2 ,x0,[],[1,[1 0 0; 0 0 11,[X(1); X(3)],[0 0 0],x0);
X(2)=reseni(2);

reseni = fmincon(p3 ,x0,[1,[1,[1 0 0; 0 1 0],[X(1); X(2)],[0 0 0],x0);
X(3)=reseni(3);

if abs(X(1)-X0(1))<eps && abs(X(2)-X0(2))<eps && abs(X(3)-X0(3))<eps
break

end

end

Z%ukldddme data

charfce(1)=p1(X);

charfce(2)=p2(X);

charfce(3)=p3(X);

Youlozime data pro pocitani NP-hodnoty

for j=1:3

Z(=X();

end

X=[0,0,0];

%charakteristickd funkce pro koalici {1,2}.

for i=1:maxit

X0=X;

reseni = fmincon(p12 ,x0,[1,[1,[0 0 11,[X(3)],[0 0 0],x0);
X(1)=reseni(1);

X(2)=reseni(2);

reseni = fmincon(p3 ,x0,[1,[1,[1 0 0; 0 1 0],[X(1), X(2)],[0 0 0],x0);
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X(3)=reseni(3);

if abs(X(1)-X0(1))<eps && abs(X(2)-X0(2))<eps && abs(X(3)-X0(3))<eps
break

end

end

charfce(4)=p12(X);

X=[0,0,0];

%charakteristickd funkce pro koalici {1,3}.

for i=1:maxit

X0=X;

reseni = fmincon(p13 ,x0,[1,[],[0 1 01,[X(2)],[0 0 0],x0);
X(1)=reseni(1);

X(3)=reseni(3);

reseni = fmincon(p2 ,x0,[1,[1,[1 0 0; 0 0 1],[X(1), X(3)],[0 0 0],x0);
X(2)=reseni(2);

if abs(X(1)-X0(1))<eps && abs(X(2)-X0(2))<eps && abs(X(3)-X0(3))<eps
break

end

end

charfce(5)=p13(X);

X=[0,0,0];

%charakteristickd funkce pro koalici {2,3}.

for i=1:maxit

X0=X;

reseni = fmincon(p23 ,x0,[],[],[1 0 01,[X(1)],[0 0 0],x0);
X(2)=reseni(2);

X(3)=reseni(3);

reseni = fmincon(p1 ,x0,[1,[1,[0 1 0; 0 0 1],[X(2); X(3)1,[0 0 0],x0);
X(1)=reseni(1);

if abs(X(1)-X0(1))<eps && abs(X(2)-X0(2))<eps && abs(X(3)-X0(3))<eps
break
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end

end

charfce(6)=p23(X);

%charakteristicka funkce pro koalici {1,2,3}.

reseni = fmincon(p123 ,x0,[1,[1,[1,[1,[0 0 0],x0);
charfce(7)=p123(reseni);

for j=1:3

NP(j)=Z(j)/sum(Z)*charfce(7);

end

%ménime znaménko u vyslednych hodnot charakteristické funkce.

charfce=abs(charfce)

Hodnoty proménné “charfce” jsou zapsané pomoci nasledujici tabulky

Tab. 4 ~-charakteristicka funkce pro piiklad 3.1.

S {1} {2} 3} 1,2y {63y {23) {123}
v,(S) | 5365.563 | 3462.5 | 2221.875 | 9653.062 | 8464 | 5215.113 | 13625

Z tabulky je moZné poznat, Ze tato hra nenf superaditivni, protoZe v, ({2, 3}) < v,({2})+
v,({3}). Coz poukazuje na to, Ze y-charakteristickd funkce nemusi obecné spliiovat vlast-
nost superaditivity. Nyni si spo¢itime mnoZinu imputaci, prvky, které maji spliiovat nésledujici
rovnost a 3 nerovnosti:

T, + 12 + x3 = 13625
1 > 5365.563

Ty > 3462.5

| 73 > 2221.875

ResSenim této soustavy dostaneme mnoZinu imputaci, kterd vypada néasledovné
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(5365.5633,3462.4996,4796.9372)

(7940.6252,3462.4996,2221.8752) (5365.5633,6037.5615,2221.8752)

Obr. 1: Diagram - Imputace pro priklad 3.1.

Vzhledem k tomu, Ze inverzni poptdvkova funkce je linearni, kazda individudlni zis-
kova funkce nebude konkavni na X, tohle znamen4, Ze pro danou hru existence y-jadra
neni zarucend, avSak podminka konkdvnosti je postaCujici k existenci 7y-jadra, nikoliv

nutnd. Prvky jadra dané hry musi spliiovat nasledujici rovnost a 6 nerovnosti

(

Ty + r9 + x3 = 13625
1 > 5365.563

T > 3462.5

§ x5 > 2221.875

1+ 19 > 9653.062

T1 + 13 > 8464

| T2 + x3 > 5215.113

Resenim této soustavy dostaneme neprdzdné y-jadro, coz také vypovida o tom, Ze tato

hra je balancovana. Graficky jadro zobrazime na mnoZzin€ imputaci, jelikoz jadro je vzdy
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jeji podmnoZinou.

(5365.5633,3462.4996,4796.9372)

(7940.6252,3462.4996,2221.8752) (5365.5633,6037.5615,2221.8752)

Obr. 2: Diagram - Jadro hry pro priklad 3.1.

Tato hra nespliiuje pozadavek na stejné mezni nadklady firem, tedy NP-hodnota v
urcitém stupni ztraci svoji vypovidaci schopnost, avSak pro tento pfipad mizeme spocitat
jedno z nejpouzivanéjsich feSeni (mluvime nyni o feSeni jako o funkci a vektoru, ktery
tato funkce pfifazuje hie), ¢imz je vektor hodnot Shapleyho.

Hodnoty potfebné k vypocitani prvni slozky vektoru hodnot Shapleyho zobrazime
pomoci nasledujici tabulky

Tab. 5 Vektor hodnot Shapleyho - potfebné hodnoty

T {1} {t.2y | {13} | {1,2,3}
v(T) | 5365.563 | 9653.062 | 8464 13625
v, (T — {1}) 0 3462.5 | 2221.875 | 5215.113

Dosazenim ptedchozich hodnot do vzorce z véty 1.2. vypocitdme prvni sloZku vektoru

hodnot Shapley
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oo = 3 EED O gy gy

/ n!
TCN, ieT
1-1)!(3-1) 2-1I(3-2)!
_ ( )3(' ) 5365.563 — 0] + ( )SE ) [9653.062 — 3462.5]
2 —1)(3 —2)! 3-1)(3-3)!
4 )3(' ) (8464 — 2221.875] + ( )3(, ) [13625 — 5215.113]

= 6663.931

Analogickym postupem dopocitime dvé zbyvajici slozky a dostaneme

dlv,] = (6663.931,4087.956, 2873.113).
Dulezité je také fict, Ze tento bod zfejmé patii do jadra.

Piiklad 3.2. Uvazujme kooperativni oligopolni hru v, € G+, kterd je asociovand s
oligopolni situaci (N, (w;, C;)ien, p), kde N = {1,2,3},w; =4, wy =2, w3 = 10, C; =
20x;, Vi € N a inverzni funkce poptdvky je definovéna ndsledovné p(X) = 400 — X2,
Hodnoty, kterych nabyva charakteristickd funkce v, (.S) pro VS € P(N), jsou spocitané
pomoci predchoziho skriptu v programu “gamma.m”, ale se zménou ziskovych funkci
koalic a horni meze na

pl=@ (x) -((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(1)-20%x(1));

p2=@ (x) -((400-(x(1)+x(2)+x(3))A\2)*x(2)-20%x(2));

p3=@ (x) -((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(3)-20%x(3));

p12=@ (x) -((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(1)-20¥x(1))
-((400-(x(1)+x(2)+x(3))\2)*x(2)-20%x(2));

p13=@ (x) -((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(1)-20*x(1))
-((400-(x(1)+x(2)+x(3))A\2)*x(3)-20%x(3));

p23=@ (x) -((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(2)-20¥x(2))
-((400-(x(1)+x(2)+x(3))A\2)*x(3)-20%x(3));

p123=@ (x)-((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(1)-20%x(1))
-((400-(x(1)+x(2)+x(3))A\2)*x(2)-20%x(2))-((400-(x(1)+x(2)+x(3))A2)*x(3)-20%x(3));

x0=[4 2 10];

Hodnoty proménné ““charfce” jsou zapsané pomoci nasledujici tabulky

63



Tab. 6 ~y-charakteristickd funkce pro pfiklad 3.2.

S

{1}

{2}

{3}

{1,2}

{1,3}

{2,3}

{1,2,3}

798.438

399.219

1483.289

1197.66

2360.118

1902.815

2851.173

vy(5)

Z tabulky je moZné poznat, Ze tato hra je superaditivni. Jak uz bylo ukdzéno dfive,
nemusi to platit vzdy. Ted si spocitdime mnoZzinu imputaci, prvky, které maji spliovat
ndsledujici rovnost a 3 nerovnosti:

;

1+ xo + x3 = 2851.173
1 > 798.438

To > 399.219

| T3 > 1483.289
ReSenim této soustavy dostaneme mnoZinu imputaci, kterd vypadé ndsledovné

(798.4381,399.2191,1653.5155)

(968.6647 399 2191,1483.2889) (798.4381,569.4457,1483.2889)

Obr. 3: Diagram - Imputace pro priklad 3.2.

Vzhledem k tomu, Ze inverzni poptdvkové funkce je linedrni, kazda individualn{ zis-

kova funkce nebude konkavni na Xy, to znamen4, Ze pro danou hru existence vy-jadra neni
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zaruCend, avSak podminka konkdvnosti je postacujici k existenci y-jadra, nikoliv nutnd.

Prvky jadra dané hry musi spliiovat nédsledujici rovnost a 6 nerovnosti

;

r1 + xo + x3 = 2851.173
1 > 798.438

Ty > 399.219

x3 > 1483.289

1 + x9 > 1197.66

1 + w3 > 2360.118

ReSenim této soustavy dostaneme neprdzdné y-jadro, coz také vypovida o tom, Ze tato
hra je balancovana. Graficky jadro zobrazime na mnoZiné imputaci, jelikoz jadro je vzdy

jeji podmnoZzinou.

(798.4381,399.2191,1653.5155)

(968.6647,399.2191,1483.2889) (798.4381,569.4457 1483.2889)

Obr. 4: Diagram - Jadro hry pro priklad 3.2.
JelikoZ tato hra spliiuje pozadavek na stejné mezni naklady firem, mizZeme uvést NP-
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hodnotu spocitanou pomoci skriptu, kterd bude rovna
NP(v,) = (849.135,424.568, 1577.470),

ktera se bude liSit od vektoru Shapleyho tim, Ze spliiuje nekooperativni spravedInost.

Dulezité je také fict, Ze tento bod patii do jadra.
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Zaveér

V préci byly postupné predstaveny dulezité pojmy a definice teorie her. Vlastnosti

ruznych forem a druhti her byly podrobné popsany a ukdzany na praktickych piikladech

Dile byla prace soustfedéna na oligopoly. Pomoci matematického aparatu teorie her
jsme popsali oligopolni situaci jako hru v normélnim tvaru. Pak, s cilem udélat z neko-
operativni hry v normalnim tvaru pro Cournottiv oligopol kooperativni oligopolni hru,
ktera by se vyhnula nedostatkiim her ve tvarech - a (- charakteristickych funkci, byla
definovana ~y-charakteristickd funkce. Jeji zfejmou vyhodou je to, Ze hraci, ktefi nejsou v
koalici, se nesnaZi spole¢nym usilim minimalizovat zisk koalice, ale maximalizuji svoje
individudlni zisky.

K ovéfeni toho, Ze ~y-charakteristickd funkce je dobfe definovand, bylo dokdzano, Ze
existuje rovnovaha pod kazdou koali¢ni strukturou, tedy existuje rovnovédha ¢4stecné do-
hody pod kazdou koalici.

Dale byly studovany variace celkovych vystupi odvétvi v zavislosti na “jemnosti”
koali¢nich struktur. Dokazali jsme, Ze ¢im je koali¢ni struktura “jemné;jsi”, tim je celkovy
vystup odvetvi vetsi.

Pak jsme se zabyvali otdzkou neprdzdnosti y-jadra pro kooperativni oligopolni hry.
Dokazali jsme, Ze za predpokladu, Ze inverzni poptavkové funkce je diferencovatelnd a
kazd4 individudlni ziskova funkce je spojitd a konkdvni na mnoziné vSech strategii, koo-
perativni oligopolni hra je balancovana, a tedy dle véty Bondareve-Shapley ma neprazdné
v-jadro.

AvSak hodné oligopolnich situaci nespliiuje pozadavek konkavnosti individuédlnich
ziskovych funkci. Konkrétné pro ptipad linedrnich ndkladovych funkci a stejnych meznich
naklad vSech firem bylo definovano feseni hry, které se nazyva NP-hodnota. NP-hodnota
distribuuje hodnotu velké koalice mezi firmami v zavislosti na jejich individudlnich vystupech
pfi Nashove rovnovaze. Dokdzali jsme, Ze NP-hodnota vzdy patii do jadra a popsali jsme

nékolik jejich vlastnosti.

Nakonec byl demonstrovan algoritmus pocitani y-charakteristické funkce pro konkrétni
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oligopolni situaci za vyuziti softwaru “Matlab”. Na téchto ptikladech jsme ukdzali, Ze -
charakteristickd funkce nemusi obecné splilovat vlastnost superaditivity a Ze konkavnost
individudlnich ziskovych funkei je postacujici, ale nikoliv nutnou podminkou k zaruceni

neprazdnosti y-jadra.
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