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ve statistickém softwaru R.
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4.1 Pr̊uzkumová analýza dat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.2 Metoda IDW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.3 Metoda Kriging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3.1 Stacionarita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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věnovala. Dále chci poděkovat RNDr. Radimovi Tolaszovi, Ph.D. z Českého hyd-
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Úvod

Počaśı je ned́ılnou součást́ı života každého z nás. Ovlivňuje spoustu našich

aktivit at’ už volnočasových, tak profesńıch. Každý z nás jistě někdy sleduje

předpověd’ počaśı, aby si co nejlépe naplánoval např. volný v́ıkend. Pro zemědělce

či řidiče pak může být vývoj počaśı př́ımo kĺıčový.

Proto je jistě užitečné, když už počaśı nemůžeme ovlivnit, mu alespoň po-

rozumět, a tak se na něj připravit. A právě t́ımto se bude zabývat tato práce.

Pro tuto analýzu jsem si vybrala hydrometeorologická data, a to úhrny srážek.

Na územı́ České republiky zajǐst’uje pravidelná měřeńı srážek Český hydrometeo-

rologický ústav (ČHMÚ). Měřeńı provád́ı śıt’ srážkoměrných stanic a protože neńı

možné změřit množstv́ı srážek v každém bodě, jsou pro zbylé lokality tyto hod-

noty odhadovány na základě známých hodnot v jejich okoĺı. Ćılem práce bude

vytvořit mapu úhrn̊u srážek v České republice za měśıc listopad 2015.

Protože se jedná o data, která se vztahuj́ı ke konkrétńım mı́st̊um, tzv. geodata,

budou základńı nástroje pro jejich zpracováńı z oblasti geostatistiky. Geostatis-

tika nacháźı v současné době široké využit́ı, at’ už v oblasti ropné geologie, hyd-

rologie, geochemie, hutnictv́ı či krajinné ekologii, epidemiologii, zemědělstv́ı, atp.

Jej́ı počátky však sahaj́ı již do 50. let 20. stolet́ı, kdy byla využ́ıvána pro odhad

rozložeńı ložisek rud pro těžebńı pr̊umysl.

Nejprve se seznámı́me s nejpouž́ıvaněǰśımi geostatistickými metodami a se

základńımi pojmy s nimi souvisej́ıćımi jako je variogram, náhodná funkce, re-

gionalizovaná proměnná, atp. Následně tyto metody aplikujeme na reálná data

poskytnutá Českým hydrometeorologickým ústavem.
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1 Sběr a zpracováńı dat

K praktické části mé diplomové práce jsem čerpala data výhradně ze stránek

Českého hydrometeorologického ústavu v [9].

1.1. Český hydrometeorologický ústav

Historie Českého hydrometeorologického ústavu (ČHMÚ) sahá až do roku

1920, kdy vznikl rozhodnut́ım ministerské rady Československé republiky Mete-

orologický ústav, který p̊usobil pouze jako meteorologický ústav. Později došlo

ke začleněńı hydrologie do p̊usobnosti tohoto ústavu a s rostoućım významem

ochrany životńıho prostřed́ı také ochrana čistoty ovzduš́ı, č́ımž od roku 1967 fun-

guje v podobě, v jaké jej známe dnes. [15]

ČHMÚ v současné době poskytuje široké spektrum informaćı týkaj́ıćıch se

meteorologie, klimatologie, hydrologie a daľśıch. Pro širokou veřejnost jsou data

upravená a předzpracovaná ke snadněǰśı a rychleǰśı orientaci. Pro účely této práce

byla však vhodněǰśı data neupravená. Nejprve bylo nutné nashromáždit denńı

úhrny srážek za určitý časový úsek. Já jsem si zvolila listopad 2015. ČHMÚ

explicitně neposkytuje souřadnice srážkoměrných stanic, ty mi byly poskytnuty

na požádáńı. Ne všechny stanice vykazuj́ı tato data v pr̊uběhu celého časového

obdob́ı, proto byly stanice s chyběj́ıćımi hodnotami vyřazeny. Ve výsledku jsem

pracovala s daty naměřenými v śıti 319 stanic, které udávaly denńı úhrny srážek

za celé obdob́ı a pro které byly dostupné přesné souřadnice.

ČHMÚ poskytuje 2 typy plošných odhad̊u srážek. Prvńım z nich je kombi-

nace radarového odhadu, který je upřesňován měřeńımi z pozemńıch srážkoměr̊u.

Od roku 2011 přibyl druhý typ plošného odhadu srážek založený pouze na měřeńıch
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z pozemńıch srážkoměr̊u. Každá z metod má svá úskaĺı. Nevýhodou odhad̊u

založených hlavně na radarovém měřeńı je, že se ve výsledné mapě mohou ob-

jevovat falešné (nemeteorologické) odrazy. Naopak nevýhodou plošných odhad̊u

založených na měřeńıch pozemńıch srážkoměr̊u je ńızká pravděpodobnost, že za-

chyt́ı izolované hydrometeorologické jevy. [10] Výhodou druhého ze zmiňovaných

typ̊u odhad̊u je, že reflektuj́ı jen to, co bylo skutečně naměřeno.

Z praktických d̊uvod̊u se budu v této práci zabývat plošnými odhady srážek

založenými pouze na měřeńıch z pozemńıch srážkoměr̊u. V tomto př́ıpadě ČHMÚ

použ́ıvá dva druhy interpolačńıch metod. Prvńı z nich je metoda kriging, která

pro své častěǰśı využit́ı bude tvořit stěžejńı část práce. Druhou z metod je me-

toda vážené inverzńı vzdálenosti (IDW), kterou ČHMÚ použ́ıvá v př́ıpadě, že je

k dispozici málo nenulových srážek.

1.2. Použitý souřadnicový systém

Ćılem souřadnicových systémů obecně je, že chceme všem bod̊um na Zemi

přǐradit jednoznačnou polohu, která umožňuje tyto body zobrazit na mapě. Protože

neńı snadné matematicky popsat tvar Země, aproximujeme jej referenčńı plochou.

Obvykle jde o určitý druh elipsoidu. Dále je třeba zvolit typ zobrazeńı referenčńı

plochy na rozvinutelnou plochu tak, abychom źıskali rovinnou mapu. [14]

Já jsem si v mé práci zvolila souřadnicový systém S-42, který použ́ıvá jako refe-

renčńı plochu tzv. Krasovského elipsoid. Samotné zobrazeńı bod̊u z této referenčńı

plochy na rozvinutelnou plochu, která je v tomto př́ıpadě eliptický válec, prob́ıhá

tak, že rozděĺıme povrch elipsoidu na pásy o šesti stupńıch zeměpisné délky, tj.

prvńı pás se nacháźı mezi nultým a šestým poledńıkem, druhý pás mezi šestým

a dvanáctým poledńıkem, atp. Každý pás je přesně určen svým č́ıslem a nav́ıc

středńım poledńıkem, který lež́ı uprostřed pásu, např. pás č́ıslo šest má středńı

poledńık 33, protože 6×6 = 36, 36−6 = 30, š́ı̌rka pásu je tedy 〈30, 36〉 a středem

tohoto intervalu je č́ıslo 33. Následně se odpov́ıdaj́ıćı pás obaĺı eliptickým válcem,

který se dotýká referenčńıho elipsoidu v mı́stě středńıho poledńıku. Zobrazeńı pak

provedeme pomoćı pravoúhlého promı́tnut́ı bod̊u z elipsoidu na válcovou plochu.
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Jej́ım následným narovnáńım již źıskáme rovinnou mapu uvažovaného pásu.

Protože se na narovnané válcové ploše odeč́ıtá vzdálenost v metrech východně

od středńıho poledńıku, dostali bychom pro polohy západně od středńıho po-

ledńıku záporné souřadnice. Tomu se chceme vyhnout, proto ještě přičteme kon-

stantnu 500 000. Aby byla informace o poloze jednoznačná, připisuje se ještě před

takto źıskané souřadnice č́ıslo pásu. [16]

Obrázek 1.1: Měř́ıćı stanice -
zeměpisné souřadnice

Obrázek 1.2: Měř́ıćı stanice - systém
S-42

V obrázku 1.1 můžeme vidět śıt’ použitých srážkoměrných stanic v zeměpisných

souřadnićıch a na obrázku 1.2 také po převedeńı do souřadnicového systému S-

42, s ńımž budu dále pracovat. Můžeme si povšimnout, že převodem z jednoho

souřadnicového systému na druhý nedocháźı ke znatelné deformaci.
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2 Geostatistika

Jak už název napov́ıdá, geostatistika je odvětv́ı statistiky zabývaj́ıćı se zemı́,

tedy statistika s geografickým kontextem. Toto odvětv́ı statistiky zahrnuje tech-

niky s d̊urazem na data vztahuj́ıćı se k určitému územı́. Geostatistika je silně

spjata se základńımi interpolačńımi metodami. Metody geostatistiky stoj́ı na sta-

tistickém modelu, jehož základem je teorie náhodné funkce, která slouž́ı k mode-

lováńı nejistoty souvisej́ıćı s prostorovými odhady.

Mezi jednodušš́ı interpolačńı metody patř́ı metoda vážené inverzńı vzdálenosti

(IDW). Ačkoliv je metoda IDW v práci začleněna pod geostatistické metody, je

třeba podotknout, že se jedná pouze o numerickou metodu. Schéma na obrázku

2.1 znázorňuje rozhodovaćı strom pro volbu vhodné interpolačńı metody v rámci

těch metod, kterými se tato práce zabývá.

Obrázek 2.1: Rozhodovaćı strom pro volbu interpolačńı metody
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2.1. Metoda inverzńı vzdálenosti

Metoda inverzńı vzdálenosti je deterministická nelineárńı interpolačńı me-

toda, která použ́ıvá vážený pr̊uměr hodnot sledovaného atributu z okoĺı bodu

odhadu, za účelem odhadnout hodnotu daného atributu v lokalitách, kde nebylo

provedeno měřeńı. Jako odhadovaný atribut si můžeme představit např́ıklad ob-

sah organické hmoty v p̊udě či množstv́ı srážek spadených v určité lokalitě. Druhý

z př́ıklad̊u odpov́ıdá mému př́ıpadu. Váha př́ıslušného měřeńı záviśı na vzdálenosti

od bodu, ve kterém chceme provést odhad. Název této metody tedy plyne z toho,

že podobnost hodnot určitého znaku by měla klesat s rostoućı vzdálenost́ı mezi

body měřeńı.

Při definováńı určitého okoĺı kolem odhadovaného bodu můžeme postupovat

dvěma zp̊usoby:

• zvolit fixńı tvar okoĺı,

• určit pevně daný počet nejbližš́ıch bod̊u, ve kterých bylo provedeno pozo-

rováńı. [11]

Odhad hodnoty sledovaného atributu v určitém bodě x0 je poč́ıtán dle následuj́ıćıho

vztahu:

Ẑ(x0) =

∑n
i=1w(xi)Z(xi)∑n

i=1w(xi)
, (2.1)

kde váhy daného pozorováńı jsou poč́ıtány jako reciproká hodnota p-té mocniny

Eukleidovské vzdálenosti k bodu interpolace

w(xi) = ||xi − x0||−p. (2.2)

Ẑ(x0) znač́ı odhadovanou hodnotu daného atributu v bodě x0, Z(xi) naměřené

hodnoty daného atribudu v bodech xi, i=1,...,n a p je kladné reálné č́ıslo, tzv.

silový parametr. Silový parametr p je definován uživatelem, nejčastěǰśı volbou je

p = 2. Silový parametr určuje, do jaké mı́ry jsou pro odhad preferována bĺızká

pozorováńı oproti těm vzdáleněǰśım. [2]
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Metoda IDW je populárńı předevš́ım pro svoji jednoduchost a rychlost výpočt̊u.

Daľśı výhodou je, že jsme schopni přesně kontrolovat vliv vzdálenost́ı. Skýtá však

také nevýhody, které již v dnešńı době byly překonány složitěǰśımi interpolačńımi

metodami. Jednou z nevýhod této metody je, že váhy jsou z intervalu 〈0, 1〉,

z čehož plyne, že interpolované hodnoty budou vždy v rozmeźı naměřených hod-

not. IDW při odhadováńı nav́ıc zcela ignoruje prostorové uspořádáńı dat, což

vede k nežádoućım efekt̊um v př́ıpadě, že struktura celé oblasti měřeńı neńı ho-

mogenńı a lǐśı se např. v závislosti na směru, nikoli jen na vzdálenosti. Metoda je

založena na mı́stńı variabilitě dat, je tedy vysoce citlivá na volbu vhodného okoĺı

odhadovaného bodu. [11]

Př́ıklad 1 Uvažujme situaci zobrazenou na obrázku 2.2, kdy chceme dopoč́ıtat

hodnotu atributu na základě několika málo okolńıch pozorováńı metodou IDW.

Úkolem je odhadnout hodnotu atributu v bodě označeném modře. Výpočet je

proveden pro r̊uzné volby silového parametru p tak, aby ilustroval vliv hodnoty

tohoto parametru na výslednou hodnotu odhadu.

Obrázek 2.2: IDW: ilustračńı př́ıklad

Naměřené hodnoty atributu v bodech označených fialově nabývaj́ı hodnot

22, 34, 27, 30 a 33. Na obrázku je nav́ıc modře znázorněna vzdálenost každého

z měřeńı k bodu odhadu. Uvedeným měřeńım př́ı̌sluš́ı vzdálenosti 4, 1, 2.5, 3 a 2

postupně.

• Pro p = 1:

Ẑ(x0) =
1
21

33+ 1
31

30+ 1
2.51

27+ 1
11

34+ 1
41

22
1
21

+ 1
31

+ 1
2.51

+ 1
11

+ 1
41

= 30.92617.
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• Typická volba p = 2:

Ẑ(x0) =
1
22

33+ 1
32

30+ 1
2.52

27+ 1
12

34+ 1
42

22
1
22

+ 1
32

+ 1
2.52

+ 1
12

+ 1
42

= 32.38063.

• Nyńı pro p = 5:

Ẑ(x0) =
1
25

33+ 1
35

30+ 1
2.55

27+ 1
15

34+ 1
45

22
1
25

+ 1
35

+ 1
2.55

+ 1
15

+ 1
45

= 33.87473.

Vid́ıme, že s rostoućım parametrem p roste i váha nejbližš́ıho pozorováńı. V po-

sledńım př́ıpadě má zřejmě největš́ı vliv na odhad pozorováńı s hodnotou 34,

kterému př́ısluš́ı nejmenš́ı vzdálenost k bodu odhadu, a to 1. Pro velké hod-

noty tohoto parametru metoda IDW konverguje k interpolaci nejbližš́ım souse-

dem (známým pozorováńım).

2.2. Prostorová proměnná

V mnoha vědńıch discipĺınách je třeba data chápat včetně prostorového či

časového kontextu. Protože geostatistická data poskytuj́ı informace o proměnné

(či v́ıce proměnných), jejichž chováńı chceme pro danou oblast prostoru charak-

terizovat, zavád́ı se v geostatistické analýze pojem prostorová (regionalizovaná)

proměnná, jej́ıž rozložeńı hodnot chceme modelovat. V pravděpodobnostńım mo-

delu je regionalizovaná proměnná z(x) považována za realizaci náhodné funkce

Z(x). Výhodou tohoto př́ıstupu je, že v mnohých př́ıpadech postačuje charak-

terizovat základńı vlastnosti náhodné funkce Z(x) a ne vlastnosti realizaćı z(x).

[6]

V nejobecněǰśı formě můžeme náš datový soubor zapsat následovně:


t1 x

1
1 x

2
1 x

3
1 z

1
1 . . . z

i
1 . . . z

N
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
tα x

1
α x

2
α x

3
α z

1
α . . . z

i
α . . . z

N
α

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
tn x

1
n x

2
n x

3
n z

1
n . . . z

i
n . . . z

N
n

 (2.3)
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Řádky matice představuj́ı jednotlivé vzorky, jejichž celkový počet je n. Proměnné

jsou značeny indexem i, celkový počet proměnných jeN . Jednotlivé vzorky mohou

být poř́ızeny v r̊uzných časech tα, α = 1,..., n, a na r̊uzných mı́stech xα, kde xα je

typicky tř́ırozměrný vektor obsahuj́ıćı souřadnice daného bodu (x1α, x
2
α, x

3
α). [5],

[6]

2.2.1. Regionalizovaná proměnná

Předpokládejme nyńı, že na objektech v prostoru je měřena pouze jedna

proměnná z (v obecném zápise tedy N = 1) a čas, ve kterém byla měřeńı prove-

dena neńı zaznamenáván. Mějme n pozorováńı

z(xα), α = 1, ..., n, (2.4)

poř́ızená v bodech xα v daném regionu D. Teoreticky je možné provést ne-

konečně mnoho měřeńı v daném regionu, což je v praxi neproveditelné a mnohdy

z d̊uvodu nákladnosti měř́ıćıch metod se počet pozorováńı snaž́ıme redukovat. Za

předpokladu, že by bylo možné provést nekonečně mnoho měřeńı dané proměnné

v určitém regionu, mohli bychom vynechat index α a definovat regionalizovanou

proměnnou (REV) jako:

z(x),∀x ∈ D. (2.5)

Datová sada {z(xα), α = 1, ..., n} je nyńı chápána jako sada hodnot REV. [6]

2.2.2. Náhodná funkce

Každá naměřená hodnota v datové sadě př́ısluš́ı určitému bodu ve zvoleném

regionu D, proto je nazývána regionalizovaná hodnota. Pod́ıvejme se nyńı na

problematiku geostatistických dat z úhlu pohledu, kdy považujeme regionalizo-

vané hodnoty za výsledek náhodného mechanismu. Formálně tento mechanismus

nazýváme náhodná proměnná a výběrová hodnota z(xα) reprezentuje realizaci

náhodné proměnné Z(xα). V každém bodě xα mechanismus zodpovědný za ge-

nerováńı hodnot z(xα) může být odlǐsný, proto Z(xα) může mı́t r̊uzné vlastnosti

v každém z bod̊u daného regionu D.
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T́ımto se dostáváme k pojmu náhodné funkce. Uvažujme regionalizované hod-

noty ve všech bodech daného regionu, přidružená funkce z(x) pro x ∈ D je regi-

onalizovaná proměnná. Množinu hodnot

{z(x),x ∈ D} (2.6)

můžeme považovat za jeden výběr z nekonečné množiny náhodných proměnných

(jedna náhodná proměnná v každém z bod̊u regionu).

Definice Tř́ıda náhodných proměnných (veličin)

{Z(x),x ∈ D} (2.7)

se nazývá náhodná funkce (RAF).

RAF

��

Z(x) //

��

Z(x0)

��
REV z(x) // z(x0)

Obrázek 2.3: Regionalizovaná proměnná jako realizace náhodné funkce

Na obrázku 2.3 je schéma, které ilustruje, jak je náhodná funkce založena

na dvou r̊uzných př́ıstupech. Prvńım z aspekt̊u je, že data pocházej́ı z určitého

prostoru (1-2-3D) a jsou závislá na poloze v daném regionu - jsou regionalizo-

vaná. Druhým z nich je fakt, že regionalizované výběrové hodnoty z(xα) nemo-

hou být obecně modelovány deterministickou funkćı z(x), ale muśı být zvolen

pravděpodobnostńı př́ıstup, kdy mechanismus generuj́ıćı data je považován za

náhodný. RAF je tedy koncept spojuj́ıćı regionalizovanost a náhodnost. V našem

schématu je tedy REV z(x) jednou realizaćı RAF Z(x). Regionalizovaná hodnota

z(x0) v konkrétńı oblasti x0 je realizaćı náhodné proměnné Z(x0), která samotná

je součást́ı tř́ıdy náhodných proměnných. [5], [6]
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2.2.3. Stacionarita

Náhodný mechanismus Z(x0) p̊usob́ıćı v bodě x0 daného regionu D generuje

realizace, které se ř́ıd́ı rozděleńım pravděpodobnosti s distribučńı funkćı Fx0 :

P (Z(x0) ≤ z) = Fx0(z), (2.8)

kde P je pravděpodobnost, že hodnota Z v bodě x0 je menš́ı nebo rovna než určitá

hodnota z.

Definici distribučńı funkce můžeme rozš́ı̌rit na dvourozměrný př́ıpad, kdy

máme dvě náhodné proměnné Z(x1), Z(x2) ve dvou r̊uzných bodech

P (Z(x1) ≤ z1, Z(x2) ≤ z2) = Fx1,x2(z1, z2), (2.9)

nebo obecně pro n-rozměrný př́ıpad, kdy máme n náhodných proměnných v n

r̊uzných bodech

P (Z(x1) ≤ z1, . . . , Z(xn) ≤ zn) = Fx1,...,xn(z1, . . . , zn), (2.10)

kde P je sdružená pravděpodobnost, že Z(xi) je menš́ı nebo rovno než zi , pro

∀i = 1, . . . , n současně.

T́ımto zp̊usobem lze vytvořit obecný model, kterým lze popsat jakýkoli př́ırodńı

či technologický proces. V praxi však máme jen určité množstv́ı dat, která jsou

jednou či v́ıce realizacemi náhodné funkce, z nichž neńı možné odvodit všechny

jednorozměrné či mnohorozměrné distribučńı funkce pro jakoukoli množinu bod̊u.

Je nutné přijmout určité omezeńı, kterým bude předpoklad stacionarity. [6]

Striktńı stacionarita

Definice Řekneme, že náhodná funkce Z(x) je striktně stacionárńı, jestliže pro ja-

koukoli n-tici bod̊u x1, . . . , xn, n ∈ N a pro jakýkoli vektor h plat́ı:

Fx1,...,xn(z1, . . . , zn) = Fx1+h,...,xn+h(z1, . . . , zn). (2.11)

Tato definice nám ř́ıká, že posun n bod̊u z jedné části definičńıho oboru do jiné

neměńı mnohorozměrnou distribuci. Tuto vlastnost nazýváme invarianćı v̊uči po-

sunut́ı a týká se náhodné funkce RAF, nikoli regionalizované proměnné.
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Striktńı stacionarita vyžaduje, aby všechny momenty byly invariantńı v̊uči

posunut́ı. To však neńı možné ověřit z omezeného množstv́ı experimentálńıch

dat. Proto se spokoj́ıme se stacionaritou prvńıch dvou moment̊u. [6]

Slabá stacionarita

Jednodušš́ı strategie je uvažovat pouze dvojice bod̊u x1,x2 z definičńıho oboru

a pokusit se charakterizovat pouze dva prvńı momenty náhodné funkce, ne plnou

distribuci. Tato strategie je optimálńı v př́ıpadě Gaussovské distribuce, kde prvńı

dva momenty plně charakterizuj́ı rozděleńı. [6] V praxi tento př́ıstup funguje

obecně v př́ıpadě dat, jejichž histogram nemá př́ılǐs silné chvosty.

Takovou stacionaritu nazýváme stacionarita druhého řádu nebo také slabá

stacionarita. V tomto př́ıpadě je očekávaná hodnota E(Z(x)) konstantńı pro

všechny body z dané oblasti D:

E[Z(x)] = m(x) = m,∀x ∈ D (2.12)

a kovariančńı funkce mezi jakoukoli dvojićı bod̊u x,x + h zálež́ı na vzdálenosti

těchto bod̊u, ne na bodu x:

E[Z(x) · Z(x + h)]−m2 = C(h),∀x, x+ h ∈ D. (2.13)

Neńı třeba dělat předpoklad o rozptylu, protože ten źıskáme z kovariančńı

funkce dosazeńım za h = 0, C(0).

Druhou z možnost́ı je předpokládat slabou stacionaritu př́ır̊ustk̊u, tj. pr̊uměr

a rozptyl př́ır̊ustk̊u Z(x + h)− Z(x) existuj́ı a jsou nezávislé na bodu x:

E(Z(x + h)− Z(x)) = 0, (2.14)

var(Z(x + h)− Z(x)) = 2γ(h). (2.15)

Toto plat́ı pro jakékoli dva body z D , které jsou odděleny stejnou vzdálenost́ı

a směrem, bez ohledu na polohu těchto dvou bod̊u v definičńım oboru. Tuto

stacionaritu nazýváme vnořenou stacionaritou a jak si ukážeme později, vede

k zavedeńı pojmu semivariogram. [1], [3]
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Stacionaritou můžeme tedy rozumět, že př́ıpadná závislost prostorové proměnné

sledované ve dvou mı́stech neplyne z konkrétńıho mı́sta měřeńı, ale ze vzdálenosti

těchto mı́st.

2.2.4. Prostorová kovariančńı funkce

Kovariančńı funkce C(h) je založena na předpokladu stacionarity prvńıch

dvou moment̊u náhodné funkce.

Základńı vlastnosti prostorové kovariančńı funkce [1]:

1.

C(0) = σ2, (2.16)

kde σ2 je obecné označeńı rozptylu náhodné veličiny, který můžeme vyjádřit jako

σ2 = var[Z(x)] = E[Z(x)− E(Z(x)]2.

D̊ukaz. Pro stacionárńı veličiny existuje pr̊uměr m. Kovariančńı funkce je defi-

novaná takto:

C(h) = E[Z(x + h)−m][Z(x)−m],

dosad́ıme za h = 0, z čehož plyne

C(0) = E[Z(x + 0)−m][Z(x)−m] = σ2

2. Kovariančńı funkce je sudá

C(h) = C(-h) (2.17)

D̊ukaz. Podle definice

C(−h) = E[Z(x− h)−m][Z(x)−m],

dosad́ıme za t = x - h, z čehož plyne

C(−h) = E[Z(t)−m][Z(t+ h)−m] = C(h)
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3. Schwarzova nerovnost

|C(h)| ≤ C(0) = var(Z(x)) (2.18)

ř́ıká, že kovariančńı funkce je omezená a jej́ı absolutńı hodnota nemůže přesáhnout

rozptyl.

D̊ukaz. Chceme dokázat, že

C(h) ≤ C(0) a −C(0) ≤ C(h).

Vycháźıme ze vztahu

0 ≤ E[(Z(x + h)− Z(x))2]

0 ≤ E[Z(x + h)−m)2 + (Z(x)−m)2 − 2(Z(x + h)−m)(Z(x)−m)]

0 ≤ 2C(0)− 2C(h)

C(h) ≤ C(0)

Stejným zp̊usobem bychom źıskali ze vztahu 0 ≤ E[(Z(x + h) +Z(x))2], že plat́ı

C(h) ≥ −C(0). Proto |C(h)| ≤ C(0).

4. Kovariančńı funkce dělená rozptylem je korelačńı funkce

ρ(h) =
C(h)

C(0)
, (2.19)

která je omezená

− 1 ≤ ρ(h) ≤ 1. (2.20)

5. Kovariančńı funkce je pozitivně semidefinitńı, tzn. že při výpočtu rozptylu

lineárńı kombinace n + 1 náhodných proměnných Z(xα) pomoćı kovariančńı

funkce C(h), je tento rozptyl nezáporný. Z toho vyplývá pozitivńı semidefinita

matice C kovarianćı:

var

(
n∑

α=0

wαZ(xα)

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

=
n∑

α=0

n∑
β=0

wαwβC(xα − xβ) = wTCw (2.21)

pro libovolnou množinu bod̊u xα a váhy wα uspořádané ve vektoru w . [6]
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2.3. Variogram

Pro zavedeńı pojmu variogram si nejprve řekneme, jakým zp̊usobem měř́ıme

variabilitu regionalizované proměnné z(x). Nepodobnost dvojice výběrových hod-

not hodnot́ıme pomoćı čtvercového rozd́ılu mezi jejich hodnotami děleného dvěma.

Takto spoč́ıtané nepodobnosti mezi dvojicemi bod̊u si zobraźıme proti jejich

vzdálenostem v geografickém prostoru, výsledkem je tzv. variogram cloud. Takto

vytvořené mračno bod̊u rozděĺıme do tř́ıd podle jejich separaćı v prostoru a

pr̊uměrné nepodobnosti v každé tř́ıdě pak tvoř́ı hodnoty tzv. experimentálńıho

variogramu. [5], [6]

Nyńı si tuto hlavńı myšlenku poṕı̌seme precizněji. Jak už bylo řečeno, variabi-

litu regionalizované proměnné z(x) měř́ıme pomoćı nepodobnosti mezi dvojicemi

datových hodnot, zα, zβ naměřených v bodech xα,xβ v prostoru D. Měř́ıtko ne-

podobnosti mezi dvěma hodnotami znač́ıme γ∗ a spočteme jej dle:

γ∗α,β =
(zα − zβ)2

2
, (2.22)

tj. polovina druhé mocniny rozd́ılu mezi hodnotami.

Dva body xα,xβ v geografickém prostoru mohou být spojeny vektorem h =

xβ − xα. Takto źıskáme nepodobnost γ∗, která záviśı na vzdálenosti a orientaci

dvojic bod̊u popsaných vektorem h :

γ∗(h) =
1

2
(z(xα + h)− z(xα))2 (2.23)

Vzhledem k tomu, že nepodobnost je poč́ıtána jako kvadrát rozd́ılu mezi

dvěma hodnotami, pořad́ı, ve kterém uvažujeme body xα,xβ, nehraje roli. Řekneme,

že nepodobnost je symetrická vzhledem k h. Variogram cloud bude proto zobrazo-

vat nepodobnosti mezi všemi dvojicemi hodnot proti absolutńım hodnotám vek-

tor̊u h. Nepodobnost obvykle roste s rostoućı vzdálenost́ı mezi body a pozorováńı

sobě bližš́ı maj́ı tendenci se podobat. Variogram cloud je užitečným nástrojem pro

pochopeńı distribuce výběrových hodnot v geografickém prostoru. Slouž́ı k detekci

anomálíı či nehomogenity, které se mohou vyskytnou i na krátkých vzdálenostech

mezi body. [6]
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2.3.1. Experimentálńı variogram

Principem experimentálńıho variogramu je spoč́ıtat pr̊uměrné nepodobnosti

γ∗(h) pro dané tř́ıdy vektor̊u h. Pro všechny dvojice hodnot, které mohou být spo-

jené vektory h patř́ıćımi do tř́ıdy vektor̊u h, spoč́ıtáme pr̊uměrnou nepodobnost

př́ıslušej́ıćı dané tř́ıdě. Tř́ıda vektor̊u h sestává z množiny vektor̊u délky spadaj́ıćı

do určitého intervalu a jejichž orientace je stejná až do určitého tolerančńıho

úhlu. Obecně voĺıme nepřekrývaj́ıćı se tř́ıdy vektor̊u h. Pr̊uměrná nepodobnost

př́ıslušej́ıćı dané tř́ıdě vektor̊u hk je hodnota experimentálńıho variogramu

γ∗(hk) =
1

2nc

nc∑
α=1

(z(xα + h)− z(xα))2,h ∈ hk, (2.24)

kde nc je počet dvojic bod̊u, které mohou být spojeny vektorem h ∈ hk. [6]

2.4. Teoretický variogram

Experimentálńı variogram je prokládán funkćı, která jej nejlépe aproximuje.

Tuto funkci nazýváme teoretický variogram, pomoćı kterého jsme schopni popsat

chováńı náhodné funkce Z(x) v prostoru. Změny náhodné funkce v prostoru

zkoumáme pomoćı rozd́ıl̊u mezi hodnotami v párech bod̊u x a x + h:

Z(x + h)− Z(x), (2.25)

které nazýváme přir̊ustky.

Teoretický semivariogram γ(h) je definován pomoćı vnořené stacionarity týkaj́ıćı

se náhodné funkce, kdy jsme zformulovali dva předpoklady o př́ır̊ustćıch:

• pr̊uměr př́ır̊ustk̊u E(Z(x + h) − Z(x)) = m(h), tzv. drift, je invariantńı v̊uči

jakékoli změně daného vektoru h ∈ D. Nav́ıc se předpokládá, že je drift roven

nule.

• rozptyl př́ır̊ustk̊u var(Z(x+h)−Z(x)) má konečnou hodnotu 2γ(h), která záviśı

na délce a orientaci daného vektoru h, nikoli na pozici h ∈ D.

Tyto dvě vlastnosti náhodné funkce dávaj́ı definici teoretického semivario-

gramu γ(h) . Protože již v́ıme, že pr̊uměr př́ır̊ustk̊u Z(x + h) − Z(x) je roven
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nule, potom je semivariogram spoč́ıtán jako středńı čtvercová diference [6]:

γ(h) =
1

2
E[(Z(x + h)− Z(x))2]. (2.26)

Teoretický variogram je ve tvaru 2γ(h) = E[(Z(x + h)−Z(x))2], ačkoliv tyto po-

jmy obvykle v literatuře nejsou rozlǐsovány a teoretickým variogramem se nazývá

také teoretický semivariogram.

Vlastnosti teoretického variogramu [6]:

1. Hodnota variogramu je pro h = 0 podle definice nula

γ(0) = 0. (2.27)

2. Hodnoty variogramu jsou pozitivńı

γ(h) ≥ 0. (2.28)

3. Variogram je sudá funkce

γ(−h) = γ(h). (2.29)

4. Variogram roste pomaleji než |h2|

lim
|h|→∞

γ(h)

|h2|
= 0. (2.30)

5. Variogram lze vyjádřit pomoćı kovariančńı funkce následovně [1]

γ(h) = C(0)− C(h), (2.31)

opačně toto obecně neplat́ı, protože variogram nemuśı být nutně omezená funkce.

D̊ukaz. Důkaz vycháźı z tvaru pro výpočet variogramu:

2γ(h) = E[Z(x + h)− Z(x)]2

2γ(h) = E[(Z(x + h)−m)2 + (Z(x)−m)2 − 2(Z(x + h)−m)(Z(x)−m)]

2γ(h) = 2C(0)− 2C(h)

γ(h) = C(0)− C(h)
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Tento vztah ukazuje, že odpov́ıdaj́ıćı kovariance źıskáme otočeńım variogramu

o 180◦. Zat́ımco variogram zač́ıná od nuly (pro h = 0) a s roustoućım h roste

až po určitý limit (práh), kovariančńı funkce zač́ıná od rozptylu a s rostoućım h

klesá. Toto je však možné za předpokladu shora ohraničených variogramů. Lze

dokázat, že pouze stacionárńı regionalizované proměnné maj́ı shora ohraničené

variogramy. [1], [8]

Obrázek 2.4: Teoretický variogram

Na obrázku 2.4 vid́ıme typickou podobu teoretického variogramu. Variogram

v určité vzdálenosti dosáhne svého maxima a dále již z̊ustává konstantńı. Tuto

maximálńı hodnotu variogramu nazýváme práh. Vzdálenosti, ve které dosahuje

svého prahu ř́ıkáme dosah, který je v obrázku označen jako a.

2.4.1. Dosah a oblast vlivu

Mı́ra r̊ustu variogramu v závislosti na r̊ustu vzdálenosti h znač́ı, jak rychle

klesá vliv vzorku s rostoućı vzdálenost́ı. Poté, co variogram dosáhne svého limitu

(prahu), kterému odpov́ıdá určitá vzdálenost h (dosah), jsou již vzorky nekore-

lované. Tato kritická vzdálenost, od které již vzorky nejsou vzájemně ovlivněny,

nám pomůže přesněji formulovat tzv. zónu vlivu neboli dosah. Pro stacionárńı

proměnné je γ(h) rovno rozptylu, což plat́ı pro vzdálenosti větš́ı než je hodnota

dosahu variogramu:
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γ(h) =
1

2
var[(Z(x + h)− Z(x))] (2.32)

γ(h) =
1

2
[var(Z(x + h))− varZ((x))] = σ2.

Je nutno zmı́nit, že ne všechny variogramy dosahuj́ı prahu. Existuj́ı př́ıpady,

kdy hodnota variogramu stále roste s rostoućı vzdálenost́ı h. Také mohou nastat

př́ıpady, kdy dosah variogramu neńı stejný ve všech směrech. Toto ověřujeme

pomoćı tzv. směrového variogramu, kdy je variogram spoč́ıtán zpravidla pro čtyři

základńı směry, a to pro 0◦, 45◦, 90◦ a 135◦. Tato odlǐsnost variogramů pro r̊uzné

směry úzce souviśı s anizotropíı, kterou si vysvětĺıme později. [1]

2.4.2. Chováńı kolem počátku

Do ted’ jsme se zabývali chováńım variogramu pro velké vzdálenosti h. Chováńı

kolem počátku však souviśı se spojitost́ı a prostorovou pravidelnost́ı proměnné,

nemělo by být tedy opominuto. Existuj́ı čtyři typy chováńı kolem počátku:

•Kvadratické - indikuje kontinualitu a diferencovatelnost regionalizované proměnné.

Kvadratický tvar může souviset s př́ıtomnost́ı driftu.

• Lineárńı - regionalizovaná proměnná je kontinuálńı, ne však diferencovatelná.

• Diskontinuálńı kolem počátku - γ(h) se nebĺıž́ı nule s h jdoućım k nule. To

vypov́ıdá o vysoké nepravidelnosti proměnné na krátkých vzdálenostech.

•Ploché - regionalizované proměnné Z(x+h) a Z(x) jsou nekorelované pro všechny

hodnoty h, nezálež́ı tedy na tom, jak bĺızko sobě jsou. Jde tedy o čistou náhodnost

či b́ılý šum.

Diskontinualita kolem počátku se nazývá nugget efekt. Nugget efekt je spo-

jován s variabilitou na krátké vzdálenosti (mikrovariabilitou) nebo také chy-

bou měřeńı. Představit si můžeme př́ıklad, kdy provád́ıme opakovaná měřeńı

na stejných mı́stech, ale výsledky se odlǐsuj́ı. [1]
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2.4.3. Modely variogramu

Představ́ıme si několik nejčastěji použ́ıvaných model̊u variogramů. Modely,

které maj́ı práh koresponduj́ı stacionárńım regionalizovaným proměnným. Mo-

dely bez prahu pak pouze regionalizovaným proměnným, které splňuj́ı vnořenou

stacionaritu. Variogramy jsou vyjádřeny pomoćı kovariančńı funkce C. Konstan-

tou c je pak značena hodnota variogramu, která již z̊ustává od určité vzdálenosti

konstantńı. [1]

Nugget efekt

γ(h) =

{
0 h = 0

c | h |> 0
(2.33)

Tento model odpov́ıdá čistě náhodnému jevu, kdy mezi hodnotami neńı žádná

korelace bez ohledu na to, jak bĺızko sobě jsou. Tento model variogramu můžeme

vidět na obrázku 2.5.

Obrázek 2.5: Variogram: nugget
model

Obrázek 2.6: Variogram: sférický
model

Sférický

γ(h) =

{
C
(

3
2
|h|
a
− 1

2
( |h|

3

a3
)
)
| h |< a

c | h |≥ a
(2.34)

Často už́ıvaný model, který je vyjádřený polynomiálně a jeho tvar zachycuje to,

co je v praxi často vysledováno - téměř lineárńı r̊ust až do určité vzdálenosti,
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který následuje stabilizace viz. obrázek 2.6.

Exponenciálńı

γ(h) = C
(

1− exp
(
− | h |

a

))
. (2.35)

Stejně jako sférický model je i exponenciálńı model lineárńı na krátké vzdálenosti.

V praxi se za dosah bere hodnota 3a, protože právě v této vzdálenosti dosahuje

variogram 95 % hodnoty prahu. Tento model variogramu je znázorněn na obrázku

2.7.

Gaussovský

γ(h) = C
(

1− exp
(
− | h |

2

a2

))
. (2.36)

Gaussovský model je vysoce kontinuálńı. V praxi použ́ıvaný dosah je 1.73a. Tento

model variogramu je zachycen obrázkem 2.8.

Obrázek 2.7: Variogram: expo-
nenciálńı model

Obrázek 2.8: Variogram: gaus-
sovský model

Základńı sinový model

γ(h) = C
(

1− sin(r)

| h |

)
, (2.37)

kde r = h
a
. Tento model odpov́ıdá velmi kontinuálńım strukturám a můžeme jej

vidět na obrázku 2.9.
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Obrázek 2.9: Variogram: sinový model

2.4.4. Anizotropie

Spoč́ıtáme-li variogram pro r̊uzné směry, může doj́ıt k tomu, že se chová v jed-

notlivých směrech odlǐsně. Tento jev svědč́ı o tom, že hodnoty variogramu jsou

ovlivněny nejen vzdálenost́ı mezi dvěma body, ale také směrem, který v̊uči sobě

maj́ı. V takovém př́ıpadě se jedná o anizotropńı variogram. Pokud jsou vario-

gramy ve všech směrech stejné či podobné, pak variogram záviśı jen na vzdálenosti

mezi body a řekneme, že je izotropńı, tj. invariantńı v̊uči rotaci. [1]

Existuj́ı dva druhy anizotropie:

•Geometrická - v tomto př́ıpadě dosahuj́ı variogramy pro r̊uzné směry stejného

nebo podobného prahu, avšak dosah se lǐśı, což je ilustrováno na obrázku 2.10,

kde a1 znač́ı dosah v hlavńım směru a a2 dosah ve vedleǰśım směru. [1]

Obrázek 2.10: Variogramy: geometrická anizotropie
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Můžeme si nakreslit diagram, který znázorňuje dosah jako funkci směru viz.

obrázek 2.11. V př́ıpadě, že jde o elipsu, můžeme jednoduchou změnou souřadnic

transformovat elipsu na kruh a eliminovat tak anizotropii. Změna souřadnic prob́ıhá

tak, že p̊uvodńı souřadnicový systém h = (h1, h2) rotujeme do nového souřadnicového

systému h′ = (h′1, h
′
2). Změna souřadnic je jednoduchá v př́ıpadě, že hlavńı osa

elipsy je shodná se souřadnicovou osou. V tomto př́ıpadě spoč́ıtáme variogram γ1

ve směru 1. [1], [6]

Obrázek 2.11: Elipsy: hlavńı a vedleǰśı osy v př́ıpadě geometrické anizotropie

Celkový variogram po korekci je pak ve tvaru:

γ(h) = γ1(
√
h21 + k2h22), (2.38)

kde h1, h2 jsou složky h a k = a1
a2

.

Při výpočtu variogramu je d̊uležité provést výpočet nejméně ve čtyřech směrech.

Pokud by byl variogram spoč́ıtán pouze ve dvou kolmých směrech, nemuseli

bychom zachytit anizotropii v̊ubec. To by odpov́ıdalo situaci, kdy hlavńı osa by

byla ve směru 45◦ v̊uči tomu směru, ve kterém byl variogram spočten. [1]

• Zonálńı - tento druh anizotropie představuje komplexněǰśı formu anizotro-

pie, která zahrnuje př́ıpad, kdy práh variogramu neńı stejný ve všech směrech. S

t́ımto jevem se setkáváme zejména v situaćıch, kdy se každé pozorováńı vzta-

huje k mı́stu popsanému třemi souřadnicemi - zeměpisnou délkou a š́ı̌rkou a

nadmořskou výškou, tedy h = (h1, h2, h3). Vertikálńı vzdálenost hraje obvykle

významnou roli, protože právě v tomto směru se vyskytuje větš́ı variabilita v da-

tech. [1]
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Standardńı postup je rozdělit variogram na dvě komponenty - izotropńı vario-

gram γ0(
√
h21 + h22 + h23) a druhý variogram poč́ıtaný pouze ve vertikálńım směru

γ1(h3). Výsledný variogram je pak ve tvaru [1]:

γ(h) = γ0(h) + γ1(h). (2.39)
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3 Kriging

Kriging je metoda odhadováńı, jej́ımž výsledkem je nejlepš́ı nestranný lineárńı

odhad (BLUE - best linear unbiased estimator) hodnoty v daném bodě, popř.

blokového pr̊uměru.

V př́ıpadě, že provád́ıme měřeńı na vzorćıch odebraných v určitých bodech,

źıskáme přesnou informaci o tom, co se děje v těchto bodech. V praxi většinou

potřebujeme zjistit také, co se děje mimo tyto body, popř. zjistit pr̊uměry sledo-

vané proměnné v bloćıch.

Kvalita odhad̊u záviśı na několika faktorech. Prvńım z nich je počet vzork̊u

a kvalita dat v každém z bod̊u měřeńı. Pozice vzork̊u v dané oblasti (definičńım

oboru) hraje také významnou roli, kdy pravidelně rozmı́stěné vzorky poskytuj́ı

lepš́ı obraz o tom, co se v oblasti děje než vzorky seskupené kolem několika málo

mı́st v dané oblasti. V neposledńı řadě výsledný odhad ovlivňuje vzdálenost mezi

vzorky a bodem odhadu, popř. blokem. Obecně plat́ı, že spoléháme v́ıce na vzorky

poř́ızené v okoĺı odhadu než na ty vzdálené, což je v souladu s myšlenkou, že jevy,

které jsou sledovány v bĺızkých bodech maj́ı tendenci se sobě v́ıce podobat. V po-

taz je nutno vźıt také prostorovou kontinuitu, kdy je snazš́ı odhadovat hodnotu

pravidelných proměnných než těch nepravidelně rozložených. [1]

3.1. Odvozeńı krigingových rovnic

Základńım ćılem metody kriging je na základě n datových hodnot z(x1), ..., z(xn)

z definičńıho oboru D odhadnout hodnotu Z(x0) v konkrétńım bodě x0.
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Pro odhad Ẑ(x0) uvažujeme vážený pr̊uměr dat:

ẑ(x0) =
n∑
i=1

λiz(xi), (3.1)

kde λi znač́ı váhy. Problém tedy přecháźı v to, jak odhadnout váhy λi nejlepš́ım

zp̊usobem. Uvažujme regionalizovanou proměnnou:

Ẑ(x0) =
n∑
i=1

λiZ(xi). (3.2)

Váhy jsou vybrány tak, aby výsledný odhad byl BLUE, tj.:

1. Nestranný: E[Ẑ(x0)− Z(x0)] = 0,

2. Nejlepš́ı ve smyslu minimálńıho rozptylu: var[Ẑ(x0)− Z(x0)].

Tento rozptyl nazýváme rozptylem krigingu. [1], [13]

3.2. Typy krigingu

Rozlǐsujeme několik typ̊u kriging̊u v závislosti na tom, zda pr̊uměr prostorové

proměnné je známý, neznámý, popř. zda se měńı v závislosti na tom, v jaké části

definičńıho oboru (bloku) je spočten.

Ve všech př́ıpadech je potřeba vyřešit soustavu lineárńıch rovnic nazývanou

krigingový systém, jehož řešeńım dostaneme váhy krigingu a rozptyl krigingu. [1]

3.2.1. Základńı kriging

V této kapitole jsem čerpala ze zdroj̊u [1], [13].V př́ıpadě základńıho krigingu

předpokládáme, že regionalizovaná proměnná Z(x) je stacionárńı a jej́ı pr̊uměr,

m, je neznámý.

Nejprve potřebujeme ověřit:

1. Nestrannost: Předpokládáme, že proměnná Z(x) je stacionárńı s pr̊uměrem

m:

E[Z(x)] = m = E[Z(x0)]. (3.3)
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Odhad je lineárńı kombinaćı známých pozorováńı, což můžeme zapsat takto:

Ẑ(x0) =
n∑
i=1

λiZ(xi). (3.4)

Aby byl odhad nestranný, muśı platit, že E[Ẑ(x0)− Z(x0)] = 0, což lze vyjádřit

jako:

E
[ n∑
i=1

λiZ(xi)− Z(x0)
]

=
n∑
i=1

λim−m = m
[ n∑
i=1

λi − 1
]
. (3.5)

To je splněno bud’ v př́ıpadě, že m = 0 nebo součet vah krigingu
∑
λi je roven 1.

V našem př́ıpadě je ale pr̊uměr m neznámý, tud́ıž součet vah krigingu muśı být

roven 1.

2. Minimálńı rozptyl: Rozptyl krigingu var[Ẑ(x0) − Z(x0)] můžeme vyjádřit

pomoćı kovariance takto:

E[(Ẑ(x0)− Z(x0))
2] = var[

n∑
i=1

λiZ(xi)] + var[Z(x0)]− 2C[
n∑
i=1

λiZ(xi), Z(x0)]

=
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjC[Z(xi), Z(xj)] + var[Z(x0)]− 2
n∑
i=1

λiC[Z(xi), Z(x0)]. (3.6)

Za účelem minimalizace rozptylu pod podmı́nkou, že součet krigingových vah

muśı být roven 1, zavedeme do výrazu, který má být minimalizován, Lagrange̊uv

multiplikátor µ:

L(λi, µ) = var[Ẑ(x0)− Z(x0)] + 2µ(
n∑
i=1

λi − 1). (3.7)

S ohledem na omezeńı
∑n

i=1 λi = 1 vid́ıme, že přidáńı Lagrangeova multiplikátoru

nezměńı hodnotu výrazu. Do tohoto výrazu dosad́ıme rozptyl krigingu:

L(λi, µ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjC[Z(xi), Z(xj)] + var[Z(x0)]− 2
n∑
i=1

λiC[Z(xi), Z(x0)]+

+ 2µ(
n∑
i=1

λi − 1). (3.8)
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Systém krigingových rovnic źıskáme derivováńım tohoto výrazu podle jednot-

livých neznámých λi a Lagrangeova multiplikátoru µ a položeńım těchto parciálńıch

derivaćı rovno nule:

∂L(λi, µ)

∂λi
= 2

n∑
j=1

λjC[Z(xi), Z(xj)]− 2C[Z(xi), Z(x0)] + 2µ = 0

∂L(λi, µ)

∂µ
= 2

n∑
i=1

λi − 2 = 0

Výsledný systém krigingových rovnic lze přepsat do tvaru:

n∑
j=1

λjC[Z(xi), Z(xj)] + µ = C[Z(xi), Z(x0)] (3.9)

n∑
i=1

λi = 1 (3.10)

Systém krigingových rovnic lze přepsat do maticové podoby AX = B:



C11 C12 · · · C1n 1
C21 C22 · · · C2n 1

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
...

Cn1 Cn2 · · · Cnn 1
1 1 · · · 1 0


︸ ︷︷ ︸

A



λ1
λ2
...
...
λn
µ


︸ ︷︷ ︸

X

=



C(x1, x0)
C(x2, x0)

...

...
C(xn, x0)

1


︸ ︷︷ ︸

B

(3.11)

Rozptyl krigingu (minimálńı rozptyl) je dán pomoćı středńı čtvercové chyby

MSE:

MSE =
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjC[Z(xi), Z(xj)] + var[Z(x0)]− 2C[
n∑
i=1

λiZ(xi), Z(x0)],

kde
n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjC[Z(xi), Z(xj)] =
n∑
i=1

λi

n∑
j=1

λjC[Z(xi), Z(xj)]
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=
n∑
i=1

λi(C[Z(xi), Z(xj)]− µ).

Rozptyl krigingu pak můžeme zapsat jako:

σ2
OK = σ2 −

n∑
i=1

λi(C[Z(xi), Z(xj)]− µ). (3.12)

nebo pomoćı maticového zápisu:

σ2
OK = σ2 −XTB. (3.13)

3.2.2. Jednoduchý kriging

V této kapitole si ukážeme odvozeńı systému krigingových rovnic pro př́ıpad,

že pr̊uměr m regionalizované proměnné Z(x) je známý. Pro tuto kapitolu jsem

čerpala ze zdroje [1].

Nejprve uvažujme regionalizovanou proměnnou Y (x) s nulovým pr̊uměrem.

Pak p̊uvodńı prostorovou proměnnou dostaneme jako Z(x) = Y (x) +m.

Odhad Y (x) je ve tvaru:

Ŷ (x0) =
n∑
i=1

λ‘iY (xi). (3.14)

Opět požadujeme, aby tento odhad byl nestranný a měl minimálńı rozptyl.

Pro nestrannost odhadu muśı platit:

E[Ŷ (x0)− Y (x0)] = E[
n∑
i=1

λ‘iY (xi)− Y (x0)] = 0. (3.15)

Již v́ıme, že pr̊uměr Y (x) = 0, tud́ıž je odhad automaticky nestranný, a proto

v př́ıpadě jednoduchého krigingu neńı žádný požadavek na součet vah.

Rozptyl krigingu je:

var[Ŷ (x0)− Y (x0)] = E[
n∑
i=1

λ‘iY (xi)− Y (x0)]
2 (3.16)
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=
n∑
i=1

n∑
j=1

λ‘iλ
‘
jC[Y (xi), Y (xj)] + var[Y (x0)]− 2

n∑
i=1

λ‘iC[Y (xi), Y (x0)].

Vzhledem k tomu, že zde neńı podmı́nka pro váhy, neńı potřeba zavádět Lagrange̊uv

multiplikátor.

Systém krigingových rovnic pro jednoduchý kriging je ve tvaru:

n∑
j=1

λ‘jC[Y (xi), Y (xj)] = C[Y (xi), Y (x0)], i = 1, ..., n. (3.17)

Rozptyl jednoduchého krigingu je dán vztahem:

σ2
SK = σ2 −

n∑
i=1

λ‘iC[Y (xi), Y (x0)]. (3.18)

Povšimněme si, že vztahy pro systém krigingu a rozptyl krigingu jsou shodné

jako v př́ıpadě základńıho krigingu z hlediska kovariance po vynecháńı členu

s Lagrangeovým multiplikátorem.

3.2.3. Univerzálńı kriging

Informace o univerzálńım krigingu jsem čerpala ze zdroj̊u [8], [12] a [13]. V

př́ıpadě nesplněńı podmı́nek stacionarity regionalizované proměnné Z(x) použijeme

tzv. univerzálńı kriging. Regionalizovanou proměnnou rozděĺıme na dvě složky -

trendovou (drift), která určuje pr̊uměrnou hodnotu a reziduálńı složku.

K modelováńı trendu se v praxi nejčastěji použ́ıvaj́ı polynomy 1. či 2. řádu:

m(x) = µ+ b1xi + b2yi

pro polynom 1. řádu,

m(x) = µ+ b1xi + b2yi + b3x
2
i + b4xiyi + b5y

2
i

pro polynom 2. řádu. xi, yi znač́ı souřadnice i-tého bodu xi, µ, b1, ..., b5 jsou koe-

ficienty trendu.

Soustavu rovnic pro výpočet vah krigingu rozš́ı̌ŕıme o členy popisuj́ıćı trend.

Krigováńı pak neńı provedeno na p̊uvodńı data, ale na data očǐstěná od zjǐstěného
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trendu (z(x1, y1) −m(x1, y1), ..., z(xn, yn) −m(xn, yn)). K výsledným hodnotám

krigingu je na závěr přičtena hodnota trendu v konkrétńım bodě.

V př́ıpadě trendu popsaného polynomem 1. stupně vypadá soustava rovnic

následovně: 

C11 C12 · · · C1n 1 x1 y1
C21 C22 · · · C2n 1 x2 y2

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

Cn1 Cn2 · · · Cnn 1 xn yn
1 1 · · · 1 0 0 0
x1 x2 · · · xn 0 0 0
y1 y2 · · · yn 0 0 0





λ1
λ2
...
...
λn
µ
b1
b2


=



C(x1,x0)
C(x2,x0)

...

...
C(xn,x0)

1
x0
y0


, (3.19)

kde xi, yi jsou souřadnice vstupńıch bod̊u xi, i = 1, ..., n; x0, y0 souřadnice bodu

odhadu x0; b1, b2 koeficienty polynomu.

3.2.4. Lognormálńı kriging

V praxi je často vyskytuj́ıćım se jevem pozitivńı šikmost dat. V takovém

př́ıpadě je vhodné p̊uvodńı data nejprve zlogaritmovat. Já jsem pro převod zvolila

přirozený logaritmus:

Y (x) = ln(Z(x)), (3.20)

kde předpokládáme, že Y (x) je stacionárńı.

Pokud jsou transformovaná data (y(x1), ..., y(xn)) přibližně normálně rozdělená,

řekneme, že p̊uvodńı data (z(x1), ..., z(xn)) jsou lognormálně rozdělená. Výpočet

a modelováńı semivariogramu, stejně jako krigováńı, provád́ıme na těchto trans-

formovaných datech. [8] Takto źıskaný výsledek pak muśıme zpětně transformo-

vat, protože odhadnuté hodnoty jsou v logaritmické mı́̌re. Výsledek ještě uprav́ıme

o systematickou chybu. Výsledný vztah pro zpětnou transformaci je ve tvaru:

Ẑ(x0) = exp(Ŷ (x0) +
σ̂Y
2

), (3.21)

kde Ŷ (x0) je odhadnutá hodnota v bodě x0, σ̂Y je rozptyl odhadu Ŷ (x0) v bodě

x0. [12]
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4 Praktická část

V praktické části této práce budu aplikovat výše popsané metody na reálná

data. V mém př́ıpadě se jedná o hydrometeorologická data - srážky, kdy mám

k dispozici denńı úhrny srážek za obdob́ı listopad roku 2015 z 319 měř́ıćıch stanic.

Protože by bylo velmi rozsáhlé provádět výpočty pro každý jednotlivý den za

zvolené obdob́ı, data jsem agregovala a jednotlivé metody použiji pro měśıčńı

úhrn srážek.

Pro výpočty jsem použila statistický software R. Jedná se o volně dostupný

software, jehož prostřed́ı umožňuje statistické výpočty a poskytuje rozmanité

nástroje pro vizualizaci dat. Mezi použité knihovny patř́ı zejména knihovna gstat,

která obsahuje stěžejńı funkce této práce jako je variogram(), fit.variogram(),

krige(). Daľśı knihovnou, kterou jsem v práci využ́ıvala pro vytvořeńı prosto-

rových objekt̊u je knihovna sp. Okrajově byla také využita knihovna geoR, a to

pro převedeńı dat na tzv. geodata pomoćı funkce as.geodata() a jejich následné

vykresleńı, jako to můžeme vidět na obrázku 4.5. Pro vytvořeńı některých gra-

fických výstup̊u byly použity knihovny ggplot2 a scatterplot3d.

4.1. Pr̊uzkumová analýza dat

Než přejdeme k samotným interpolačńım metodám, je třeba si data připravit

pro vlastńı práci. Při práci s geologickými daty je vhodné převést souřadnice

ze zeměpisné soustavy souřadnic do souřadnicového systému, kde jsou již data

zobrazena v rovině. V této práci budu pracovat s daty, jejichž poloha je zadána

v souřadnicovém systému S-42.

Jedńım z aspekt̊u, který může snižovat kvalitu výsledk̊u či je zkreslovat, je

41



distribuce dat. Toto se týká zejména modelováńı variogramu při použit́ı metody

kriging, kdy šikmé rozděleńı dat může činit obt́ıžným odhad parametr̊u vari-

ogramu. Logaritmická transformace lognormálně rozdělených dat může zlepšit

model variogramu.

Pro źıskáńı představy o rozděleńı dat si vykresĺıme jejich histogram.

Obrázek 4.1: Histogram: p̊uvodńı data (vlevo), zlogaritmovaná data (vpravo)

V obrázku 4.1 vid́ıme, že data vykazuj́ı pravostranné šikmé rozděleńı. Po zloga-

ritmováńı se data bĺıž́ı normálńımu rozděleńı.

V př́ıpadě metody kriging budu tedy pracovat se zlogaritmovanými daty.

Výsledek krigingu následně transformuji zpět, abychom mohli př́ımo interpreto-

vat výsledné srážkové mapy. Nav́ıc tak budou porovnatelné s výsledkem metody

IDW, kterou provedu na p̊uvodńı data.

Pro źıskáńı prvotńı představy o datech jsou vhodné zejména nástroje vizu-

alizace. Pod́ıvejme se tedy ještě na tř́ırozměrný bodový graf, který zachycuje

hodnoty úhrn̊u srážek př́ıslušej́ıćı jednotlivým stanićım.

Na obrázku 4.2 vid́ıme, že v měśıćı listopad se vyskytuje jedna hodnota úhrnu

srážek př́ıslušej́ıćı měř́ıćı stanici ve Velkých Losinách, která se výrazně odlǐsuje od

ostatńıch. Takovéto hodnoty nazýváme odlehlými. Pro daľśı práci ji odstrańım

z datového souboru.
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Obrázek 4.2: 3D bodový graf - zlogaritmovaná data

4.2. Metoda IDW

Nejprve se pod́ıvejme na výsledky interpolace úhrnu srážek metodou IDW.

Vyzkoušela jsem dvě volby silového parametru p. Ve srážkových mapách jsou

nav́ıc znázorněny měř́ıćı stanice b́ılými kř́ıžky.

• p = 2:

Tato volba patř́ı mezi nejčastěji použ́ıvané. Výsledek můžeme vidět na obrázku

4.3. Můžeme si povšimnout, že vysokou srážkovost́ı se vyznačuje sever republiky,

kde bylo v listopadu např́ıklad naměřeno 102.1 mm srážek v Liberci či 207.1 mm

o 5 km východněji v Josefově Dole. Na základě srážkové mapy lze konstatovat,

že jihovýchod republiky se vyznačuje nižš́ımi hodnotami úhrn̊u srážek, které se

pohybuj́ı kolem 30 mm. Uved’me např́ıklad situaci v Kroměř́ıži, kde v listopadu

spadlo 30.2 mm srážek nebo v Holešově, kde bylo naměřeno 39.4 mm.

• p = 10:

Tato volba slouž́ı sṕı̌se pro ilustraci toho, jak s rostoućı hodnotou parametru

p roste vliv nejbližš́ıho pozorováńı na odhadovanou hodnotu. Na obrázku 4.4
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Obrázek 4.3: IDW - srážková mapa, p = 2

vid́ıme, že při interpolaci s touto hodnotou silového parametru se v́ıce odráž́ı vliv

lokálńıch jev̊u, v d̊usledku čehož je výsledná mapa srážek v́ıce členitá oproti té

s volbou silového parametru p= 2.

Obrázek 4.4: IDW - srážková mapa, p = 10

I zde vid́ıme stejný trend jako v předchoźı mapě, tedy jihovýchod republiky

obecně patř́ı mezi oblast s nižš́ımi hodnotami srážek. Severńı hranice republiky

opět patř́ı mezi nejdeštivěǰśı oblasti ČR.

Nutno však zmı́nit, že v hraničńıch oblastech je kvalita odhadu zkreslená
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v d̊usledku toho, že jsou měřeńı, na nichž je interpolace založena, dostupná pouze

na územı́ České republiky. Hraničńı body ČR tedy postrádaj́ı úplné okoĺı.

4.3. Metoda Kriging

Nyńı přejdeme k odhadováńı množstv́ı srážek metodou kriging. Tato metoda

je provedena pro logaritmovaná data, výsledné srážkové mapy budou následně

převedené zpět do p̊uvodńıho měř́ıtka.

V předchoźı kapitole s názvem Pr̊uzkumová analýza dat jsme již detekovali

odlehlé hodnoty. Jednalo se pouze o jedno měřeńı poř́ızené ve Velkých Losinách.

Přesto může být užitečné, pod́ıvat se na data ještě souhrnně.

Obrázek 4.5: Geodata souhrnně

Na obrázku 4.5 můžeme vidět 4 grafy shrnuj́ıćı naše geologická data. Prvńı graf

vlevo nahoře znázorňuje množstv́ı srážek současně s jejich polohou. Hodnoty

srážek jsou ještě rozlǐseny barevně a symbolicky do čtyř tř́ıd. Grafy na vedleǰśı

diagonále zachycuj́ı hodnoty srážek vzhledem k jednotlivým souřadnićım. Na po-

sledńım grafu vpravo dole můžeme vidět histogram dat proložený odhadem jejich

hustoty.
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4.3.1. Stacionarita

Prvńım z předpoklad̊u, který je potřeba ověřit než přejdeme k modelováńı

variogramu a následnému krigováńı, je předpoklad stacionarity. V př́ıpadě, že se

bude pr̊uměrná hodnota srážek lǐsit v závislosti na konkrétńı oblasti daného

regionu, prolož́ıme souřadnice lineárńım trendem či polynomem vyšš́ıho řádu.

Správnost použitého trendu v praxi zjist́ıme ověřeńım podmı́nky stacionarity

prvńıho řádu, aplikovanou na rezidua R(x) = Z(x) − m(x), kde Z(x) znač́ı

naměřenou hodnotu v bodě x, m(x) hodnotu trendu v tomto bodě. [7]

• Konstantńı trend

V př́ıpadě konstantńıho trendu je pr̊uměrná hodnota srážek stálá v celé ob-

lasti. Tato situace patř́ı mezi nejjednodušš́ı a vede k základńımu krigingu v př́ıpadě,

že je pr̊uměr neznámý; k jednoduchému, pokud je pr̊uměr známý.

Předpokládaný model je ve tvaru:

E[Z(xi)] = m(xi, yi) = µ,

kde µ je absolutńı člen konstantńıho trendu a xi, yi jsou souřadnice. [7]

Obrázek 4.6: Konstantńı trend - re-
zidua, zeměpisná š́ı̌rka

Obrázek 4.7: Konstantńı trend - re-
zidua, zeměpisná délka

Na obrázćıch 4.6 a 4.7 vid́ıme vykreslená rezidua proti jednotlivým souřadnićım.

Za předpokladu stacionarity a použit́ı správného trendu by měla rezidua náhodně

oscilovat kolem nuly. Vid́ıme, že toto zřejmě splněno neńı, obzvlášt’ pak u rezidúı

vykreslených proti zeměpisné délce.
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Budeme tedy prokládat souřadnice trendem, proto již v́ıme, že vhodnou kri-

gingovou metodou bude univerzálńı kriging.

• Lineárńı trend

Konstantńı trend nevyhovoval našim dat̊um, proto vyzkouš́ıme souřadnicemi

proložit polynom nejprve prvńıho řádu a uvažovat tak lineárńı trend, který je

ve tvaru:

E[Z(xi)] = m(xi, yi) = µ+ b1xi + b2yi,

kde µ, b1, b2 jsou koeficienty trendu. [7]

Obrázek 4.8: Lineárńı trend - rezi-
dua, zeměpisná š́ı̌rka

Obrázek 4.9: Lineárńı trend - rezi-
dua, zeměpisná délka

Na obrázćıch 4.8 a 4.9 opět vid́ıme vykreslená rezidua. Použit́ım lineárńıho trendu

jsme také nedoćılili stacionárńıho chováńı rezidúı.

Následný postup je obdobný s postupným obměňováńım polynomu na vyšš́ı

řády, a to na kvadratický, kubický trend a polynom 4. řádu. Protože zejména

vývoj rezidúı vzhledem k zeměpisné délce má stř́ıdavě klesaj́ıćı a rostoućı cha-

rakter, zkusila jsem souřadnice proložit goniometrickou funkćı kombinaćı sinu

a cosinu. Přestože v př́ıpadech polynomu 2., 3. řádu a goniometrické funkce došlo

k mı́rnému zlepšeńı oproti konstantńımu trendu, rezidua stále vykazovala trend.
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• Polynom 4. řádu

Při proložeńı souřadnic polynomem 4. řádu, který je ve tvaru:

E[Z(xi)] = m(xi, yi) = µ+ b1xi + b2yi + b3x
2
i + b4y

2
i + b5xiyi + b6x

3
i+

+b7y
3
i + b8x

2
i yi + b9xiy

2
i + b10x

4
i + b11y

4
i + b12x

2
i y

2
i + b13x

3
i yi + b14xiy

3
i ,

kde µ, b1, ..., b14 jsou koeficienty trendu, jsou rezidua stacionárńı, jak je vidět

na obrázku 4.10 a 4.11. Proto budu tento trend považovat za vhodný a použiji

jej k následné práci.

Obrázek 4.10: Polynom 4. řádu - re-
zidua, zeměpisná š́ı̌rka

Obrázek 4.11: Polynom 4. řádu - re-
zidua, zeměpisná délka

4.3.2. Modelováńı variogramu

Teorie regionalizované proměnné je založena na předpokladu, že variabilita

proměnné je stejná ve všech směrech. V tomto př́ıpadě je prostorová variabi-

lita izotropńı a je možné využ́ıt pro výpočet variogramu všechny možné dvojice

datových bod̊u. [7]

Př́ıpadnou anizotropii vyšetřujeme pomoćı vykresleńı experimentálńıho va-

riogramu alespoň pro 4 základńı směry: 0◦, 45◦, 90◦ a 135◦. Na obrázku 4.12

můžeme vidět směrový variogram pro naše data s uvažovaným trendem ve tvaru

polynomu 4. řádu.

Již zde si můžeme všimnout určitých odlǐsnost́ı ve variogramech. Abychom

zjistili konkrétńı parametry variogramu v každém ze směr̊u a zjistili tak s jistotou,
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Obrázek 4.12: Směrový variogram

zda jde o anizotropńı model, budeme experimentálńı variogramy v jednotlivých

směrech prokládat křivkou - teoretickým variogramem, který nejlépe fituje hod-

noty experimentálńıho variogramu. Nejčastěǰśı metodou fitováńı je minimalizace

váženého součtu čtverc̊u chyb
∑
wj(γ(h)− γ̂(h))2. [2]

Úhel Zbytkový rozptyl Částečný práh Celkový práh Dosah
0◦ 0.03 0.21 0.24 94 085

45◦ 0.04 0.19 0.23 113 642
90◦ 0.047 0.17 0.217 81 642
135◦ 0.013 0.17 0.18 61 793.7

Tabulka 4.1: Parametry směrových variogramů

V tabulce 4.1 můžeme vidět odhadnuté parametry směrových variogramů. Lze

konstatovat, že variogramy v jednotlivých směrech dosahuj́ı podobných prah̊u,

dosah se ovšem lǐśı. V tomto př́ıpadě se jedná o geometrickou anizotropii, kdy

influenčńı okoĺı neńı kruh, jako by tomu bylo v př́ıpadě izotropńıho modelu,

ale elipsa. [4] Z tabulky 4.1 je patrné, že hlavńım směrem je směr 45◦ s dosahem

113 642, což představuje délku hlavńı poloosy elipsy. Vedleǰśı směr je tedy 135◦

s dosahem 61 793.7, který tvoř́ı vedleǰśı poloosu elipsy.

Jedńım z v praxi využ́ıvaných zp̊usob̊u modelováńı anizotropńıho variogramu
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prob́ıhá tak, že vytvoř́ıme variogram s parametry variogramu v hlavńım směru.

Nav́ıc je ještě nutné definovat parametry anizotropie, kterými jsou hlavńı směr

- v našem př́ıpadě tedy 45◦ - a poměr anizotropie, který spoč́ıtáme jako poměr

mezi vedleǰśım a hlavńım dosahem. Proto bude poměr vždy menš́ı než 1. Pro naše

data je roven 0.544.

Obrázek 4.13: Variogram - fitovaný anizotropńı model

Výsledný fitovaný model je zobrazený na obrázku 4.13 modrou čárou. Nav́ıc jsou

zde zobrazeny hodnoty experimentálńıch variogramů pro 4 základńı směry.

4.3.3. Kriging

Nyńı již můžeme přej́ıt k odhad̊um úhrn̊u srážek pomoćı metody kriging

s použit́ım výše namodelovaného anizotropńıho variogramu.

Výsledná srážková mapa je zobrazena na obrázku 4.14. B́ılými kř́ıžky jsou

znázorněny použité měř́ıćı stanice v ČR. Odhadnuté hodnoty úhrn̊u srážek jsou

zobrazeny v p̊uvodńım měř́ıtku, tedy po zpětné transformaci z měř́ıtka logarit-

mického. V měśıci listopadu patřil mezi nejméně deštivé oblasti ČR východ repub-

liky společně s část́ı severozápadu ČR, kde množstv́ı srážek spadených za měśıc

nepřesáhlo 50 mm. Sever a také část středovýchodu republiky lze naopak označit

za nejdeštivěǰśı oblast, kde srážky přesahovaly 100 mm. V obrázku 4.15 je ještě
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Obrázek 4.14: Srážková mapa - univerzálńı kriging (polynom 4. řádu)

znázorněna mapa směrodatných odchylek krigingu. Tyto jsou zobrazeny pro loga-

ritmovaná data, protože v př́ıpadě směrodatných odchylek se narozd́ıl od úhrn̊u

srážek nejedná o hodnoty, které bychom potřebovali znát v jejich skutečném

měř́ıtku a převod rozptylu (a tedy i směrodatné odchylky) logaritmicky trans-

formované veličiny na p̊uvodńı měř́ıtko, narozd́ıl od zpětné transformace odhad-

nutých úhrn̊u srážek, vedl k velké deformaci výsledné mapy tak, že sṕı̌se než

vývoj směrodatných odchylek v jednotlivých oblastech zachycovala vývoj srážek.

Obrázek 4.15: Směrodatné odchylky krigingu - univerzálńı kriging (polynom 4.
řádu)
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Při prováděńı univerzálńıho krigingu z d̊uvodu snadněǰśı interpretace pre-

ferujeme trend v datech modelovaný polynomem co nejnižš́ıho řádu. Přestože

je model s trendem polynomu 4. řádu z formálńıho hlediska korektńı, může

být obt́ıžné z něj dělat závěry. Zkusila jsem proto vytvořit mapy srážkových

úhrn̊u pomoćı základńıho krigingu a univerzálńıho krigingu s lineárńım tren-

dem. Následně otestuji, zda porušeńı předpokladu stacionarity výrazně ovlivnilo

schopnost modelu odhadovat hodnoty. Stejně jako u univerzálńıho krigingu s po-

lynomem 4. řádu se jedná o anizotropńı modely s hlavńım směrem 45◦ a vedleǰśım

135◦. V př́ıpadě základńıho krigingu je poměr anizotropie 0.669, u univerzálńıho

krigingu s lineárńım trendem to je 0.568.

Obrázek 4.16: Srážková mapa -
základńı kriging

Obrázek 4.17: Srážková mapa - uni-
verzálńı kriging (lineárńı trend)

Obrázek 4.18: Směrodatné odchylky
krigingu - základńı kriging

Obrázek 4.19: Směrodatné odchylky
krigingu - univerzálńı kriging (lineárńı
trend)

Na obrázćıch 4.16 a 4.17 jsou zobrazeny výsledné srážkové mapy. V obrázćıch

4.18, 4.19 pak mapy jejich směrodatných odchylek krigingu. Můžeme konstato-
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vat, že základńı rysy srážkových map, stejně jako map směrodatných odchylek,

z̊ustávaj́ı ve všech př́ıpadech stejné.

Pro posouzeńı vhodnosti použitého modelu si uvedeme dvě často už́ıvaná

měř́ıtka, kterými jsou středńı čtvercová chyba (RMSE) a koeficient determinace

(R2).

• RMSE - neboli středńı čtvercová chyba, která charakterizuje, jak přesně zvo-

lený model fituje naše data. Můžeme ji interpretovat jako pr̊uměrnou odchylku

odhadnutých a napozorovaných hodnot v lokalitách xi. Preferujeme ńızké hod-

noty.

RMSE =

√∑n
i=1[Z(xi)− Ẑ(xi)]2

n
,

kde Z(xi) je pozorovaná hodnota a Ẑ(xi) odhadnutá hodnota v bodě xi. [7]

• R2 - koeficient determinace, který udává poměr variability vysvětlené modelem,

proto nabývá hodnot od 0 do 1. Žádoućı jsou hodnoty bĺızké jedné.

R2 =

∑n
i=1[Ẑ(xi)− Z(x)]2∑n
i=1[Z(xi)− Z(x)]2

,

kde Z(x) je pr̊uměrná hodnota Z(xi). [7]

Tyto charakteristiky jsem napoč́ıtala pro všechny tři zkoumané modely, a to

pro základńı kriging - ZK, univerzálńı kriging s lineárńım trendem - UK (lineárńı

trend) a univerzálńı kriging s trendem ve tvaru polynomu 4. řádu - UK (polynom

4. řádu). Výsledné hodnoty těchto charakteristik zachycuje tabulka 4.2. Hodnoty

jsou uvedeny pro odlogaritovaná data. Pořad́ı vhodnosti modelu, stejně jako koe-

ficient determinace, by z̊ustali stejné také v př́ıpadě výpočtu s logaritmovanými

daty.

Podle koeficientu determinace (R2 = 1) vid́ıme, že všechny uvažované modely

vysvětlily téměř veškerou variabilitu v datech. Téměř veškerou, protože jeho hod-

nota nebyla př́ımo rovna jedné. Abychom nedostali hodnotu rovnu jedné vlivem

zaokrouhlováńı, museli bychom koeficient determinace uvádět s až 26-ti mı́stným
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Model RMSE R2

ZK 8.847 e-15 1

UK (lineárńı trend) 3.076 e-14 1

UK (polynom 4. řádu) 9.073 e-10 1

Tabulka 4.2: Charakteristiky kvality modelu - odlogaritmovaná data

desetinným rozvojem. Podle charakteristiky RMSE lze modely seřadit od nej-

lepš́ıho následovně - základńı kriging, univerzálńı kriging s lineárńım trendem

a nakonec univerzálńı kriging s polynomem 4. řádu, avšak hodnoty této cha-

rakteristiky jsou u všech model̊u velice malé, proto také rozd́ıly mezi nimi jsou

zanedbatelné.

4.3.4. Kř́ıžová validace

Pro posouzeńı predikčńı kvality modelu jsem použila kř́ıžovou validaci, při

které je odstraněna vždy jedna měř́ıćı stanice z výpočtu krigingu a na základě

hodnot zbývaj́ıćıch stanic je predikce provedena pro odstraněnou stanici. [4] Takto

je postup zopakován tolikrát, dokud neńı postupně odstraněna každá měř́ıćı sta-

nice a nebyly tak vypočteny odhady pro všechna mı́sta měřeńı.

Na základě známých a predikovaných hodnot jsem pak spoč́ıtala charakteris-

tiky kvality modelu jako jsou již zmiňované R2 a RMSE. V př́ıpadě kř́ıžové vali-

dace je však interpretace RMSE odlǐsná. Zde nám RMSE vyjadřuje, jak přesně

zvolený model predikuje naše data. Jde tedy o pr̊uměrnou odchylku prediko-

vaných a napozorovaných hodnot v lokalitách xi. Jako daľśı ukazatele si uvedeme

korelačńı koeficient mezi pozorovanými a odhadnutými hodnotami a korelačńı

koeficient mezi odhadnutými hodnotami a rezidui.

• corZ(xi),Ẑ(xi)
- korelačńı koeficient mezi pozorovanými a odhadnutými hod-

notami. Nabývá hodnot od -1 do 1. V tomto př́ıpadě preferujeme hodnoty co

nejbĺıžš́ı 1.
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corZ(xi),Ẑ(xi)
=

cov[Z(xi), Ẑ(xi)]√
var[Z(xi)]var[Ẑ(xi)]

,

kde var[Z(xi)] znač́ı rozptyl pozorovaných hodnot Z(xi), var[Ẑ(xi)] rozptyl od-

hadnutých hodnot Ẑ(xi).

• corresidual(xi),Ẑ(xi)
- korelačńı koeficient mezi odhadnutými hodnotami a rezidui.

Preferujeme hodnoty kolem 0.

corresidual(xi),Ẑ(xi)
=

cov[residual(xi), Ẑ(xi)]√
var[residual(xi)]var[Ẑ(xi)]

,

kde residual(xi) = Z(xi)− Ẑ(xi).

Kř́ıžová validace je prováděna na logaritmovaných datech, pro která byl namo-

delován také variogram a proveden následný kriging. Výsledné hodnoty charak-

teristik stejně jako diagnostické grafy jsou uvedeny pro odlogaritmovaná data,

což může př́ıpadně pomoci identifikovat oblasti s problematickými hodnotami

srážkových úrhn̊u.

Model RMSE R2 corZ(si),Ẑ(si) corresidual(si),Ẑ(si)

ZK 21.424 0.750 0.868 0.114

UK (lineárńı trend) 21.683 0.744 0.864 0.101

UK (polynom 4. řádu) 22.260 0.730 0.855 0.078

Tabulka 4.3: Kř́ıžová validace - odlogaritmovaná data

Z tabulky 4.3 vid́ıme, že charakteristiky kvality modelu RMSE a R2, stejně

jako korelačńı koeficienty, se mezi jednotlivými modely lǐśı minimálně. Proto lze

konstatovat, že nesplněńı podmı́nky stacionarity nesnižuje predikčńı schopnosti

model̊u.

Pod́ıvejme se ještě na některé diagnostické grafy. Zde se budu již zabývat

pouze matematicky správným modelem, kterým je univerzálńı kriging s trendem

ve tvaru polynomu 4. řádu. Nejprve se pod́ıvejme na graf znázorňuj́ıćı pozorované
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a odhadnuté hodnoty. Tento graf můžeme vidět na obrázku 4.20 pro logaritmo-

vaná data, na obrázku 4.21 pro odlogaritmovaná data. Na základě obou graf̊u

lze ř́ıci, že model nemá tendenci systematicky nadhodnocovat či podhodnocovat

predikované hodnoty. Problematická měřeńı nabývaj́ı sṕı̌se pr̊uměrných hodnot

a tak lze usuzovat, že velké odchylky predikovaných hodnot od pozorovaných

plynou sṕı̌se ze specificity př́ıslušných stanic.

Obrázek 4.20: Pozorované, predi-
kované hodnoty - logaritmovaná
data

Obrázek 4.21: Pozorované, predi-
kované hodnoty - odlogaritmovaná
data

Graf 4.22 zachycuje vykreslená pozorováńı proti rezidúım, a to pro odlogarit-

movaná data. Nav́ıc jsou v něm uvedeny názvy měř́ıćıch stanic, kterým odpov́ıdaj́ı

hodnoty rezidúı v absolutńı hodnotě větš́ı než 60. Můžeme si povšimnout, že

některým lokalitám, ve kterých dosahovaly úhrny srážek kolem 200 mm a v́ıce,

př́ısluš́ı vysoké kladné hodnoty rezidúı. Mezi tyto stanice patř́ı např. měř́ıćı sta-

nice ve Zdobenićıch, Luisunu údoĺı, v Prášilech, Nové Louce či Labské boudě.

Nav́ıc jsou pak problematická měřeńı poř́ızená v Aši, Lučńı boudě, Vysokém nad

Jizerou, Pomezńı boudě a Horńı Malé Úpě, kde se úhrny srážek pohybovaly ko-

lem 100 mm, a tak patřily do intervalu hodnot, kde se pohybovalo velké množstv́ı

měřeńı. Obdobný graf můžeme vidět na obrázku 4.23, kde jsou zachyceny odhad-

nuté hodnoty a rezidua s vyznačenými problematickými stanicemi. Z graf̊u 4.22

a 4.23 je patrné, že zkonstruovaný model podhodnocuje některá měřeńı, která

dosahovala nadpr̊uměrných hodnot a nadhodnocuje několik málo měřeńı, která

dosahuj́ı pr̊uměrných hodnot. Vzhledem k tomu, že se jedná jen o několik měřeńı

z celkového počtu 318, neńı tento jev systematický.
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Obrázek 4.22: Pozorované hodnoty, rezidua - odlogaritmovaná data

Obrázek 4.23: Odhadnuté hodnoty, rezidua - odlogaritmovaná data
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Závěr

V této práci jsem se zabývala daty, která jsou vztažená k určitému územı́.

Proto byly nástroje k jejich zpracováńı z oblasti geostatistiky.

V prvńı kapitole je představen Český hydrometeorologický ústav, z jehož in-

ternetových stránek jsem čerpala data. Také je zde popsán souřadnicový systém

S-42, který je pro zpracováńı prostorových dat vhodněǰśı než klasický zeměpisný

souřadnicový systém.

V druhé kapitole jsou nadefinovány stěžejńı pojmy jako jsou náhodná funkce,

regionalizovaná proměnná či variogram. Pro srovnáńı je v této kapitole uvedena

také interpolačńı metoda IDW, která je však čistě numerickou metodou.

Třet́ı kapitola pak pojednává o teorii krigingu, kde byl také odvozen systém

krigingových rovnic. V této kapitole byly rovněž uvedeny r̊uzné typy krigingu,

a to základńı, jednoduchý, univerzálńı a lognormálńı kriging.

Hlavńı část́ı práce je pak čtvrtá kapitola, která obsahuje praktickou část. Zde

jsem výše źıskané poznatky aplikovala na reálná data - měśıčńı úhrny srážek.

Nejprve byly vytvořeny srážkové mapy metodou IDW. Poté následovala tvorba

map metodou kriging, kdy jsem nejprve prostřednictv́ım rezidúı vyšetřovala sta-

cionaritu dat. Rezidua vykazovala stacionárńı chováńı až při proložeńı souřadnic

trendem ve tvaru polynomu 4. řádu. Pro srovnáńı jsem dále uvažovala i modely

s konstantńım a lineárńım trendem. Po ověřeńı stacionarity následovalo mode-

lováńı variogramu, kdy se ukázalo, že variogram nemá stejné chováńı ve všech

směrech, což vedlo k anizotropńımu modelu variogramu s hlavńım směrem 45◦

a vedleǰśım 135◦. Výstupem této metody byly opět srážkové mapy, které můžeme

vizuálně porovnat se srážkovými mapami vytvořenými metodou IDW. Pro posou-
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zeńı kvality modelu byly zvoleny charakteristiky RMSE a R2. Podle obou charak-

teristik jsou všechny modely vytvořené pro kriging uspokojivé. Kvalita predikćı

model̊u pak byla posuzována na základě kř́ıžové validace. Také predikčńı schop-

nosti model̊u se ukázaly jako obstojné ve všech př́ıpadech a tak lze konstatovat, že

nesplněńı stacionarity nemá v tomto př́ıpadě výrazný vliv na schopnost model̊u

predikovat hodnoty.

Při psańı diplomové práce jsem źıskala mnoho zkušenost́ı. Měla jsem poprvé

možnost zpracovat text takového rozsahu v typografickém systému TEX. Vůbec

poprvé jsem pak pracovala v programu CorelDRAW. Také jsem si prohloubila

dovednosti v oblasti použit́ı statistického softwaru R. Za nejpř́ınosněǰśı však

považuji práci s reálnými daty, kdy člověk dopředu nev́ı, co všechno si na něj

”
připrav́ı“. Dı́ky tomu, že data, která jsem zpracovávala, porušovala podmı́nku

stacionarity a při modelováńı variogramu se vyskytovaly pot́ıže s anizotropíı, jsem

měla možnost nahlédnout do problematiky krigingu snad i trochu hlouběji.
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[14] Souřadnicové systémy [online]. [cit. 2016-2-10]. Dostupné z:
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